prof. C.Becchi - CORSO DI FISICA TEORICA
RACCOLTA di ESERCIZI

SECONDA QUANTIZZAZIONE (BOSONI)

1. L’operatore di distruzione di un bosone al punto 7" ¢é dato, in rappresentazione di Schrodinger,
da

—

1 i
(1) = 7/614651’”14»,
(7) (271'71)% P P
calcolare, per t > 0 la funzione di correlazione
(Wo, (7, )1 (i, 0) Wy )

supponendo i bosoni liberi e di massa m e identificando lo stato ¥ con lo stato di vuoto.
3

Si ponga [ dﬁe*mpz = (ﬁ) * e si proceda completando i quadrati.
(Sol: (g22-)? ei%i7)

2mith

—

2. Dato uno stato rappresentato dal vettore W, e l'operatore densita di particella p(R) =
®T(R)®(R), si chiama funzione di correlazione della densita relativa allo stato s I'espressione

— — =, — —.

G(R) =< ¥ ,p(R)p(0)¥y > — < U p(R)V, >< U, p(0)T, > .

Calcolare il valore della funzione G nel caso in cui lo stato s € quello di due bosoni iden-
tici con numeri d’onda k; e ko rispettivamente, quantizzati in una scatola di lato L con
condizioni al bordo periodiche.

—

(Sol: G(R) = 220 4 2 (cos((ky — ko) - B) — 1) .)

3. Per un oscillatore armonico tridimensionale isotropo di cui A4; con i = =z, y, z sono
gli operatori di distruzione relativi alle eccitazioni lungo i tre assi, calcolate 1'operatore
corrispondente alla componente z del momento angolare. Calcolare anche le componenti y
e z del momento angolare verificandone le regole di commutazione.

(Sol: L, = in[A] A, — ALA,))

4. Gli stati di singola particella di un sistema di bosoni identici sono ordinati secondo gli
interi positivi, ¥q € lo stato di vuoto. Calcolare I’elemento di matrice fra lo stato

(a3)? (a])* ¥

e lo stato



dell’operatore

g Z CLL_Mn )

n>1

(Sol: 369)

. Per un sistema di bosoni identici in una dimensione i cui stati sono distinti da un unico
numero quantico intero ed a, (—oo < n < 400) sono gli operatori di distruzione, ¢ data
una successione di operatori non hermitiani:

e}

Jo= > (n+ Qi)ailﬂ-ai
con:
Jh=J_, .

Mostrare che gli operatori dati verificano un sistema di relazioni di commutazione del tipo:
[Jn7 Jm] = On,mJn—‘rm

e calcolare C, ,,.

(Sol: C(n,m) = 2(m —n))

. Si consideri un sistema di N bosoni in 1 dimensione con hamiltoniana impertubata:
(o]

Hy = Z wnaLan
n=0

soggetto alla perturbazione:
V = Mad — a)?(ag — a1)*.

Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo ordine pertur-
bativo.

(Sol: AE = AN(N —1) [1 _ W})

. Si consideri un sistema di bosoni in una dimensione di cui all’esercizio precedente, si calcoli
la correzione all’energia dello stato |Ng = N, N; = 1 > fino al secondo ordine perturbativo
e la si confronti con quella relativa allo stato fondamentale di N particelle.

(Sol: AE = AN(N+3)— A(ANT-N?-3N) quindi lo spostamento dell’energia delo stato di singola particella

w

connzléAE1:2)\N+M)



10.

11.

12.

Si consideri un sistema di N bosoni in 1 dimensione con hamiltoniana impertubata:

o
Hy = Z anaLan
n=—oo
soggetto alla perturbazione:

[e.9]

V=X2 > ]q\e_gqajnﬂal,qanam :

m,n,g=—0o0

Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo ordine pertur-
bativo.

(Sol: AE = —(2A2N(N — 1)/w) X5, exp(—2¢n) = —(2XN(N — 1)/w)(1/(1 — exp(~2¢))))

L’hamiltoniana di un sistema di N bosoni vincolati a muoversi su un anello di lunghezza
L e schematizzata come segue:

i hn® A i ooy
H = ala, +— Ay qQp— g Qyy
n=—00 2mL2 " 2L p,r,qg=—00

Calcolare il contributo del secondo ordine in A all’energia della stato fondamentale .

(Sol: Bp = N(N = 1) (3 = 223) + 0 (%) )

Per un sistema di bosoni quantizzati nel volume €2, di cui a; ¢ l'operatore di distruzione,
scrivere l'operatore d’interazione V' corrispondente in seconda quantizzazione al potenziale
d’interazione a due corpi:

V(r) =vR é(r — R)

.Y — 2muR? LsingR Tt
(Sol: v = G 2 gik . sy g0 _ AR 2

Per un sistema di N bosoni identici di massa m e interagenti tramite l'interazione V' di cui
all’esercizio precedente calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al
secondo ordine in v e al limite 2 — oo, N — 0o con % = p costante. Si noti in proposito
che I'energia dello stato fondamentale Fr, essendo ’energia di un sistema una grandezza
estensiva, risulta proporzionale al volume €2. Si tratta dunque di calcolare fino al secondo

. . . E
ordine in A il valore del rapporto <4.

(Sol: E = 27vR3p%(1 — o2 4 O(v2)) )

Per un sistema di N bosoni identici di massa m e interagenti tramite l'interazione V corrispon-
dente in seconda quantizzazione al potenziale d’interazione a due corpi:

V(r)=\e &

3



13.

14.

15.

calcolare l'interazione V' e la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo

ordine in A e al limite 2 — oo, N — oo con % = p costante. Si noti in proposito

che I'energia dello stato fondamentale Fr, essendo ’energia di un sistema una grandezza
estensiva, risulta proporzionale al volume €2. Si tratta dunque di calcolare fino al secondo

. . . E
ordine in A il valore del rapporto <4.

.1/ _ 4nAR3 1 T T
(SOI. V =5 ZﬁEq’ AT ReR2)? Uy g _ gOR 0P -
Ep = ExA+ Eo)2+ O(N3) |, By = NN ypps 2o

TR3 wp2QmR®
Ey = =2N(N = )m(*55)* Yo wormemy — — Lo )

Si consideri un sistema di N bosoni in 1 dimensione con hamiltoniana impertubata:
o
Hy = Z wnal a,
n=0

soggetto alla perturbazione:
V = Majay + alag)?.

Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo ordine pertur-
bativo.

(Sol: AN {1 _ @])

Si consideri un sistema di N bosoni in 1 dimensione con hamiltoniana impertubata:
o
Hy = Z wnalan
n=0
soggetto alla perturbazione:
V=A {(aT)2a2 + (aT)2a2}
= 0) Q2 2) Qo -

Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo ordine pertur-
bativo.

(Sol: _XN(N-1)y

2w

Per un sistema di bosoni identici in una buca unidimensionale a pareti riflettenti si ha
I’hamiltoniana:

H=>3 emnala, + > v(n)(m)alal,ana,
n=0

n,m=0

dove €(n) e v(n) sono due successioni reali e positive. Calcolare lo spettro di H in funzione
di queste due successioni.



16.

17.

18.

(Sol: Le autofunzioni sono caratterizzate dai numeri di occupazione aj,a, = N(n). I corrispondenti

autovalori sono:
> N(n)(e(n) = v*(n)) + <Z N(ﬂ)U(ﬂ)) )

Calcolare fino al secondo ordine perturbativo nell’interazione

V=3 ol = klu(p -k + 24D AL ;AL AgAy

P+q

dove p, ¢ e k sono impulsi, ’energia dello stato fondamentale di un sistema di /N bosoni di
massa M quantizzati in una scatola cubica periodica di spigolo L.

(SOI: FE = v%N(N —1) (1 _ Z(#O 2M'U(2q)))

q2

Si calcoli la correzione perturbativa al secondo ordine all’energia dello stato fondamentale
di N bosoni identici con hamiltoniana imperturbata

soggetta alla perturbazione

=

Q ¢ il volume di quantizzazione e V' (0) =
(Sol _N(];Q;) ZE Vigk))

Due bosoni di massa m e impulso opposto £Ap nel volume di quantizzazione (2 interagis-
cono tramite

A
_ N t
V_QQﬂﬁZ k1+¢f/4k’2 Ak? ko
k1,k2,q#0
calcolate nel limite {2 — oo la sezione d’urto integrata sugli angoli di scattering.
(Sol: Si noti che, dato che le particelle sono identiche, I'integrale sull’impulso di ciascuna particella finale
(hk; , i = 1,2) va limitato a meta dell’angolo solido. L’elemento di matrice di V' vale 20/Q6p g il cul
modulo al quadrato nel limite di grande volume & 422(27)3 /Q36 (k1 +ks) il flusso & ¢ = vyer/Q = 2hp/ (M),

la sezione d’urto e il rapporto fra la probabilita di transizione per tempo unitario e il flusso e vale:

= m2\2/(27h"))



19.

20.

21.

Un bosone di massa m e impulso Ap si trova in presenza di un condensato di N bosoni
dello stesso tipo nello stato con impulso nullo nel volume di quantizzazione (2.

Se i bosoni interagiscono fra loro tramite

A
_ T T LAl
V= 20 Z AEﬁqAEQ—«TA’@Akl

k1 k2,340

, calcolate nel limite 2 — oo e in funzione della densita p = N/, la probabilita per unita
di tempo di un urto il cui stato finale contenga due bosoni fuori dal condensato.

(SOI: Si noti che, dato che le particelle sono identiche, I'integrale sull'impulso di ciascuna particella finale
fuori dal condensato(hl;i , i = 1,2) va limitato a meta dell’angolo solido. L’elemento di matrice di V
vale QﬁA/QJEh_Ez il cui modulo al quadrato nel limite di grande volume & 4X2p(27)3/Q28(k1 + ks)
la probabilitd di transizione per unita di tempo vale: P = m\2pp/ (27rh3). Confrontando con 1’esercizio

precedente si ha: P = ophp/m)
Calcolare, nel limite di volume di quantizzazione 2 — oo, il commutatore:
[Ai(Fv 0)7 Ej(07 0)]

dove A(7,t) ¢ il potenziale vettore del campo elettromagnetico (Eq.(145), pg. 35 degli
appunti) e E ¢ il campo elettrico. ( Si tenga conto che per i vettori di polarizzazione vale
la formula:}", €}, ;(k)eq;(k) = dij — kk]? e inoltre Y_pexp(ik - 7)/(k*Q) — 1/(4nr).)

(Sol: [4;(7,0), E;(0,0)] = —ih/eo[0(7)8; j+V:V;(1/(4xr))]. Sinoti che la condizione V-A = 0 & rispettata

dal risultato.)

Si consideri lo spazio degli stati fotonici in una cavita a pareti riflettenti. Questo spazio
e lo spazio di Fock dei fotoni con frequenza (e quindi energia) inferiore a un certo valore
detto frequenza di plasma delle pareti che nel caso in studio ¢ vp = 106 Hertz.

Assumendo che lo stato quantistico della cavita sia il vuoto di Fock calcolate, partendo
dall’espressione del potenziale vettore in seconda quantizzazione con la somma sui numeri
d’onda tagliata alla frequenza di plasma, il valore medio del quadrato del campo elettrico
nel centro della cavita. ( Si sostituisca la somma sui numeri d’onda con un integrale).

(Sol: Dagli appunti (pg.31) risulta

Lo [ R k_
E(0,0) = —Z\/;Z > \/gem [Aa,z - AL,;;} )

o3 k< Zree

d’altra parte il valor medio nel vuoto: < ¥ [Aa,,; - ALE} [Agﬁ— AE@} Wy >= —0; 0a,s per cul si ha

2mup P
2 _h . ck ~, _hc — 1.3 _ 2mhvp
< WL Vo >= T Za;&i’),k,k<2ﬂ# Y sz Jo ¢ Kldk = )

6003
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23.

24.

25.

Le particelle relativistiche sono quantizzate, analogamente ai fotoni, come i modi normali
di un campo. Nel caso di bosoni di spin zero e privi di massa si tratta di un campo
scalare ¢ e la densitd d ’ energia & (¢)?/2 + *(V$)?/2. Non considerando il modo zero
alcolate l'espressione quantistica del campo ¢(7, 0) nel volume € in termini degli opratori
di creazione e distruzione a; sugli stati di dato numero d’onda e quella dell’operatore
H' = [dF(c/)\)?*¢* % (7,0)/2 dove A = mch.

(SOL: 6(7,0) = 1/ 5 o exp (B~ 7 /plag +al ) s B = he X s01/(4pA2) (a5 +a )(a_+ab)

Calcolare, in funzione dell’energia hw del fotone, la probabilita di decadimento di un atomo
con un singolo elettrone da un livello eccitato I (corrispondente al ket |I,1, M >) con mo-
mento angolare unitario e terza componente M allo stato fondamentale F' (corrispondente
al ket |F,0,0 >) di momento angolare orbitale nullo. Si applichi I'approssimazione di
dipolo elettrico in cui si trascura lo spin, si considera il nucleo infinitamente pesante e
I’hamiltoniana di transizione e: e .
Hy=—A(0) 7,
mc
dove p e I'impulso dell’elettrone e A(0) il potenziale vettore calcolato sul nucleo. Si ponga
inoltre
< F,0,0|2|1,1,0 >= v,

dove z ¢ la terza coordinata dell’elettrone.
2

.dP _ 4 e 2w3
(SOI’ dt 347reohc’y 02)

Si consideri un sistema di N bosoni in 1 dimensione con hamiltoniana impertubata:
o
Hy=Y_ wnal a,
n=0

soggetto alla perturbazione:

V=2 [agag + agao] .
Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo ordine pertur-
bativo e, se possibile, confrontare il risultato approssimato ottenuto con quello esatto.

(Sol: Ep = N (w — Vw? + X7) = — 2%

Dato un sistema di bosoni in tre dimensioni quantizzati in una scatola periodica di lato L
i cui operatori di distruzione siano az, funzioni del numero d’onda, valutare il valore medio
dell’operatore
T
aza

/

e

nello stato
. N
T
Nl (Ziﬂ(k)%) Vo
E

7
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27.

28.

29.

30.

dove Uy e lo stato di vuoto e Z,;W(E)IQ = 1. Interpretare il risultato alla luce delle
trasformazioni canoniche lineari.

(Sol: S w(E)a£. = AZ} ¢ operatore di creazione sullo stato con funzione d’onda w(E) e si ha [az, AL} =
¥(k). Si trova quindi subito per il valor medio: N¢* (k) (k').)

Un oscillatore armonico di massa m e costante elastica k£ in una dimensione si trova
all'istante iniziale (¢ = 0) nello stato coerente di ampiezza a reale.

Calcolare ’evoluzione temporale del valor medio della posizione dell’oscillatore.

(Sol: < 2 >= /22 qacos(wt))

Sia |a > lo stato coerente di ampiezza a di un oscillatore armonico di cui A e AT sono gli
operatori di distruzione e creazione. Si calcoli il valor medio dell’'operatore A + Af nello
stato %Ha > +| — a >] per a reale.

(Sol: il valor medio & nullo)

Per un sistema di bosoni identici in una dimensione con Hamiltoniana imperturbata:
o0
H=w Z nal a,
n=1
e soggetto alla perturbazione:

H; = Mal + ay),

calcolare la correzione al secondo ordine dell’energia dello stato vuoto. (a' e a sono gli
operatori di creazione e distruzione) Confrontare il risultato con quello del calcolo esatto.

(SOI: i due risultati coincidono e danno f’\;)

Calcolare il valore medio dell’operatore :
W = g[a® + (a')?]

su uno stato coerente di ampiezza « di un oscillatore armonico.

(Sol: 2g Re(a?))

Il campo elettromagnetico quantizzato in volume () interagisce con una particella pun-
tiforme di gran massa posta nell’origine tramite I’Hamiltoniana (in ordine normale):
e =12

Hr = e : |A(0)|
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32.

33.

Calcolatene ’elemento di matrice fra uno stato coerente di ampiezza: a(/;, @) = ady i Oa,1

dove k; ha componenti (k,0,0) e lo stato di polarizzazione 1 ¢ parallelo all’asse z e lo
stato coerente di ampiezza b(k,«) = boj ;: da1 dove ky ha componenti (kcos6,ksin6,0)
assumendo 6 non nullo.

(Sol: Essendo H; in ordine normale nella decomposizione del potenziale vettore (Eq.(145) degli appunti)
la parte di distruzione va sostituita con b(E7 a) e quella di creazione con a*(l_é, a). Segue che 'elemento di

(a* +b)? < a(F, @), b(F, ) >= g L L (a* + b)2e= )

2
. e h
matrice vale 1= €0Q 2ck

_h 1
€0 (27)® 2ck

L’Hamiltoniana di una corda elastica orizzontale, tenuta fissa ai suoi estremi e soggetta
alla sua forza peso puo essere molto rozzamente schematizzata tramite:

H = [wnala, + An~2 (al + an)].

M]3

n=1

Determinare lo stato fondamentale del sistema ricavando la trasformazione unitaria che lo
lega al stato di vuoto.

. . 2
(SOI: Stato coerente con ampiezza o = — A§ ed energia — Zflo:l ﬁ—w)
wn?2

Un oscillatore armonico e perturbato da un campo di forza costante, la sua hamiltoniana
si scrive:
H=wda+ aad +a*a .

Se il sistema si trova nell’istante iniziale (t = 0) nello stato di vuoto W¥q rispetto all’'operatore
di distruzione a, quale sara la sua evoluzione successiva?

(Sol: w(t) = e e G S R G o)

L’Hamiltoniana di una corda elastica di lunghezza L , densita p e tensione v%p quantizzata
con condizioni al contorno periodiche é:

H = Z hka,];Ak s

k=—00

dove k = Q“T” e il numero d’onda. Il sistema e perturbato da una forza esterna elastica

corrispondente all’energia:
L

M =
Ep = 7/ drx*(r)

2

N

=~

dove x(r) ¢ la deformazione della corda ed e data, omettendo il modo zero, da:

A o) eikr i
x(r) = \/ oL k;mm <Ak + A—k) -
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35.

36.

Sempre dimenticando il modo zero e non considerando I’energia dello stato fondamentale,
individuare la trasformazione canonica lineare che riduce I’'Hamiltoniana perturbata in
forma canonica e calcolare ’energia cinetica delle quasi-particelle.

. _ M 5 [2 oM
(Sol: tanh x (k) = N Ep =hyJwi +27)

Un oscillatore armonico di massa m e costante elastica 2k in una dimensione si trova
allistante iniziale (¢ = 0) nello stato fondamentale. Bruscamente la costante elastica
diventa k. Calcolare I’evoluzione temporale del valor medio del quadrato della posizione e
dell’'impulso dell’oscillatore.

(Sol: < 2% >= 4\/;TW(S —cos(2uwt)) , < p? >= %(3 + cos(2wt)))

Facendo riferimento all’esercizio sul campo scalare ¢ (N. ) ¢ interessante verificare 1’
effetto dell * inserimento del termine H’ sullo spettro e sulla densita di energia dello stato
fondamentale. Per un’analisi quantitativa ¢ pero necessario introdurre un tagli sui grandi
numeri d’onda.

Consideriamo quindi | * Hamiltoniano di un sistema di bosoni quantizzati in una scatola
cubica di volume 2 é:

H=hc) O(P —p)[pa;aﬁ+
P#0

(2a;aﬁ+ aga_z + a;aT_ﬁ+ 1)]

1
4pA?

dove O ¢ la funzione a gradino ep’ = 277/Q'/3 & il numero d’ onda. Utilizzando il metodo
della trasformazione canonica determiniamo, per grandi valori di PA >> 1 e nel limite
0 — o0, la densita di energia (E/Q) dello stato fondamentale e 1’ energia degli stati
di singola quasi-particella. (Si noti che per grandi X:[;* 22(va2 +1 — z)dr — X?/4 —
In(2X)/8 +1/32)
(Sol:

H=he» O(P—p)[Vp> + A 24545+ 1/2(v/p> + A2 = p)]

P#0
P
- hc/dﬁ\/pQ + A 2AT(P)A(P) + hCQ/(QW)Q/O p2dp(\/p* + A\=2 — p)

— hc/ dp/p? + A2AT(P)A(P) + heQ/(167%) (P2 /(A3) — In(2PN))/(23*) + 1/(8\%))

Lo stato squeezed |x > di un oscillatore armonico € annichilato dalla combinazione cosh ya—
sinh ya', si ha cioe: (cosh xya — sinh ya')|x >= 0. Calcolate lo sviluppo dello stato nella
base degli stati stazionari [n > e la probabilita P, che lo stato si trovi nel n-mo livello
energetico .

10
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38.

(Sol: Posto [x >= 320 caln > si ha: ¢1 = 0 e ¢up0 = /(20 — 1)!1/(2n)!1(tanh x)"co. La condizione di
normalizzazione ¢ allora (usando > >~ ,(2n)!/(n!)?z" = 1/y/1 — 4z):

Z 2n)!/(n!)?)(tanh x/2)?"c3 = ¢2/4/1 — tanh® y =
n=0

e quindi ¢z, = (v/(2n)!/n!)(tanh x/2)" (1 — tanh? )'/* e:

Po = (20)/(n))?)(tanh x/2)*" /1 — tanh? x )

L’hamiltoniana di un sistema di bosoni in uno spazio unidimensionale é:

+o0
H=hw Y |nlda, .

n=—oo

All’istante t = 0 si accende bruscamente una perturbazione esterna corrispondente all’operatore

V )\ Z TL+1 +a’n 1)@

n=—oo

Lo stato iniziale del sistema (W) coincide con quello fondamentale di N particelle in
assenza della perturbazione. La teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo descrive
in rappresentazionedi interazione (in cui U@ (¢) = "% W(¢),) lo stato evoluto al tempo ¢ e
al primo ordine in V' tramite:

iHT —iHT

. 1 t
\IJ(Z)(t):\IJI—%/dTeh Ve i, .
0

Calcolare esplicitamente tale stato nel formalismo della seconda quantizzazione.

) oY ) JHNL
(Sol: w (1) = L8l wy — W (e 1) (af +al ) L wy )

L’hamiltoniana di un sistema di bosoni in uno spazio unidimensionale e:

+oo

H= Y en)ala,.

n=—00
Si consideri I'operatore:

V= Z n+1 + an 1)@
n=—oo
e si calcoli il commutatore:

V®), Vo),

11



39.

40.

dove V(t) e l'evoluto di V' in rappresentazione di Heisenberg.

(Sol: X252, [afypan (efletrms2memt i)k — giletntn—c(m)i)
+al_san (ei(e(n—2)—e(n—1))% _ ile(n—1)—e(n))£

+2ial a, (sin ((e(n) —¢e(n—1)) %) — sin ((e(n +1) —€(n)) %))] 2))

Con riferimento ai due esercizi precedenti calcolare fino al secondo ordine in A e in funzione
del tempo il valor medio (\If(i)(t),V(t)‘I/(i) (t)) verificando che, se lo stato iniziale Wje
autostato di H, si ha:

(e (), VyeO (1)) = (¥, V) - ;/Ot dr (Y, [V(2), V(0)] ¥;) -

(Sol: LN (cos (wit) — 1) )

Si consideri un sistema di N bosoni in una buca unidimensionale a pareti riflettenti il cui
spazio di Fock & generato dall’azione degli operatori di creazione al ( con n intero positivo
) sul vuoto ¥y. L’hamiltoniana del sistema &

H=Y" hwnal a, .

n=1

Dato, in rappresentazione di Heisenberg, 'operatore
V(t) = Mabae™" + alaze™™?)
si calcoli, con riferimento allo stato fondamentale Wy, il valor medio del commutatore

C(t) =1 < \DFN, [V(t),V(O)]\I’FN > .

(Sol: 22N sin(wt) .)

12



SECONDA QUANTIZZAZIONE (FERMIONI)

1. Per gli elettroni nell’orbita K di un atomo indichiamo con a; e a_ gli operatori di dis-
truzione sugli stati con terza componente dello spin eguale a + e - 1 rispettivamente.

2
Calcolare il commutatore degli operatori:

ala_ + aT_a+

X1: 2

aia, —ala,
2i
Qual’e il significato fisico dell’operatore cosi ottenuto?

Xy =

U.T a 7(11- a—
(SOI: [X1,X5] =i X5=1i % , hX; componenti dello spin)

2. Calcolare il valor medio dell’operatore:

1 t i
V= 2L3 . Z v(kj)aﬁ+k‘,glaq;;;gQa(TvUQaﬁm )
ﬁykyfﬁUl,UQ:i
nello stato di due elettroni quantizzati in una scatola cubica di lato L con condizioni al
contorno periodiche:

T T
g+ gy P

(Sol: £5 [v(0) — v (|7 — 2))].)

3. Per un sistema di elettroni quantizzato in una buca tridimensionale con condizioni al con-
torno periodiche, calcolare in seconda quantizzazione, nella rappresentazione del numero
di occupazione rispetto al momento ed allo spin, 'operatore di interazione a due corpi
corrispondente al potenziale
v(F—7)=N(F—7) .
Discutere in particolare la dipendenza dell’interazione dallo spin degli elettroni.

(SOI V= )‘Z”kq e+ L al‘c‘7_aﬁ,+ )

4. Dato uno stato rappresentato dal vettore W, e l'operatore densita di particella p(ﬁ) =
>, ®(R,0)®(R,0), si chiama funzione di correlazione della densita relativa allo stato s
I’espressione

G(R) =< U, p(R)p(0)¥, > — < U, p(R) ¥, >< W, p(0)T, > .

Calcolare il valore della funz1one G nel caso in cul lo stato s ¢ quello di due fermioni
identici entrambi con spin + e con numeri d’onda k; e ko rispettivamente, quantizzati in
una scatola di lato L con cond1z1on1 al bordo periodiche.

(Sol: G(R) = 2 _ 2 (cos((ky — ko) - B) +1) )
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5. Sia A, , 'operatore di distruzione relativo allo stato con numero d’onda Z’TT” e spin o = j:%
d i un sistema di fermioni non interagenti e liberi di muoversi su un anwello di lunghezza

L. Si calcoli il valor medio dell’operatore:

o5 0)(£4).

nello stato fondamentale di 4N + 2 fermioni.

(Sol: 4N +2.)

6. Rappresentiamo in seconda quantizzazione lo stato fondamentale di un atomo di elio
tramite il vettore:
aLaI_IIIO

dove ¥y ¢ il vuoto, 1 il numero quantico principale, +,- le componenti z dello spin. Come
cambia ’energia dello stato fondamentale se si introduce 'interazione:

o0

V= Z g(n,m)a;+all_am_an+

n,m=1

(Sol: AE = g(1,1))

7. Per un sistema di fermioni identici col solo grado di liberta di spin (che assume i valori
+7) ed i cui operatori di distruzione sono indicati con ay 'hamiltoniana &:

f - CLT_CL_

ala
H=Ht"* "=
"t 2

Calcolare la legge di evoluzione temporale in rappresentazione di Heisenberg dell’operatore
che al tempo iniziale (¢t = 0) &:

iHt + —iHt
h +a'aye h

(Sol: s(t) = === )

8. L’Hamiltoniano del modello di BCS in forma semplificata é dato da
N N N

a g
H= Y N — )R A N

n=—N,n#0
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10.

11.

dove N,, = Uafwanp, b, = @, —an, 4 e gli operatori di creazione e distruzione soddis-
fano le relazioni di anti-commutazione [a,,, al,,m]+ = 05,0'0n,m. Calcolate i commutatori
[Nu, b] € [by, b],).

Utilizzando le regole di commutazione di cui sopra cercate gli autostati di H corrispondenti
ai vettori della forma: |y >= S0\ g c,bl[0 >.

(Sol: Le regole di commutazione sono: [by,,bf,] = 6pm(1 — Nyp) , [N, bin] = =28, mbm. L'equazione agli
autovalori e:

N
Hly>=] Z %ncn - % Z Cp Z br0> =F Z cnb! |0 >
P

n=—N,n#0 =—N,p#0 n=—N,n#0 n=—N,n#0

dacuisitroval=%53" _ v = che ammette 2N soluzioni )
’ N

Facendo riferimento al sistema descritto nell’esercizio precedente, assumendo che I’energia
di Fermi sia data da n = 0 calcolate la correzione fino al secondo ordine in g all’energia
dello stato fondamentale.

(Sol: Lo stato fondamentale imperturbato &: | >= H_l,N bij0 >,

VIQ>=Z[0> -0 b, 5t Tty bhI0 >

Quindi la correzione all’energia ¢ data da: AE = —g — %ﬁ,—l 22;1 21:1 njm — —g — 9—(2 In2—-1).al

limite N — o0)

Si tratti col metodo della trasformazione canonica un sistema di fermioni in una dimensione
i cui operatori di distruzione sono a, (con n intero —oo < n < 00) e la cui hamiltoniana &

H=Y" [n2alan + Aep, (aT_naIL + ana—n>]

con ¢, =n per [n| < N e ¢, =0 per |n| > N.

(Sol: H = Doinj<N ("277 W +vnt + 4)\2n2ALAn) + DN n2Al A, , dove A, sono i nuovi op-
eratori di distruzione)

L’hamiltoniana di un sistema di 4N + 2 elettroni vincolati a muoversi su un anello di
lunghezza L & schematizzata come segue:

oo
H = Z Z a|n|aL’gang

o=t n=—o

T
+A Z [p+2+ar 2,— ar—%,++% 2,4+ ry2,—Or,—Ap +
p,r=—00

Calcolare la correzione all’energia della stato fondamentale fino al secondo ordine in A.

(Sol: —222. )
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12.

13.

14.

L’hamiltoniana di un sistema di 4N + 2 elettroni vincolati a muoversi su un anello di
lunghezza L e schematizzata come segue:

oo
H=>Y > alnlal ,a,,

o=t n=—o0

00
T T
+g Z ap+17aar—1,—aa7",—0apaff '

p,r=—00,0

Calcolare al primo ordine in A la correzione all’energia dei primi stati eccitati del sistema
con spin totale nullo.

(Cn2solal rans — al —a, ]| >=0).

n=—0oo

(Sol: I primi stati eccitati del sistema sono gli stati: ai(NH),U

tale e le variabili 7, o, A valgono +. Tali stati sono degeneri e quindi si applica la corrispondente teoria

axN,—o|F > dove |F >¢ lo stato fondamen-

delle perturbazioni al primo ordine. I termini dell’interazione che agiscono fra stati degeneri sono quelli
con p e r dello stesso segno, essi hanno elementi di matrice non nulli solo fra stati con 7 = A. Quindi le
energie degli stati con 7 = —A non hanno correzioni al primo ordine, mentre si ha un elemento di matrice
pari a g fra gli stati con 7 = A\ e o opposti. La somma di questi stati ha una correzione pari a g mentre la
differenza ha —g.)

L’hamiltoniana di un sistema di 4N + 2 elettroni vincolati a muoversi su un anello di
lunghezza L & schematizzata come segue:

o0 h2 2 A
H = Z Z ImL2 nU ”U+Z Z Z ap+q+al q,—Qr,—Qp + -

o=* n=—00 p,r=—o00 qg=—1

Calcolare I'energia della stato fondamentale fino al secondo ordine in A.
(Si ricordi che YN n? = w )

h? N(N+1)(2N+1 A 21\r-|r1)2 Am
(Sol: E = ( )( by A h’-’%QNJrl) )

L’hamiltoniana di un sistema di 4N + 2 elettroni vincolati a muoversi su un anello di
lunghezza L e schematizzata come segue:

oo
H=>Y > alnlal ,a,,

o=t n=—oc

o0
T T
+A Z e Mslg Apys +Qp_g Gy _Cp | .

p,r,8§=—00

Calcolare I'energia della stato fondamentale fino al secondo ordine in A assumendo che
N >> 1.

(Sol: E = 2a(4N +2)(4N +3) + A2N + 1)2 — 23 L O(A3) )

a(e2r—1)2
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15.

16.

17.

Gli elettroni in un solido con impulso di Fermi Pp interagiscono tramite 'operatore energia

potenziale:
A

V = 7 2 (3_“’“6L;+EHr ;_E,_a‘i—aﬁﬂr .
k. q

Gli elettroni quantizzati in un scatola cubica di volume V' con condizioni al contorno pe-
riodiche e gli indici + indicano lo stato di spin. L’energia cinetica degli elettroni €(p) &
funzione del modulo dell’impulso e, nelle vicinanze del livello di Fermi (p ~ Pg), si ha:
€(p) ~ €r +v(p — Pr) . Assumendo uPr >> 1 si calcolino le correzioni al primo e sec-
ondo ordine in A all’energia dello stato fondamentale del sistema e si valuti il limite delle
correzioni alla densita di energia dello stato fondamentale al limite di volume infinito. (
Essendo puPr >> 1, e quindi il raggio di variabilita di k piccolissimo rispetto a quello
del mare di Fermi mentre p e ¢ non si discostano molto da Pr, si osservi che e possibile
approssimare sistematicamente nei calcoli |p'+ IZ| con p+ kcosf e |qg— E| con q + kcos®,

dove 6 e 0’ sono rispettivamente I’angolo fra pe k e ¢ e —k)

(Sol: By — AVEE
2

7274R0
2pk
E2 ~ — 4V2 Zpkqm@(p—i-k‘CObe PF)@(q—kCOba/ )@(PF— )@(PF —q)
—2pk 1 dcos® dcost’
2771'67’19 fO dkk e (:Ct;):9+<:§:b€’ PF k cos 6 pf kcoa@’
A2 VPF

Un sistema isotropo di elettroni in tre dimensioni, quantizzati in un volume (2, interagisce
con il campo fononico longitudinale tramite:

H; = > Vie %al . a@U(AE—A[E).

p+k,o

dove ag,, ¢ 'operatore di distruzione di elettroni con impulso p'e spin o e A; quello di fononi
longitudinali con impulso k. p = 5 103 kg/m3, vs, la velocita dei fononi longitudunali,
vale 10* m/s, D = 1078 m , I'impulso di Fermi pp = 6 1072° Newton * m , per cui
Dpr >> h . Calcolare la correzione fino al secondo ordine in A alla densita di energia dello
stato fondamentale. ( Essendo Dpp >> h , e quindi il raggio di variabilita di k piccolissimo
rispetto a quello del mare di Fermi mentre p non si discosta molto da pg, si osservi che
¢ possibile approssimare sistematicamente nei calcoli E(p) con vpp dove vp & la velocita
degli elettroni alla superficie di Fermi, e |p+ E| con p + kcos@ , dove 8 ¢ 'angolo fra p' e

. 3AZp2 v v
(Sol: 8E — — 3wk (1 _ 2 py(1 4 2e))

64mih2vpvzpD?

Si consideri un sistema di N bosoni e 4N + 2 fermioni su un segmento con condizioni al
contorno periodiche. Se a,,, ¢ I'operatore di distruzione fermionico sullo stato con numero
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18.

19.

20.

d’onda n e spin o e A, quello bosonico lo stato con numero d’onda n, I’Hamiltoniana del

sistema ¢e:
—+oco

H= Z In| (aZaLyoanvg + ﬁALAn>

n=—0oo

—+00
+A Z (aiH—l,UAjn—l + a”Jrrz—l,O'A]:n—f—l) Amln o

n,m=—00,0
Calcolare I'energia dello stato fondamentale fino al secondo ordine in .

(Sol: E=2N (a(N +1) - 225) )

L’hamiltoniana di un sistema di fermioni in uno spazio unidimensionale é:

+oo
H=hw Y |nlal ans -

n=-—00,0

All'istante t = 0 si accende bruscamente una perturbazione esterna corrispondente all’operatore

“+oo
V=A Z (a:rz-;-l,o + aTn—l,a)an,a .

n=—00,0

Lo stato iniziale del sistema (V) coincide con quello fondamentale di 4N + 2 particelle in
assenza della perturbazione. La teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo descrive
in rappresentazionedi interazione (in cui ¥ () = ¢"& W(¢),) lo stato evoluto al tempo ¢ e
al primo ordine in V' tramite:

iHT —iHT

) [t
V() = 0 — %/ dre Ve,
0

Calcolare esplicitamente tale stato nel formalismo della seconda quantizzazione.

(SOI: D) = ) + ﬁ (ei‘”t — 1) [(a}r\rH,,abiN,fa + (a1N71”0—> b]IL\/',fa:| U; dove b}L\,’U & operatore di

creazione di una buca. )

Con riferimento all’esercizio precedente calcolare, fina al secondo ordine in A e in funzione
del tempo il valor medio:

(), V(e ()

(Sol: 822 (cos(wt) — 1). )

w

In un solido isolante tutti gli stati della banda di valenza sono completamente occupati
da elettroni mentre le bande superiori sono vuote. Consideriamo le due bande vuote di
energia inferiore, nella prima l’energia dell’elettrone sia data da E; = ak? nella seconda
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21.

E, = ak? + 3 dove k ¢ il numero d’onda. Se gli elettroni nelle due bande interagiscono con
i fononi longitudinali tramite:
_ A i i A4t
= NOX) Z q[al,ﬁJrzj’,aa’Qﬁ:U + az,mq:aal,ﬁ,o]( T _,;)
S

pgo

H;

dove A ¢ 1" operatore di distruzione del fonone longitudinale, a; 5, quello dell’elettrone
nella banda i = 1,2 e v, € la velocita dei fononi, calcolate la probabilita per unita di tempo
perché un elettrone con energia minima nella banda 2 transisca emettendo un fonone nella
banda 1 assumendo che v, >> 2v/af e che 3/v, >> 7/a essendo a il passo del reticolo.
(Si calcoli il quadrato dell’elemento di matrice rilevante a volume finito e si passi poi a
volume infinito applicando la regola d’oro.)

(Sol: % = fooo (8 — ag® —vsq) ~ A8 re)

Thus ThS

Un atomo, schematizzato come un sistema a due livelli con differenza di energia Fy — E; =
A > 0 e massa praticamente infinita, sistema schematizzato a sua volta come un fermione
a due stati con operatori di creazione e distruzione A; e A} con 7,7 = 1, 2, interagisce con
un sistema degenere di fermioni (elettroni) con spin 1/2 e massa m = 1073%kg e energia di
Fermi Er , tramite 1 operatore

_ e

="

S [AJ A, + AL A (ap,) g,

q,0

]!

dove (a@g)T ¢ l'operatore di creazione di una particella con impulso p’ e spin o quantizzata
nel volume Q. Ponendo A = 1072 m2, A =1¢eV e Er = 1072 eV calcolare il tempo medio
di decadimento dell * atomo dal livello 2 al livello 1. Trascurate correzioni al risultato di

ordine Er/A.

Se la vita media dell’atomo per decadimento radiativo ¢ 7 = 107%s con quale probabilita
I’atomo decade emettendo un fotone?

(SOI: applicando la regola d ’ oro e sommando sugli spin finali si ha: 42 = m’? (Fr >/ q? + 2mAdq ~

dt m3r> Jo
A2c2 P}, _
P V2mA ~ 10%571)
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