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Capitolo 1

Distribuzioni

1.1 Lo spazio delle funzioni di prova
Denotiamo con I un intervallo aperto di R
I =la,b|
(notiamo che I pud avere, eventualmente, lunghezza infinita; cio¢ a puod essere —oo e b puo essere
+00).
Ricordiamo che viene denotato con C2°(I) lo spazio vettoriale complesso delle funzioni
f:I1—C
che hanno le seguenti proprieta
e FT 1) fe dotata di derivate di tutti gli ordini, su I; in altre parole f € C*°(I);
e FT 2) esiste un intervallo chiuso [¢, d] che & contenuto in |a, bl:
[e,d] Cla,b]
al di fuori del quale f si annulla, in altre parole f & ‘a supporto compatto’ in ]a, b|.

Ricordiamo le due proprieta fondamentali di C2°(1)

Teorema di Densita.
Ce(I) é denso in LP(I) (p=1,2)

Teorema di Annullamento.
Se F el (I)esiha

/F(m)f(x)da: —0 Vfec®()
I
allora F' = 0 quasi ovunque su I.

Vogliamo definire anche lo spazio C2°(R™). Prima introduciamo una notazione abbreviata per
le derivate parziali di funzioni di piu variabili. Supponiamo che

a=(ag,...,ap)
sia una n-pla di interi non negativi (= 0). Denotiamo

ol =a1 4+ ...+ ap
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6 CAPITOLO 1. DISTRIBUZIONI

e useremo la definizione
oxf
per la derivata parziale
olal f
Ox{t ... 0xn"
Diremo che la funzione f ¢ in C°(R"™) quando f ¢ dotata di derivate parziali continue 0% f a
tutti gli ordini ed esiste una palla chiusa in R"

Br={(z1,...,2,) ER" 2] +... + 22 < R?}

tale che f ¢ nulla al di fuori di Bg. C°(R"™) & uno spazio vettoriale complesso. Per esso si hanno
le proprietd analoghe dei teoremi di densita e annullamento, ricordati in precedenza per C2°(I).
Precisamente:

Teorema di Densita.
C*(R™) é denso in LP(R™) (p=1,2)

Teorema di Annullamento.
Se F € L},,(R™) e si ha

F(z)f(x)d"x =0 VfeCrR")
Rn

allora F = 0 quasi ovunque su R™.

Vogliamo introdurre una nozione di ”convergenza a 0” di una successione di funzioni in Cg°.
.. . oo . P,
Daremo questa definizione prima per C2°(I) e poi per C°(R"™).
Supponiamo che

(fn)ngl

denoti una successione di elementi di C2°(I). Diremo che f,, — 0 ”nel senso di D” quando

e CFT,1) esiste un itervallo chiuso [c, d] di lunghezza finita al di fuori del quale tutte le funzioni
fn si annullano;

e CFT,2) f, — 0 uniformemente su [c,d] insieme a tutte le derivate parziali di tutti gli ordini:

9° fr, — 0 uniformemente su [c.d]

Quando C(I) & dotato di questa nozione di convergenza viene detto ”lo spazio delle funzioni di
prova” o ”delle funzioni test”. A volte viene indicato anche con D(I).

Naturalmente, la nozione di ”convergenza a 0” puo essere definita anche per una successione di
elementi di C2°(R™). Supponiamo che

(fn)nzl

sia una successione di elementi di C°(R™). Diremo che f,, — 0 in D(R"™) quando tutte le derivate
parziali 9% ftendono a 0 uniformemente su R™ ed esiste una palla chiusa Bg con R tanto grande che
tutte le funzioni f,, si annullino al di fuori di Bgr. Quando e dotato di questa nozine di convergenza,
C°(R™) viene detto "spazio delle funzioni test” e viene denotato, a volte, con D(R™).

1.2 Lo spazio delle distribuzioni

Definizione. Una distribuzione T' su I é un’applicazione
f—= (T, f):Cx(I)—C

che abbia le proprieta:
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e D,1) T é lineare, cioé
(T af +Bg) = T, f) + B(T, 9)
per tutti gli o, f € C e tutte le f,g € C(I)

e D,2) se (fn)n>1 € una successione di elementi di C°(()1), che converge a 0 in D, allora si

ha
(T, fny — 0

L’insieme delle distribuzioni su I viene indicato con D’(I). A volte, se I = R si scrive
D’semplicemente, invece che D’(R). Si definiscono combinazioni lineari di elementi di D’(I) nella
maniera che segue. Se o, 3 € C e T,S € D'(I), si definisce oT + 35 ponendo

per ogni f € C°(I). Con queste definizione di combinazione lineare di distribuzioni, D'(I) ha la
struttura di spazio vettoriale complesso.

La nozione di distribuzione su R viene definita in maniera perfettamente analoga. Una dis-
tribuzione T su R™ & un’applicazione lineare

f—= AT, f):CZR") - C

che abbia la proprieta: se (fn),>; € una successione di elementi di C°(R™) che converge a 0 in
D, allora a
(T, fn) =0

L’insieme delle distribuzioni su R™ viene denotato con D'(R™) o anche con D’(nei casi in cui
Pambiente R™ sia chiaro dal contesto). D’(R™) ha una struttura di spazio vettoriale complesso, in
maniera completamente analoga a D’(I).

1.3 Esempi elementari di distribuzioni

1. Supponiamo che F' sia una funzione localmente integrabile su I. Ricordiamo che si denota
con L} (I) lo spazio di queste funzioni, e che F' € £} (I) se e solo se F' € L}(c, d) per ogni

loc loc
intervallo [c,d] C I. Ricordiamo, infine, che

LYI) C Lige(D) , L2(T) € Lie(])

loc

Se f € C°(I), allora
f-FecLcl

Possiamo cosi definire un elemento T di D’(I), ponendo

(Tr. f) = / F(2)f(z)dz, Vf € C2(I)

Per mostrare che T cosi definita ¢ effettivamente una distribuzione su I, dobbiamo verificare
che siano soddisfatte entrambe le condizioni (D,1) e (D,2):

e D.1) f — [, F(x)f(x)dx & ovviamente, lineare

e D.2) se f — 0 in D, esiste un intervallo [c, d], di lunghezza finita, tale che

d
/ F(@) fu(w)de = / F@)fu()de Yo 1
I c

inoltre

d d d
(T, fu)] = / F(2) fo(2)de| < / F(@)||fu(@)| de < supseo |fu(@)] / F(2)|de
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Cid mostra che Tp & una distribuzione. Si dice che & "La funzione F”. Se F.G € L}, .(R)
sono tali che Tp = T , si ha

(Te, f) = (To, /) %1 € C=(1)
Quindi
[ (F@) - 6t f@yiz =0 Vs ecz)

I
Per il teorema fondamentale di annullamento, segue che

F(z) = G(x), per quasi ogni x
Se si definisce
Lige(I) = Lioe(I) /N
otteniamo che I'applicazione
F —Tg: Lj,(R) = D'(R)
che & definita dal pairing canonico
Te )= [ P f@)s

¢ iniettiva e permette di identificare L}, .(I) con un sottospazio di D’(I). Nel seguito useremo
la notazione piu semplice F' al posto di Tr.

Questo esempio, di importanza fondamentale, si generalizza alle distribuzioni su R", in
maniera del tutto ovvia.

. Se a € I, si definisce una distribuzione §, su I, ponendo
<5a7f>:f(a)a VfGCé)O(I)

E’ immediato verificare che si tratta di una distribuzione. Se I = R ed a = 0 si scrive di solito
¢ invece che dy. In maniera analoga si definisce la distribuzione §, su R™. La distribuzione
d, viene detta la "delta di Dirac in a”.

. Supponiamo che C sia una curva ”liscia” in R™ e denotiamo con do l’elemento di lunghezza
d’arco su C. Possiamo definire una distribuzione T¢ su R™ ponendo

(Te, f /f o(@), VfeCXRY)

Esplicitamente se C & parametrizzata come ¥ = Z(t), si ha

(Te. f /f DI (1) dt

si puo pensare a questa distribuzione come ad una ”Delta di Dirac lungo C”. Per esempio,
supponiamo che C sia il cerchio unitario in R?. Introducendo coordinate polari nel piano, C
puo essere parametrizzata come

C={(r0):r=1,0<6 < 2n}

per cui
27

(Te, ) = | f(1,0)d0

0
In maniera intuitiva T¢ & §(r — 1); cioe

27 27 e’}
0)do = No(r — drd0f
[ 10 / / £(r,0)6(r — 1)rdr
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4. Se S & una superficie ”liscia” in R3 e denotiamo con dS l’elemento d’area superficiale su S,
possiamo definire una distribuzione Ts su R?, ponendo

(Ts, f) = /S F(#)dS(7)

e Ts puo essere pensata come una ”delta lungo S”.

1.4 Operazioni elementari sulle distribuzioni

1. La derivazione in D'(])
SeT € D'I e @ > 0 ¢ un intero, definiamo la derivata di ordine a di T, che viene denotata
con 0“7, ponendo

(0°T, f) = (-1)(T, f™)), Vfe ()

in cui f* denota l'usuale derivata di ordine « della funzione f € C°(I). E’immediato
verificare che

f= (=0T, )

definisce una distribuzione su I, per ogni . Quindi la definizione & ben posta.

Esempi

(a)

Se F € CY(I) C L}, (I) allora

loc

aTF == TF/
come si verifica immediatamente, con una integrazione per parti. Piu in generale, se
F € C*(I), le derivate distribuzionali di F' coincidono con le ”derivate classiche” di F.

Se F € L, (I), indicheremo con 9*F le derivate distribuzionali di F vista come

distribuzione, con notazione pit completa 0“F denota 0*Tr.

Si ha, se a € I,
(000, f) = (=1)*F*)(a)

Denotiamo con H la ”"funzione di Heaviside”

1 se z2>20
0 se <0

H ¢ evidentemente localmente integrabile, quindi definisce una distribuzione su R. Si
ha

OH =6
infatti, per ogni f € C°(R)

(OH, f) = —(H, f') = */jo H(x)f'(x)de = /OOO fl@)de = = f()|5” = f(0) = (6, f)

Generalizzazione dell’esempio precedente. Supponiamo che
F e CYR —{0})

e che nel punto z = 0 F abbia una discontinuita ”a salto” (i limiti destro e sinistro
sono finiti). E’ evidente che una F con tali proprieta ¢ in £}, .(R), quindi definisce una
distribuzione. Vogliamo calcolare OF. Denotiamo con F” la derivata classica di F, che
non & definita in 0, e che & una funzione continua su R — {0}; supponiamo che F’ sia
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localmente integrabile su R; quindi che definisca una distribuzione su R. Allora si ha,
per ogni f € C°(R),

+oo 0 “+o0
(OF, ) = —(F.f') = - / F(a)f(z)de = / F(2) f()de— / F(2)f()dz =

— 0 —o0
integrando per parti, cosa che & lecita nelle ipotesi in cui ci siamo posti

0 “+o00

F@)f(@)ds - F@f@[*+ [ Fla)fa)d =

0

= F@)f(@) + /

— 00

0 “+o0
=—F(0’)f(0)+[ F'(z) f(z)dz + F(07) £(0) + ; Fl(a) f(x)de =
+oo
= JO) [FOH) = FO)] + [ F@)f@)dr =

= [F(07) = F(07)] (6, f) + (F', f)
Per cui
OF = F' + [F(0") = F(07)] 6

La derivata distribuzionale della funzione F' & la derivata classica pitu la Delta moltipli-
cata per ”il salto” della funzione nel punto di discontinuita.

Questo risultato si generalizza facilmente nella maniera seguente: supponiamo che f sia
C! a tratti, con le discontinuita (o punti di non derivabilita) nei punti z1,22,...,2,, ...;
supponiamo che in questi punti i limiti destro e sinistro di F esistano entrambi finiti (cio
implica, in particolare, che F' € £} (R)); supponiamo, infine, che la derivata classica

loc
F’ (funzione che non & definita nei punti z,,) sia in £} (R). Allora si ha la formula

loc

OF = F' +) [F(}) = F(a)] 6,

Deve essere sottolineato che entrano in gioco solo le discontinuita di F' e non quelle di
F’ Si puo vedere facilmente (integrando per parti a tratti e poi sommando) che se F' &
anche continua (oltre ad avere le proprieta citate sopra), allora

/RF’fdx:f/RFf’dx, Vf € C2(R)

anche se I’ presenta delle discontinuitd. Quindi, in tal caso,

OF = F’

2. La derivazione in D'(R")

SeT € D'(R™) e o= (a1,...,0,)¢ un multiindice, definiamo la derivata di ordine |a| di T,
rispetto a z1,1 volte,. .. rispetto a x,,a, volte, che indichiamo con 0*T, ponendo
olalf

POy L. 0%,

(0°T, f) = (—1)I*KT,0°f) = (-1)l*K(T

E’ molto semplice verificare che

glelf

_1)lel R W [e's} ny _,

definisce una distribuzione su R"”, e quindi che la definizione & ben posta.
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Ricordiamo che se f & una funzione di pil variabili (per semplificare consideriamo in caso
n = 2) pud aversi il caso che

0% f 0% f

0x0y ~ Oyox
esistano entrambe ma non siano uguali. Questa situazione non puo apparire nel contesto
delle distribuzioni su R™: si ha in ogni caso

2T 9T oy
20y~ ogoz | PR
Questo perché, per ogni f € C°(R")
0*T 0% f
~ (T
<8x8y’f> < ’8x8y>
o*T 0% f
<m, =T, m>
e si ha
o*f  0*f o2
Oydx  Oxdy VI € CERY)

3. La traslazione in D'(R")
Se T € D'(R™) e a € R" definiamo l’elemento T, di D'(R™) ponendo

(To, f) = (T, f-a), VfeCZR")
ricordiamo che, se f & una qualunque funzione in R™, si denota
fal@) = f(@ —a),z € R"
E’ chiaro che se f € C°(R™) anche f, € C°(R™), e che
f—= (T, f-a)

definisce una funzione distribuzione su R™.

Esempi

(a) Se T & la funzione F € L} _(R™), si ha

loc

(Tr)y: 1) =Ty f=a) = | Fla)f(z+a)d"v = / F(x —a)f(x)d"z = (TF,, f)

R» n

quindi T, = F,. La traslazione di F, vista come distribuzione, ¢ uguale alla funzione
F, (anch’essa in L}, (R™))

(b) La traslazione della ¢ ¢ definita da

((0)q s f) = (0, f=a) = fla) = (0a;, [)
quindi la nostra definizione precedente della J, coincide con la traslazione di a della
delta in 0.

(c) Se T € D'(R), e si ha T, = T per un qualche a € R, si dice che T & periodica, con
periodo a.
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4. La dilatazione in D'(R")

Se T € D'(R™) e a € R — {0}, definiamo una nuova distribuzione, che denotiamo 71 e che
viene detta la ”dilatazione di T' con scala a”, ponendo

(117, f) = ol (T, f1E]), vF e o)
Ricordiamo che se f & una qualunque funzione su R™ si pone
fll(@) = f(az)

E’ chiaro che se f € C°(R™), allora fl*l € C°(R™), per ogni a € R — {0}, e che

f— (T, flaly

definisce una nuova distribuzione su R"™

Esempi

(a) Se T =F,incui F € L} (R"), la sua dilatazione (TF)M ¢ data da

loc

1 1 1

(@) 1) = o @) = o [ P Gyana -

con il cambio di variabile % =y
= ) Flay)f(y)d"y = (Tpra, f)

Quindi se F' € L}OC(R”), la sua dilatazione, quando & vista come distribuzione, cioncide
con Flal,

(b) Se T =4, si ha, per ogni f € C°(R)

. 1 1 1 1
(0, ) = g 0,45 = 2o010) = 1 6.1)

per cui

gl = 1

lal
(¢) Un caso particolare si ha pern = 1 e a = —1. In tal caso 71! viene detta la "riflessione”

di T'. Si dice che T' & "pari” se

Tl =71
Si dice che T' & "dispari” se

TEY = 1

5. Moltiplicazione per funzioni C*
SeT € D'(I) e ¢ € C*(I), possiamo definire il "prodotto di T e ¢”, ponendo

<90T7f>:<T730f>’ VfEOSO(I)

E’ chiaro che
f—=(T,¢f)

definisce una distribuzione, qualunque sia p € C*°(I). Questa operazione si generalizza in
maniera naturale alle distribuzioni su R™.
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Esempi

(a) Supponiamo ¢(z) =z eT =6(0€ I). Si ha
(x6, ) = (6, 2f) = 0f(0) = 0;

per cui
z6=0

(b) Supponiamo ancora (z) =z, ma T = 9. Si ha
<.’L‘8(5, f> = <a6a l‘f) = _<6’ (xf),> = _<67 f+mf/> = _<57 f>_<6a Z‘f/> = —f(O)—Of/(O) = _<5, f>

per cui
)

1.5 La convergenza debole delle distribuzioni

Se (T}, ¢ una successione di elementi di D'(I), e T € D’(I), diremo che la successione (T},
n>1 ’ ’ n>1
converge a T ”debolmente” o ”nel senso di D’”, e denoteremo cid scrivendo

T, — T in D'(I)
se per ogni f € C°(I) si ha
(Tn, ) = (T, f)

in maniera analoga, se T; € una famiglia di distribuzioni su I, indicizzata da un parametro reale ,
ese T € D'(I), diremo che T; tende debolmente a T, se t — ¢y in R, se

(Ty, ) = (T, f)

quando t — tg, per ogni f € C*(I).
Queste definizioni si estendono in maniera del tutto ovvia al caso di distribuzioni su R".
Quando le distribuzioni 7, sono funzioni localmente integrabili F,,, € necessario distinguere
accuratamente tra la convergenza debole e tipi di convergenza che possono essere attribuiti alla
successione (F),), guardata come successione di funzioni (in particolare la convergenza puntuale o
quasi ovunque)

Esempi

1. Denotiamo
Fi(z)=¢e*" k=1,2,3,...

Evidentemente, Fj, € £}, .(R), per ogni k > 1, e si ha
Fp,(2rn) > 1sek —> 00, VneZ

In ogni altro punto x di R la successione (Fi(x)) non ha limite. Nonostante cio, per ogni
feCx(R)siha

+oo
(Fu, f) = / ¢ f(2)da =

—0o0
integrando per parti
1 e ikx g/
=—— e fl(x)dx
ik J_

e cio mostra che F, — 0 in D'(R).
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2. Per ogni intero k > 1, definiamo F} ponendo

E osekl<az<2k?
Fi(z) = { 0 altrove

E’ chiaro che Fy(x) € D'(R), per ogni k > 1.
Per ogni fissato « € R, se k ¢ sufficientemente grande

z ¢kt 2k
quindi Fy(x) = 0, purché k sia sufficientemente grande. Cido mostra che
Fi(z) =0, se k — 00, VzeR

D’altra parte, per ogni f € C2°(R) si ha

s [ i o (3) -5 0)

in cui g denota una qualunque primitiva di f. Inoltre

iy () = lim & [g (i) g (,ﬁ)} — () = £(0) = (6, )

da cui
Fr, — dse k— ooin D'(R)

3. Per ogni k > 1 consideriamo la funzione F; kz’ in cui Fj & la funzione definita nell’esempio
precedente. E’ chiaro che F, ,3 ¢ una distribuzione, per ogni k£ > 1. In questo caso si ha

Fi(x) —»0,se k— o0, VzeR

ma F7? non ha limite in D'(R), quando k — oco.

Se (Fi),>; ¢ una successione di funzioni in L (R")eF € L} (R"),le seguenti sono condizioni
sufficienti affinché
F, — F in D'(R")

1. Se F, — F punto per punto (quasi ovunque) ed esiste una funzione localmente integrabile
G > 0, tale che |Fy(z)| < G(z), per ogni k > 1 ed ogni z € R™. E’ immediato provarlo
usando il Teorema della Convergenza Dominata.

2. Se F, — F uniformemente su ogni sottoinsieme limitato (cioé contenuto in una palla Bg,
con R sufficientemente grande) di R"™. E’ immediato, ancora dal Teorema della Convergenza
Dominata.

3. (In questo caso supponiamo n = 1). Se Fy, — F nella norma L2, su ogni intervallo limitato
di R. Infatti, se f € C°(R) e [—a,a] & un intervallo tale che supp f C [—a,a],si ha

< [ 1Be) - F@)l I @)lts <

—a

(Fu f) — (F.J)] = \ [ ki)~ P sy

per la disuguaglianza di Holder

<([ A@-rore) ([ @) o

per ipotesi fatta sulla convergenza delle Fj a F.
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L’interesse maggiore della nozione di convergenza debole deriva dal fatto che il limite in D'(R)
di una successione di funzioni puo non essere una funzione ma una distribuzione piu singolare.
Esempi di tale situazione sono le successioni di funzioni che ”approssimano la §”. Quello che segue
¢ un risultato abbastanza generale per poter essere applicato in Meccanica Quantistica (Teoria
delle perturbazione dipendenti dal tempo).

Teorema. Supponiamo
+oo
g€ Lh®), [ glo)a =1
—00o
Poniamo
0 “+o0
o= [ g b= [ g @5 -1
—o0 0
Supponiamo che f sia una funzione limitata su R e continua a tratti (in altre parole, possa avere
al pit un’infinita numerabile di discontinuita "a salto”,cioé f(x™) e f(z™) sono finiti, per ogni
x € R, e le discontinuita non si annullano al finito). In particolare, il prodotto di convoluzione
f *g é definito su tutto R. Poniamo

Allora si ha
lilrgf *g%(x) = af(zt)+Bf(z7), VzeER

In particolare, se f é continua in 0,

—+oo

tim £+ g°(0) = lim [ f(2)g"(~)dz = £(0)

Dimostrazione. Si ha

(f+g°) (@) — af(a) - Bf @) =
0 +o0
/ [f(x — ) — F@@h)] g°(w)dy + / [f(z—y) - fa)] ¢ (w)dy

— 00

Da cui

|(f % 9%) (2) = af(a¥) = Bf(a7)] <

0 ~+o0
</ Hﬂx—w—f@ﬂhﬂwhw+/‘ [fz—y)— f(@7)] g°(v)| dy
0

— 00

Vogliamo mostrare che entrambi gli integrali possono essere resi arbitrariamente piccoli, scegliendo
e sufficientemente piccolo. L’argomento ¢ lo stesso per entrambi. Fissiamo le idee solo sul secondo.
Dato § > 0, possiamo scegliere ¢ > 0 tanto piccolo che

[f(x—y) = f(z)] <dse0<y<g

400 c 400
0 0 c

/o|[f<w—y>—f<x->]\-|g€<y>|dy<6/0 |gf<m>|dy=6/0 l9(w)| dy <

spezziamo l'integrale in due pezzi

Si ha
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+oo
5/ y)|dy

Cio mostra che foc ... puo essere reso arbitrariamente piccolo, indipendentemente da ¢, scegliendo
0 opportunamente.
Per quel che riguarda fjoo ... dal momento che f & limitata su R, si ha

f@) <M, VzeR

se g € L1(R) anche |g| € L}(R)

per cui

+oo
[ = = ] @y <

“+ o0 +oo
2M/ |dy—2M/ (y)| dy

Pultimo integrale tende a 0 se € | 0, poiché |g| & integrabile su R.

Esempio

In meccanica quantistica, nella teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo, € necessario

considerare limiti del tipo
+oo it
sin® x
lim f(x)

t——+o0 o t$2

dz

in cui f € una funzione d’onda. E’evidente che un tale limite puo essere valutato usando il teorema

precedente. Se poniamo
2

sin® x
9(z) =k—3
con k tale che N )
* sin“x
/ k—5—dz =1
—00
e poniamo t = %, abbiamo
.2 )
¢ sin” tx sin” tw
x) =tk =k
g(@) 212 tx?

Applichiamo il precedente teorema, e supponendo f continua in 0, otteniamo

. +oo sin? tx
Jim [ @R e = £(0)
Per calcolare k, abbiamo
T sin? z sinz||?
/ 5 dr = =
-0 7 Tl (m)
per il teorema di Plancherel
2 1
T 7r
= S X[-1,1 :,/ de=m
H\/; = 2m)y 2J-1
per cui
. +oo sin? tx
Jim [ @)™ de = w0

Il corollario seguente precisa il risultato del teorema in una maniera piu utile per lo studio della
convergenza debole di successioni di funzioni
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Corollario. Supponiamo F € L*(R) tale che
“+oo
F(z)dz =1
Per ogni € > 0, poniamo

Fé(z) = ¢ LF (f)

€

allora si ha
F¢— ¢ in D'(R), see |0

Dimostrazione. La funzione FI=! ¢ in £'(R) e ha le proprieta

“+o0
/ FEU(z)de =1

Se applichiamo il teorema precedente al caso in cui g = FI=' e f € C%°(R), otteniamo

im [ g (f) F(z)dz = £(0)

el0 —co € €

Cio significa, precisamente, che F¢ — § in D'(R)

Un risultato completamente analogo a quello enunciato nel precedente Corollario si ha anche
in R": se F € L'(R") e [g, F(z)d"z =1 e se si pone

Fa) = GinF (%), veern

allora si ha
F¢—§in D'(R"),seel0

La dimostrazione ¢ analoga (ma non identical) a quella del teorema e del corollario precedenti.
Una proprieta fondemantale della convergenza debole in D'(I) (e in D'(R™)) @ la continuita
della derivazione: se (T}),, ¢ una successione in D'(I) (o in D'(R"))eT € D'(I) (o T € D'(R"))
tali che
Ty — T in D'(I)o in D'(R™))

allora per ogni intero a > 0 (o per ogni multiindice a)
9T}, — T in D'(I) (0 in D'(R™))
Infatti, per ogni f € C°(I) (o in C°(R™)) si ha
(0°Tx, f) = (=1)1*UT3, 07 f) — (=1)*(T, 0" f) = (0°T. f)

Questa proprieta & in totale contrasto con la situazione che si ha per le funzioni: se Fy, — F punto
per punto o uniformemente, non c’¢ nulla che porti a concludere che 0% F}, — 90“F punto per punto
o uniformemente. L’esempio seguente puo essere chiarificante.

Esempio

Supponiamo che
F(v) =k coskr,k> 1,z €R
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in questo caso
|Fi(z)] < k™' = Fy — 0 uniformemente su R = Fj, — 0 in D’(R)

D’altra parte
lim Fj(z) = lim (—sinkz) non esiste se z # nw
k—o0 k—o0

nonostante F}, — 0 in D’(R); infatti, per ogni f € C°(R)

=0

k—oo

+oo
lim ’/ sin kx f (z)dx

integrando per parti

1
~Z coskxf(x) <

+oo +o0
+ 7/ coskz f'(x)dx
o ks

L1t
< lim — |f'(z)|dx =0

1.6 Supporto di una distribuzione

Supponiamo che S,T € D'(I). Se U C I & un aperto, diremo che ”S e T sono uguali su U” se si
ha
(S, fy={(T,f), VfeCx(I)talechesuppf CU

in particolare, diremo che T si annulla in U C I (Uaperto) se
(T,fy=0, VfeCxr(I), talechesuppf CU

Notiamo che in questo modo si da senso all’affermazione che T si annulla in un intorno di z € I.
Non & possibile, pero, dare senso alla proprieta che 7' si annulla in un punto z € 1.

Definizioni del tutto analoghe si hanno nel caso di distribuzioni su R"™.

Consideriamo ancora T' € D’(I) e consideriamo tutti gli aperti U su cui T si annulla. L’unione
di tutti questi aperti ¢ ancora un aperto in I. E’ possibile dimostrare (la dimostrazione non & del
tutto elementare, e noi ammetteremo questa proprieta) che T' si annulla sull’unione, che ¢ il pit
grande aperto di I su cui T si annulla. Il suo complementare, che ¢ un sottoinsieme chiuso di I,
viene detto il "supporto” di T e viene denotato con supp 7. Se suppl € un insieme limitato si
dice che T & ”a supporto compatto”. Se T € D'(R™), il supporto di T viene definito in maniera
completamente analoga.

Esempi
1. Si ha
(6,f)=0
per ogni f € C°(R"™), tale che 0 ¢ supp f. Quindi
supp 6 = {0}
Analogamente, se a € R",
supp 6, = {a}

Se a ¢ un qualunque multiindice
(0%6, f) = (=1)ll(5, f*) = 0
per ogni f € C°(R"™), tale che 0 ¢ supp f. Quindi
supp 0“8 = {0}
supp 0% = {a}
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.SeT € D'(R™) e f € C(R™) sono tali che i supporti di T e di f sono tra loro disgiunti,

allora esiste, per ipotesi, un aperto contenente supp f su cui 7' = 0. Quindi

(T, f)=0

E’ importante notare, pero, che se f si annulla sul supporto di T, non si ha necessartiamente
che (T, f) = 0. Esempio di questo fatto ¢ la distribuzione 96 = ¢’, su R. Si ha

supp 0’ = {0}
nonostante cio, se f € C°(R) & tale che f(0) =0 ma f'(0) # 0, si ha
(T, f)=—f(0)#0

ma f & uguale a 0 nel supporto di 7T'.

. Se F & una funzione continua su R™ (oppure su I) F ¢ localmente integrabile quindi definisce

una distribuzione. Il supporto di F, come elemento di D'(R™)(oppure D’(I)) coincide con il
supporto di F' come funzione (cioé la chiusura in R™ (oppure I) dell’insieme {z : F'(x # 0}.
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Capitolo 2

La distribuzione z~! e variazioni

sul tema

2.1 Premessa. La formula di Taylor

Supponiamo che f € C(™(R), consideriamo I'integrale

e
Integrando per parti, si ha

RPN Gl e (n=1) (4 ne1) x—t B
/Of () Gyt = 1 /f -

_ _}c(nfl)(o) (Zn_il)' + /0 f(nfl)(t) (517 — t)n,' g

iterando le integrazioni per parti

n—1
BRTE A o)+ [, £

= (n—1) . ! o) —
<n_1)f (0) = .. —2f'(0) + f(x) = £(0)

Da cui si ha, per ogni z € R

dt ze€R

Inil T T — n—1
f@) = fO0) +zf(0)+...+ o 1)!f("’1)(0)+/0 f<">(t>((n_t)l)!dt
Si ha anche 9 1
(n 37 —t)" _
/ f (n— 1

ponendo t = xs

n 1
€ — n
m/o (1 =) f (ws)ds

Per cui si ha (”formula di Taylor”)
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in cui L
ri(z) = n/ (1—5)""1 ™ (zs)ds
0
La proprieta di 7% sono:

1. r¥ ¢ continua su R, per il teorema di continuita di un’integrale che dipende da un parametro;
se f € C*(R), allora r} € C*°(R), per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale.

2. \r?(x)\ <N Suprer, ff(") (a:)|, dal momento che

0<(1—-s)"'<1,5e0<s<1

3. piu in generale, se f € C*(R)
|8kr}’(x)’ <N Suprer |f"+k(x)|

dal momento che
0<sf(1—8)"-1<1,5e0<s<1

2.2 La distribuzione z !

La funzione 1
—x#0
x

non e localmente integrabile su R; nonostante cio si puo associare ad essa una distribuzione su R.
Mostriamo che per ogni f € C°(R) il limite

—€ —+oo
lim +/ Mdas
€l0 oo te X

f(=)

x

esiste finito e defenisce una distribuzione su R (pud essere opportuno sottolineare che e

integrabile su {xz : |z| > €). Per la formula di Taylor si ha
f(x) = f(0) + xr]lc(x)
in cui .
r}(x) :/0 f(xs)ds T)lc € C*(R)

Se a > 0 e tale che
supp f C [~a,d]

—e +o0 —e @ f(0) + ari(x
/ —I—/ L(Jc)alarjz/ —|—/ 7“ ) i )dxz
— 00 € z —a € T
@ e dispari ed ¢ integrata su [—a, —€] U [e, a]

/ +/ lec(r)dx

La funzione ’I“ch € C*(R) ¢ integrabile su [—a, a], per cui

—€ —+oo a
lim —|—/6 %da@:/ T}‘(I)dl’

€l0 J_wo —a

si ha
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Cio mostra che il limite in questione esiste finito. Inoltre

—€ “+o0 a
lim/ —|—/ f(x)dx‘ </ ‘r]lc(a:)‘dx <
€l0 J_o € z —a

< 2asup |ry(z)| < 2asup [f'(z)|
zeR ze€R

f—>hm/7€ /m F@) 4 c2m) = ¢

b2

Cid mostra che

definisce una distribuzione su R. Questa distribuzione viene detta
tra le notazioni usate per indicarla abbiamo

valor principale di uno su x”;
1 1 1

z L, = op—, Pf=, X1, ...
x Tz x

Poco sopra, abbiamo mostrato che

in cui a > 0 & tale che f si annulla al di fuori di [—a,a]. Ovviamente (z~!, f) non dipende dalla
scelta di a, e si ha anche

Notiamo che

! f(x) — £(0)
= S 0
() . ,8€e T #
per cui si ha
<x71 = lim / f
aT+oo
Deve essere sottolineato che
f(z) = f(0)
T

¢ integrabile su [—a, a] per ogni a > 0 (tale che f si annulli al di fuori di [—a, a]), inoltre

[ @ =10
o [

f(z) = £(0)

T

esiste finito, ma la funzione

non e integrabile su R.
Un ultimo commento: supponiamo che F sia una funzione continua su R e pari, cioe

F(z)=F(-z) VzeR

—€ +oo F
lim / d
€l0

si possono ripetere passo per passo i ragionamenti fatti in precedenza e mostrare che si ottiene in
questo modo una distribuzione su R, che viene indicata con

consideriamo

F
vp—
T
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In particolare, sono definite

—€
<vpcosx f) = lim / cosx (2)dz
epsilon

z €l0

e_‘x‘ 1 —¢€ +o0 e |£‘
v = lim f(z)dx
(op / €l0 /

2.3 L’uguaglianza Olog|z| = 27!

La funzione
log |z|, z # 0

¢ localmente integrabile su R, quindi definisce una distribuzione su R
log|z| € D'(R)

La derivata distribuzionale di log |x| ¢ una distribuzione, che vogliamo descrivere esplicitamente.
Se f € C*(R), si ha

0 “+o00
(@log ], f) = —(log 2], ') = - / log(—) f' (2)dx — / log(z) f'(z)dz

Inoltre
+o0 +too
/0 logz f/(z)dr = lellrg/E logz f/(z)dx =
+oo
hm{long( )|+°°—/ f(x)dz}
= leilrg{ logef(e) / f }
Analogamente
0 —€
/ log(—2)f'(z)dx = hm/ log(— (z)dx =
~ tim { og(-) ) - [ @dw =}
= leiﬁ')l{logef(—eﬂ; - _;J f(;)dx}
Per cui: . voo
(9log |z, f>—hm{loge(f( —|—/ +/ }
Si ha
f(e) = f(0) +ery(e)
f(=€) = f(0) — erj(—e)
da cui

ricordiamo che ’I“ch € C*>*(R), per cui

tim (log ¢ (£(€) ~ f(~€))} = limeloge [r}(e) + r}(~0)] =0
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In conclusione .
@vslel. py=tim [+ [ I ar =@ p

Cio mostra che
dlog|z| =z~ 1

La distribuzione z72; la generalizzazione al caso z~*

Classicamente, cioeé nel senso delle funzioni su R, si ha

d 1 1
—%;:ﬁ,sex;éo

Definiamo, in analogia, la distribuzione =2 su R, ponendo

72 =9z}

25

Vogliamo descrivere il pit esplicitamente possibile I’azione di =2 sulle funzioni di prova. Puo

essere di interesse ottenere due espressioni diverse per questa azione. Consideriamo la prima

(@2 f) =027 f) = (@71 f) =

Usiamo una delle due espressioni esplicite per 2! che abbiamo trovato in precedenza

@) - ),

= lim T =
al+oo J_, T
/
= lim / I d:): =
a T 4o —a
el 0

(integrando per parti in ogni tratto; notiamo anche che

d

@) = 10 = af 0] = ) - 1 0))

i {f(w)f()fvf

aT1+ODO x
— 1TH-1I-1 {f(—e)_z f(O)_f/(O)_f(—a)_; f( )+f/(0)+f(a);f(o)—f’(o)—f(e);f(o)
ael(;)o
[/ / [0)=10) - 2/'0), }}:
= lm 1) €f< ) +f<0>zf<e> _2f510) | f(a) +af(—a)
el 0

{ / / ((x) - £(0) — 2f'(0)) (;) dm] }
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(r7 € C*(R), quindi ¢ integrabile su [—a, a])

@1
li —r3(z)d
Jim 9 7 (7)dx
In conclusione
_ . “1 f(x —If ©) 4,
2 =1 - =1 /
(275 f) = Jim .2 rj(@)de = altoo

Possiamo avere un’altra espressione per 2 come segue

<’I‘72,f> - *<$71,f> - <1’71,f/> -

i —€ /+oo f
1m
el

(integrando per parti in ciascun tratto)

) —€ —e 1 +oo +o0

=1im{—f<€) —f(€>+/_€+/+oo f(aj)dx} -
€l0 € € oo Je x?

=9 @) _ 10~ 1(=9) , fO) - 1)

€ € € € €

][ )

La distribuzione =2 viene detta ”valor principale di uno su x-quadro” e viene denotata anche con

/?\
%%w‘ —_
N——
<9
8
——
|

Dato che

allora

1 1
-2
X ,’Upﬁ,Pfﬁ,...

La definizione di X ~2 puo essere generalizzata facilmente. Nel senso delle funzioni su R, si ha

1 (=t it 1
T o \g ) el

Allora, per analogia, si definisce la distribuzione su R =% ponendo

(~1)H

vt = Ty ) (k>

Si ha, per ogni f € C*(R)
- 1 - -
@0 = o )
_ 1 i +a f(k—l)(x) _ f(k—l)(()) o —
(k} — 1)' al+oo J_, x

Procedendo in analogia con il caso k = 2

) a f(J)

= ‘7 =
g ] Zx
. “1
= ) @)
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2.4 La formula ¢ = 2%” (w—liO — xiio)

Denotiamo
z=x+1y; x€R, y>0;

definiamo log z fissando
O<argz<m

quindi
logz =log|z| +iargz

La funzione
xz — log|z| = log /22 + y? (y > 0 fissato)

¢ evidentemente continua e derivabile su tutto R.

Nel seguito saremo interessati al limite per y — 0, quindi & sufficiente avere un’idea dell’andamento di questa
funzione per y abbastanza piccoli, in particolare, possiamo supporre sia

D<y<yVi—y2<1

logy

Figura 2.1: Andamento della funzione log /22 + 32, a y fissato
La funzione
x — arg(z +iy), y >0

¢ continua e limitata su R.
Quindi la funzione

x —logv/x?2 4+ y? +iarg(x +iy), y > 0,0 < arg(x +iy) <7

¢ localmente integrabile su R; quindi definisce una distribuzione su R.
Consideriamo il limite (puntuale)

se x>0

. —_ ./0
2%10g2—10g|53|+1\7r se x<0



28 CAPITOLO 2. LA DISTRIBUZIONE X! E VARIAZIONI SUL TEMA

M|;=I

¥

Figura 2.2: Andamento della funzione arg(x + iy), a y > 0 fissato

Un uso elementare del Teorema della Convergenza Dominata ci assicura che il limite precedente
continua a valere anche in D'(R):

h?ol log 2z = log |x| +im(1 — H) in D'(R)
y

(ricordiamo che H denota la ”funzione di Heaviside”). Per una proprietd fondamentale della
derivata in D’'(R) si ha

lim (Qlog z) = 0 (hmlog z) =0 (log|x| +in(1 — H)) =2 —ins
yl0 |0

Inoltre

d
Ologz = . (log V&2 + y? + {arctan 1;) =
€z Y

1 1 y(—2)
= 20 + 7L 2L —
VaZ 4+ 2 2¢/22 + g2 ! ’1+g—2
T — 1y 1

224 y? sty

Possiamo concludere che

¢ una distribuzione su R

im -
yl0 T + 1y
che viene denotata con ——, e si ha
x+10°?
1 .
— =z —iné
x + 10

Puo essere opportuno sottolineare che I'uguaglianza precedente non definisce ﬁ, ma deve essere
interpretata come un’uguaglianza. La distribuzione ﬁ viene definita da

1 [T f() oo
(. ) —gglm I wecrm)
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Il ragionamento precedente ci assicura che il limite definisce davvero una distribuzione. Mutatis
mutandis si dimostra anche che

lim =z ' 4ins
yl0 T —1y
analogamente, si denota
. 1 1
lim =

ylo x —iy  x—i0

Si ha immediatamente 1'uguaglianza

s L (1t 1
S 2mi \z—i0 x40

Questa formula & usata spesso in Meccanica Quantistica (ad esempio, nella teoria della scattering)

—k

2.5 Le distribuzioni z;* , x

Denotiamo
o logx se x>0
L (x) N0 se x<0

Deve essere sottolineato che
1
L+ € ’Cloc(R)

Definiamo una famiglia di distribuzioni

w7k k=0,1,2,...

ponendo
mi =H
x_T_l = 8L+
$_T_2:—32L+—5/
e (—D)Et 1\
k=2 - LI e
( ) Ty (k—l)' + j:1]
Esplicitamente
“+oo
@h= [ S
0
—+oo
@l == [ f@)oguds
0
oo dz Al ()
> —k - (k) il
(k22 @hp=- [ (OEer S %5 )

Si possono dare altre rappresentazioni esplicite per le distribuzioni :c;k Come esempio, diamo

quelle per xjrl e xf; si dimostrano in modo del tutto simile ai casi di 27! e z72:

(3, f) =lim U;m 1@ g 4 £(0) 1oge}

el0 X
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“+o0
2 : f(z) f(0)

La definizione delle distribuzioni xjrk puo sembrare molto arbitraria e immotivata. In realta, la

definizione ¢ data avendo in mente delle proprieta che debbano avere le distribuzioni x;k. Queste
proprieta fondamentali sono:

L 27 ] —00,0=0
23 *110, +oo[=
2. -k =alh (k>1)
3. 027 F = ka;(kﬂ) + (fl)k%

Mostriamo la (1). E’ ovvio che :z:jrk ristretta a | — 00,0[ ¢ 0. Per quel che riguarda Daltra,
consideriamo innanzi tutto, per semplicita, il caso k = 1. Se f € C*(R) ¢ tale che

supp f CJ0, +o0]

si ha .
@)= [ logaf ey =
0

integrando per parti, ¢ lecito nelle ipotesi in cui siamo
—+oo
T
[ e,
0 X

1
x11| ]O’ —I—OO[: ;

Quindi

1

Deve essere sottolineato che % €Ly,

Mostriamo la (2).
Se k=1, si ha

(0, +00) Si procede in maniera del tutto analoga per k > 2.

(@ 2yt f) = (23 2f)
+oo +oo
—/ log 2 f (z)dx —/ xlogzf'(v)dr =
0 0

integrando per parti il secondo

“+o0
:7/ logxf(x)dx{xlogxf(f) SFOO*/
0 0

+oo

logzf(x)dx — /O+Oo f(x)dx} =

:_/O+Oologxf(x)dx+/OJroologa:f(a:)da:—i—/OJroof(x)dx:

Da cui

Se k=2, si ha
(x-232 f) = (2% 2f) =

= _/+00 logz (xf)" dx — (54, x.f)
0

+oo +oo
= —2/ log x f'(z)dx — / xlogxf"(x)dx + (6o, f + xf')
0 0
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=2 /0+°° log z f'(z)dx — {xloga:f’(x)dﬂa—oo — /0+00 f'(z)log zdx — /O+°C f'(x)dx} + f(0) =
+oo +oo

= —2/ log z f'(z)dx +/ log z f'(z)dx — £(0) + f(0) =
0 0

= _/+0<> logzf'(x)dz = (z]', f)
0

Nello stesso ordine di idee, si dimostra la proprieta (2) per ogni k > 2.
Mostriamo la (3). Se k = 0 la proprieta ¢ gia nota

OH =96
Se k=1,siha
+oo
@a7 )= ~ai ) = [ logaf"(a)de = (@PLy. 1)
0

Da cui

Ox ' =0Ly = —a 2= ¢
Se k > 2, si ha

(023", f) = —(3" f) =

T e dx “—1) f®0)
:/0 ot )(x)log:c(ki 5 (z; j) ; (1)! _

o0 " k-1 (k) (k) (k)
_ |:_/+ f(k+1)(z)logx%+ ( j) f k.(()) N fk.(())kll N fk (O) _

0

da cui )
8

Ok = —kx;(kﬂ) +(-1) 7

Per ogni intero k > 0, definiamo la distribuzione
z~"inD'(R)

ponendo
ok — (x;k) (—1]

(Ricordiamo che, se T' € D'(R), TI=! denota la "riflessione” di T'). Esplicitamente, si ha: se k = 0:

2 =H =01 - H)

0
(2, f) = / f(@)de

sek=1

sek>2
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in particolare, per k = 2
0
@)= [ 1@os(-ado - £(0)

Dalle formule precedenti, ¢ evidente che le distribuzioni #=% possono essere definite anche in
maniera analoga alle z;k. Infatti, se definiamo

0 se x>0

/!
L(=)X log(—k) se x<0

¢ facile verificare che

x-t = —0L_
1 |
-k _ ok L) k1)
(k>2) LR L+ 2 5
J:

Le proprieta delle distribuzioni #-* sono del tutto analoghe a quelle delle distribuzioni a::Lk . Si ha

1. 27" ] = o0,0[= ﬁ = (—x)7F

=% 10, +00[=0

2 x-x F=—gF (k>1)

3. 9x7% = kg ~CFTD _ H6W

1

In termini delle distribuzioni 3:11 e x_, si verifica immediatamente che

-1 _ -1 _ -1
=3 —x

e, in generale,

—k _ .~k k.. —k
V=24 (—1)"2C
Si possono definire, in analogia, anche

|l’|71 — :L'_T_l +$:1 , ‘$|7k _ fE_T_k +(£:k



Capitolo 3

Tre importanti problemi

3.1 Il problema della divisione

Se S ¢ un fissato elemento in D'(R) e ¢ € C*°(R) il problema di trovare tutte le distribuzioni
T € D'(R) tali che
p-T=5

viene detto il ”problema della divisione” in D’(R). Se ¢ # 0 su tutto R, allora L - S & soluzione
dell’equazione. Se non e questo il caso, il problema puo diventare molto complicato. Esamineremo
in dettaglio un caso particolare, ma importante, del problema della divisione: trovare tutte le
distribuzioni T' € D'(R) tali che
T =8

in cui £ > 0 & un intero, ed S € D'(R) & un elemento assegnato.

Infine, indicheremo brevemente una (facile) generalizzazione di questo caso.

I risultati tecnici necessari per risolvare il problema z*T = S sono il contenuto di due semplici
lemmiche seguono.

Lemma. L’applicazione
f—aff:C®R) — CX(R), k > 0 intero

¢ iniettiva, la sua immagine é costituita dalle funzioni g € C°(R) tali che

9(0) =g'(0) =...=g*D(0) =0

Dimostrazione.  Che lapplicazione sia iniettiva ¢ del tutto evidente. Se g € C°(R) ¢ una
funzione della forma g = 2% f, con f € C:°(R), si ha ,per j =0,...,k —1

& J! k—1 p(i)

@(x f(sc))zka(k—l)...(k—l—&—l)x (),

li=j
e cid mostra che g(0) = ¢’(0) = ... = g*~1(0) = 0.
Inversamente, supponiamo che g € C°(R) abbia la proprieta
9(0) =¢'(0) = ... = " 1(0)

la formula di Taylor ci assicura allora che

9(@) = rh@)

in cui TI; € C*°(R). D’altra parte, 'uguaglianza precedente ci assicura che g e TI; hanno lo stesso
suppotro, se sono ristrette a R — {0}; allora supp g = supp r’;; quindi r’; € C(R) e il lemma &

provato.

33
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0O

Si ha il seguente lemma
Si fissa . Allora

Lemma. Fissato un intero k > 1,e fissata fo € C°(R) tale che fo = 1 in un intorno di 0, ogni
f e CX(R) puo essere decomposta univocamente come

f=afo+ f1

m cul
k—1

a= Z”Ljf(j)(o)
i=0 J°
A0)=f0)=...= 0) =0

(cioé f1 ¢ della forma xkrlfl, in cui r’jl € C(R), per il Lemma precedente)

Dimostrazione. Data fj e k, si ha 'ovvia uguaglianza

f) = afolw) + /(@) ~ afo(w)
Definiamo
k=1 5
fi(@) = (&) = afolw) = f@) = | D25 F90) | fola)

Utilizzando la formula di Leibnitz usata nella dimostrazione del Lemma precedente € immediato
verificare che

[0 =f£0)=...= Y 0) =0

L’unicita della decomposizione di f e chiara, dalla costruzione stessa di f;

Data f € C*(R) e k > 1, si fissa fy e si ottiene la decomposizione

f=afo+f1
descritta nel lemma precedente, inoltre
E
r
N
h=a"5

Il nostro problema e risolvere I’equazione
2*T = S in D'(R)
definiamo una distribuzione Ty € D'(R) ponendo
Loy
(To, f) = (S, Hrfl>

La verifica che Ty, cosl definita, sia una distribuzione viene lasciata come esercizio (¢ utile ricordare
la proprieta (3) del paragrafo sulla formula di Taylor). Si ha

(T, ) = (T2 ) = (8, Trba ) = 1, 6)
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Quindi Ty & una soluzione dell’equazione z*T = S. 1l risultato fondamentale che si fornisce tutte
le soulzioni dell’equazione & contenuto nel teorema seguente.
Teorema. Le distribuzioni T € D'(R) tali che e

T =8
sono tutte e sole quelle della forma

k—1
T=To+» ¢;os

Jj=0

in cui cg,C1,...,cp_1 € C.

Dimostrazione. Se T ¢ della forma

k—1
T=To+Y» c;os

=0

¢ immediato verificare che 2*T = S. Inversamente, se z*T = S, si ha ,per ogni f € C°(R)

k
(T, f) = (T,afo + f1) = (Tafo + o212 =

_ ke Thy
—<CLT,f0>+<LE Ta k">_

—1 g _
DTl f0) + (8, 3576 =

k
Lok
Jj=0

=S ET )1 D)+ (T 1) =

= (09, f) + (Tv, f)

J=0

da cui

k—1
T = T() + ZCj5(j)
7=0

Procedendo in maniera perfettamente analoga, non & difficile dimostrare una generalizzazione
del risultato precedente:

Teorema. se S € D'(I) ea € I, esistono distribuzioni T € D'(I) che risolvono l'equazione

(x—a)T =25
E sono tutte della forma
k—1
T = T() + Zcﬂgj)
j=0

in cui cy,...,Cg_1 Sono arbitrari numeri complessi e Ty ¢ una qualunque soluzione dell’equazione.
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3.2 1l problema della primitiva

Supponiamo che I sia un intervallo aperto di R e S una fissata distribuzione su I. Ogni T in D'(I)
che sia soluzione dell’equazione
aTr' =S

viene detta una ”primitiva di S (su I)”. Ci proponiamo di descrivere esplicitamente tutte le
primitiva di un’assegnata distribuzione S .

Per semplificare 1’esposizione, daremo la dimostrazione solo nel caso I = R. Dei risultati piu
importanti, ripeteremo gli enunciati nel caso di un intervallo I qualunque.

Lemma. L’applicazione lineare
f=f: CZR) = CX(R)
¢ iniettiva. La sua timmagine é costituita dalle funzioni g € C*(R) tali che
—+o0
/ g(®)dt =0
— 00
Tale immagine € un sottospazio di C°(()R) di codimensione 1. Esplicitamente, fissato fy €

C*(R) tale che
+oo
/ Jo(t)dt =1

— 00

ogni f € C(R) ha un’unica decomposizione

= ( / :o f(t)dt> fo+

in cui fi = g}, per una funzione gy € C2°(R) univocamente determinata.

Dimostrazione. Se f’ =0 su tutto R, allora f & costante su R; quindi f = 0, dal momento che
¢ a supporto compatto. Cid mostra che 'applicazione f — f' : CP(R) — C°(R) ¢ iniettiva.
Se g=f', con f € C*(R), si ha

+o00 +oo
/ g(t)dt =/ f(t)ydt=0
— 0o —0o0
Inversamente, se g € C°(R) ¢ tale che fj:: g(t)dt = 0, allora la funzione
f@ = [ gt

¢ in C°(R), ed & tale che f’ = g. Cido mostra che I'immagine dell’applicazione iniettiva (f — f)
¢ l'insieme delle funzioni a integrale nullo.

Fissiamo fp € C°(R), tale che
+oo
/ fo(t)dt =1

— 00

Per ogni z € R , e per ogni f € C°(R), si ha Povvia uguaglianza

s = ([ o) sy + [0~ ([ e o]

poniamo
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allora si ha

/_;OO fi(t)dt = /_J:O ft)dt — </_:O f(t)dt) (/_J:O fo(t)dt) —0

Cid mostra che C2°(R) si decompone nelle somma del sottospazio generato da fy e del sottospazio
delle funzioni a integrale nullo. Tale somma ¢ evidentemente diretta. Cio mostra 'unicita della

decomposizione
+o00
f:(/_ f(t)dt>f0+f1

Per la prima parte della dimostrazione f; = g} in cui gy & un elemento di C°(R) univocamente
determinato.

O

Lemma. La forma lineare su C°(R)

f - _<Svgf>

definisce una distribuzione, che denotiamo Ty. Inoltre si ha

0Ty =S

Dimostrazione. Del lemma precedente abbiamo

s = [ " A

Se a > 0 & tale che
supp f, supp fo C [—a,a]

¢ facile vedere che anche
supp g5 C [~a, d]

Inoltre , se b > 0 ¢ tale che
supp fo C [~b, ]

si ha
|97 ()] < 2a(1 + 2bsup | fo|)sup | f|

690 < up £ 4 20 suploup |1

Le relazioni precedenti mostrano che se (f;));-,; ¢ una successione di elementi du C2°(R) tale che

k—l)‘

f; — 0in D(R)

allora
gr; — 0in D(R)
Cio mostra che
f— =897 + CZ(R)—C

definisce un elemento di D'(R), che denotiamo con Tp. Si ha

(0Tv, f) = —(To, f') = (S.g¢) = (S, f)

Per cui
0Ty =S
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0O

Teorema. Le distribuzioni T € D'(R) tali che
or==5
sono tutte e sole quelle della forma
T=Ty+c, ceC

In particolare le distribuzioni T € D'(R) tali che T = 0 sono tutte e sole le costanti.

Dimostrazione. Se T =T, + ¢, allora
OT =0Ty +0c=0Ty =S
Inversamente, se T = S, per ogni f € C>*(R) si ha

wq=wf +°° o] g0+ g = [ | +°° O] (T o)+ 7:07) =

—0o0 —0o0

<<T7f0>af> - <8Trgf> = <Cvf> - <Svgf> = <C’f> + <T0,f>
per cui R

O

Il teorema precedente si generalizza immediatamente sostituendo a R un qualunque intervallo
aperto I. Si ha quindi

Teorema. Se S ¢é una fissata distribuzione in D'(I), allora esistono distribuzioni T € D'(I) tali
che
or =S

Se T e Ty sono due elementi di D'(I) con questa proprieta, allora
To—T,=c, ceC
In particolare, le distribuzioni in D'(I) tali che
oT =0

sono tutte e sole le costanti.

Una conseguenza importante del precedente teorema e descritta nel seguito. Essa costituisce
un caso particolarmente semplice di un teorema molto profondo, noto come teorema ”di regolarita
ellittica”.

Corollario. Se T € D'(I) ¢é soluzione dell’equazione

oI+ fI'=g
m cus
fec>(),geC()
allora
T e C(I)
e T é soluzione dell’equazione
T + ft=g

in senso classico.
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Dimostrazione. Supponiamo, innanzi tutto, che sia f = 0. Dal momento che g ha una primitiva
GeC'(I)e
OT-G)=0T-G =g—g=0

il Teorema precedente ci assicura che
T-G=c=T=G+cecC'I)

Consideriamo ora il caso in cui f # 0. Denotiamo con F' una qualunque primitiva di f, su I.

Denotiamo
E(z) = '@

Allora E € C*°(I) e non si annulla mai su /. Si ha allora
O(ET) = EOT + E'T = BT + fET = E (9T + fT) =

dal momento che 9T + ft =g
=FE.-geC(I)

Allora, per la prima parte della dimostrazione,
ET € C'(I)
Dal momento che E # 0 su I, si ha T € C1(I)
O

Poiché equazioni differenziali ordinarie di ordine piu alto sono riducibili a sistemi del primo
ordine, si puo dedurre il risultato seguente:

Corollario. Sia T € D'(I), tale che
T + f 10" 1T+ .. .+ foT =g
incui g € C(I) e fo,..., fr_1 € C(I), allora
T € C*(I)
e lequazione ¢ soddisfatta in senso classico.

La generalizzazione dei risultati precedenti alle distribuzioni su R™ ¢ altamente non banale.
Citiamo soltanto (senza dimostrazione) un utile analogo (pitt debole) di uno dei corollari precedenti

Teorema. Se f,g sono funzioni continue su R" e
0;f = g nel senso delle distribuzioni

allora la derivata parziale classica %f(x) esiste per ogni x € R™ ed ¢ uguale a g(x).

3.3 Gli spazi W*?(I)

Supponiamo che I =]a, b sia un intervallo aperto di R (non necesariamente limitato) e che F' sia

un elemento di E}OC(I). Fissiamo un qualunque punto zy € I, e per ogni « € I, poniamo

Gla) = / " Pyt

Per il teorema della convergenza dominata, G ¢ una funzione continua su I, quindi definisce una
distribuzione su I.
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Proposizione. Si ha
0G = F in L}, (I)

Dimostrazione. Per definizione ¢
<8Gaf>:_<Gafl>a VfEC;’o(I)

quindi per mostrare che G = F' dobbiamo mostrare che

b b

[ Pz = - [ @@, vfecz
Si ha
b b x
/ G(z)f' (z)dx :/ 1 () [/ F(t)dt] dr =
dx | f'(

. / " do [f’(m) /z jF(t)dt} + / b { 2) sz(t)dt}

Usando il Teorema di Fubini , vedi figura (3.3)

Figura 3.1:

_ / ) [ / t dxf’(x)] + / b dtF (1) /t b dxf’(w)]
b

- / P E®) [ 1) + Fla) + / dEF () [f(b) — F(1)] =

o]

cid mostra che F' = 9G.
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Vogliamo caratterizzare le distribuzioni F', su I, che hanno la proprieta
F € Lip(I) , OF € Lj,.(I)

Ricordiamo che con la notazione .

OF (t)dt , z,xg €1

Zo

intendiamo l'integrale (da xg a x) di una qualunque funzione che appartenga alla classe di equiv-

alenza OF € Lj, (I). Per la proposizione precedente

0 { /z j 8F(t)dt] =0F in L},.(I)

per cui

B [F - /: 8F(t)dt] =0

Per quanto mostrato in precedenza, esiste ¢ € C tale che
xT
F — / OF(t)dt = ¢ in Li,(I)
o

Se poniamo
x
F(z) = / OF(t)dt + ¢
xo
abbiamo
1. F & continua su I;

2. F & nella classe di equivalenza F € L}, (I);

loc

3. F(x) — F(x) = [, OF

Notiamo che F & 'unica funzione continua che appartiene alla classe di equivalenza F € L, (1)

con la quale, dunque, puo essere identificata. Quando sard conveniente (ad esempio per dare
significato a F(x), con & € I) sostituiremo sistematicamente F' con F. Per non appesantire la
notazione, denoteremo ancora con F' il rappresenzante continuo. Con questo abuso, si ha

Flz) = / " OF(t)dt + F(zo)

Notiamo che se supponiamo F € L}, (I) e

OF € O(I) C L}, (I)
otteniamo che nella classe F' € L, (I) esiste un’unica funzione
Feo\I)

tale che ~
OF = F'(derivata classica)

Questo fatto ci era gia noto.
Ragionando per induzione, si puo considerare il caso in cui si abbia

F,0F,...,0FF ¢ L}, .(I)
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con la convenzione sulle notazioni discussa in precedenza, si ha che 9*~1F ¢ una funzione continua
O () = / OFF(t)dt + 0 F (o)

o

Inoltre, dal fatto che OF ¢ continua, si ha
Feck ()
In generale, due distribuzioni su I, non possono essere moltiplicate tra di esse, ma se
F,Ge L, (I)c DI

il loro prodotto & in Llloc(I ), quindi & una distribuzione su I. La proposizione seguente descrive

condizioni sufficienti affinché la derivata (distribuzionale) di F' - G obbedisca la regola di Leibnitz.

Proposizione. Supponiamo
F,G € Lio(I) ;  OF, 9G € L, (1)

allora si ha
IF-G)=F-0G+G-9F , inL}(I)

Commento. Nelle ipotesi in cui ci siamo posti, si ha F,G € C(I), quindi F-0G,G-0F € L}, (I).

loc

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che si ha

/ COF G+ F-0G) dt = F(x)G(x) — Glao)F(x0)

o]

come uguaglianza punto per punto di funzioni continue. Per questo, consideriamo innnanzi tutto

/: OF(t) - G(t)dt = / ’ OF (t) { /x t 9G (w)dw + G(xo)] @t =

_ / COF (@) - Glao)dt + / or()- { / t 8G(w)dw] dt =

= F(z) - G(xo) — F(xo) - G(xo) + /I dt/ dw [OF (t)0G (w)]

Similmente
/ OF (1) - G(t)dt = Flxy) - G(x) — Flao) - Glzo) + / dt /t dw [DF (£)0G(D)]

per cui

/ ) [OF () - G(t) + F(t) - 0G(t)] dt =

- / "t / dw [OF ()G () + OF ()G ()] + Fla0)G(x) + Glao) F(x) — 2F(20)G (x0)

scambiando l'ordine delle integrazioni, vedi figura 3.3

x t x x
/ dt/ dw :/ dw/ dt
To xo xo w
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Figura 3.2:

/ "o / " @t P ()IG(E) + OF(H)0G(W)] + F(z0)G(x) + Glao) F() — 2F (20)G (o) =

0 w
con pochi passaggi

2F(z) - G(x) — 2F (x0) - G(xo) — /z dw [F(w)0G (w) + G(w)0F (w)]

Zo

da cui

/z [F()OG(t) + G(t)OF(t)]dt = F(z) - G(x) — F(x0) - G(xg)
quest’ultima uguagli:mza implica
O(F - @) = FOG + GOF
O

Notiamo che nella dimostrazione precedente abbiamo ottenuto la formula di integrazione per
parti: se F,G € L} (I), OF, G € L} (I) , allora per tutte le coppie x,y € I, si ha

loc loc

Yy Yy
/ FOG + / GOF = F(y)G(y) — F(2)G(x)
Denotiamo (1 <p <2,k >1)
WhP(I) = {F € L*(I) : OF,...,0"F € L*(I)}

Ricordiamo che
LP(I) C Li,(I) (p=1,2)
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quindi gli elementi di W*?(I) hanno tutte le proprieta delle distribuzioni in L, (I) tali che le loro

derivate, fino all’ordine k, sono in L}, (I).

Per discutere le proprieta specifiche di W*P(I) & conveniente distinguere i casi in cui I & limitato
oppure no.

Consideriamo, innanzi tutto, il caso I limitato; si ha L?(I) C L(I), quindi & sufficiente discutere
il casop=1. Se F € Wh1(I), si ha

F(x) :/ OF + F(xo)
o
ed inoltre

OF € L*(I)

Per il teorema della convergenza dominata (o, equivalentemente, per il teorema dell’integrazione
sugli intervalli) si ha allora

F € C([a,b])

Ovviamente, in maniera analoga, se F' € W*1(I) si ha F € C*~1(I) (in cui I = [a,b]). La formula
di integrazione per parti per W1(I) puo essere enunciata come

/ ' PG + GOF = F(y) - G(y) — F(x) - G(x)

x

per ogni coppia x,y € I. Il caso I = R e p = 1 puo essere discusso come segue: se F' € WF(R),
si ha "
F(z) = / OF + F(x0), OF € L'(R)
Zo

questo implica che
lim |F(X)| esistono finiti;

T — 400

(z — —o0)
dal momento che F € L(R), tali limiti devono essere 0; quindi si ha

WhLHR) c CF1(R)
Supponiamo p = 2. Gia si ha che Wk2(R) c C*~1(R) . D’altra parte |F|? € L}(R) e
O(|F?)=0(F -F)=F-0F +0F -F € L'(R)
quindi |F|> € WL1(R); allora
lim |[F|*=0

|z|— o0

questo implica
Wk2(R) c C¥1(R)

3.4 La caratterizzazione delle distribuzioni il cui supporto
€ un punto

Si hanno i risultati seguenti:

1. Se I & un qualunque intervallo aperto di R, e a € T le distribuzioni T € D’(I) tali che

supp T = {a}

sono tutte e sole quelle della forma

k
T =Y c;dé,
j=0

in cui k € un intero positivo che dipende da T, e cg,...,cr € C.
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2. Se a € R" le distribuzioni T' € D’(R™) tali che
suppT = {a}

sono tutte e sole quelle della forma

T= > cad®,

0<al<k

in cui la somma ¢ estesa a tutti i multiindici o = {aq,...,a,} tali che 0 < o] < k; k & un
intero positivo che dipende da T', e

co € C, per ogni « tale che 0 < |a] < k

Dimostreremo queste proprieta soltanto nel caso particolare I = R e a = 0. Cio permette alcune
semplificazioni, soprattutto notazionali. Le dimostrazioni nei casi pitt generali sono sostanzialmente
analoghe.

Lemma. Supponiamo che
T e D'(R), suppT = {0}

Allora esiste un intero k > 0 con la proprieta

(T, f) =0, Vf € C(R), tale che f9(0)=0se j<k

Dimostrazione. Fissiamo fy € C>°(R) con le proprieta

1 ose zl< 3
Jolz) = 0 se Jz|>1

Sia € €]0, 1[; allora si ha, per ogni f € C*(R) ,
x
f@) = f@)fo (£) = 0se Ja <

inoltre | — [ & un intorno (aperto) di supp 7. Allora si ha

£ €
272

T f—f- S o= @ =g

1
per ogni f € C*(R). La funzione f - f(ge] ¢ in C°(R) e ha il supporto contenuto in {z : |z| < 1}
(poiché 0 < € < 1). Allora, per definizione di distribuzione, esistono un intero k& > 0 ed un numero

C > 0, tali che
o (7-47)

f90)=0,se 0<j<k

(T, ) <CY sup

J<k

per ogni f € C°(R). Scegliamo f tale che

Usiamo la formula di Taylor per la funzione f):

k—j

FO () = Z ﬁfum(o) + ﬂrk—jﬂ(@ -
=l (k—j+ 1) f© N
. gh—it+l k—j—&-l(x)

T h—jr Do
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Con la stima

) A (k1)
‘f (x)‘ < msupxeri ‘f (z)‘
per ogni j < k, se |z| < e.
La formula di Leibnitz ci da
dj X - J' —q (P) (q) X
Jad [f(x)'fo (;)} = 2 quﬁ () fo (;)
pt+q=j

Combinando gli ultimi due risultati, e tenendo conto che f(z) - fo (%) = 0se |z| > €, si ha, se

j<k, | _
2 (rf el T Lo ow] |10 (2)] <
p+q=j

IV 1 ‘ (k+1) ‘ ‘ () ‘ kt1—j
< J <C J
E <p!q!€ (k—j)!suP f ()| sup | f5" () €

in cui C; non dipende da €. Allora si ha

(T, /] <CY eI < Cle

i<k

per un qualche numero positivo C’, che non dipende da e. Dal momento che € ¢ arbitrario, il
risultato € provato.

O

Teorema. Le distribuzioni T € D'(R) tali che

suppT = {0}
sono tutte e sole quelle della forma
k
T:chajé, c;eC, keN
j=0
Dimostrazione. Se T ¢ della forma precedente, evidentemente suppT = {0}. Inversamente,
supponiamo supp T = {0}, per il lemma precedente, esiste un intero k > 0 tale che
(T,f)=0

Per ogni f € C®(R) tale che f()(0) = 0 se j < k. Questo implica che
(z*1T, f) = 0 per ogni f € C°(R)

Allora
2T =0

e per un risultato precedente

k
T=Y ¢
j=0



Capitolo 4

Le distribuzioni temperate

4.1 Lo spazio delle funzioni di Schwartz

Prima di definire lo spazio delle funzioni di Schwartz su R”, introduciamo una notazione per i
monomi (su R™) analoga alla notazione per la derivate parziali. Se

r=(21,...,2y) € R"

a=(a,...,a,)
¢ un multiindice, con la notazione x® indicheremo il monomio
[e5]) «
it

nelle n variabili x4, ..., x,.

Definizione. Una funzione f (a valori complessi) definita su R™, viene detta una ”funzione di
Schwartz” quando sono soddisfatte le condizioni

o [.5.1) f e C®(R");
o [.5.2) sup,crn

2208 f(x)| < oo, per tutti i multiindici o, 3
Denoteremo con S(R™) l'insieme delle funzioni di Schwartz su R™.

Proprieta di S(R")

1. S(R™) & uno spazio vettoriale su C; inoltre, il prodotto di due funzioni in S(R™) & ancora in
S(R™), quindi S(R™) ¢ un’algebra su C;

2. E’ovvio che S(R™) D C*(R™);

3. La funzione
o~ lzl?

in cui |z|? denota il quadrato della norma euclidea di z:

lZP=a+.. . 422z = (21,...,20)

¢ in S(R"), ma non ¢ in C°(R™). Piu in generale, se P ¢ un polinomio (complesso) in n
variabili,
2
P(z)e !

¢ in S(R™) ma non & in C°(R™).

47
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4. Una funzione f € C°(R") & in S(R"™) se e solo se, per ogni coppia di multiindici «, 8 si ha

lim 220’ f(z) =0

|z|—+o00
(Si dice che una funzione con la proprieta precedente ¢ a ”decrescenza rapida”, poiché f tende
a 0, per |x| — oo, pit rapidamente dell’inverso di ogni polinomio). Infatti, supponiamo che
9P f sia una funzione limitata su R™, per ogni coppia di multiindici a e 3. Si ha

0P f(x) = (1 + |z>)z*0° f(x), VzeR"

1
(L+ [a[?)
inoltre la funzione

(1+ |2[*)(z*0° f (x))
e limitata su R™ (per ipotesi) e
lim — =
quindi

lim 20 f(z) =0

|| — o0

Inversamente, & chiaro che se si ha il limite precedente, allora la funzione 29 f(z) & limitata
su R™.

. Usando la formula di Leibnitz ¢ facile mostrare che f € C*°(R") ¢ in S(R"™) se e solo se, per

tutte le coppie a, 8 di multiindici, si ha
OPrf(x) — 0se |z| — oo

a sua volta, ci0o e equivalente al fatto che per ogni coppia «, 3 si abbia
9% (x®f) ¢ limitata su R™

= supserr |07 () ()] < oo

. Se f € S(R"), allora si ha

z°f € S(R™)
fo € S(R"), VaeR"
P f € S(RM).

. Si ha

Infatti supponiamo f € S(R™); si ha

(1+2%)...(1+22)

1@ =) )@ weR

La funzione
(1+22)...(1 +xi)f(1:)

¢ limitata su R"™; inoltre
1
(1+a22)...(1+22)
allora il loro prodotto, f, & in £(R™). Si ha anche che f & in £2(R"), dal momento che f &
in L1(R"™) ed & limitata.

e LY(R")



4.1. LO SPAZIO DELLE FUNZIONI DI SCHWARTZ 49

Ricordiamo che se f € L1(R"), la sua "trasformata di Fourier” Ff ¢ la funzione continua e
limitata su R™ definita da

FNG) = Gy [ @
in cui z - y denota il prodotto scalare euclideo in R"
T-Y=T1Y1 + ... +TnYn
Ricordiamo anche le proprieta fondamentali di intreccio tra F, la derivazione e la moltiplicazione:
1. Se f € LY(R") e zjf € L*(R™), allora Ff & derivabile rispetto a y; e si ha

iiﬁﬂwzﬂwﬁ@

2. Se f € L}(R™) & di classe C* rispetto alla variabile z;, e se

0
—feLYR"
allora 5
# (5t ) 0 = in, 7w
In particolare, le formule di intreccio precedenti valgono per tutte le f € S(R"™) e per tutti i
j=1...,n.

Procedendo per induzione, si ottengono le seguenti formule di intreccio, che sono valide per
tutte le f € S(R™) e tutti i multiindici

L F(0°f) (y) = il*ly*F f(y);
2. F (a7 f) (y) = 10 F £ (y).

Con queste premesse, la proprieta fondamentale dello spazio S(R™) ¢ enunciata nel teorema
seguente

Teorema. L’applicazione F ¢é una biiezione lineare di S(R™) in sé.

Dimostrazione. Mostriamo che Ff € S(R™) , per ogni f € S(R™). Per ogni coppia di
multiindici o, § si ha

oz’ f € S(R™)

quindi,in particolare,
oz’ fe LYR™), 2P f € LYRM)

Dal momento che f e 2% f sono in £'(R™), per ogni multiindice 3, ne risulta che Ff ¢ derivabile
a tutti gli ordini. Inoltre

F (80‘:65]”) — Z‘\Otlﬂﬂ\yaaﬁ]:f
Cid mostra che y*9P F f & limitata, come trasformata di Fourier di una funzione in £!(R"). Allora
FfeSR")
Nello stesso modo si dimostra che
F feSMR"), se feSR")

Il teorema di inversione di Fourier su L'(R") ci assicura che F e F* sono trasformazioni lineari di
S(R™) in sé, 'una l'inversa dell’altra. Quindi sono biettive.
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O

Si puo introdurre una nozione di convergenza a 0 di una successione di funzioni di S(R™).
Definizione. Se (f;);,, ¢ una successione di elementi di S(R™), diciamo che
fi =0 7nel senso di S(R™) ”
se per ogni coppia di o, B di multiindici si ha

CS) 2*0P f; — 0 uniformemente su R™.

Proprieta della convergenza in S(R")

1. E’ del tutto evidente che se (f;),-, ¢ una successione in S(R") che converge a 0 in S(R"),
allora
z“f; =0 in S(R™) per ogni «

0“f; — 0 in S(R"™) per ogni «
299 f; — 0 in S(R™) per ogni a,p3
2. E’ evidente che se (f;);-, ¢ una successione di elementi di C2°(R") C S(R"), tale che
f; = 0in DR"

allora anche
fi —0in S(R™)

3. Quella che segue & la proprieta fondamentale della convergenza in S(R™). Se ( fi)j>1 & una
successione di elementi di S(R™) tale che

allora anche
Ff; —0in S(R")

Infatti, per ogni coppia «, 8 di multiindici, si ha
2207 (Ffy) = (=) F [0 (v75)]

da cui
1

W An |60¢ (I’ﬁfj) (I’)’ d"r =

. 1 (1—|—x%)...(1—|—$%) o 4 .
 (2m)3 /R xad) . (ta2) (@7f;) (x)] d"x

Dal momento che f; € S(R™), la funzione

(L+a23)...(1+22)0* (2" f;(2))

|2°0° (Ff;) (2)] <

¢ limitata, su R", d’altra parte la funzione

1
(I+a22)...(1+22)

¢ integrabile su R", e il suo integrale vale 7". Per cui

n

1229° (Ff;) (z)| < sup (1+23)...(1+22) |0°2° f;(2)]

(27[')% rzeR"™
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se f; — 0in S(R™), allora
supzer(l + x%) 1+ xi) |(“)aa:ﬁfj(m)’ — 0, se j— 00

per cui
229% (Ff;) (x) — 0 uniformemente su R", se j — oo

Cio mostra che
Ff; —0in S(R")
4.2 Le distribuzioni temperate su R"
Definizione. Una ”"distribuzione temperata” su R™ é un’applicazione
T:SR")—C
con la proprieta
e D.T.1) T ¢ lineare;
o D.T.2) se (fj);5, € una successione di elementi di S(R") con la proprieta
fi — 01in S(R™)

allora
<Ta f]> —0
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Le distribuzioni temperate sono lo spazio delle forme lineari su S(R™) che hanno la proprieta di
continuita (D.T.2), analoga alla proprieta di continuita (D.2), che caratterizza le distribuzioni su
R"™. Apparentemente, gli spazi S’(R™) e D'(R"), essendo formati da forme lineari deifnite su spazi
differenti, non sono legati tra essi. E’ importante, invece, rendersi conto che §’(R™) ¢ identificabile
canonicamente con un sottospazio di D’(R"™). Per mostrare questo risultato, dobbiamo usare una

proprieta di densita di CS°(R"™) in S(R™), che ammetteremo senza dimostrarla.

Se f € S(R") esiste una (non unica, in generale) successione (f;);-, di elementi di CZ°(R"),
che converge a f nel senso di S(R™). Ricordiamo che questo significa che per ogni coppia «, 8 di

multiindici si ha
229 (f — f;) — 0, uniformemente su R™, se j — oo

Usando questa proprieta di densita, possiamo mostrare i due lemmi che seguono.

Lemma 1. Se T ¢ una distribuzione temperata la sua restrizione Ty a C°(R™) C S(R™)

To =T |CZ(R")

¢ un elemento di D'(R™), Ty ha necessariamente la proprieta di continuita

o D.T.2°) se (fj);5, ¢ una successione di elementi di C°(R"), con la proprieta

fi — 0in S(R™)

allora
<T07f_7> — 0, se .]_> o0

Uapplicazione
T—Ty:S(R")— D'(R")

¢ iniettiva.
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Lemma 2. Ogni distribuzione Ty € D'(R™) che abbia la proprieta di continuita (D.T.2°) si
estende univocamente ad un elemento T di S'(R™).

I due Lemmi implicano immediatamente il risultato fondamentale seguente.

Teorema. Le distribuzioni temperate possono essere identificate con il sottospazio degli elementi
di D'(R™) che hanno la proprieta’ di continuita’ (D.T.2’)

Dimostrazione del Lemma 1.  Mostriamo che Ty € D'(R"), se (f;),, ¢ una successione di
elementi di CinfcR™, tale che f; — 0 in D’(R"), si ha anche f; — 0 in S’(R") (proprieta (2)
della convergenza in S(R™)), per cui

(To, fi) = (T, fj) — 0, se j— 00

poiché T' € S'(R™). E’ evidente che Ty ha la proprieta’ (D.T.2’). Infatti, se (f;);, ¢ una qualunque
successione di elementi di C°(R"™) tale che f; — 0 in S(R™), si ha

<T05f> = <T7f> *)07 se .]*)O

Mostriamo, infine, l'iniettivitad. Per questo supponiamo S,T € S'(R™) tali che
So =Ty

cioe, esplicitamente,

(S, fy=(T.f), VfeCrR")
Per la proprieta di densita di C2°(R") in S(R"), esiste una successione (f;);, di elementi di
C(R™) tale che

fi—fin§R" se j— o0
Allora si ha
(T, f) = (T, lim f;) =Uim(T, f;) = Uim(Ty, f;)
Dal momento che
<T0afj> = <SOafj> V‘] P> 1

Se ne deduce

(5,f) = (T, f) Vf € S(R")

quindi
S=T

Dimostrazione del Lemma 2 (schematica). Supponiamo che Ty € D'(R™) abbia la propri-
eta’ di continuita’ (D.T:2%). Sia f € S(R") e (f;);5, una successione di elementi di C2°(R") tale
che
fi — fin S(R™)
Cio implica
(fi = fx) = 0in S(R"), se j, k — oo

Allora
<T07fj - fk> — 0 in §Rn,S€j7I€ -
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Cio implica che

lim (T, f;) esiste finito

j—oo
Definiamo una forma lineare T : S(R™) — C ponendo

<T7 f> = jlirgo<T07 f]>

Si puo vedere facilmente che il limite precedente non dipende dalla successione ( fj)j>1 scelta per

approssimare f in S(R™), ma soltanto da f stessa. Si pud mostrare anche che il limite definisce
un elemento di D'(R"™), che estende Ty € S’'(R™)

O

alle distribuzioni temperate si puo estendere, in maniera naturale, la nozione di convergenza

debole.

Definizione. Se (f;);,, ¢ una successione di elementi si S(R"), e T' ¢ un elemento di S'(R"),
diremo che "T; converge temperatamente a T”, o che "T; converge a T in S'(R™)”, quando

(T3, [) = (T, f), se j—o0
per ogni f € S(R™).

4.3 Esempi di distribuzioni temperate
1. Se F € LY(R") definiamo (TF, f) ponendo
Te.f) = [ F@)f@)ds, vf € SR?)

La funzione F - f & integrabile su R", poiche’ F' e’ integrabile e f e’ limitata. Inoltre

(e, £)] </

cid mostra che Tr ¢ una distribuzione temperata. Spesso si denota (T, f) come (F, f), e
si dice che Tr €’ ”la funzione F”. E’ovvio che (F, f) dipende soltanto dalla classe di F in
L'(R™), e che abbiamo definito in questo modo un’identificazione naturale

L'(R") — S'(R")

[F(@)] - [f(@)ld"x < |[Flly - sup [f(x)]
zeR"™

n

Quest’ultimo commento si applica anche, ”mutatis mutandis”,agli esempi(2), (3) e (4) che
seguono.

2. Se F & limitata (e Lebesgue misurabile) su R™ poniamo
(F.f) = - F(z)- f(z)d"z, Vf e S(R")
La funzione F - f & integrale, poiche F' & limitata e f € S(R™) C L(R"). Inoltre

|<F,f>|:‘/n (l—l—x%)l(l—kx%) (1+x%)...(1+xi)F(w)f(m)dn:r <

F
< - su 1+22)...(1+ 22 T

Dal momento che (1+%)...(1+22) f € S(R") e
1
(1+a2)...(1+22)

Cio mostra che F' definisce una distribuzione temperata .

F(x) € LYR™)
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3. Se F € L*(R"), si definisce una distribuzione temperata ponendo

(K, f) = - F(z)- f(z)d"z, VfeSR")
F - f & integrabile poiché F € L2(R") e f € S(R™) C R"; inoltre si ha

(il =| [ P s <

(Per la disuguaglianza di Hoelder)

< Mg - A1
inoltre
2N 2 2 o |f ()] n
(1+RP) 05 = [ v@Pae= [ s a) 10 @ e <
S H (1+x3) f (1422) ‘ -xSEUan (t+a).. Qo) /@)
dato che
frac|f(z)|(1+27)...(1+22) ein L'(R")
e

(14+27)...(1+22)|f(z) € SR
Cio mostra che F' definisce, anche in questo caso, una distribuzione temperata.

. Se F e L] (R") ¢ tale che

" (1 + |x\2)7N F € LYR")

per un qualche intero positivo N (in particolare, se F' ¢ un polinomio su R"), allora F
definisce una distribuzione temperata ponendo, per ogni f € S(R")

(F.f) = . F(z)- f(z)d"x
La definizione ¢ ben posta, in quanto si ha

Fa)f(e) = ———— (14 oP)" Fla)- f(a).ve ¢ R”

(14 1)

F
N
(1 T |x|2)

N
per l'ipotesi fatta su F, e (1 + |:r|2) - f(z) & limitata su R™. Inoltre

inoltre
€ LYR™)

Ef) < (1+|F)N s (1+12) 170
x
1

cio mostra che F' definisce una distribuzione temperata.

. E’ del tutto evidente che d e §,, per ogni a € R™ e 9%, per ogni «, sono distribuzioni

temperate.

. Piu’ in generale se C & una curva liscia in R™ e S & una superficie liscia in R"”, le distribuzioni

Tc e Ts sono temperate.

. La funzione e” , z € R, ¢ 'esempio di una funzione C*°(R) che non definisce una distribuzione

temperata.
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4.4 Operazioni con le distribuzioni temperate

4.4.1 La derivazione in S'(R")

Se T € §'(R™), si definisce la derivata 9*T per ogni multiindice «, ponendo
(0°T, f) = (~1)l*NT,0°F), Vf € S(R")

E’ del tutto ovvio che 9 € §'(R"). E’anche immediato verificare che se (7)), , ¢ una successione

in 8'(R™) tale che T; — T temperatamente, allora

1

0°T; — 0°T in S'(R™)

per ongi ordine adi derivazione.

4.4.2 Traslazione e dilatazione in S'(R")

Si deifniscono la traslazione, Ty, e la dilatazione, 7', di una distribuzione temperata 7' in maniera
analoga a come si fa in D’(R™):

(T, f) = (T, f_a) Vf € S(R"), a € R"

(Tl fy = 1 (1) vp e S®™), a e R - {0)

|a]™

(ricordiamo che fl?l(z) = fax).
E’ facile verificare che se T € S'(R™) sia T, che T!% sono in S'(R™).
Nel caso a = —1, si dice che T ¢ pari se

T =T
e si dice che T e dispari se

T = -1

4.4.3 Moltiplicazione per funzioni C*

Se p € C*(R") ¢ tale che ¢f € S(R™) per ogni f € S(R"), (in particolare, questo si ha se ¢ ¢
un polinomio in n variabili, o se p(z) = €%, a € R™) si pud definire T ponendo

<§0T7 f> = <T7 @f)a Vfe S(Rn)

Nel seguito useremo questa formula solo nei casi in cui ¢ € un polinomio o ¢ = e
questo casi & facile vedere che ¢T € §'(R"), se T € S'(R"™) .

. n
iax,a€ER . In
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Capitolo 5
L’analisi di Fourier in S’(R")

5.1 La trasformata di Fourier su S’'(R")

A
Definizione. Supponiamo T € S'(R™); definiamo T ponendo
A
(T, f)=(T,Ff), Vf € S(R")
A
T, cosi definita, € una distribuzione temperata su R™. Questo fatto discende da due proprieta
fondamentali dell trasformata di Fourier F su S(R™), dimostrate in precedenza, le ricordiamo

o T.F.1) F: S(R™) — S(R™) ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.
o T.F.2) Se (fj);5, ¢ una successione di elementi di S(R™) allora
fi—0inSR") = Ff; —0in S(R")

v
Nello stesso modo si definisce T ponendo
v
(T, /=T, F*/H,vfe SR")
A v
La distribuzione T viene detta la "trasformata di Fourier di T”. La distribuzione T viene detta

la 7trasformata di Fourier inversa”.
5.2 Proprieta della trasformata di Fourier su S(R")

1. Per ogni a € R" e per ogni f € S(R™), si ha
(T)" f) = (Ta, Ff) = (T, (Ff)_,)
— 1 —i(z+a)y n, _
FD-n= oz o
/n e—i;c~y —ia~yf(y)dny = F (e—iwyf)

Inoltre
1

N (27‘()%
(T f) = (T, F (e7*Vf)) = <1A17e—m.yf>

per cui
= (e T, f),¥f € S(R™)
(T,)" = e=@¥ T

In conclusione
57
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2. Per ogni a € R™ e per ogni f € S(RN), si ha

(e T)" ) = (T, Ff) = (T, F )

Inoltre
eia-:v]:f — eia-:v

(con il cambio di variabili (y — a) = 2)

—_

T o G =

= Ff-a

Per cui ) A '
(oT)" ) = (T, Ff) = (T, Ff ) =

A

— P f) = <<f>a,f>7 vf € S(RN)

(¢@oT)" = (%) a

In conclusione

. Per ogni a € R™, a # 0, e per ogni f € S(R™), si ha

(7)) = @) = ()

inoltre

EDH @) =) (5) = g [ E 0y =

(effettuando il cambio di veriabili £ = z)

la n/ e " E flaz)d"z =

= la"F (1) (@)

per cui

()" 1) = e Fplih =
= (1,7 (1))
= b = (%) v e smn

In conclusione

(T[a]y:mlln(f)[;]
(f)hl]:ml'n(Tm)A

Un caso importante ¢ quello per a = —1. Otteniamo che la trasformata di Fourier di una
distribuzione pari & pari, e che la trasformata di Fourier di una funzione dispari & dispari.

Equivalentemente
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4. Per ogni multiindice « , e per ogni f € S(R™), si ha

((2°T)", f) = (9°T, Ff) = (-1)l*l(a°T, F f)

Inoltre . ool
°F(f) = (@n)% 0 w1 0oy, /ne_m'yf(y)dny:
= GrE T T Sy =
= GnyE o ) i Sy =
= F((=i0)" f)
per cui

(8°T)", f) = (~1)(T,8°F f) = (~1)*(T, F ((—iz)" f)) =
= (~1)™(T, (~iz)* f) =
= (“1)*((=iz)* T, f), ¥f € S(R™)

In conclusione R
(0°T)" = (i)™ T

5. Per ogni multiindice ¢, e per ogni f € S(R"™), si ha
(@°T)", f) = @°T, Ff) = (T,a"Ff)

inoltre
1 . ”
2Ff=——=za .. aon / e_’(’”yﬁ“"”"y")f (V1. -Yyn)dyr ... dy, =
(2m)2 n

(integrando per parti «; volte in ogni variabile y; )

_ 1 ", || efiwy « m, _
G L@ Wy

w3

= (=)l (0°)

per cui

(@)™, f) = (T,a"F f) = (=0)\*NT, F (0° ) =
= (-1l T, F (9 1)) =
= (~1)@) T, 0% ) =
—ilelge T, f), ¥f € S(R™)

In conclusione

@) = (i)l*l9* 7
6. Per ogni f € S(R™) y
(#) =dorn=wrrn-
per il teorema di inversione di Fourier su S(RN)

= (T, [)
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Per cui si ha il teorema di inversione di Fourier su &'(R™)

@) -

Nello stesso ordine di idee si ottiene anche

o) -
) -

7. Se (T});5, © una successione di elementi di &'(R") tale che

per ogni F' € S(R™) si ha

A A
(T, f) =(T;, Ff) = (T, Ff) = (T, f)
da cui si hanno le proprieta di continuita della trasformata (e antitrasformata) di Fourier su
S'(R")
A A
T; - TinS'(R") =T,—~T inS'(R")

VooV
T; - TinS'(R") =T,—T inS'(R")

Abbiamo visto in precedenza come L'(R") e L?(R™) possano essere considerati come sottospazi
di S'(R™). Su &’'(R™) ¢ definita la trasformata di Fourier, inoltre su L' (R") & definito I'integrale di
Fourier e su L?(R™) & definito 'operatore di Fourier-Plancherel. Evidentemente, si pone il problema
di stabilire se la trasformata di Fourier su &’'(R™) coincida con queste definizioni, quando & ristretta
a LY(R") e L>(R"™) rispettivamente.
Proposizione.

1. Supponiamo F € L*(R"), allora la trasformata di Fourier fi F, considerato come elemento
di 8'(R™) (nell’identificazione naturale L*(R"™) — S'(R™)) coincide in S'(R™) con Ff .

2. Supponiamo F € L*(R"), allora la trasformata di Fourier di F , considerata come elemento
di S8'(R™) (nell’identificazione naturale L>(R™) — S’(R")) coincide in S'(R™) con Ff.

Dimostrazione.

1. Per ogni f € S(R™), si ha

(B f) = (F,Ff) = / F(@)Ff (@) dme =

n

1 —izT-y n M —
- RnF@)( G fo W y>d

(Scambiando 'ordine delle integrazioni; si utilizza il teorema di Tonelli per mostrare che

(x,y — e_”“yf(y)F(x)) € El(R” x R")
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poi il teorema di Fubini per scambiare ’ordine delle integrazioni)

- / 1) <(2;)3 /n F(x)e_”‘yd”x> dy =

= fy)FF(y)d"y =
Rn

= (FEf)
Da cui
A
F=Ff, in &'(R")
2. Per ogni f € S(R™), si ha

(B f) = (F,Ff) = / F(o)Ff (@)dm =

= (FFF) oy = (FFF) 2y =

- (r.7F) _ / @) P =

L2(R™)

= (FF, )
da cui

~ AN
F =F, in S'(R")

Certamente, nell’uso pratico dell’analisi di Fourier, le formuledi intreccio sono trale piu utili e
usate. Quando vengono interpretate nell’ambito classico, in cui si considerano soltanto funzioni
e derivate classiche di funzioni, la loro validita ¢ soggetta a restrizioni. I commenti che seguono
vogliono cercare di chiarire questi limiti di validita. Per semplicita di notazione limitiamo la nostra
attenzione al caso in cui n = 1, la generalizzazione al caso n qualunque & abbastanza ovvia.

La prima osservazione ¢ quella che le formule di intreccio hanno validita senza limitazioni,

nell’ambito di S'(R™):
Imn A A N A A
vIreS'R") (OT)" =izTVT €eS'R") (2T) =0T
Per chiarezza conviene distinguere i casi in cui 7' ¢ un elemento di L!(R) oppure di L?(R).

1. Supponiamo F € L'(R) e F € L'(R) Allorta si ha

A A
F=FfecCyed F=—iF (zF) € Cy(R)
Questo implica
1/%: FfeCy, O0(FF) = (}"F)/ derivata classica

e I'uguaglianza
(FF) = —iF (zF)

¢ valida punto per punto, come uguaglianza tra funzioni continue.
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2. Suponiamo F € L?(R) e zF € L*(R). Allora si ha

FeL'(R), F=FF=FFcCy(R)

Inoltre A
zF € L*(R) = 0 Fe L*(R)

quindi si ha P'uguaglianza in L?(R)
) (ﬁF) = iF («F)

~ ~ !/
Deve essere sottolineato che non & peossibile (in generale) sostituire 0 (.7-' F ) con (f F ) , non

sappiamo se FF sia derivabile classicamente; nel caso in cui FF sia dotato di una derivata
classica (almeno quasi ovunque) e sia

Y .
(FF) =o(7F)
allora si pud scrivere 'uguaglianza in L?(R)

(FF) = ~iF @F)

. Supponiamo F € L'(R) e F € L*(R). Allora si ha

A
(0F)" = F(OF) e F=FF
e si ha 'uguaglianza tra funzioni continue su R
F (OF) =iaFF,

nel caso in cui F' (che necessariamente ¢ in Cj (R)) sia dotata di una derivata classica F’
(definita almeno quasi ovunque) e si abbia

OF = F' in S'(R)

Allora si ha 'uguaglianza
F(F')=izFF

Come uguaglianza punto per punto tra funzioni continue.

. Supponiamo F € L?*(R) e OF € L*(R). Allora si ha

AN 2 A F 2
F=FFelL*(), (OF)" =FFeL(;)
dall’'uguaglianza 3 )
F (OF) =ixFF
otteniamo 5 ~
rFF € L*(R) = FF € LY(N)L*(=)F € Cy (R)

(risultato gia noto). Se F' & dotata di una derivata classia F’ (definita almeno quasi ovunque),
e si ha
F' =0F

si ottiene 1'uguaglianza in L?(R) } 3
F(F') =izFF
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5.3 Esempi di trasformate di Fourier in S'(R")

1. Consideriamo innanzitutto la trasformate di Fourier della distribuzione § in S'(R™). Per ogni
feSMR™) si ha

G.0) = 6.5 = F10) = — [ fw)ie = (.1

analogamente

5 fHY=F" 1t x)dxr =
6. = 0. F ) = F 0 = o [ s@de =

Per cui
AV 1

B (27r)%

Possiamo generalizzare queste formule se a € R™ e o € un multiindice

(0%6,)" = (iz)™ (8,)" = (iw)*e " S: (2;)72 (i) e tacdote

Usando la formula di inversione di Fourier si ha anche
(1)/\ — (1)\/ — (27_(_)f7‘acn25

in cui 1 denota la distribuzione deifnita dalla funzione costante uguale a 1 su R™. Anche
queste ultime formule possono essere generalizzate:

(xo‘em‘w)/\ _ (i)\alaa (eia-x)/\ _ (i)la\aa </1\> _ (i)lalao‘ (27T)fracn2 5,

a

Ponendo a = 0, otteniamo le formule

(9%6)" =

= ()lelpe
(271')%()

(@) = (2m) 77" (i)l oo,

Abbiamo cosi 'importante conclusione che la trasformata di Fourier delle combinazioni lineari
delle derivate della § sono i polinomi, e viceversa.

2. Consideriamo la funzione sgn, definita su R da

/1 se x>0
sgn(z) = N, -1 se x<0

Evidentemente sgn € una distribuzione temperata, inoltre

dsgn = 26, in §'(R);

per cui
A 2
(Dsgn)” = izsgn” =2 5=/ =
m
otteniamo
2
AN .
z(sgn)” = —iy/ —
(sgn) -
da cui

1 /2
(sgn)" ==/ =2zt +¢b, ce C
VT
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La funzione sgn & dispari, quindi la sua trasformata di Fourier & dispari; per cui ¢ = 0.
Abbiamo cosi provato
1 /2

(sgn)" = -/~
1\

-1

usando la formula 7" = T otteniamo

dal momento che )
—(sgn(z)+1)=H(z), VreR

2
A s 1 1
= /o6 +— " 1
H \ﬁ 5 myrraz”

5.4 La serie di Fourier delle distribuzioni periodiche

Otteniamo

5.4.1 La formula di somma di Poisson

Consideriamo innanzitutto, per semplicita, il caso n = 1. Se f € S(R), la serie

> (f(n):nez)
¢ assolutamente convergente. Infatti si ha

1

T =1

(14 n?) f(n), Vn € Z

per cui

E:Vmﬂ=§:@+navmﬂLbﬂ<

neZ neZ

<sup (1+n%) [f(n)] Y

neZ nez

1 <
14n2 =

1
<s 1 2 -
zgg( +x )\f(x)lr;an

La disuguaglianza precedente mostra che la forma lineare su S(R)

f=> fm)

neZ

¢ ben definita; inoltre la disuguaglianza

> fn)

neZz

2 1
< Y < sup(1+a) 7@ Y 7o

neZz neZz

mostra che questa forma lineare definisce una distribuzione temperata su R, che viene detta, a
volte, ”Pettine di Dirac”. Dal momento che si ha

O o) =D f(n)
nez nez
si puo concludere che )", 0, converge in S’(R). Useremo la notazione

P=>Y"4,

nez
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A
Dal momento che P € S'(R), possiamo calcolare la sua trasftormata di Fourier P, anch’essa in

S'(R).

Teorema. Si ha

(Z 5n>A = V271 Y born

neZ nez

Dimostrazione. Per ogni f € S(R), si ha

<62ﬂmpv f> = <Pa e2mz7 f> = Z eQWinf(n) =

nez
=> f(n)=(P.f)
nez
per cui
eQTrizP —P
Inoltre
(Pr, f) = (P, f-1) = Zf(n+1) = Zf(n) =
neZ nez
= (P, f)
Per cui
P=P

Le due uguaglianze precedenti implicano

A

A A —iz D_ D iz D
(P)" =P"= e " p=pP= €' P=P

. A A A
(@p) b (p) <P
27
Consideriamo, innanzitutto, l'uguaglianza
. A
(e” -1) P=0

se una funzione f € C°(R) ¢ tale che
f(27mn) =0, per ogni n € Z

allora, necessariamemte,

eir —1
infatti, i punti in cui il denominatore si annulla sono i punti z = 27mn , n € Z ; nell’intorno di ogni
x = 2mn si ha

€ CX(R)

F(t) = (t - 2mn) g(t), g€ CF(R)

e —1=(t—2m)k(t), ke C®R),k(2mn)#0
Allora, se f € C°(R) ¢ tale che f(2mn) = 0, per ogni n € Z, si ha
g

e —1

)= (P, f)

Per ogni n € Z, scegliamo una funzione h,, in C°(R), tale che h, (27n) = 1, e scegliamo le h,, in
modo che i loro supporti siano a due a due disgiunti (cosa che ¢ sempre possibile fare). Allora la
funzione

f=9-Y g2m)h,

neZ
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& in C°(R), per ogni g scelta in C°(R); inoltre si ha
f(2mn) =0, ¥n € Z

Allora, per quanto visto in precedenza, per ogni g € C°(R), si avra

A

(g~ 3 g2mn)ha) =0
nez
N A o
= (P,g) = (P, ) _ 9(2mn)hy), Vg € C=*(R)
neZ
A A
= (P,g)=>_ g(2mn)(P, h,) =
nez
= Z C7l<62ﬂ"ﬂ7g> = <Z Cn627rnag>
neZ neZz
da cui N
<Z 5n> = Z Cn52ﬂ'n
nez neZ

A A
La relazione (P) =P mostra che tutti i ¢, sono uguali ad uno stesso ¢, per cui
2T

f):CZ(San

nez
Per fissare la costante ¢, si pud procedere come segue. Qualunque sia f € S(R) si ha
A
(P.f)=(P,Ff) =Y Ff(n)
neZ

d’altra parte

(P f) = (Ganns f) = ¢ 3 F(27n)

neZ nez
per cui
CZ f(2mn) = Z Ff(n)
nez nez

usiamo quest’uguaglianza nel caso particolare
f(l’) — eff'racx247r , ff _ \/%6771'12

per cui

(27n)2 —an?
c E e ir =27 g e
neZz nez

in conclusione

c=V2mr

Il Teorema precedente ha un immediato corollario.
Corollario.  Per ogni f € S(R) si ha
V2r Z f(2mn) = Z Ff(n)

neZ neZ
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L’uguaglianza precedente e nota classicamente con il nome di ”Formula di Somma di Poisson”.
E’ diventato usuale questo nome anche per I'uguaglianza

(Z 5n>A = V271 Y barn

nez nez

E’ immediato verificare che qu3sta uguaglianza si generalizza alla seguente: per ogni a > 0, si ha

(Z%) = YIS

nez

Poiché la serie ), 4
per successioni, si ha

dp, € convergente in §'(R) e la trasformata di Fourier su S’(R) & continua

Y b= () =X -

nez neZ neZ

1 7inzii inx
RREP DL B

1 inx
Z 627rn = % Z €

neZ neZz

o anche

L’uguaglianza precedente si generalizza in
a .
E 5@227 E eznaa:,a>0
a T
n€eZ neZ

E’ evidente come quest’ultima uguaglianza possa essere considerata come lo "sviluppo di Fourier”
della distribuzione 2m-periodica . & 2mn .
Si possono generalizzare le formule precedenti anche a R"™, con n qualunque. Se denotiamo con
7 gli elementi di Z™, e sa a > 0, la serie
Z 6a'r_i

nezn

converge in &'(R™) e definisce una distribuzione temperata. Si pud mostrare che

() - S

neEZ™ neZ

o anche

a
D Fxeq = 2r)"

neZm™

5.4.2 La serie di Fourier delle distribuzioni periodiche (trattazione al-
ternativa a quella del paragrafo precedente)

Vogliamo mostrare che ogni distribuzione periodica su R ¢ sviluppabile in serie di Fourier debol-
mente convergente. Il punto di partenza di questa seconda trattazione & un teorema di struttura,
che assumiamo senza dimostrazione.

Teorema (di struttura delle distribuzioni periodiche). . Ogni distribuzione T, periodica
su R con periodo a > 0, ha la forma
T=c+0Mf

mn cul
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e c ¢ una costante;
e f ¢ continua su R e periodica con periodo a;
e m ¢é un intero positivo.

Due conseguenze, quasi immediate, di questo Teorema devono essere enunciate immediata-
mente.

Corollario.  Ogni Distribuzione periodica su R é temperata.
Dimostrazione. Per il teorema di struttura
T=c+0mf

la funzione f & continua e periodica su R, quindi definisce una distribuzione temperata. La derivata
di una distribuzione temperata & temperata.

Corollario.  Ogni distribuzione T, periodica su R con periodo a > 0, ha la forma
T=c¢++omHyf
m cus
e (' ¢ una costante;
e /€ CY(R) ¢ periodica di periodo a;

e m & un intero positivo.

Dimostrazione. Per il Teorema di struttura, si ha

T=ct+dmf

x+a
[ rwa
non dipende da z; infatti si ha
xz+a xz+a xT
| rwa= [ pwa- [ rwa
T 0 0

% </:+a f(t)dt) = flx+a)— f(z)=0

poiché f ha periodo a. Poniamo

Notiamo, innanzitutto, che

per cui

si ha
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1. f e CY(R)
2.

= f(z) + /:+a f()dt — a[cﬂ dt

quindi f’ & periodica con periodo a.

3.
W@ =5 [ vo-ad=1w o
Quindi
cH I =k I (Of) =
et 0m ([ —a) =
—ct =T

Il teorema che assicura lo sviluppo in serie di Fourier di ogni distribuzione peridodica e il
seguente
Teorema. Ogni distribuzione su R, periodica con periodo a > 0, puo essere sviluppata in una
serie di Fourier, convergente in S'(R)

T = Z cre s in S'(R)

kE€Z

e 1 coefficienti ci dello sviluppo soddisfano
ekl < CIRIY, [k] > 1
per un qualche C > 0 e un qualche N > 0. Inversamente, se
(Ck)kez
e una successione di numeri complessi tale che
e < ORI, [k > 1

per un qualche C > Oed un qualche N > 0, allora

cheflkﬁ" O

keZ
converge in §'(R) ad una distribuzione temperata su R, periodica con periodo a.

Dimostrazione. Supponiamo, innanzitutto, che T sia una distribuzione (temperata) su R,
periodica di periodo a > 0. Per il secondo corollario al Teorema di struttura, possiamo assumere

T=c+0mF

in cui
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e c & una costante;
e F € C'(R) ¢ a-periodica;
e m ¢ un intero positivo > 0

Possiamo sviluppare F' in serie di Fourier, assolutamente e uniformemente convergente su tutto R
or
F = E dke o the
keZ

dal momento che la serie converge uniformemente, converge anche temperatamente; inoltre i
coeflicienti dj dello sviluppo sono tali che

|di| — 0, se |k|] — oo

quindi, in particolare,
|di| < C,Vk € Z.

Per la proprieta della derivata in S’(R) e della convergenza in S’(R), si ha

m . 27 " 27 ikx

O"F = di (ik=— ) e=
a
k0

e I'uguaglianza si ha in §’'(R) (la serie al membro di destra converge nel senso di §'(R™)). Allora

T=c+0"F = Z cke%i’”

nez
in cui
1. la serie converge in S’'(R);

2. si ha

per cui, per k # 0, si ha
2\ "™ 2\ "™
el = 1ol (22) am < o ()
a a
Inversamente, supponiamo che la successione

(ck)rez
abbia la proprieta
lex] < ClEIY, se k#0
Consideriamo la serie
<27T ; >N2 27 g
Z —ik cpea
k2o N ¢

la disuguaglianza, per k # 0

C C
N—N—2 N
’(zk) ck| < rw” |k|™ = 7|k|2
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ci assicura che la serie converge assolutamente e uniformemente su tutto R ad una funzione continua
e periodica di periodo a. Allora

ONTIR = che%ﬂikm, in §'(R)

n#0
per cui
27 op. 27
co+ § CkGTZkl _ § cpew ikx
k#0 kez
converge in §'(R) a
co + N2

che & una distribuzione (temperata) periodica con periodo a.

O

E’ molto importante stabilire I'unicita della successione (cy), ., dei coefficienti dello svilup-
po di Fourier della distribuzione periodica T'. Qesta proprieta discende immediatamente dal
semplicissimo Lemma che segue.

Lemma. Supponiamo che la serie

P
E ckeaikf

keZ

converga o 0 in 8'(R). Allora, necessariamente,

c, =0,Vk € Z

Dimostrazione. Si ha

da cui, per ogni f € S(R)

per il teorema di inversione di Fourier su S(R)
2k
= Z ckV2mf (W)
keZ a

Scegliendo f in C°(R) C S(R) , uguale a 1 in un intorno di k € Z e 0 al di fuori di [k — 1,k + 1],
scelta sempre possibile, otteniamo ¢, = 0. Questo per ogni k € Z.

0O
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Dal momento che la trasformata di Fourier in §’(R) & (sequenzialmente) continua, rispetto alla
convegenza in 8’(R), si ha la conclusione che se T' & una distribuzione periodica con periodo a, si

ha R
Z;\’Z (Z ckeZ«fi’”> = Z Ck (ezf“m)/\ =

keZ

:\/%ZCk(SZka

keZ

Il teorema dimostrato in questo paragrafo indica, nella dimostrazione, un metodo pratico concreto
per ottenere lo sviluppo di Fourier di una distribuzione periodica T: si parte da una funzione
periodica f che ”a occhio” abbia la proprieta

T=ctomf

e si ottiene lo sviluppo di T derivando lo sviluppo di f. Un esempio estremamente importante di
questa procedure ¢ lo sviluppo di Fourier della distribuzione

Po=> bar, a>0

keZ

che viene detta, a volte, ”Pettine di Dirac” (con periodo a).
Consideriamo la funzione f , periodica con periodo a, la cui restrizione a [0, a] & data da

£1[0,q] :—%x—i—l

il graficodi f e

Si ha ) )
8 = —— — —
f=="4D buk = Pu=—+0f
keZ
Lo sviluppo di Fourier di f e
27 kg
€ a
F=2 o
kEZ va

/a ( )ef%ikx
ES flx)———dzx
0 Va

Ma, con qualche semplica calcolo,

Co —
Va1
=Y__ k+#0
= rgp ek
per cui
L1 L 2z,
I= a2t
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1 21 2x;
of = — an *ikx
/ 271'Za6
k+£0
=P, == Ze « ke in S'(R)
kEZ

Abbiamo ottenuto in questo modo lo sviluppo di Fourier di P.
Una conseguenza importante e la ”formula di somma di Poisson”. Dallo sviluppo di Fourier

otteniamo R )
P,=V2n l; adfrac%rak'

pit esplicitamente
A
V2T
(Z 6ka> = T Z 5f7‘ac27rak
keZ kez

L’uguaglianza precedente viene detta formula di somma di Poisson. In effetti, classicamente, questo
nome veniva riservato alla seguente uguaglianza, che € una conseguenza elementare:
per ogni f € S(R)

<<Z %) )= G FF) = S Ff (ka)

kEZ keZ keZ

<<Za,m> =2
v

d’altra parte

f) =

keZ

)

keZ

per cui si ha I'uguaglianza

=Y Ff(ka)

keZ keZ
per ogni f € S(R)
Nella trattazione precedente manca un’espressione esplicita per i coefficienti ¢; nello sviluppo

di Fourier
T — E Cke—zka:
kEZ

della distribuzione a-periodica T. Questo non ¢ tanto importante dal punto di vista pratico,
quanto per stabilire come le serie di Fourier delle distribuzioni periodiche generalizzano le serie di
Fourier classiche. Nel seguito, per semplicita consideriamo il caso di distribuzioni 27-periodiche,
gli adattamenti al caso di periodo a sono abbastanza semplici. Si definisce una funzione x ponendo

1
IQ“ e T@—0 (t
||

X(z) = “S————
@) Jim T dt

, se |z| <27

x(x) =0se |z| =27
E’ facile verificare che
e x € C*(R)

o suppx = [-2m,27]
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e x(#)+x(zx—2m)=1,8e 0< oz <27
o x(z)+x(z+2m)=1,8 —27<x<0
(le ultime due affermazioni sono equivalenti, per provarle ¢ sufficiente sostituire
s=2r —t

nell’integrale che definisce ).
Le proprieta della funzione x permettono di dimostrare un semplice Lemma.
Lemma. Supponiamo che f sia una funzione 2mw-periodica su R, e che sia integrabile su un
periodo
f e L (zo, 0 +27)),20 €R

allora si ha che

“+oo 27
/ f@x@dr = [ f@)de

—o00 0

Dimostrazione. Si ha

+oo 2m
| rex@e= [ fans =

—00 —

0 2

= f)x(@)dz + [ f(z)x(z)dr =
—27 0

usando le uguaglianze
X(@) = 1= x(z +2m), su [-2r,0]
X(I’) =1- X(I - 27T>, su [0327T]

otteniamo
0 27

=/, f(@) (1= x(z + 27)) do + A f(@) (1= x(z —2m)) do =

effettuando il cambiamento di variabile
r+2r =1t

nel primo integrale

27

_ / CF@) (- x(@)drt [ f@) (1 - (o - 2m)) de =

0

27
- / 2£(x) — f(2) (x(@)] + x(x — 27)) dz =

27

27
- / @f(@) - f@)de= [ f@)de

0

Otteniamo cosi un’espressione esplicita per i coefficianti cy.

Teorema.
Supponiamo che T sia una distribuzione (temperata) su R, 2m-periodica, il cui sviluppo di
Fourier ¢
T = Z cxe®®. in S'(R)

keZ
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allora si ha )
cp = §<T, xe *) Yk e Z

Dimostrazione. Dal momento che xy € C°(R), e che la serie di Fourier di T converge
debolmente, si ha, qualunque sia j € Z:

(T,e70y) = 3 fenetts, ety =

keZ
=Y (@) =
keZ
=> Ck/ DN (@) de =
kez -
per il lemma precedente
2
S / gilk=iagy _
kez 70
= Z cklgj - 2m = 27c;
keZ

Notiamo che se T' ¢ una funzione F', 2w-periodica su R, e integrabile su ogni periodo, si ha
1

cp = %<F, xe ey =
I "
= F(x)x(x)e™de =
2 J_ o
per il lemma
1 2 )
=_— F(z)e*dy
2 0

Cid mostra che lo sviluppo di Fourier di F, nel senso delle distribuzioni periodiche (temperate),
coincide con la serie di Fourier classica che puo essere associata formalmente ad ogni funzione
periodica, intergrabile su un periodo. Il ponto fondamentale & che abbiamo mostrato che questa
serie converge in S’(R).

Neturalmente, nel caso di una funzione F' che sia periodica, con periodo a > 0, ed integrabile
su un periodo, la formula che fornisce i ¢ si modifica come segue:

ck = f/ F(a:)eiz?ﬂikzdx
@ Jo

Nel caso piu generale di n qualunque, diremo che una distribuzione T' su R" & periodica, con
periodo a, se si ha
T.x =T per ogni k € Z"

si hanno dei risultati analoghi al caso n = 1:
1. Ogni distribuzione periodica su R & temperata;
2. Se T e periodica su R"™ con periodo a > 0, T' & sviluppabile in una serie di Fourier, convergente

in S'(R™)
T= Z cpea e
kezn

A n
T= (271')7 Z Ck(s%rk

keZn
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3. Se T & una funzione F', 'espressione esplicita per i coefficienti ¢; & data da

1 _2n,
cr=— [ F(z)e akeqry
n
a i

in cui
ID={zeR": 0<z;<a, 1 <j<n}

4. Per il Pettine di Dirac su R™ si hanno le formule

(o) -2 5

keZn keZn
1 2
E 6ak _ § ea ikx
|a|"
kezZm keZn

5.5 Lo sviluppo di Fourier di una funzione definita su un
intervallo

Supponiamo F € L£(0,1) (tutto quello che diremo in questo paragrafo utilizando Iintervallo
]0,1[ puo essere ripetuto con ovvie modifiche per un qualunque intervallo di R). Definiamo la
”periodicizzazione” di F', che denoteremo Fj.,, ponendo

Fper =F(z—n), zeR

in cui n € 'unico intero relativo tale che
x —n €]0,1]

E’ evidente che Fj,, € periodica con periodo 1, e che

Fper|]0,1=F
Fper ¢ una distribuzione temperata, quindi puo essere sviluppata in serie di Fourier, convergente
in S'(R):

Foer = Z ™% in §'(R)
keZ

Ricordiamo che esiste un’unica successione (cx), 5 tale che si abbia I'uguaglianza precedente. In
altre parole, i coefficienti ¢, sono univocamente determinati da Fj.,.

Dal momento che la serie converge in S'(R), la sua restrizione converge necessariamente a F
in D'(]0,1]):

F=Y"ce®™* in D'(]0,1])
keZ

Quindi una funzione F' € £1(0,1) puo essere sviluppata in serie di Fourier, dalla formula precedente,
e lo sviluppo converge in D’(]0,1[). Il punto importante che vogliamo sottlineare ¢ che non c’e
unicita dei coefficienti in questo sviluppo. In altre parole, si possono avere due successioni diverse

(Ck)kez ) (C;c)kez

tali che

F= Z 0;6627rikrw — Z cke2ﬂ'ik:w in DI(]O, 1[)
kez kEZ

Per convincersene, ¢ sufficiente pensare a una distribuzione T', periodica su R con periodo 1(quindi
temperata), la cui restrizione a |0, 1] concida con F:

7]0,1[= F
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T puo essere sviluppata in serie di Fourier
T = Z dpe*™ " in S'(R™)

keZ

(i coefficienti dj, di questo sviluppo sono univocamente determinati da T') e si ha
TN0,1[=F =Y _ dpe®** in D'(J0,1])
kEZ
Se T' ¢ diversa da Fper, si ha
= Z Cke%rik:r _ deeQﬂ'ikaj in DIGO, 1[)
keZ keZ

Per avere un esempio di questa situazione, basta pensare alla funzione

F(z)=1, sul0,1]

Evidentemente
Fper(x) =1,z € R
boh?
1 — Z ckeQTr’ikaf
keZ
in cui

c,=1,8¢ k=0
c,=0se k#0

costituisce lo sviluppo di Fourier di 1, in D’(]0,1[). D’altra parte, per la formula di Poisson

Z Sp = Z 627rika: in S/(R)

keZ keZ
Per cui

1=> e in D'(J0.1])
keZ

quindi possiamo concludere che non c’¢ unicita della successione (cy), 5 dei coefficienti per cui si
ha 'uguaglianza
2mik : /
F= E cre™ " in D'(]0, 1[)
keZ

Questo fatto ha una conseguenza che puo valere la pena sottolineare. Supponiamo
F e £%0,1) c £0,1), OF € £*(0,1)
e consideriamo la sviluppo di F sulla base Hilbertiana di L?(0,1) definita da

2mwikx
(e )kez
Si ha .
F = Z cre®™ ke in 1L2(0,1)
keZ

(ricordiamo che i coefficienti, ¢k, di questo sviluppo sono uguali a quelli che provengono dallo
sviluppo di Fj,-). Dal momento che la seri converge in L?(0,1), converge anche in D’'(]0, 1[);
quindi
OF = cx (2mik) ™, in D'(]0, 1)
keZ
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Non & detto, perd, che questo costituisca lo sviluppo di dF € L?(0,1) sulla base (62”“)%2. Lo
e soltanto se

(6F) =0 (F;ver)

per

Questa uguaglianza non e vera, in generale. Basta pensare al caso
F(z) =z, sul0,1]

per convincersene.
Questa osservazione spiega perché la derivazione termine a termine delle serie di Fourier sia
un’operazione delicata.



