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Capitolo 1

La teoria dell’integrazione

1.1 La misura

Definizione 1.1 Sia X un qualunque insieme (non vuoto) ed A una famiglia di sottoinsiemi
di X. Si dice che A é una o-algebra se:

1. A ¢ non vuota,
2. per ogni A € A, il complemento di A in X, X\ A, é anch’esso in A.

3. per ogni successione (A,)n>1 di elementi di A, anche l'unione, U2 | A,,, é un elemento

di A.

Segue immediatamente dalla definizione che X stesso e l'insieme vuoto () apparten-
gono necessariamente ad A, e che, per ogni successione (A,),>1 di elementi di .4, anche
I'intersezione, N5, A, € un elemento di A.

Esempi di o-algebre.
1. L’insieme P(X) di tutti i sottoinsiemi di un insieme X ¢ evidentemente una o-algebra.

2. Sia £ una qualunque famiglia di sottoinsiemi di un insieme X; si puo mostrare che
I'intersezione della famiglia delle o-algebre contenenti £ & ancora una o-algebra; e la
“piu piccola” g-algebra (di sottoinsiemi di X') che contiene &; viene detta la o-algebra
generata da £ e viene indicata con A(E);

3. consideriamo il caso X = R, e denotiamo con B(R) la o-algebra generata da tutti gli
insiemi aperti di R; B(R) viene detta la o-algebra degli insiemi di Borel di R; si puo
mostrare che B(R) puo essere equivalentemente definita come la o-algebra generata da
tutti gli intervalli aperti della forma ]a,b[, con a,b € R, o chiusi, della forma [a,b], o
anche semichiusi [a, b] 0 ]a, b]; evidentemente ogni aperto ed ogni chiuso ¢ elemento di
B(R), ed inoltre gli insiemi formati da un solo punto, della forma {z}, * € R, sono
elementi di B(R).

Definizione 1.2 Una coppia (X, A), in cui X & un qualunque insieme (non vuoto) ed A é
una o-algebra di sottoinsiemi di X, viene detta uno spazio misurabile; gli elementi di A
vengono detti © sottoinsiem: misurabili di X.
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Definizione 1.3 Sia (X, .A) uno spazio misurabile; diremo misura positiva un’applicazione
(A — [0, 00])

tale che
1. u(0) =0

2. se (An)n>1 € una successione di elementi di A tale che A;NA; =0 sei # j, allora
M(UfzozlAn) = Z :U’(An)
n=1

La tripla (X, A, 1) viene detta uno spazio dotato di misura; p viene detta finita se pu(X) <
+o0; 1 viene detta o-finita se X ¢é scrivibile come un unione numerabile, X = U | A, di
insiemi misurabili, tali che p(A,) < 4oo.

Proprieta delle misure positive.
1. Se A,B € Aed AC B allora u(A) < u(B);

2. se (A,)n>1 € una successione qualunque di elementi di A allora
/’L(U;L.ozlATL> S Z M(An>a
n=1

3. se (A,)n>1 € una successione di elementi di A tale che A,, C A, 41 per ogni n, allora
p(UpZyAn) = lim pu(Ay);

se (An)n>1 € una successione di elementi di A, tale che A, O A,;; per ogni n, e
w(Ay) < 400, allora si ha
Moz Ap) = lm pu(Ay).
Esempi di misure positive.

1. Consideriamo un insieme X e la g-algebra P(X). Se A € P(X) definiamo

_ [#A se A e finito
n(A) = {+oo se A ¢ infinito;

tale misura viene detta “counting”; la misura counting e o-finita se e solo se X ¢
numerabile;

2. sia (X,.A) un qualunque spazio misurabile, ed zy un qualunque elemento di X; se

A € A poniamo
1 sexge A

0o (A) = {O se g€ A;

0z, cosi definita viene detta la misura di Dirac nel punto z; J,, € una misura finita;
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3. consideriamo lo spazio misurabile (R, B(R)); per ogni ]a, b[€ B(R), definiamo

plla, b)) =b—a

si puo mostrare che p si estende univocamente ad una misura positiva su B(R) che
viene detta la misura di Lebesgue sui Borel di R; ¢ facile vedere che la misura
di Lebesgue degli insiemi della forma {z}, © € R, & nulla; quindi ogni sottoinsieme
numerabile di R ha misura nulla; e chiaro che la misura di Lebesgue su R e o-finita.

Definizione 1.4 Sia (X, A, p) un qualunque spazio dotato di misura, ed E un qualunque sot-
toinsieme di X, non necessariamente elemento di A; diremo che E ¢ trascurabile (rispetto
alla misura p; se é mecessario si precisa: p-trascurabile) se esiste un insieme misurabile
A€ A, tale che

EcCA e wu(A) = 0;

evidentemente, ogni sottoinsieme di un insieme trascurabile é trascurabile ed ogni unione nu-
merabile di insiemi trascurabili é trascurabile. Si dice che una proprieta P(x), che dipende
dal punto x € X, ¢ verificata quasi ovunque, o per quasi ogni x, se ¢ verificata per tutt:
gli v € X eccetto che per un insieme trascurabile.

1.2 Le funzioni step e l’'integrale delle funzioni step

In tutto il seguito (X, .A, ) denotera, senza ulteriori specificazioni, uno spazio dotato di
misura.

Definizione 1.5 Una funzione
f(X —C)

viene detta una funzione step quando f puo essere espressa nella forma
T
/= Z%XA”
i=1

mcuiy;, € C1<i<r),A,c A1<i<r), AinA;=0sei#j, esey; #0 allora deve
essere pu(A;) < +oo. Linsieme delle funzioni f(X — C) che sono step verra indicato con

St().

Proprieta delle funzioni step.
1. St(u) € uno spazio vettoriale su C;
2. se f € St(u) anche |f| € St(u);

3. se f,g € St(u) anche f - g € St(u); in altre parole St(u) ¢ un’algebra su C.

Definizione 1.6 Supponiamo f € St(u); si definisce I’'integrale di f rispetto alla misura
[ come

[ Fdui= Y (A0 5(4)
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in cui f(A;) indica il valore costante di f su A;; notiamo che se f(A;) # 0, u(A;) é finita,
per definizione di funzione step; conveniamo che se f(A;) =0, u(A;) - f(A;) = 0 anche se
p(A;) = +oo. Se Ae Ae feSt(u) definiamo

fa=f-xa;

fa € St(u) anch’essa e definiamo l'integrale di f su A come

Ajmu:LLMM

E facile verificare che I'integrale di f non dipende dalla rappresentazione di f scelta, ma
soltanto da f stessa. Useremo, per semplicita di notazione, la scrittura [y f o anche [f,
invece di [y f du, quando non c’e possibilita di ambiguita su g e su X.

Proprieta dell’integrale delle funzioni step.

1. L’integrale ¢ una forma lineare

fl—)/fd/,L:St(ﬂ)—)C

sullo spazio vettoriale delle funzioni step;

Juon? =740, 5

cio ¢ chiaro dalla linearita e dal fatto che, se AN B =0, faus = fa + [B;

2. se A, B € A sono disgiunti

3. se f e g sono a valori reali e f < g quasi ovunque, allora si ha

/fﬁ/m

equivalentemente, se f > 0 quasi ovunque, allora

/fz&
4.se f>0e AC B (A,B e A) allora

Afééﬁ

Af%{&ﬁh

6. per ogni f € St(u), poniamo
£ = [ 1flan
X

allora || - ||; € una seminorma su St(u), ed inoltre || f]l; = 0 se e solo se f = 0 quasi
ovunque.

Definizione 1.7 Se (f,)n>1 € una successione di elementi di St(u), diremo che (fy)n>1 €
di Cauchy se per ogni € > 0 esiste un intero N. tale che per ogni n,p > N. si abbia

1fn = folly < e
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1.3 Le funzioni integrabili. L’integrale delle funzioni
integrabili

Definizione 1.8 Denotiamo con L' (i) Uinsieme delle funzioni f(X — C) tali che esiste una
successione di Cauchy di funzioni step che converge ad [ quasi ovunque (diremo, nel sequito,
che una tale successione di funzioni step approssima f); le funzioni in L' (1) vengono dette
integrabili.

E del tutto evidente dalla definizione che St(p) C £'(u); vogliamo estendere a £1(y) la
definizione di integrale gia data per le funzioni di St(u); per questo, € necessario stabilire
due lemmi tecnici, che ammetteremo senza dimostrazione; in particolare, il primo di essi puo
essere considerato il lemma fondamentale dell’integrazione.

Lemma 1.9 Supponiamo che (f,)n>1 sia una successione di Cauchy di funzioni step; allora
esiste una sottosuccessione (fy,)p>1 che converge punto per punto quasi ovunque, e soddisfa
Pulteriore proprieta: per ogni e > 0 esiste un insieme misurabile Z tale che p(Z) < e e che
la sottosuccessione converge uniformemente al di fuori di Z.

Lemma 1.10 Supponiamo che (fn)n>1 € (gn)n>1 Siano due successioni di funzioni step, che
approssimano la stessa funzione f; allora i limiti sequenti esistono finiti e sono uguali

lim/ fo=1im [ gu;
p's X

n—oo n—oo
inoltre si ha

lim/\fn—gn]:().

Definizione 1.11 Supponiamo che f € L' (i) e che (fn)n>1 Sia una qualunque successione
di funziont step che approssima f; il limite

tim [ fadp

n—~oo

¢ finito e dipende soltanto da f e non dalla successione (fn)n>1; tale limite viene detto
I'integrale di f (rispetto a 1) e viene denotato

/. fan

(o con varianti di questa notazione); se A € A diremo che g(X — C) ¢ integrabile su A
se ga=xa-g ¢in LY(u); in tal caso, diremo integrale di g su A, e lo denoteremo con

/gdu,
A

[integrale di g4.
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Proprieta delle funzioni integrabili e dell’integrale.

1.

L' (1) & uno spazio vettoriale su C; St(u) & un sottospazio vettoriale di £'(u); 'integrale
su L!(11) estende lintegrale gia definito su St(u);

. I'applicazione

fro [ fdu: £ = ©

¢ una forma lineare su £!(u); in particolare, se A, B € A sono disgiunti, per ogni

f € L) si ha
. fdu= [ fan+ | fau

. l'insieme delle f € £'(u) tali che f = 0 quasi ovunque viene denotato con A'; N & un

sottospazio vettoriale di £'(p); f = 0 quasi ovunque implica che si ha
/ fdu=0;

se f € LY(u) e h = f quasi ovunque, allora h € L' (i) e

[rdu= [nap

.se feLlYu)ed Ae A, allora f ¢ integrabile su A;

se f € LY(u) anche |f| € L(11) e si ha

[t < [1r1au

se f € L(u) ¢ a valori reali, allora /f dp € R;

se f,g € LY(n) sono a valori reali e f < g quasi ovunque allora

/fé/g;

equivalentemente se f > 0 quasi ovunque, allora

/fZO;

in altre parole, 'integrale ¢ una forma lineare positiva.

Definizione 1.12 Se f € L'(u) poniamo

11 = [1F @) du(e).

L’applicazione f — | f|/; ¢ una seminorma su £!(u); infatti si ha
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1.

lacflx

[lafidu=lal [If1au =

= |alllfll, se aeC

IF gl = [If+gldus< [(51+ gD dn=
= I/l + llgll-

Le nozioni di successione convergente, di successione di Cauchy e di forma lineare continua,
vengono definite in £'(u) rispetto alla seminorma || - ||; nel modo seguente.

Definizione 1.13 Diremo che una successione (f,)n>1 di elementi di L'(p) converge ad una
funzione f € L'(u) nel senso della seminorma || - ||; (o anche “in media”) se si ha

1 = fulli = [1f = faldir =0 sen = oo;

diremo che una successione (fn)n>1 di elementi di L£'(u) ¢ una successione di Cauchy
(rispetto a || - ||1, o in media) se si ha

an—prl:/‘fn—fp\duHO sen,p— oo.

Una forma lineare o su L'(u) viene detta continua (rispetto a || - ||1, o in media) se esiste
un numero k > 0 tale che

(N < Eklflli, Vfe LN ).

Alcune conseguenze elementari ma importanti delle definizioni precedenti devono essere
sottolineate:

1. Per la nozione di convergenza in £!(x) non ¢’¢ unicita del limite: infatti, supponiamo
che f, — f in L' (i) e che g = f quasi ovunque, allora si ha

Jin=gldu = [1fa=s+( = g)ldu<
< [lfa=flan+ [1f —gldu=

= [l fldu=0 se n—oo
2. se f, — fin LY(u), allora & anche di Cauchy; infatti, si ha

Jla=fildu = [1fa+ == fldu<

< [l St [1f = fldu—=0 s np— oo
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3. se ¢ ¢ una forma lineare continua su £*(p) e se f,, — f in £L'(p), allora o(f,,) — ¢(f);
infatti si ha

[o(f) = (fu)l = lo(f = fo)l S KIS = fullii
4. poiché si ha
[rau < [ir1an vre i,
ne segue che la forma lineare f — [ fdu & continua su £'(u);
5. per ogni f € L(p) esiste una successione (f,,),>; di elementi di St(u) tale che
fo = in LY(p);

questa proprieta viene descritta dicendo che St(u) & denso in £ (1) (rispetto alla semi-
norma || - ||); per mostrare questo fatto, supponiamo f € £'(u); allora, per definizione
di £'(1), esiste una successione (f,),>1 di elementi di St(u) che approssima f; denoti-
amo con p un intero fissato, e consideriamo la successione

([fr = foln>1;

questa successione ¢ composta di elementi di St(u), converge a |f — f,| quasi ovunque
(infatti si ha

Hf_fp|_|fn_fp|| < |f_fp_fn+fp| = |f_fp| <ée
per quasi ogni z, se n & sufficientemente grande), ed e di Cauchy (infatti si ha
o= Sl = 1= Sl = 11 = fol = [fon = Syl an <

IN

se n ed m sono sufficientemente grandi); allora (|f, — f,|)n>1 € una successione che
approssima |f — f,|, e, per definizione, si ha

S = foldu = Jim [ 15 = fol i

cioe
1F = ol = lim [1 = il
poiche la successione (f,),>1 ¢ di Cauchy, si ha che
lim [|f = fplli = lim [[fn = fpli =0

p—00 n,p—00

cioe f, — fin L1(p).

La seguente ¢ la proprieta fondamentale dello spazio £'(p).

Proposizione 1.14 (Teorema di Fischer-Riesz) Ogni successione di Cauchy di elementi
di L) converge (nel senso della seminorma || - ||1) ad un elemento di £'(u); in altre parole
LY (1) & completo, rispetto alla seminorma || - ||;.
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Dimostrazione. Sia (f,),>1 una successione di Cauchy in £'(u); poiché St(u) & denso in
L'(1), per ogni n > 1 esiste un g,, € St(u) tale che

1
||fn - gnHl <=
n
la successione (g,),>1 € di Cauchy; infatti si ha

Hgn - gm”l S Hgn - anl + an - mel + Hfm - gmHl;

per n, m sufficientemente grandi i tre addendi al membro di destra sono piu piccoli di €, e
cio prova che (g,)n>1 € di Cauchy; per il Lemma fondamentale dell’integrazione (Lemma 1.9)
sappiamo che esiste una sottosuccessione (gn,),>1 tale che

lim g, ()

p—00
esiste finito per quasi ogni x; definiamo una funzione f ponendo

lim g,,(r) quando il limite esiste finito

o) = {7

z (z € C arbitrario) per gli altri z;

la funzione f cosi definita & in £'(y) (infatti la successione (gy,),>1 ¢ essa stessa di Cauchy,
quindi f e limite punto per punto quasi ovunque di una successione di Cauchy di funzioni
step); si ha

1f = fuollt < WSy = Gnplly + Nlgn, — flln < 2¢

se n, ¢ sufficientemente grande, quindi f,, — f in L'(x) se p — o00; poiché (fy)n>1 & di
Cauchy, cio implica che f, — f in £L'(u) se n — oo. O

La proposizione seguente, estremamente utile, estende alle funzioni di £(p) il risultato
enunciato nel Lemma fondamentale dell’integrazione; la sua dimostrazione viene omessa.

Proposizione 1.15 Sia (f,)n>1 una successione (di Cauchy) di elementi di L£'(u), con-
vergente, nel senso della seminorma || - ||1, ad una funzione f € LY(u); allora esiste una
sottosuccessione (fn,)p>1, estratta dalla precedente che converge a f punto per punto quasi
ovunque; inoltre ha la proprieta sequente: per ogni € > 0 esiste un insieme Z misurabile,
di misura p(Z) < e, tale che su X \ Z la convergenza ad f della successione (fp,)p>1 sia
uniforme.

Corollario 1.16 Se f(X — C), sono equivalenti tra loro
1. f =0 quasi ovunque (f € N)
2. feLNp) ellflli=0.

Dimostrazione. I = 2 ¢ del tutto ovvia. 2 = 1: se f € L'(u) e || f||1 = 0 la successione
(0,0,...,0,...) & di Cauchy e converge a f, nel senso della seminorma || - ||1; allora, per la
proposizione precedente, esiste una sottosuccessione che converge ad f quasi ovunque; allora
f =0 quasi ovunque. O
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Corollario 1.17 Se (f,)n>1 ¢ una successione di Cauchy di elementi di L'(u), tale che
esiste una funzione f(X — C), con la proprieta nh—{{)lo fo(x) = f(x) per quasi ogni z, allora

fe L (u) e f,— f rispetto al - |-

Dimostrazione. La successione (f,),>1 ¢ convergente, nel senso di £'(u), ad una qualche
g € LYp) (per il Teorema di Fischer-Riesz); per la proposizione precedente, una sottosuc-
cessione converge a g quasi ovunque; tale sottosuccessione deve convergere anche a f quasi
ovunque, quindi f = g quasi ovunque, ed anche f € £!(u); inoltre si ha |f, — f| = |fn — ¢
quasi ovunque, e quindi || f, — f|li = ||fn — gl/1 e la successione considerata converge a f nel
senso della seminorma || - ;. O

1.4 1 teoremi di convergenza

Teorema 1.18 (della convergenza monotona) Supponiamo che (f,)n>1 Sia una succes-
sione di funzioni di L'(n), a valori reali, monotona, e tale che esista un k > 0 con la
proprieta

‘/fndu‘ﬁk, Vn > 1;

allora (fo)n>1 € di Cauchy in L'(u) e converge, sia in L'(u) che quasi ovunque, ad una
funzione f € LY(u); inoltre si ha

lim/fndu:/fdu

n—oo

Dimostrazione. Supponiamo, per fissare le idee, che (f,),>1 sia crescente; se esiste un

k > 0 tale che
'/fndu

la successione ([ f,du),>1 € limitata e monotona e quindi convergente; quindi ¢ di Cauchy
in R;sen>m >1, si ha

o= Fully = [ 1fa = ful = [ fadp= [ fndi <=

<k,

se n e m sono sufficientemente grandi; cio mostra che (f,,)n,>1 € di Cauchy rispetto a || - ||1;
allora ( f,,)n>1 converge in £'(p) ad una funzione f € £!(1); inoltre esiste una sottosuccessione
di (f,)n>1 che converge ad f quasi ovunque; poiché (f,,(z)),>1 € monotona per ogni x, ne segue
che (f,,(z))n>1 converge ad f(z) per quasi ogni x; se f, — f in £'(u) 'ultima affermazione
del teorema e banale. O

Per il teorema seguente, ricordiamo alcune definizioni: se (a,),>1 € una successione di
numeri reali, si definiscono
limsup a,, := lim sup a;

=00 k>n

liminf a,, ;= lim inf a;
n—00 k>n

e noto che, qualunque sia la successione (a,)n>1, limsup e liminf esistono sempre, finiti o
infiniti; se (a,),>1 € convergente allora lim sup a,, e liminf a,, esistono entrambi finiti e sono
uguali a lim a,,.
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Teorema 1.19 (lemma di Fatou) Supponiamo che (f,)n>1 sia una successione di funzioni
LY(11) a valori reali positivi; supponiamo che

liminf || f,,]|1

esista finito (e sia quindi un numero reale non negativo); allora iminf, f,(x) esiste finito
per quasi ogni x; la funzione liminf f,,, definita ponendo

(liminf £,)(z) = {lim inf,, f.(x) se esiste finito

q altrove (q fissato)
¢ in LY (u) e si ha

/lim inf f,, dp < lim inf/fn dye.
Dimostrazione. Poniamo, per ogni n,

Gn,p = mf(fn, fn+1, ceey fn-l—p)a D Z O7

gn = 1nf(fn7 fn-l—la .. ) = Hp}f Gn,p = ;LI& 9n.p;

per ogni p > 0 le funzioni g, , sono non negative, la successione (g, ,),>0 ¢ decrescente, inoltre
ogni g, , ¢ integrabile! e si ha

0< /gn,p = /inf(fn,---,pr) < /fna Vp > 0;

allora si puo applicare alla successione (¢,,p)p>0 il teorema della convergenza monotona e si

ha che
gn = lim gnp € L1(1)

la successione (g, ),>1 ¢ una successione crescente di elementi di £'(11) e, per l'ultima disug-
uaglianza scritta, ad essa si puo applicare il teorema della convergenza monotona, ottenendo
che

sup g, = liminf f, € £'(p)

ed inoltre
/liminffn = /supgn = sup/gn < sup igf /fm,

e questo conclude la dimostrazione. O

Iper convincersi che I'inf o il sup di una famiglia finita di funzioni integrabili & integrabile, & sufficiente
scrivere

inf(f,9) =1/2(f +g9—|f —4g)

sup(f,g) = 1/2(f + g+ [f —gl)
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Il lemma di Fatou e usato soprattutto nella situazione semplice in cui le funzioni f,, sono
integrabili e la successione (f f, du),>1 € limitata: in tal caso liminf, f,, € una funzione inte-
grabile; in particolare se la successione (f,,),>1 converge punto per punto lim f,, & integrabile

- n—oo

(in tal caso, pero, non si puo affermare che

almeno in generale).

Teorema 1.20 (della convergenza dominata) Supponiamo che (fn)n>1 Sia una succes-
sione di funzioni di £'(u) tale che esiste una funzione f(X — C) , con le proprieta

lim f,(z) = f(x) per quasi ogni x € X

supponiamo inoltre che esista una funzione g in L'(u), a valori reali positivi, tale che, per
ognin > 1,
|fol < g quasi ovunque;

allora f € LY(p), fn — f in LY(p) e
/fnd,u—>/fdu sen — 0o

Dimostrazione. Poniamo

Gnp = SUup ’fm - fr’

n<m
r<n+p

gn = SUP gnp = SUp ‘fm - fr‘
p m>n

r>n

allora, per ognin e p, g, , ¢ una funzione reale integrabile tale che 0 < g,, , < 2¢; la successione

(gn,p>p20

‘/gmﬂw‘§2/ﬁdu

per il teorema della convergenza monotona

¢ crescente e

n—~oo

lim /gn dp = 0;

la definizione stessa di g, mostra allora che la successione (f,,),>1 € di Cauchy; ne segue che
fe L p) eche f, — fin LY(u). O

Per poter studiare alcune importanti conseguenze del fondamentale teorema precedente,
€ necessario premettere alcune definizioni che potrebbero apparire arbitrarie ed immotivate.
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Definizione 1.21 Se f ¢ una funzione a valori realt,
f(X —R),
diremo che f ¢ misurabile se si ha
fUE)={reX:f(x) € E} € A, VE € B(R);
se f e una funzione a valori complessi
f(X = C),

st puo univocamente scrivere f = u + iv, in cui u e v sono funzioni a valori reali; diremo
allora che f é misurabile quando lo sono u e v. Denoteremo con M l’insieme di tutte
le funzioni definite in X, a valori complessi e misurabili. Deve essere sottolineato che la
misurabilita di una funzione dipende solo dalla o-algebra A, e non dalla misura u definita
su A. Una funzione

f(X —C)

viene detta p~misurabile se e il limite punto per punto quasi ovunque di una Successione
(fu)n>1 di funzioni di St(u); in altre parole, se si ha

f(z) = lim f,(z)

n—oo

per quasi ogni x € X, e f, € St(u) Yn. Denoteremo con M(u) Uinsieme di tutte le funzioni
definite in X, a valori complessi e p-misurabili. Contrariamente alla nozione di misurabilita,
la p-misurabilita di una funzione dipende da p.

Proprieta delle funzioni misurabili e y-misurabili.

1. M & un’algebra su C; se f € M anche |f| € M;

2. se (fn)n>1 € una successione di elementi di M e se f,, — f punto per punto (per ogni
x € X) allora f € M;

3. M(u) ¢ un’algebra su C; se f € M(u) anche |f| € M(p);
4. se f € M e ge M(p) allora anche fg € M(p);
5. f € M(p) se e solo se entrambe le condizioni seguenti sono soddisfatte:

(a) f si annulla al di fuori di un insieme di misura o-finita,
(b) esiste g € M tale che f = g quasi ovunque;

in particolare, se p € una misura o-finita, le funzioni p-misurabili sono le funzioni uguali
quasi ovunque alle funzioni misurabili (si noti che, in generale, non c’¢ alcuna inclusione

tra M e M(p); se p & o-finita, si ha M C M(u));

6. se (fn)n>1 € una successione di funzioni in M(u) e se f, — f quasi ovunque, allora

f e M(p);
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7. se f € LY(u) allora f puod essere ridefinita su un insieme di misura nulla in modo
da renderla misurabile; infatti, se f € L'(u) allora esiste una successione (f,)n>1,
fn € St(u) Yn, ed un insieme Z € A, u(Z) = 0, tali che

fn(l’) —>f(13) se n — 00, VIL’EX\Z;

per ogni n > 1 definiamo

S (AL

allora 1, € M per ogni n, e la successione (1, (z)),>1 ¢ convergente (in C) per ogni x;
il limite della successione definisce una funzione g € M

Up(x) = g(x) sen— o0, VreX,
e si ha g = f eccetto che sui punti di Z.

Teorema 1.22 Una funzione f(X — C) ¢ in LY () se e solo se entrambe le condizioni
sequenti sono soddisfatte

a) feMu)
b) esiste g >0, g € L (1), tale che |f| < g quasi ovunque.

Dimostrazione. Se f € L'(u), f & per definizione limite quasi ovunque di funzioni di St(u),
quindi f € M(u); inoltre |f| stessa & in £'(u). Inversamente, supponiamo f € M(u) e
che esista g € L'(u), g > 0, tale che |f| < g quasi ovunque. Senza perdere in generalita
possiamo supporre |f| < g ovunque, poiché il fatto di modificare f su un insieme trascurabile
non ne modifica I'eventuale integrabilita. Poiché f € M(u) esiste una successione (¢n)n>1,
©n € St(u), che converge a f quasi ovunque. Per ogni n > 1 ed ogni x € X, poniamo

_ [alz) se fpn(2)] < 29(z)
5= (5" Lo > 20t
per ogni n > 1, ¥, € St(p) e |,| < 29 € L1(u); per ogni x tale che p,(z) — f(z) & anche

Un(x) — f(x) sen — o0

(infatti: se g(z) =0, |f(z)| = 0, quindi f(z) =0 e ¥,(x) = 0 per ogni n > 1; se g(z) # 0,
poiché @, (z) — f(z) e |f(x)] < g(z), esiste N > 0 tale che per ogni n > N |p,(z)| < 2¢(x),
quindi @, (z) = ¥, (z) ); allora la successione (1,),>1 converge a f quasi ovunque, e ad essa
¢ applicabile il teorema della convergenza dominata; cio mostra che f € £'(u). O

Teorema 1.23 Supponiamo che sia f € L*(11) e che g € M sia tale che esista k > 0 con la
proprieta
lg(x)] <k Vo e X;

allora fg € L), ed inoltre

[ fodu] < swplg@)] [ 151
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Dimostrazione. Per una proprieta delle funzioni misurabili e p-misurabili, si ha f - g €
M(u); inoltre si ha
fgl < EIf] € L' (p);

quindi fg € £'(u); infine
'/fng'§/|gf|d,u§k/|f|du. O

Teorema 1.24 Supponiamo che sia f € L'(n) e che S sia un sottoinsieme chiuso di C
inoltre supponiamo che per ogni A € A, tale che si abbia u(A) # 0, sia

ﬁ : /A fdues
(con la convenzione 1/u(A) =0 se u(A) = +o00), allora f(x) € S per quasi ogni x.
Dimostrazione. Denotiamo con
(zm:m intero, m > 1)

una famiglia (numerabile) di numeri complessi, densa in C\ S (tale famiglia esiste poiché
C\ S & aperto); poiché S & chiuso, per ogni m > 1 esiste

By ={z€C:ilz—zpn| <rm, 7m>0}
di centro z,, e raggio r,, opportuno, che non interseca S; poiché f € M(u) esistono

a) una famiglia numerabile (E,:n > 1) di sottoinsiemi misurabili di X, di misura finita,
tali che f si annulla al di fuori di U2, E,,

b) un sottoinsieme trascurabile, Z, di X, tale che

T (B)N(X\Z)€e A, perogniB e B(C);

in particolare si avra

Zmn = f T (Bm) NE, N (X \ Z) € A
poiché si ha US®_, B,, O C\ S, se ne deduce

UOO

n,m=1

Zing 2 [THC\S) N (UL ) N (X \ Z);

tra un momento mostreremo che p(Z,,,) = 0 per ogni m e n; cio permette di dedurre
p(fHC\S) N (UZ) N (X )\ 2)) =0;

poiché Z e trascurabile cio mostra che
f(z) € S per quasi ogni x € Uy, Ep;

cio conclude la dimostrazione, infatti se e

:U’(X \ UZOZIETZ) 7é 0
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si ha che 0 € S, per l'ipotesi del teorema

1
X\ R En)

/ Fdu=0¢S;
2\Un En

siamo quindi ricondotti a mostrare che y(Z,,,) = 0 per ogni m, n; supponiamo per assurdo
W(Zn) # 0, allora si avrebbe
1

mz fdu=aef

1 1
— fdp— 2z, =
1(Zmn) JZmm (Z )

QO — Zy, =

[ =z
per cui

1
1(Zmn)

poiché |f(x) — zm| < rp per ogni x € Z,,,; cio implica a € B, e quindi a € S, cio¢ una
contraddizione. O

loe — 2| < /Z lf — zm| dp < 1

Il teorema precedente ha la seguente ovvia ma importantissima conseguenza.

Corollario 1.25 Se f € L'(u) e si ha

/ fdu=0
A
per ogni A € A tale che u(A) # 0 allora

f =0 quasi ovunque.

Infine, consideriamo come ultima applicazione dei teoremi di convergenza, il problema
della continuita e derivabilita di un integrale dipendente da un parametro. Consideriamo
una funzione

f(X xA—C)

in cui A & un aperto in R (piu in generale, in R"); supponiamo che, per ogni t € A, la
funzione
x— f(x,t)

sia p-integrabile; denotiamo con
F(t) = [ fla.t)du(e);
ci poniamo il problema della continuita e derivabilita di F'.

Teorema 1.26 Supponiamo che A sia un sottoinsieme aperto di R; supponiamo che
f(XxA—C)

abbia le proprieta
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1. per ognit € A la funzione (x — f(z,t)) € L (1)
2. per ogni x € X la funzione (t — f(x,t)) sia continua nell’aperto A
3. esiste una funzione h € L'(u) tale che

[fz, )] < |h(z)]  Vie AVrelX;

in queste ipotesi la funzione
te F(t) = [ fla,) du(x)

¢ continua in A.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che, per ogni successione (t,),>1 convergente a

t € A, lintegrale [ f(z,t,)du(z) tende a [ f(x,t) du(x); questo fatto segue immediatamente
dal teorema della convergenza dominata. O

Teorema 1.27 Supponiamo che A C R sia aperto, e che
f(XxA—C)
abbia le proprieta
1. per ognit € A la funzione (x — f(z,t)) € L (1)
2. per ogni x € X la funzione (t — f(x,t)) sia derivabile
3. esiste una funzione h € L'(u) tale che

0,f(x,t)] < |h(z)] V€ AVre X;

in queste ipotesi la funzione
te F() = [ fla,) du(o)
¢ derivabile, per ognit € A la funzione
(@ 0, f(x,1)) € L' (1)
ed inoltre
F(t) = [ auf(e,t) dp(z).
Dimostrazione. Denotiamo con (t,),>1 una successione di punti di A, tale che ¢, — t € A;

poniamo
t, —t ’
per ogni z, g,(x) tende a 9, f(x,t); d’altra parte, per il teorema di Lagrange, si ha

gn(x) = O f (2, 5)

gn(l’) =
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in cui s €to, t[; quindi

|gn(@)] < [h(z)|
per ogni n; allora, per il teorema della convergenza dominata, la funzione (z +— 0,f(x,t)) e
integrabile e si ha

/@f(x,t) du(z) = Jil%o/gn(x) du(z) = lim F(t.) - F(t).

n—oo  f,—t

poiché questo & vero per ogni successione (t,),>1 tale che ¢, — t, se ne deduce che F’(t)
esiste e che

F(t)= [ oGt du(x). O

1.5 Lo spazio £*(u); gli spazi L'(u) e L?(u)
Definizione 1.28 Denoteremo con L*(u) 'insieme delle funzioni
f(X —C)
tali che
1. feM(u)
2. la funzione (z — Fl@)f(x)) ¢ in £1(y1)

(deve essere sottolineato che esistono funzioni f tali che |f|* € LY(u) ma f & M(u)); se
f € L2(u) diremo che f ¢ “a quadrato integrabile”.

Teorema 1.29 Supponiamo che f,g € L*(u); allora si ha

2. si ha la disuguaglianza

[11-lata < ([1r2an)* ([ 1ol an)”.

(che viene detta “disuguaglianza di Hélder”)

3. |f+gl* € LYn) e si ha la disuguaglianza

[ 17+ dp < [(/!f\Qduf * </!g\2du>%r,

(che viene detta “disuguaglianza di Minkowski”)

Dimostrazione.

1. Siha |fg|] € M(u), inoltre

(If1=1gh* = 0= [fI* + lgI* — 2|fgl = 0= |fgl < s(If" + 19I*) € L (n);

cid mostra che fg € L*(p);
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2. dal punto precedente si ottiene la disuguaglianza
1 2 1 2
Jisglan <5 [ 17+ [ 1o ap
sostituendo in questa disuguaglianza f con Af, in cui A > 0, si ha

A 1
Jirglan <3 [1rPdu+ o5 [ lgf*dus

quest’ultima disuguaglianza deve essere soddisfatta per ogni A > 0; scegliendo A =
1 1
(J1fI2du)~2(f |g|*du)?, in modo da minimizzare il membro di destra, si ottiene

[1satauws ([15Ean)" - ([ 1o an)"

3. evidentemente |f + g|* € M(p), inoltre

1F+al> < (If1+1gD)? = /1 + |gI* + 2 fg] € LM (),

per quanto mostrato in 1; cid mostra che | f+g|* ¢ in £ (1); inoltre, dalla disuguaglianza
precedente si ha, utilizzando il punto 2,

[ +adn < [1fPdut [lofdu+2 [ 7ol <
< /!f\Qdu+/\g!2du+2(/!f\Qdu)%~(/\QPdu)%:
- [ea)' s (ura) T o

Il teorema precedente ha delle conseguenze importanti:

1. £2(u) & uno spazio vettoriale su C;

1= (1)

=

¢ una seminorma su £?(u); infatti si ha

2. se f € L*(1) poniamo

allora la funzione

a) ||fll2 = 0 per ogni f € L2(p);
b) llecflla = laf - [|f]l2; v € C;

) I1f +gll3 = S1f + gl duw < (I fll2 + llgll2)*.

3. N & un sottospazio vettoriale di £?(u) e si ha
Ifll2=0 <= |f]* =0 quasi ovunque <= f =0 quasi ovunque <= f €N
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4. Se f,g € L*(n) poniamo
(f.9) rz/f-gdu;

'applicazione f, g — (f,g) ha tutte le proprieta di un prodotto scalare su £2(u), ad
esclusione della (f, f) =0 <= f = 0; in effetti

(f,f)=0 seesolose feN,

notiamo che &
1
Iflle = (f, f)%;

inoltre, la disuguaglianza di Schwartz per il (quasi-) prodotto scalare (f, g) in £2(u) si
scrive come

(£.9)l = [ Fadu] < 171z - gl

e puo essere vista come una conseguenza della disuguaglianza di Holder;

5. se X ha misura finita, cioe se u(X) < +oo, allora £?(u) C L'(u); infatti, in tal caso,
la funzione 1, definita come

(z)=1 VzeX

¢ in L2(u); allora si ha
f=1-feLn);

la disuguaglianza di Holder ci fornisce, inoltre

171 = [ 171w = [ 11 g < Ul Wl = 1S - (o)

nel caso u(X) < 400 si dice che la seminorma || - ||2 ¢ pit fine della seminorma || - ||1,
poiché vale la disuguaglianza

Il < Ellflla Vf € L35(n) € LY ().

[ risultati seguenti estendono a £2?() proprieta analoghe gia stabilite per £(u).

Teorema 1.30 Supponiamo che (f,)n>1 sia una successione di elementi di L2(u), che sia di
Cauchy rispetto alla seminorma || - ||2; allora esiste un elemento (non unico) f € L*(u) con
le proprieta sequents

1. fo— [ in L2(p)
2. esiste una sottosuccessione (fn,)p>1 con le proprieta

(a) fn, — [ quasi ovunque

(b) per ogni e > 0 esiste un insieme misurabile Z., con u(Z.) < €, tale che la conver-
genza di questa sottosuccessione é uniforme su X \ Z..
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Dimostrazione (schematica). Dimostreremo le affermazioni del teorema in ordine inverso
rispetto a come sono enunciate, ed omettendo qualche dettaglio tecnico.

Passando, eventualmente, ad una sottosuccessione, possiamo assumere che si abbia per
p=n

1
I = 53 > 53

n

sia Y, l'insieme degli x € X tali che

1

‘fnJrl(x) - fn(x)‘Q 2 2_71;

si pud mostrare che Y;, & misurabile e che x(Y;) < 5-; poniamo
Zn=Y,UYp1 U...

allora Z, € misurabile e la sua misura puo essere resa arbitrariamente piccola scegliendo n
sufficientemente grande; ponendo

Z =M 12,
allora Z e misurabile e di misura mulla. Se x ¢ Z,, allora per k > n abbiamo
9 1
| fes1(2) — fu()]” < on

cosi che la serie

[e.e]

fit D (ferr = fi)

k=1
converge uniformemente ed assolutamente sul complemento di Z,,, per ogni n; e quindi con-
verge punto per punto ed assolutamente sul complemento di Z; cio prova 2, a e b.

Poniamo f(z) = lim, f,(x) se 2 & Z, e poniamo (arbitrariamente) f(z) = 0 se = € Z;

rimane da dimostrare che f € £%(u) e che f, — f in £L?(u); I'espressione

Jo = fl2

¢ la || - |li-seminorma di |f,, — f,|% fissando n e passando al limite per n — oo, possiamo
applicare il lemma di Fatou, e concludere che |f — f,|? & in £(11) e quindi che f— f, € L£2(u);
dal momento che £2(1) ¢ uno spazio vettoriale, possiamo concludere che f € £2(u); il lemma
di Fatou mostra anche che

J1F = foan < Jim int [1f— f dus
quindi || f — f, |2 € piccola, se p & sufficientemente grande, cio¢ (f,),>1 tende a f in £2(u). O
Teorema 1.31 Se (f,)n>1 € una successione di Cauchy in L2(1) e se esiste f(X — C) tale

che
fo(x) — f(x) per quasi ogni x € X,

allora f € L2(u) e f, — [ in L?(u).

Dimostrazione. Ovvia dal teorema precedente. O
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Teorema 1.32 (della convergenza dominata per £%(1)) Supponiamo che (fn)n>1 Sia una
successione in L*(p) che converge punto per punto quasi ovunque ad una funzione f; sup-
poniamo, inoltre che esista g € L*(u) tale che g > 0 e |f,| < g; allora f € L2(n) e fo — f
in L*(p).

Dimostrazione. f e limite quasi ovunque di funzioni p-misurabili e quindi e g-misurabile;
inoltre | f| < g quasi ovunque e quindi |f|? < ¢g? € L*(1) quasi ovunque; allora | f|? € £L'(p)
e f € L2(u); le funzioni |f — f,|? sono elementi di £(p) e sono maggiorate da (29)* € £ (u);
possiamo dunque applicare alla successione che esse formano, e che tende a 0 quasi ovunque,
il teorema della convergenza dominata; cid mostra che f,, — f in £2(u). O

Teorema 1.33 St(u) ¢ denso in L2(1); esplicitamente, per ogni f € L*(n) e per ogni e > 0
esiste p € St(u) tale che

If=ella <e.

Dimostrazione. Sia f € £%(u), f ¢ p-misurabile quindi esiste una successione (¥, ),>1 di
elementi di di St(u) che converge ad f quasi ovunque; per ogni n > 1 ed ogni x, poniamo

[ ta(z) se (@) < 2f(x)
enla) = { § se [thn(2)] > [2f()];

possiamo sempre supporre f misurabile (al pit modificandola su un insieme trascurabile),
quindi le funzioni ¢, cosi definite sono in St(u); esse verificano |p,| < |2f] € £%(u) e la loro
successione converge quasi ovunque ad f; per il teorema precedente, allora, ¢ — f in £2(u);
cio conclude la dimostrazione. O

Consideriamo gli spazi £P(u) (p = 1,2); abbiamo visto in precedenza che
Ifll,=0, f€LP(n) < feN (ossia f=0 qo.);

inoltre, lo spazio A delle funzioni nulle quasi ovunque ¢ ovviamente un sottospazio vettoriale
di LP(p) per p=1,2.

Definizione 1.34 denoteremo con LP(u) (p = 1,2) lo spazio quoziente dello spazio vetto-
riale LP(u) rispetto al sottospazio N delle funzioni nulle quasi ovunque; in altre parole, LP ()
¢ lo spazio vettoriale delle classi d’equivalenza di elementi di LP(u) rispetto alla relazione
di equivalenza: f = g quasi ovunque.

Supponiamo che f sia un elemento di L(p) e che f1, fo € L(11) siano due rappresentazioni
qualunque della classe di equivalenza f; alloraf; — fo = 0 quasi ovunque, e quindi

[fian=[foan. Il = L)

grazie alle relazioni precedenti, possiamo definire I'integrale e la seminorma || - ||; su L'(u),
ponendo

[F=[ran 1fl=11lh
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in cui f e un qualunque rappresentativo della classe f ; € evidente dalla definizione che
Iflh=0 < f=0,

e quindi la seminorma || - || diventa una norma su L!(x); dotato di questa norma L'(u) ¢
uno spazio di Banach.
Analogamente, si definisce una norma su L?(;) ponendo

Il =11£ll2s  f€L2(u).

Supponiamo che f , g siano elementi di L?(); poniamo
(f.9) = [ T()glw) dpu(a),

in cui f e g sono due qualunque rappresentazioni delle classi f e g rispettivamente; al solito,
I'indipendenza di (f, §) dalla scelta degli elementi rappresentativi ¢ evidente; 1’applicazione

foam(f.9)

definisce un prodotto scalare su L?(;1); la norma di cui L*() ¢ munito in maniera naturale

come spazio dotato di prodotto scalare (cioé f — +/(f, f)) non & altro che la norma || - ||
definita in precedenza; L?(1) ¢ completo rispetto alla nozione di convergenza indotta dalla
seminorma || - ||2, quindi & uno spazio di Hilbert.

1.6 Integrazione rispetto a misure prodotto

Definizione 1.35 Supponiamo che (X, A) e (Y, B) siano due spazi misurabili; consideriamo
l'insieme X XY, prodottto cartesiano degli spazi X e Y ; i sottoinsiemi di X XY della forma

AxB, AeAe BeB

vengono detti rettangoli misurabili; la o-algebra di sottoinsiemi di X X Y generata da:
rettangoli misurabili viene denotata con

A® B
e viene detta la o-algebra prodotto delle o-algebre A e B.

Supponiamo che (X, A, 1) e (Y, B, v) siano due spazi dotati di misura o-finita. Se A x B
¢ un rettangolo misurabile poniamo

(@ v)(A X B) = p(A) - v(B);

si puo mostrare che esiste un’unica misura o-finita, definita su (X x Y, A ® B) che coincide
con i ® v sui rettangoli prodotto; questa misura viene denotata con pu ® v e viene detta il
prodotto delle misure p e v; lo spazio dotato di misura

(X XY, AR B,u®v)

viene detto il prodotto degli spazi (X, A, u) e (Y,B,v).

La proprieta fondamentale dell’integrazione su uno spazio prodotto e il teorema di Fubini;
noi lo ammetteremo senza dimostrazione; per poterlo enunciare ¢ necessario fissare alcune
notazioni.
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Notazioni.
Sia

f(X xY — C),

si definiscono una funzione f,(Y — C) ed una funzione f,(X — C) ponendo

fo(y) = flz,y),  fy(x) = f(z,y)

rispettivamente; f, e f, vengono dette, a volte, le sezioni della funzione f.

Teorema 1.36 (di Fubini) Supponiamo f € L'(u ® v); allora, per quasi ogni x € X,
Uapplicazione f, ¢ in LY(v); la funzione definita da

xr—>/ fedv
Y

per quasi ogni = (ed arbitrariamente per gli altri z) ¢ in L'(p); infine si ha

o pdwew) = [ ([ fedv)du

(risultato analogo scambiando i ruoli di x e y).

Nel teorema di Fubini appare l'ipotesi f € £L!(u®v); questa condizione puo essere difficile
da verificare, in pratica; una condizione sufficiente molto utile nelle applicazioni ¢ la seguente:

Teorema 1.37 (di Tonelli) Supponiamo che
f(XxY —C)

sia p @ v-misurabile; supponiamo che per quasi ogni x € X applicazione |f,| sia in L}(v),
e che l'applicazione data da

T / | fo| dv
Y
(per quasi ogni x, e arbitrariamente altrimenti) sia in L'(11); allora
feLpev);
(risultato analogo scambiando i ruoli di x e y).

La struttura della misura prodotto permette di dimostrare alcune proprieta utili nelle
applicazioni:

1. se f(X = C) e M(u)eg(Y - C) e M(v) allora
(z,y — f(z)g(y)) € M(p@v);

2. se f € M(p) allora
(z,y — f(x)) € M(p®v);

3. se f € LYu)ege LY (v) allora

(z,y — f(z)g(y)) € L' (n@ V).



Capitolo 2

Spazi di funzioni su R

2.1 La misura e ’integrale di Lebesgue su R

Definizione 2.1 Ricordiamo che si denota con B(R) la o-algebra generata dai sottoinsiemi
aperti di R; B(R) é la o-algebra degli insiemi di Borel di R.

Si pud mostrare che B(R) coincide con la o-algebra di sottoinsiemi di R generata dagli

intervalli della forma
la,b[, a,b€eR;

inoltre, si puo mostrare il seguente fondamentale risultato: su B(R) esiste un’unica misura
positiva, che viene denotata di solito come

A |Al, AeBR),
tale che per ogni intervallo della forma |a, b] si ha
lla, bl :==b = a;
la misura
A~ |A|, AeBR)

viene detta la misura di Lebesgue su R.

Proprieta della misura di Lebesgue su R.

1. Ogni insieme aperto, ogni insieme chiuso, ogni insieme formato da un solo punto (della
forma {z}, 2 € R) ¢ in B(R); ogni insieme numerabile ¢ in B(R); ogni intervallo che
contenga oppure 1no i suoi estremi, limitato oppure no, ¢ in B(R);

2. per ogni x € R, si ha
{z} =MLie — 5o+ 5

quindi

= lim — = 0;

1 L] Jim >

{a}| = lim flo— Lo+ 1
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. dal punto precedente, si deduce che ogni insieme numerabile ha misura nulla; deve

essere sottolineato, pero, che esistono insiemi non numerabili che hanno misura nulla
(I'esempio ¢ I’“insieme ternario di Cantor”);

. la misura di ogni intervallo, che contenga oppure no i suoi estremi, ¢ la lunghezza

dell’intervallo;

. ogni insieme misurabile che sia contenuto in un intervallo limitato ha misura finita;

. poiché si ha

R=U, gz[nn+1]

la misura di Lebesgue su R e o-finita;

. se A & un aperto e z € A, allora per ¢ > 0 sufficientemente piccolo l'intervallo |x —

e, + €[ & tutto contenuto in A, quindi

|A] #0 per ogni aperto A € R;

. la proprieta precedente ha come conseguenza un fatto molto importante: se f, g sono

due funzioni definite in R e continue, allora, se sono uguali quasi ovunque, sono uguali
ovunque; infatti, sia ¢y un qualunque punto di R, per ogni € > 0 esistono

91 >0 tale che se |z — zo| < & allora |f(z) — f(xg)] <€

dy >0 tale che se |z — x| < d allora |g(z) — g(z0)| < ¢;

sia d = min(dy, dy) allora, se |x — xy| < 0 si ha

|f(z) = f(xo)| <& e |g(z) = g(zo)| <&

per ogni 0, Js = {x:|x — x| < §} € un aperto di misura non nulla, quindi non puo
essere

f(z) #g(x)  Vre s

sia T uno di tali x € Js per cui f(x) = g(z); allora

£ (z0) = g(xo)| = [f(w0) = f(T) + 9(T) = g(0)| <
< | f(o) = F@) + 19(T) — g(xo)| < 2¢;

K|

poiché questa disuguaglianza deve valere per ogni € > 0 se ne deduce che f(xy) = g(zo);

. si puo provare la seguente proprieta di approssimazione per la misura di Lebesgue: per

ogni B € B(R)
|B| = inf{|A|: A aperto A D B} = sup{|K|: K compatto K C B};

in particolare, se |B| < +00, per ogni € > 0 esistono un aperto A ed un compatto K
tali che
KCBCA,  |A\K]|<e
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10. si puo provare che si ha, per ogni A € B(R) e per ogni a € R
Hye Riy=x+a, xe A} =|A4|
{y € Riy=ax, € A} =a|-[A]
11. non ogni sottoinsieme di R ¢ in B(R); in altre parole si ha B(R) C P(R) strettamente;

12. le funzioni f(R — C) che sono misurabili rispetto alla o-algebra B(R) vengono
dette Borel-misurabili (o anche funzioni “di Borel”); ogni funzioni continua e Borel-
misurabile, ma esistono evidentemente funzioni non continue che sono Borel-misurabili;
un esempio e la funzione caratteristica, x4, di un insieme di Borel A;

13. le funzioni p-misurabili, quando p e la misura di Lebesgue sui Borel di R, vengono
detti anche Lebesgue-misurabili; poiché la misura di Lebesgue su R & o-finita, le
funzioni Lebesgue-misurabili sono le funzioni uguali quasi ovunque alle funzioni Borel-
misurabili; la classe di funzioni Lebesgue-misurabili ¢ vastissima: in particolare, ogni
funzione continua quasi ovunque ¢ Lebesgue-misurabile. Nel seguito useremo anche la
proprieta seguente: se f(A — C) e una funzione definita su un insieme A € B(R) che
sia continua quasi ovunque su A allora f e Lebesgue-misurabile se la si prolunga su
tutto R ponendola uguale a zero su R\ A.

Una funzione che sia integrabile rispetto alla misura di Lebesgue su R viene detta
Lebesgue-integrabile; il suo integrale viene denotato con

/f(I) dz;

glispazi £, £2 L' e L2, rispetto alla misura di Lebesgue vengono denotati con £L(R), L3(R),
LY(R) e L?(R) rispettivamente; in altre parole, se la misura non ¢ esplicitamente indicata
e sottointeso che si tratta della misura di Lebesgue. Ovviamente, 'integrale di Lebesgue
(e gli spazi L£P ed LP, ad esso associati) godono di tutte le proprieta viste in precedenza
per l'integrale rispetto ad una qualunque misura; in pit ha particolari proprieta dovute alla
struttura di R, che studieremo nel seguito; una prima proprieta dell’integrale di Lebesgue,
che deriva dalla proprieta 10, vista in precedenza della misura di Lebesgue su R, ¢ la seguente:
per ogni funzione f(R — C), definiamo

falz) == f(x —a) aeR

con queste notazioni, si ha che se f € LP(R) (p = 1, 2) allora anche f,, f~ € LP(R) (p = 1,2);
inoltre

[flwydar= [ f@)ar,  vaeR

/f’(x)dx:/f(x)dx.
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2.2 L’integrale di Lebesgue sugli intervalli di R

E particolarmente importante considerare le proprieta degli integrali di Lebesgue estesi agli
intervalli di R. Denotiamo con I un intervallo qualunque di R (I puo essere limitato
oppure no, i suoi estremi possono, oppure no, appartenere ad I stesso); se f(R — C),
Iintegrabilita di f su I, ed il suo integrale su I, non dipendono dall’appartenenza ad I dei
suoi estremi ( poiché i sottoinsiemi di R formati da un punto sono di misura di Lebesgue
nulla); per questo, denoteremo

b

Ji@ar=["j@)ae  (@=<w)

a
in cui a e b (che possono essere anche +00) denotano gli estremi di [; porremo anche, per
definizione

/baf(x)dx:—/abf(x)dx (a < D).

Consideriamo un intervallo della forma [a, b] (b puo essere +00) ed una funzione f(R — C)
che sia Lebesgue integrabile su ogni sub-intervallo [a,c] (a < ¢ < b). Ricordiamo, innanzi
tutto, alcune definizioni:
si dice che Vintegrale [° f(z) dz ¢ convergente (o anche che f ammette su [a, b[ un “integrale

improprio”) se esiste finito
C

lim [ f(z)dz;

clb Ja
si dice che 'integrale & assolutamente convergente se l'integrale di | f| & convergente; ¢ ben
noto che [;° S‘% dx & un esempio di integrale convergente ma non assolutamente convergente;
per contro ogni integrale assolutamente convergente & convergente. Con queste definizioni
possiamo enunciare il teorema seguente, che e di importanza fondamentale, sia teorica che
calcolistica.

Teorema 2.2 Se f soddisfa le ipotesi precedenti, allora f é Lebesque-integrabile su [a,b[ se
e solo se il suo integrale su |a,b| & assolutamente convergente; in tal caso si ha

/abf(x) dz = lim Cf(x) dz.

clb Ja

Dimostrazione. Supponiamo, innanzi tutto, f integrabile su [a, b[; denotiamo con, (¢,)n>1
una successione crescente, tale che ¢, €|a,b| per ogni n, e ¢, — b se n — oo; poniamo g, =
| fX[a,ca]; O8N gy, € integrabile per ipotesi; inoltre le g, formano una successione (crescente)
che ha come limite (punto per punto) |f[; si ha

gn < |fl € L',

allora per il teorema della convergenza dominata

b
/gndx—>/ | f| dz

e cio prova che l'integrale ¢ assolutamente convergente. Inversamente, supponiamo l'inte-
grale assolutamente convergente; poniamo f, = fX[4,]; 1€ fn sono integrabili e convergono
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punto per punto a f; inoltre gli integrali [ |f,|dz formano una successione limitata, poiché
esiste finito lim / | fn| dz; la successione delle | f,,| € monotona e tende a | f| punto per punto,
n—oo

allora per il teorema della convergenza monotona |f| ¢ integrabile su [a, b[; il teorema della
convergenza dominata applicato alla successione delle f,,, tenuto conto che |f,| < |f| € L,
ci assicura che f e integrabile e che si ha anche

' f(e)de = lim [ fu(@)de =lim [* f(z)de. D
/ a

Naturalmente, si ha un risultato analogo anche nel caso di un intervallo ]a,b], in cui a
puo essere —oo, e, considerando due limiti, nel caso ]a, b[= R.

Oltre all'importanza teorica che potra essere apprezzata pit avanti nel corso, il risultato
precedente ha una notevole importanza pratica: riduce il calcolo di un integrale di Lebesgue su
R al calcolo di un integrale di una funzione su un intervallo chiuso e limitato (cioe¢ compatto)
la, b].

Consideriamo questo problema nell’ipotesi, in pratica spesso verificata, che si tratti di
una funzione continua su [a,b] (quindi, per il teorema di Weierstrass, limitata, e quindi,
sia ben chiaro, integrabile su [a, b]). Alla base del calcolo dellintegrale di f sta il seguente
risultato:

Teorema 2.3 Se f € C(]a,b]), |a,b[ limitato oppure no, la funzione
t
t— | f(x)de, to €la, b
to

¢ derivabile in |a,b|, e si ha

D, [ fla)dz = £ (1)

to

Dimostrazione. Notiamo, innanzi tutto, che l'integrale jfo f(z)dz ha un senso per ogni
t €]a, b[; inoltre la sua derivata esiste e vale f in ogni punto ¢ €|a, b[, poiché &

t+h

D, /t f(@)dz = lim % f@)de = f(t) + lim % /tHh (F(z) — F(1) dz = f(b):

to h—0 t h—0

infatti, poiché f € continua in ¢, per ogni € > 0 esiste un h sufficientemente piccolo in modulo,
tale che, se x € [t,t + h] Cla,b], si ha

[f(x) = f(B)] <&

allora si ha anche

v - o] < g [ 1) - sl < e
t+h
e clo mostra che lim (f(z) = f(t))dz =0.O

h—0 J¢



32 CAPITOLO 2. SPAZI DI FUNZIONI SU R

Torniamo ora al problema del calcolo dell’integrale di una funzione f continua su un
intervallo chiuso e limitato [a,b]. Nel caso che f sia continua anche su un intervallo |c,d]
che contiene (strettamente) |a,b[, il teorema precedente risolve il problema: infatti si ha,
designando con F una primitiva di f in ]c, d],

poiché i due membri, considerati come funzioni dell’ “estremo superiore di integrazione b”,
con “estremo inferiore di integrazione a” fissato, hanno uguali derivate in ]a, b[ e sono uguali
per b = a.

La formula precedente continua a valere, con modifiche, anche nel caso che si supponga
solamente f € C([a,b]). Infatti, per ogni [, 5] Cla, b, si ha, per quanto visto in precedenza,

inoltre, per il teorema fondamentale sull’integrazione sugli intervalli, si ha

b B
x)dx = lim lim r)dr = lim F'(x) — lim F(x).
| f@)de = timlim [ f(@) de = lim F(x) - lim F(2)
L’ultima formula scritta ed il teorema fondamentale sull’integrale sugli intervalli perme-
ttono di calcolare un integrale di Lebesgue su R in tutti i casi che si presentano in pratica.

2.3 La misura e ’integrale di Lebesgue su R"

La o-algebra B(R") degli insiemi di Borel di R", viene definita come la o-algebra di
sottoinsiemi di R" generata dagli aperti di R". Si puo mostrare che B(R") coincide con la
o-algebra prodotto

BR)®...® B(R) (n fattori).

Su B(R"), la misura che ¢ il prodotto delle misure di Lebesgue sugli n spazi fattore
(R, B(R)) viene detta la misura di Lebesgue sui Borel di R". Essa ¢ caratterizzata
dal fatto di essere I'unica misura (positiva) su B(R") tale che

| <P Ei| =] |Ei|, se E;€e BR), i=1,...,n
i=1

Lo spazio vettoriale delle funzioni f(R"™ — C) che sono integrabili rispetto alla misura
di Lebesgue su R” viene denotato con £'(R"); similmente, lo spazio vettoriale delle funzioni
che sono p-misurabili rispetto alla misura di Lebesgue su R" ed il cui quadrato e integrabile,
viene denotato con £?(R"). L’integrale di un elemento f € £'(R") viene denotato con

/f(xl, ooy Ty) day L day,
0 piu semplicemente

Tra le proprieta della misura di Lebesgue su R", ne ricordiamo due che verranno usate
nel seguito.
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1. Se f(R — C) ¢ una funzione Lebesgue-misurabile, allora

& Lebesgue-misurabile su R?;

2. e particolarmente importante, nel caso della misura di Lebesgue su R", la “formula del
cambiamento di variabili negli integrali”; la riportiamo senza dimostrazione.

Siano U; ed Uy due aperti di uno spazio R", A e un’applicazione di U; in U, biiettiva
bicontinua e di classe C* con la la sua inversa A~!; allora f ¢ integrabile su U, se e solo
se la funzione (f o A) - |DA| & integrabile su U; (con DA denotiamo lo Jacobiano di A);
in tal caso si ha I'uguaglianza

/sz(l'Q)dZEQ = /U1 f(A(x1))|DA(z)| dz;.

In pratica, per applicare la formula di cambiamento di variabili precedente, & necessario es-
cludere dal dominio di definizione di A dei sottoinsiemi di misura nulla, affinché la restrizione
di A al resto del suo dominio di definizione soddisfi le ipotesi della precedente definizione.
Ad esempio, 'applicazione

A(RF x [0, 27[- R?)

definita da
A(r,0) = (rcosf,rsinf)

che definisce il passaggio dalle coordinate polari a quelle cartesiane, non & iniettiva:
A(0,0) = (0,0) per ogni @ € [0, 27(;

la restrizione di A ad U; = (RJr \ {0}) x]0, 27[ soddisfa le ipotesi della proposizione prece-
dente, in cui Uy = R?\ {(x,0): 2 > 0}. Poiché

R x [0,27’(’] \ Uy

R*\ (R\ {(z,0): > 0})

sono di misura nulla, si puo scrivere la formula del cambiamento di variabili cartesiane-polari
come

, f(z,y)dxed :/ rcos 6, rsinf)rdrdf.

/R f(z,9) Y R x[0,27] I/ )

Come ultimo commento, notiamo che se A € una trasformazione affine, cioe della forma
r—ar+0b

in cui a e un operatore lineare invertibile, si ha

/U2 f(x2) dzy = | det al '/Ul F(A(z1)) day.
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2.4 Spazi di funzioni su R

1. Denoteremo con

BM(R)

lo spazio delle funzioni f(R — C) che siano

(a) Borel-misurabili

(b) limitate, tali cioe che esista k > 0 tale che

|f(z)| <k  VreR.

E evidente che BM (R) & uno spazio vettoriale su C, rispetto alle usuali operazioni
lineari definite punto per punto.

Si definisce una norma su BM (R), che viene detta la “norma del sup”, e viene denotata
con || - ||oo, ponendo

[fllo := sup{|f(z)|:z € R}, f € BM(R).

E un semplice esercizio verificare che la funzione f — || f|lo definisce effettivamente
una norma su BM(R) e che la nozione di convergenza di una successione, rispetto alla
norma || - ||, coincide con la nozione di convergenza uniforme su R.

BM(R) & uno spazio di Banach rispetto alla norma || - ||.. Per mostrare questo fatto
supponiamo che (f,),>1 sia una successione di Cauchy di elementi di BM(R), rispetto
alla norma del sup; questo significa, esplicitamente, che per ogni € > 0 esiste un indice
N. tale che, per ogni coppia n,p > N,, si ha

sup | fu(z) = fp(@)] <&

acER

questo implica che per ogni x € R si avra anche

(@) = fp(2)] < e,

e, quindi, che la successione (numerica) (f,(x)),>1 € convergente per ogni z € R;
denoteremo con f(x) il limite finito della successione (f,(z)),>1 per ogni z € R; in
questo modo si definisce una funzione

(= f(z))(R — C);

(a) f & misurabile, come limite punto per punto di una successione di funzioni mis-

urabili;

(b) f e il limite della successione (f,),>1 nella norma || - ||; infatti, dal fatto che
(fu)n>1 € di Cauchy rispetto a || - ||, si ha che per ogni € > 0 esiste N. tale che
se n,p > N;

Sup o) = fo(2)] <,

cio implica
lim sup|fu(2) — fo(a)| <2 sep> N,

n—oo o
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da cui
sup| lim fo(z) = fp(z)| <€ sep= N,

per cui
sup | f(z) — fp(z)] < e purché p > N¢;

ci0 mostra che si ha

f ¢ limitata; infatti, per ogni € > 0 esiste un n sufficientemente grande, per cui
sia

sup () = fule)| < 5

per tali n si avra
sup |f(2)| < sup | f(2) = fu(@)| +sup | fu(2)] < K +e.

In conclusione f € BM(R) e f, — f rispetto a || - ||; cid0 mostra che BM(R) &
uno spazio di Banach.

2. Denoteremo con BC(R) lo spazio delle funzioni continue e limitate su R; poiché ogni
funzione continua ¢ misurabile, ¢ evidente che BC(R) ¢ un sottospazio vettoriale
di BM(R). Poiché il limite di una successione uniformemente convergente di funzioni
continue & continua si ha che BC(R) ¢ completo nella norma || - ||, € quindi ¢ uno
spazio di Banach.

Deve essere sottolineato che BC(R) non ¢ un sottoinsieme di £P(R); ad esempio la
funzione che vale 1 per ogni z € R ¢ ovviamente in BC(R) ma non & in LP(R)

(p=12).

3. Denoteremo con Cy(R) lo spazio delle funzioni f(R — C) tali che

()
(b)

f € continua
li = 0;
fim _1f (@)l

|z

Co(R) € in maniera naturale uno spazio vettoriale su C; in effetti, anche Cy(R) & uno
spazio di Banach rispetto alla norma || - ||oo; per mostrare questo fatto, supponiamo
che (f,)n>1 sia una successione di Cauchy di elementi di Cy(R)), poiché Co(R) C BC(R),
esiste una funzione f € BC(R) tale che f,, — f rispetto a |||/, € quindi uniformemente,
allora si ha

lim |f(x)]= lim |lim f,(z)]= lim lim |f,(z)|=0;

|z[ =00 |z[ =400 " M0 N0 |z| =00

cio mostra che f € Cy(R), che & completo.

Notiamo che anche Cy(R) non & un sottoinsieme di £P(R); ad esempio la funzione

1 selz| <1

f(@:{ﬁ se |z| > 1

¢ in Cy(R) ma non & né in £'(R) né in L*(R).
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4. Denotiamo con C.(R) lo spazio delle funzioni f(R — C) tali che

(a) f & continua

(b) la chiusura in R dell'insieme {z: f(z) # 0} ¢ limitata;

la chiusura in R dell'insieme {z: f(x) # 0} viene detta il supporto di f; gli elementi
di C.(R) vengono detti “funzioni continue a supporto compatto” (ricordiamo che, per
un sottoinsieme di R, “compatto” equivale a “chiuso e limitato”). C.(R) ¢ in maniera
naturale un sottospazio vettoriale di Co(R.). In effetti, C.(R) ¢ denso in Cy(R) rispetto
alla norma || - ||o. Per mostrare questo fatto, occorre mostrare che, per ogni € > 0 e
per ogni f € Cy(R), esiste una funzione g € C.(R) tale che

1f = 9llee <&

poiché f € Cy(R), dato € > 0, esiste un intervallo chiuso e limitato [—d, d] tale che

sup{|f(z)|: 2 €[4, ]} <e;
allora si puo definire una funzione g(R — C) ponendo, se k > 0,

f(:l:) se r € [—57 5]
(E+0+Rf(=0) o [0 — k, —0]

90 =Y (e =5 R)F0)

. se x € [0,0 + k]
0 altrove
allora g € C.(R) ed evidentemente
1f = glloo < 2¢

Se f € C.(R) allora esiste un numero ¢ > 0 tale che

flx)=0 sexdg[-6,0];

allora
|f(2)] < ()

in cui ¢ ¢ la funzione in St(p) definita come ¢ = x[_s4 - sup, | f(z)[; allora f € L1(R)
e si ha

17l = [17@)de < 26+ ]

notate pero che il numero § dipende da f e quindi non si puo concludere che su
C.(R) la norma del sup e piu fine della norma || - [|; (o della norma || - |2, infatti
con un ragionamento analogo al precedente si potrebbe concludere che si ha anche

C.(R) C L*(R)).

Nel seguito denoteremo sistematicamente con {2 un sottoinsieme aperto di R.
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5. Se f(©2 — C) ¢ una funzione definita in €, denoteremo f*(R — C) la funzione

[ f(x) sexel
fﬂ(x)_{O sex € R\

diremo che f(2 — R) ¢ misurabile se ¢ (Borel-)misurabile la funzione f%; cio ¢
equivalente a dire che f ¢ misurabile se

fFUE)EBR) e fTH(E)CQ

per ogni £ € B(C) (i Borel di C vengono definiti in maniera usuale, identificando C
con R?).

Utilizzando la definizione precedente, si puo definire lo spazio BM(2); ¢ lo spazio di
tutte le funzioni f(2 — C) tali che

(a) f & misurabile
(b) f e limitata, cioe esiste un k > 0 tale che

If(zx)| <k Ve

Come nel caso Q2 = R, considerato in precedenza, ¢ immediato verificare che BM(R)
e uno spazio vettoriale su C, che 'applicazione

f= 1 flloo := sup{|f(z)|: z € Q}

definisce una norma su BM(€2), e che BM(£2) & uno spazio di Banach rispetto a questa
norma.

6. BC(£2) denota lo spazio vettoriale su C delle funzioni f(£2 — C) che sono continue e
limitate; anche in questo caso ¢ immediato verificare che ¢ un sottospazio vettoriale di
BM(2) e che ¢ completo rispetto alla norma || - ||oo-

7. Co(£2) denota il sottospazio vettoriale di BM(2) delle funzioni f(Q2 — C) tali che

(a) f e continua

(b) per ogni ¢ > 0 I'insieme
{z:]f(2)] = €}

¢ compatto (cioe chiuso e limitato) in R e contenuto in €2;

non e difficile mostrare che Cy(2) e, in effetti, un sottospazio vettoriale di BC(€2), che
¢ completo rispetto alla norma || - |-

8. C.(£2) denota lo spazio delle funzioni f(£2 — C) tali che

(a) f e continua

(b) la chiusura in R dell’insieme

{w € flx) £ 0}

intersecata con €, sia un insieme compatto (cioe chiuso e limitato) in R.
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C.(€2) & un sottospazio vettoriale di Cy(£2) ed un semplice adattamento della dimostrazione
vista nel caso {2 = R ci assicura che C.(€2) ¢ denso in Cy(2) rispetto alla norma || - |-

. Denoteremo con LP(2) 'insieme di tutte le funzioni f(2 — C) tali che

f* € L' (R);

¢ immediato che £P(2) & uno spazio vettoriale su C; se f € LP(2) definiamo

oo = 141, = [ f 1P as]

I’applicazione
fe e

definisce una seminorma su £P(12), e si ha che ||f||r@) = 0 se e solo se f = 0 quasi
ovunque su §2; in maniera naturale si definisce allora L?(€2). Non ¢ affatto ovvio pero
che LP(£2), cosi definito sia uno spazio di Banach (di Hilbert, in particolare, se p = 2).
Una maniera semplice per convincersene ¢ la seguente: denotiamo

No(LP(R)) = {f € LP(R): f = 0 quasi ovunque in R\ Q}
e, in maniera naturale, definiamo
No(L#(R));

allora le applicazioni

f= fa(£(R) — L£7(Q))
f e L7 (Q) — LP(R))

inducono un isomorfismo lineare tra
LP(Q) e No(LP(R));

in questo isomorfismo si conservano le norme; si ottiene quindi un’identificazione
naturale tra LP(Q) ed il sottospazio vettoriale di LP(R) costituito dalle funzioni che si
annullano quasi ovunque al di fuori di €.

Notiamo che No(LP(R)) ¢ un sottospazio completo di £P(R); infatti, supponiamo
che (f,)n>1 sia una successione di Cauchy (rispetto alla seminorma || - ||, su £?(R)) di
funzioni tutte in No(LP(R)); per la completezza di £P(R), allora esistera f € LP(R)
tale che

fo— f in LP(R);

sappiamo pero che esistera una sottosuccessione (fy,)p>1 di (fn)n>1 che convergera a
f punto per punto quasi ovunque (questo in entrambi i casi p = 1,2); allora f = 0
quasi ovunque su R\ Q, e quindi f € No(LP(R)). L’identificazione (isometrica) che
abbiamo stabilito tra No(LP(R)) e LP(2) ci permette di concludere che anche L?(Q)
e completo, e quindi e uno spazio di Banach.
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10. La discussione fatta in precedenza nel caso € = R ci assicura che in generale Cy(f2)
non & contenuto in L£P(2) (quindi, “a fortiori”, neppure BM(Q2) e BC(£2) lo sono);
invece, evidentemente si ha

Co(Q) € L7(Q), (p=1,2).

Consideriamo, pero, il caso |2 < +oo (cioe supponiamo che ) sia contenuto in un
intervallo limitato di lunghezza finita). Supponiamo che f € BM(Q), se k > 0 ¢ tale
che |f(z)] <k Vx € Qed I ¢ un intervallo di lunghezza finita che contiene €2, allora

/2 < ks € £1(R)

1f2)? <k*x; € LY(R)
e quindi f € LP(Q) (p=1,2). Poiché, nel caso |Q)] < +oo, si ha L2(Q) C L£L1(Q),
otteniamo la catena di inclusioni

BM(Q) C £2(Q) C £1(Q),

pit ovviamente tutte le inclusioni che da queste si deducono. Gia sappiamo che la
seminorma || - [|o & piu fine della || - [|1; questa “gerarchia” tra le seminorme si ha anche
nel contenimento tra £? e BM; infatti, se f € BM(Q) C L%(Q), si avra

(e < o o
Il = ([ 1@ de)” < 191 sup @) = [0

(notate che il numero Q2 ¢ indipendente dalla f scelta): cid mostra che la norma
| - |loo € pit fine di || - ||2 (e quindi a fortiori di || - ||1), nel caso in cui || < +oo. In
particolare, questo implica che se (f,),>1 € una successione di funzioni in BM(2) (o
in uno dei suoi sottospazi) che converge ad una funzione f € BM(Q) rispetto a || - ||,
allora f,, — f anche rispetto a || - [[,.

2.5 Teoremi di densita per gli spazi £(f2)
In un qualunque spazio dotato di misura (X, .4, 1) si ha il teorema fondamentale di densita:
St(u) e denso il LP(u) (p = 1,2);
esplicitamente questo significa:
se f € LP(u), per ogni € > 0, esiste ¢ € St(u) tale che ||f — ¢l|, < e.

Nel caso della misura di Lebesgue su R, se consideriamo gli spazi £P(R), possiamo ot-
tenere ulteriori teoremi di densita.

La costruzione stessa degli insiemi misurabili, nel caso della misura di Lebesgue su R, a
partire dagli intervalli, permette di considerare invece che funzioni step qualunque le funzioni
“step rispetto agli intervalli”.
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Definizione 2.4 Diremo che una funzione
p(R — C)

e step rispetto agli intervalli se esiste una successione finita
ay,...,dy

di elementi di R tale che

px)=0 sex<a ox>a,
=¢ sea; <T < Qg (con C costantz’)

Con questa definizione, si ha il seguente

Teorema 2.5 Per ogni f € LP(R) (p = 1,2) e per ogni € > 0 esiste una funzione p, step
rispetto agli intervalli, tale che

1f = elly <e

Dimostrazione. Poiché St(R) ¢ denso in £P(R), ¢ sufficiente mostrare che per ogni x4, in
cui A € B(R) ed |A| < +00, e per ogni € > 0, esiste ¢, step rispetto agli intervalli, tale che

Ixa = ¢llp <

Per la proprieta 9 della misura di Lebesgue su R, dato A € B(R) tale che |A| < +o0, per
ogni € > () esiste un aperto U tale che

UDA |UI<|Al+5

da cui
U\ A| <e.

Ricordiamo la seguente proprieta classica dei sottoinsiemi aperti di R: ogni aperto di R e
unione numerabile di intervalli aperti disgiunti. Allora avremo

U=J I,
n=1
da cui -
Ul =" |1l
n=1
Allora esiste un indice N tale che
N
U L] > U] —e,
n=1
da cui
N
‘U\ U I, <e
n=1

Poniamo T' = Ufzvzl 1, e osserviamo che

XA — XT = XAAT,
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dove AAT := A\TUT\ A. Quindi

HXA—XTHg = /R|XAAT|p
|AAT|
= [A\T|+|T\ A
[UNT|+ U\ A

<
< 2e. O

Il teorema di densita precedente permette di ottenere risultati molto piu fini utilizzando
la tecnica di “regolarizzazione” che ¢ un mezzo estremamente potente e flessibile. Questo
metodo di regolarizzazione e basato sulla nozione di prodotto di convoluzione tra due funzioni.

Supponiamo che f e g siano due funzioni definite su tutto R; se la funzione

z— f(x)g(y — )

¢ in L1(R), per un qualche y € R, si pone

Fegly) = [ f@)gly = o) da

nel caso che y sia tale che fxg(y) sia definita, effettuando il cambiamento di variabili y—x =t
nell’integrale che definisce f * g, si ottiene

Frgly) = Jo F@aly —x)de= [0 fy—g(t)dt =g % (y).
Deve essere sottolineato che f * g € una funzione definita soltanto per gli y € R tali che

(z = f(z)g(y — 1)) € L'(R)
0, equivalentemente,
(z+— fly —x)g(z)) € LY(R)

Nel seguito studieremo l'esistenza e le proprieta del prodotto di convoluzione tra due
funzioni in LP(R) (p = 1,2)'; considereremo separatamente le tre possibili scelte di p.

Primo caso: f,g € L!

1. f* g & definito per quasi ogni y € R;
infatti, la funzione

(z,y = f(z)g(y—2)) (RxR — C)

¢ (Lebesgue-)misurabile, come prodotto di due funzioni, (z,y — f(x)) e (z,y — g(y —
x)), (Lebesgue-)misurabili su R x R; inoltre

(y — f(x)g(y —2)) € L'(R)

IN.B.: questi non sono gli unici casi in cui esiste il prodotto di convoluzione, piti avanti vedremo un altro
esempio
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(2= [dyls@] gty =) = lglhlf@)) € £'(R);

allora il teorema di Tonelli assicura che la funzione

z,y = f(z)g(y — x)
¢ in LY(R x R), ed il teorema di di Fubini assicura che
v [ f@ely - o) da
¢ definito per quasi ogni y € R;
2. frgellelfxgli<Iflli-lgls

infatti, la prima affermazione discende immediatamente dal teorema di Fubini; lo stesso
teorema assicura che si ha

154l = o | fo @9ty — o) da| dy <

= /Rdy </Rdf|f(w)|\g(y—x)|> _
- /Rdx </Rdl/\f(3f)\!g(y—x)y>

_ /Rdx|f(x)| -/Rdylgx(y)l =
= [Iflli - llgll;

3. se g € anche limitata allora f x g, definita per ogni y € R, € limitata, e si ha

[frgW < Iflli-llglls  VyeR;
notiamo che se ¢ e limitata allora
(x> f(x)g(y — x)) € L'(R)

per ogni y € R; inoltre

[f*g(y)| = ‘/Rdxf(x)g(y—x) <

/R da|f ()| |g(y — 2)| <
< sup [g(y —2)|- || fll1 =

acER

Iglloc - 1 1]1-

IN

Secondo caso: f € L, g€ L?

1. f* g e definito per quasi ogni y € R;
infatti, per ogni y € R la funzione (z — f(x)g(y — x)) & (Lebesgue-)misurabile; inoltre
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lg]> € L' e la discussione fatta per il caso precedente ci assicura che per quasi ogni
y € R la funzione (z — f(y — x)|g|*(x)) ¢ integrabile, cioe

(w17 = 2)I* - lg(2)]) € £
poiché (z — |f(y — z)|2) € £2, la funzione

v | fy—2)7- [[fly—2)] - |g(2)]]
¢ in L1(R), per qusi ogni y € R, come prodotto di due funzioni di £?;

2. frgeL?esiha|fxgla<[fli-lgl2
mostriamo, innanzi tutto, che f x g ¢ (Lebesgue-)misurabile; poniamo g4 := gx[—a,a);
g4 ¢ integrabile, quindi fxga € integrabile; in particolare, fxga e (Lebesgue-)misurabile,
per ogni A; inoltre, f * g4 — f % g quasi ovunque per A — o0; infatti, per quasi ogni
y € R, si ha

Frgl) = Fraa) =1f+ (9= g9a@)l < [ 1fy=2)|-lg(@) = ga(a)] dv =
- /x>A|f(y_x)|"9(x)|dw—>O

se A — o0, per il teorema della convergenza dominata; allora f % g come limite quasi
ovunque di funzioni (Lebesgue-)misurabili & misurabile; inoltre

Feg@P <071 loDe)F = (15 @1 loty - )] az) <
< JplF@lde- o 1F @) lgly =) da,

in cui I'ultima disuguaglianza ¢ giustificata dalla disguaglianza di Holder, dal fatto che
la funzione (z — | f(z)|2) € £ e dal fatto che la funzione (z — |f(x)|2]g(y —x)|) € L%
in conclusione

[f =g < If 1l (LFL* g (w):

poiché |f| € L' e |g]* € L, |f| x |g|* € L, e la disuguaglianza precedente mostra che
|f * g|* € L'; inoltre, integrandola, si ottiene

JolF gy = Uf < g3 < 1Al - [+ lg)) dy

LA A0 gl =
= |I£13 - llgll3-

Terzo caso: f,g € L.

1. f* g e definito per ogni y € R;
infatti, (z — f(z)) € L? e (z — g(y —x)) € L? per ogni y € R, e quindi (z —
f(x)g(y — x)) € L' per ogni y € R;



44 CAPITOLO 2. SPAZI DI FUNZIONI SU R

2. f x g € una funzione limitata;
per ogni y € R si ha

Frow)l < fo 1@l lgly— o)l dw <

: (/R‘f(”’)‘def ‘ (/R’g(y—x)\de>% -

= [Fllz-llgllz;

3. si puo mostrare che f x g € anche continua.

Una delle proprieta fondamentali dei prodotti di convoluzione e legata ai supporti. Per
poterla enunciare € necessario definire con precisione la nozione di supporto di una funzione
in £P. Si vuol definire il supporto di una funzione di £P in modo che due funzioni f, g in
LP che sono uguali quasi ovunque abbiano lo stesso supporto, e quindi si possa parlare,
senza ambiguita, del supporto di un elemento di I”. Evidentemente, non si puo definire il
supporto come per una funzione continua (si pensi, ad esempio, alla funzione identicamente
nulla ed alla funzione caratteristica dell’insieme dei razionali). Con questa motivazione,
effettuiamo la costruzione seguente: supponiamo che f sia una qualunque funzione definita
(eventualmente quasi ovunque) su R, e consideriamo la famiglia

di tutti gli aperti A;, tali che
f =0 quasi ovunque su A;;

si pone

allora A & aperto (poiché qualunque unione di aperti & un aperto) e f = 0 quasi ovunque su
A; questo fatto non e “a priori” ovvio, poiché I'insieme I non e necessariamente numerabile;
cio nonostante si puo procedere come segue: si definisce

K, ={z € R:dist(z, R\ A) > % elz]<n}, n>1
allora ogni K,, ¢ chiuso e limitato (cioe compatto) e
A=Upl Ky;
per il teorema di Heine-Borel, ogni K, e ricoperto da un numero finito di A;,
K, CU(A;i € 1)

in cui I, C I ¢ finito per ogni N; poniamo

J = Ul In,
allora J e numerabile e si ha
A=U(A;:ie J)
poiché f = 0 quasi ovunque su ogni A;, se ne conclude f = 0 quasi ovunque su A; se si pone
suppf:=R\ A

si hanno le proprieta:



2.5. TEOREMI DI DENSITA PER GLI SPAZI L (Q) 45
1. se f = g quasi ovunque allora supp f = supp g;
2. se f € C(R) questa definizione di supporto coincide con quella data in precedenza.
Con questa definizione si puo provare il

Teorema 2.6 Se f € L'(R) eg e LP(R) (p=1,2) allora

supp f * g C supp f + suppg.

Dimostrazione. Se y € R ¢ tale che f * g(y) ¢ definito, si ha

frgly) = /R f(@)g(y —x)de = / f(@)g(y — x) da;

upp fN(y—supp g)
se y & supp f + supp g allora (y — supp g) Nsupp f = 0 e quindi f * g(y) = 0; quindi
f*g(y) =0 quasi ovunque su R \ supp f + supp g

e, in particolare, f % ¢g si annulla sull'insieme dei punti interni di R \ supp f + supp g, di
conseguenza

supp f * g C supp f +suppg. O

La tecnica di regolarizzazione con la convoluzione e basata sul prodotto di convoluzione
di una funzione g € L (p = 1,2) con una funzione f € CX(R); il prodotto f * g ha delle
proprieta ulteriori rispetto a quelle del prodotto tra due funzioni di £P, che derivano dalle
particolari regolarita della funzione f.

Proprieta del prodotto di convoluzione tra una funzione f € C°(R) ed una fun-
zione g € LP(R).

1. f*g(y) & definita per ogni y € R;
infatti, la funzione
x> f(z)g(y — x)

¢ integrabile per ogni y € R, come prodotto di una funzione integrabile (z — g(y — z),
qualunque sia y) per una funzione limitata, nel caso in cui g € £}(R); nel caso in cui
g € L*(R) per quanto visto al punto 1 della pagina precedente;

2. fxgeC®R);
Per questo, ¢ sufficiente mostrare che f * g ¢ di classe C! e che la sua derivata ¢ data
da

(fxg) =[xy
Poiché f' € C°(R), la tesi segue allaora immediatamente per induzione.

Per ogni 7 € R denotiamo con A l'intervallo aperto
T—ag+af a>0;

si hanno i fatti seguenti
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a) per ogni y € A la funzione
x> [y —x)g(x)

e integrabile su tutto R; nel caso p = 1, come prodotto di una funzione integrabile
per una limitata; nel caso p = 2, come prodotto di una funzione (x — f(y — x))
in £?(R) per un’altra funzione (x — g(x)) in L*(R);

b) la funzione
y = fly—a)g(x)
e derivabile in tutto A, per ogni x;
c) se p =1, la funzione
T (SUP |f’($)|) |g(@)]
zeR

e integrabile su tutto R , e si ha

Ia%f(y — )| [g(z)] < (sup If’(I)I) g ()|

acER

per ogni y € A e per ogni x € R;;
se p = 2, denotate con N un numero positivo tanto grande che, se |z| > N,

flly—a)=0
per ogni y elemento di A; allora se si pone
k= sup | f'(z)],
xre

si ottiene che
0

8_yf(y — )| < k- x-nn(2)

per ogni y € A ed ogni x € R; quindi

%f(y —z)|-|g(z)| < k- X[_N,N}(x) “g(x)]

per ogni y € A ed ogni x € R; inoltre
x = k- x-vn () - g()]
¢ in L'(R), come prodotto di due funzioni in £?(R);

in entrambi i casi (p = 1, 2) siamo nelle ipotesi di applicabilita del teorema di derivazione
e continuita di un integrale che dipende da un parametro e si puo concludere che

f+xgeC'(R)

T 9)0) = fy oS00 g(a) d
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3. supp f * g C supp f + supp g; infatti si puo dimostrare che supp f 4+ supp g € un insieme
chiuso, come conseguenza del fatto che supp f € compatto.

Definizione 2.7 Chiameremo successione regolarizzante (o anche successione di Dirac)
ogni successione (py)n>1 di funzioni tali che

pn € CZ(R),

E bene convincersi immediatamente che esistono tali successioni: fissiamo una funzione?
p tale che
p€CXR), suppp=I[-1,1], p>0,

e poniamo
pn(x) = Cnp(nx), n>1

in cui C' = ([ pdx)~'; allora & immediato verificare che (p,),>1 ¢ una successione regolariz-
zante; nel seguito denoteremo sistematicamente con (p,),>1 una successione regolarizzante.

L’uso delle successioni regolarizzanti permette di ottenere alcuni teoremi fondamentali di
densita negli spazi L? (p = 1,2).

Lemma 2.8 Supponiamo che f € LP, in modo che p, * f sia definito; allora p, x f — f in
ogni punto di continuita di f.

Dimostrazione. Denotiamo f,, = p, * f; si ha

1) = [ Fly = )pu(@) da
£w) = 1w ([ pu@)ar) = [ F@pon(x)

quindi si ha

1) = 1) = [ Uy =2) = )] pula) da

Folo) =S < [o@lfly =) = Sl dr = [+ [ (@)l — )~ flo)| da;
se n ¢ tanto grande che % < 4, il secondo integrale non contribuisce, poiché
SUPD pp = [—7., ] C{z ¢ |2 < 6}

abbiamo quindi soltanto il primo integrale; se y € punto di continuita per f, allora per ogni
g > 0 esiste 0 > 0 tale che

2| <d=|fly—2) — fly)| <&

allora in un punto y di continuita di f si avra

o) = S < [ @ISy =)~ f@)ldr<e [ pule) =e

z|<o

(se n & tanto grande che supp p, C [—9,9]); questo conclude la dimostrazione. O

1

e=?-1 se|z| <1

2ad esempio p(z z{
pic () 0 se |z| > 1.
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Lemma 2.9 Se f € LP(R) allora

pn*x f— f in LP(R).

Dimostrazione. Se f € LP(R) ed € > 0, allora esiste una funzione ¢, step rispetto agli
intervalli, tale che

1f =y <&

se ¢ e step rispetto agli intervalli allora ¢ € continua quasi ovunque, limitata e si annulla al
di fuori di un intervallo di lunghezza finita; allora per il lemma precedente e per la proprieta
del prodotto di convoluzione, si ha Vn > 1

©* Py — © quasi ovunque punto per punto
| * pp| < sup || su tutto R

supp ¢ * pp C supp ¢ + [—1, 1],
allora per il teorema della convergenza dominata
©*pp— @ In L
si avra
If=pnxfllpy < Nf=paxotpuro+o—9—puxfl,
< Nf=ellp+llon* @ = pn* fllp + 11 = pn* @llp;

per quanto mostrato in precedenza, prendendo n sufficientemente grande,

o = pn*ollp < &
inoltre si ha
190 % & = pn* fllp = llpn * (0 = ) < llpnllille = fllp, < &
in conclusione, per n sufficientemente grande,

1f = pn* fllp < 3

ci0 conclude la dimostrazione. O

Il seguente ¢ un risultato fondamentale.

Teorema 2.10 Se f € LP(R) allora esiste una successione (¢n)n>1 di funzioni di C°(R)
tale che

o, — [ in LP(R).

Dimostrazione. Denotiamo
fn = f * X[=n,n]

allora, per il teorema della convergenza dominata, si avra che
fo— [ in LP(R);

poniamo
Pn = fn * Pn;
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allora ¢, € CX(R) e si ha

Hf_SOan = Hf_fn*anp:
= |f = faxputfxpn—f*paly <
< f =l +llon* (f = f)llp <
< W = Fpnlly +1F = fallp - llnlls;

il primo addendo tende a zero, se n — 00, per quanto mostrato nel teorema precedente;
anche il secondo tende a zero. O

Il risultato precedente afferma la proprieta fondamentale che C(R) ¢ denso in LP(R)
(p = 1,2); dalla dimostrazione perd si ha un risultato ulteriore: supponiamo che f € £!(R)N
L?(R), allora esiste una successione (¢, ),>1 di funzioni in C°(R) che tende a f sia in £!(R)
che in £3(R); infatti, le funzioni ¢, = f, * p,, che sono utilizzate nella dimostrazione,
dipendono soltanto da f (e dalla scelta di (p,)n,>1) non da p =1,2.

11 risultato che C°(R) ¢ denso in LP(R) puo essere esteso al caso di un qualunque sot-
toinsieme aperto €2 di R.

Teorema 2.11 C(Q) ¢ denso in LP(Q?) (p=1,2).

Dimostrazione. Sia f € £P(Q2) ed € > 0; spezzeremo la dimostrazione in due passi success-
sivi.
Primo passo: poniamo

K, ={z € Q:dist(z, R\ Q) > &, |z| < n};

allora
Ur? K, = €,

K,, compatto Vn, K,,1 D K, per ogni n, K, C ) per ogni n;

poniamo
fn = an;

consideriamo f e f, i prolungamenti a tutto R delle f, e di f; si ha

f2— f9 punto per punto,

IR < 1f% € L/(R) Wy

per il teorema della convergenza dominata
fE— 9 in LP(R);

n

allora esiste un indice . tale che
Q Q
1f~ = f5 ng(R) < &
poiche supp f2 C K7 C Q, si ha anche

fm € LP(QY)
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1 = fallero) <&
Secondo passo: per un teorema precedente
pn* fx — fx  in LP(R)
supp py, * fi C Km+ [—2,1];

e sufficiente prendere n > 7 per avere
Q
Pn * fﬁ |Q S CEO(Q)’

in questa maniera si ¢ mostrato che esiste una funzione g € C*(f2), data esplicitamente da
pn * f2Q, per un n abbastanza grande, tale che

|fm = gller) <&

allora, in conclusione, si ha

\f = 9gllerc) < NI f = fller) + 15 — 9ller) < 2. 0
Corollario 2.12 C.(2) ¢ denso in LP(QY) (p=1,2).

I teoremi di densita che abbiamo ottenuto permettono di approssimare funzioni di £P(€2)
con funzioni continue o indefinitamente differenziabili a supporto compatto. Uno dei risultati
classici dell’Analisi (che risale a Weierstrass) permette di approssimare uniformemente
funzioni continue mediante polinomi (almeno su insiemi compatti).

Per mostrare questo teorema si puo ricorrere alla tecnica di regolarizzazione mediante
prodotto di convoluzione, gia utilizzata. Per questo occorre dare una (piccola) generaliz-
zazione del prodotto di convoluzione e della nozione di successione approssimante che abbi-
amo usato in precedenza.

Supponiamo che f sia una funzione in C.(R) e che g sia un elemento nello spazio BC(R)
delle funzioni continue e limitate su tutto R.

Per ogniy € R

(z— f(z)g(y — 2)) € C(R) C L'(R),

allora per ogni y € R ¢ definita la funzione
frg) = [ F@)gly ) do.
Supponiamo che (¢,,),>1 sia una successione di funzioni tali che
1. ¢n € C(R), ¢, >0, Vn

2. 0 € supp n, R ¢n(z)dz =1, Vn

3. dati g,0 > 0 esiste N tale che se n > N

-6 +o00o
/ +/ ©On < E;
—o0 4

si avra allora il seguente
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Teorema 2.13 Se f € BC(R) allora

onxf— f
uniformemente su ogni compatto K di R.

Dimostrazione. Poniamo f,, = ¢, % f. Si ha

1) = 1) = [ 1y = 2) = F@)] pale) da

per la continuita uniforme di f su K, si ha che Ye > 0, 30 > 0 tale che se || < ¢ per ogni
y € K sihal|f(y—z)— f(y)| <e; allora

(6) = 16 < [ 150 =0) = fleaerar = [+ [ Jistr=a) = f)lontoas

se y € K, per il primo integrale si ha
[ =)= flen@)de <& [ pnla)de =<
|z|<6 R
per quel che riguarda il secondo, qualunque sia y,

/xzé [f(y — ) = f(y)len(r) dv < 2 sup [ f(2)] / pn(x) dz < 2sup|f] -,

e >0
pur di prendere n sufficientemente grande. O

Come applicazione di quest’ultimo risultato possiamo dare una dimostrazione del teorema
di Weierstrass; questo teorema afferma che se I € un intervallo chiuso e limitato di R
e se f € C(I), allora f ¢ limite uniforme su I/ di una successione di polinomi; in altre
parole 'insieme delle restrizioni ad I dei polinomi ¢ uniformemente denso in C(I).

Per mostrare questo risultato possiamo, senza perdere in generalita, supporre che f sia
tale che

fla) = f(b) =0,

denotando I = [a, b]; prolunghiamo f al di fuori di [a, b], ponendola uguale a zero su R\ [a, b];
in tal modo f € BC(R); con un cambiamento di variabili lineare possiamo sempre supporre

poniamo, per ogni intero n,

se |z| > 1;

poniamo

si ha dunque
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1. o >0e ¢, € C.(R)
2. supp o, = [—1, 1], [TZ ¢, (z)dz = 1;

inoltre, poiché
1—2*>1—|2] se—-1<x<1,
si ha
1 2
an 22/ (1—-¢)"dt = ——;
0 n+1
¢, € una funzione pari e su [0, 1] (in cui 0 < § < 1) si ha

0< @ < (n+1)(1-0)"
(1—6%) <1 e quindi
lim (n+1)(1—6%)"" =0

cio significa che Vo > 0
/ on(z)dz — 0 sen — oo;
2|5

siamo allora nelle ipotesi del teorema precedente e possiamo concludere che
Onxf—f
uniformemente su ogni compatto di R, in particolare su I = [—1, 1]; se z,¢ € [1, 1], si ha

gn(x —t) = (1= (z — 1))

per x € [—%, %]

OO - (e ),

1
2

on * f(2) = a,’ /% F#)gn(z — 1) dt = “51/

1 —
2

¢ data da un polinomio (in x) di grado minore o uguale a 2n.

2.6 1l teorema fondamentale di annullamento

In un qualunque spazio dotato di misura (X, .4, u) si hanno le seguenti proprieta di annul-
lamento:

l.se Ac Ae f € L'(p), allora
/ |f|du =0 <= f =0 quasi ovunque su A
A
2. se f € LY (), allora
/ fdu=0perogni Ae A < f =0 quasi ovunque su X
A

Per gli spazi £P(R) si ha un ulteriore, importante, teorema di annullamento il cui uso e
estremamente frequente.
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1

L () Vinsieme delle funzioni

Definizione 2.14 Denoteremo con L
f(Q — C)

tali che fxx € LY() per ogni compatto K contenuto in Q; le funzioni in L] .(Q) vengono
dette “localmente integrabili”.

E evidente che £'(€) & un sottospazio vettoriale di £L .(€); in effetti anche £2(€2) & un
sottospazio vettoriale di L,.(£2); per mostrare questo fatto, supponiamo che f € £2(Q2) e che
K sia un compatto contenuto in €; allora xx € £2(Q) (poiché la misura di Lebesgue di un
insieme compatto e finita) allora

fxx € L)
e quindi f € L{ .(Q).

Teorema 2.15 Se f € L] (Q) e se

/Qfgodx =0 per ogni p € C(£)

allora
f =0 quasi ovunque su 2.

Dimostrazione. Primo passo: supponiamo, innanzi tutto,
Q] < +o0, fe€LY);

considerando separatamente la parte reale ed il coefficiente della parte immaginaria di f,
possiamo ricondurci al caso in cui f e valori reali; consideriamo

(1 se f(x)>0
g(x) = {—1 altrimenti;

allora g € L*(€); per il teorema 2.11 esiste una successione (p,)n>1, n € C(Q) tale che
pn— g in LY(Q);
dalla dimostrazione del teorema 2.11 e dalla 3 di pagina 42 si ha che
lon] <1 Vn;
passsando ad una sottosuccessione (¢, ),>1 si ha

Pnp, — 9 punto per punto quasi ovunque su £2,
SOnpf —gf punto per punto quasi ovunque su 2,

|on, f1 < IS € LYQ) :

allora per il teorema della convergenza dominata

[ onfde— [ gfdz
Q Q



o4 CAPITOLO 2. SPAZI DI FUNZIONI SU R

poiché ¢, € C*(£2), per ogni p si ha [, ¢,, fdz = 0, per ipotesi; allora

[afda= [ |fldz=0;

cio implica che f = 0 quasi ovunque su ).
Secondo passo: consideriamo il caso generale; poniamo

Q, ={z € Qdist(z, R\ Q) > 1, |z] <n};

allora si ha
Q, aperto ,Q, compatto, Q, CQ, U2, Q, =Q;

applicando il risultato del primo passo a €2, e f|q,, si ottiene che f = 0 quasi ovunque su €2,
e quindi che f = 0 quasi ovunque su €2. O



Capitolo 3

Gli integrali di Fourier su L'(R) e
L*(R)

3.1 L’integrale di Fourier su L'(R)

Supponiamo f € L(R); per ogni y € R, la funzione

= e T f(x)

¢ in L'(R); poniamo

Ffy): e (a) da
\/ﬂ

La funzione F f ¢ definita su tutto R e viene detta l'integrale di Fourier di f (o, anche,
la trasformata di Fourier di f).

Evidentemente F f dipende soltanto dalla classe di equivalenza di f in L!'(R) e non
da f stessa; ¢ opportuno considerare F come un’applicazione definita su L'(R).

Proprieta dell’applicazione F definita su L'(R).

1.

Poiché |e™ ¥ f(z)| = |f(z)|, per ogni x € R, il teorema di continuita di un integrale
dipendente da un parametro ci assicura che

F feCR)

. per ogni y € R, si ha

F0l= | [ e

1
<—= [ T1@lde = —=Ifl

quindi e

Ff e BC(R);

dalla disuguaglianza stabilita in precedenza si ha

1
sup [ Ff(y)l = | F fllo < \/—Q—WHle;

ye
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quindi F & un’applicazione lineare continua di L!(R) in BC(R) se questi vengono
considerati dotati della norma || - [|; e della norma || - ||, rispettivamente; in particolare,
se f, — f in LY(R), allora F f,, — F f uniformemente su tutto R;

. notiamo che F f non & necessariamente integrabile se f € L!'(R); ad esempio, se

[ = X[=a,q, Ovviamente f € L'(R), e si ha

+oo .
FIG) = —— [ Xag(@)e ™ dz =
NG [—a.a]

1 a . 2 sinay
= — e dx = \/j 0
V 27 La T Yy Y 7£

r10 - T

e la funzione F f non & in £!(R);

.se fe CH(R)NLYR) e f/ € C(R)NLYR), si ha

F ) =iy F f(y)
infatti, se f' € C(R) allora si ha f(z) = f(zo) + [, f'(t)dt; inoltre se f' € L'(R)
esistono finiti i limiti lirin f'(t) dt; allora f ammette limite se x — Fo00; poiché f
r—+00 Jz,

¢ integrabile tale limite € necessariamente nullo; allora si ha

1 +oo )
Fflly) = Ner: /_OO f'(z)e™™¥ dz = (integrando per parti)

= =@ ) [ @) -
= iy F fly);

in effetti, la proprieta descritta in questo punto e valida in ipotesi pitt generali di quelle
che abbiamo usato; ad esempio, se f e continua e derivabile a tratti con continuita
(supponiamo anche che i punti di non derivabilita siano in numero finito in ogni in-
tervallo limitato) e se f’ (che risulta cosi definita quasi ovunque) ¢ in L'(R), allora la
proprieta continua a valere;

. per induzione, se f ammette derivate continue e integrabili fino all’ordine n,

F [™Uy) = ()" F fy);

.se f e LYR) exf e L}(R), allora F f ¢ derivabile, e si ha

(FH(y) = —-1F(xf)(y);

infatti, le ipotesi fatte permettono di applicare il teorema di derivazione sotto il segno
di integrale; allora

SEN) = g [T ad -

1 foo, . —izy _
\/—2_7'('/—00 (—iz)e ™ f(z)dx =
= —1F(f)y);
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10.

(deve essere sottolineato che l'ipotesi zf € L'(R) ¢ indipendente dal supporre f €
LY(R); in altre parole, occorre supporre sia che f € L'(R), sia che zf € L'(R));

. per induzione, se 2" f e integrabile , allora F f € n volte derivabile, e si avra

(F ) = (=1)" F (2" f);

deve essere notato che se f € L'(R) e 2" f € L'(R), allora anche z™f € L'(R) per
ogni m < n;

. se f,g € L}(R) allora esiste il loro prodotto di convoluzione ed ¢ in L'(R) (vedi pagina

39); si ha 'uguaglianza (di verifica immediata)
F(f+g)=VorFf Fy;
(teorema di Riemann-Lebesgue) definiamo
Co(R) C BC(R)

come

Co(R) ={f € C(R): f(x) — 0 se |x| — oo};

allora si ha che F f € Cy(R) se f € L'(R); infatti, supponiamo innanzi tutto f €
C*(R), allora, se y # 0, si avra

L
Ffly)=—Ff(y)
1y
poiché F " € BC(R) ne segue
1
ly|—o0 1y
e quindi F f € Cy(R); supponiamo ora f € L'(R), qualunque sia ¢ € CX(R) si avra
[ Frwl = |F(f—e)y) = Fey)| <

)
= [F(f =)W+ Fely)l <
= —o=lf el + Pl

fissato € > 0, scegliamo ¢ € C°(R) tale che

sl <
—|f - €
5 @l

(cid & sempre possibile poiché C°(R) & denso in L'(R)); fissato ¢, poiché F ¢ € Co(R)
(per quanto mostrato nella parte precedente) & possibile scegliere |y| tanto grande che

| Fo(y)| <e;
in conclusione, per y sufficientemente grande, si avra
| F fly)l <2

e quindi F f € Co(R); deve essere sottolineato che F non & surgettiva da L'(R) a
Co(R);
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11.

12.

13.

14.
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se f(z) = e=*/2 allora F f = f; infatti si ha, ponendo ¢ = F f,

¥

T

fl(x) = —we™= = —xf(),
g(y)=—1F(xf)y) =iF f'(y) = i(iy) F f(y) = —yg(y);

)
Pequazione differenziale ¢'(y) = —yg(y) ha come soluzione g(y) = ke™2; la costante k
puo essere determinata da

22

k= ¢(0) e 2 dr =1;

1 +o0
= o /700
se a € R poniamo f,(x) := f(z —a), se a € R, a # 0, poniamo S,f(x) := f(%) ed

infine f~(x) = f(—z); con queste notazioni si hanno le formule, di verifica immediata,

F faly) = e F f(y)
FSaf(y) = lal(S1 F f)(y) }fGLl(R)
Fr=Ff"

(teorema di trasferimento) se f,g € L'(R), si ha

[ @ Fgwde= [ F fla)gte) o

—00 —00

(notiamo che gli integrali hanno senso poiché in essi compare il prodotto di una funzione
integrabile per una in BC(R)); per provare la relazione precedente, notiamo che la
funzione

z,y — e W f(x)g(y)

¢ Lebesgue-integrabile su R? per il teorema di Tonelli; allora, per il teorema di Fubini,
1 .

= [dwdye  fa)gly) = / do [ dye s (@)g(w) = [ dof(a) F gla) =

V27

= = Jau ([ @@ = [ dval) 7 riw);

se f € LY(R) si annulla al di fuori di un intervallo di lunghezza finita, allora F f ¢ la
restrizione all’asse reale di una funzione intera; infatti si puo notare che per ogni z € C
la funzione

(2 7" f(2)) € L'(R);

quindi e ben definita su tutto C la funzione

ZH_/ T

che, per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, ¢ olomorfa e la cui re-
strizione ad R e F f.
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Un punto cruciale ¢ quello dell’integrabilita di F f; e possibile stabilire che, almeno per
un sottoinsieme denso di L'(R), si ha che anche F f € L!(R); preliminarmente, notiamo che

(x»—> ! ) c LY(R);

1+ 22

allora, se la funzione f e tale che

(z = f2)(1+2%)

¢ limitata, allora f € L'(R); infatti

f(x) = f(x)(1+2%) VzeR

1+ 22

e quindi f € L' (come prodotto di una funzione integrabile per una limitata); con questa
premessa, si ha il risultato seguente.

Teorema 3.1 Se f € C°(R) allora F f € Co(R) NLYR) NLA(R).
Dimostrazione. Se f € C(R) allora f™ € C*(R) per ogni n; da cid segue che

(iy)" F fy) = F [

poiché f™ € L£(R), ne segue F f™ € BC(R), da cui si ha che (y)" F f & limitata per ogni
n; allora
y= (1+y*)" F f(y)
¢ limitata per ogni n, e quindi F f € L'(R); dal risultato, ottenuto in precedenza, F f €
Co(R), otteniano F f € Co(R)NL(R); cio implica che F f € L?(R); infatti, F f & misurabile
poiché & continua, e | F f|? ¢ integrabile come prodotto di | F f| € L'(R) con |F f| €
BM(R); in conclusione
FfeCR)NLY(R)NL*R). O

Si definisce F* su L'(R)) ponendo
F* / 1acy
fly /_271' [z

evidentemente tutte le proprieta stabilite per F si trasferiscono (con qualche ovvia modifica
dei segni) a F*; notiamo, in particolare, che e

Ff=FF
dopo la definizione di F* ¢ possibile stabilire il seguente risultato.

Teorema 3.2 (teorema di inversione di Fourier per C*(R)) Se f € C>*(R) allora si
ha
FFf=1,

FFf=F.
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Dimostrazione. Supponiamo di aver mostrato che
FrFf(0) = f(0) se feCr(R);
allora si ha anche
f(@) = [-2(0) = F* F f-o(0) = F (™ F f)(0) = F*(F f)(w),
per definizione di F* !; siamo quindi ricondotti a mostrare che
FrFf0) = f(0) se feCE(R);

si ha che

FEI0) = o= [ " Frwa.

quindi cio che vogliamo mostrare ¢

—= | F )= 10
fissiamo ¢ € C*(R) N L'(R), tale che
0<p<1, ¢0)=1
si ha che S,(¢)(x) = p(x/a), per cui
Sa(p)(z) — 1, se a — +o00, per ogni = € R;

inoltre
0<S,p<1 Va;

allora il teorema della convergenza dominata ci assicura che

1 +oo 1 +oo
1 —/ F Sa d _ T = F d )
i = | TS dy = o= | F ) dy
siamo quindi ricondotti a dimostrare che
1 Fo0
lim —— F [(y)Sap(y) dy = f(0);
a=00 /27 J -
per il teorema di trasferimento, si ha
+oo
[T F @St dy = [ 1) Faply) dy,

Linfatti si ha

+oo

+oo
F* (e F £)(0) = \/—2_77/ e F fly)dy = F* F f(x)
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FSap(y) = a(S1 Fo)(y) = a F p(ay);

per cui
—+00

N F f(y)Sap(y) dy = /;Oo fy)a F p(ay) dy;

effettuando il cambiamento di variabili y — £, si ottiene

—+00

/:XD F f(y)Saply) dy = /

—0o0

f <%) Fo(y) dy;

se a — 400 allora f(¥) — f(0) per ogni y; il teorema della convergenza dominata assicura
che

1 o0 1 o0
tm = [ F ey = —= [ w1 () Fewray =
1 o0
= 5O [ Feway

¥

x

7 si ha

se scegliamo p(z) =e
a:2
Folr)=ez e /j’-"go(y) dy=+v2r. O
Il teorema precedente ha alcune fondamentali conseguenze:

1. (teorema di inversione su L'(R)) se f € L'(R) e F f € L(R) allora

FF f=f inLY(R)
F*Ff=f inL'(R);

infatti supponiamo ¢ € C°(R); per questo mostrato in precedenza
FFo=¢,
allora
[1@p@) dz= [ f@) FF* o) do,

e quindi per il teorema del trasferimento, poiché f, F f, F F* o e F* ¢ sono in L}(R),
si ha

/f(x)ga(x) dr = /]—"*ff(x)@(x) dz,

da cui

[ (@) = F F f@) p(a)dz =0, Vp e CE(R)

che implica f = F* F f quasi ovunque su R e quindi I'uguaglianza in L!'(R); analoga-
mente si procede per F F*;

2. se f € LYR) allora F f = 0 implica f = 0 quasi ovunque su R, infatti, per il punto 1,
essendo f € L' e F f =0€ LYR) si ha

f=F"Ff=0 quasi ovunque su R.
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La proprieta 2 precedente ci assicura che se due funzioni integrabili, f e ¢g, hanno la stessa

trasformata di Fourier,
Ff=Fg sututtoR,
allora
F(f—9)=0= f =g quasi ovunque su R;

in particolare, ’assegnazione di F f individua univocamente la classe di equivalenza di f in
LY(R). Ci si puo, quindi, porre il problema della ricostruzione di f (o meglio, della sua classe
di equivalenza) a partire dalla conoscenza di F f. E questo un argomento particolarmente
delicato ed importante; nel seguito ci limiteremo a riassumerne brevemente alcuni punti
salienti, in particolare quelli pit utili nelle applicazioni.

Ricostruzione di una funzione integrabile f a partire da F f.

1. Supponiamo che f € L*(R) ed anche F f € L'(R); allora il teorema di inversione di
Fourier su L'(R) ci assicura che

F*F f=f quasi ovunque su R;

esplicitamente, I'uguaglianza precedente si scrive come

™ F f(x)dz, per quasi ogniy € R;

fly) = \/ﬁ/

poiché F f € L'(R), il teorema della convergenza dominata ci assicura

+oo . @ .
/ e F f(x)de = alg&/ e F f(x)de

per ogni y € R; quindi, il teorema di inversione di Fourier puo essere scritto esplicita-
mente nella forma

a
fly) = alggo \/—_ 9 e F f(x)dx, per quasi ogniy € R;
2. per una qualunque funzione integrabile f, la trasformata F non e, in generale, in-
tegrabile, quindi il teorema di inversione di Fourier non puo essere enunciato nella
forma

+00
oY T x, per quasi ogniy € R;
f y 27T/ f ) per q gnl y

cio nonostante, € “a priori” possibile pensare di interpretare

+oo
/_ e F f(x)dx

come un integrale improprio (convergente e non assolutamente convergente) e, pid
in particolare, come un valore principale (/72 — lim,_ .o, [%,) sperando di poter
mostrare 1'uguaglianza

fly) = Lllggo\/—z_ﬂ /aa e F f(x)dz (per “qualche” y € R)

per una classe pit vasta di quella delle funzioni integrabili con trasformata di Fourier
integrabile, per le quali abbiamo visto al punto 1 che 'uguaglianza c’e¢ per quasi ogni
y € R;
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3. se f € LY(R), allora F f ¢ una funzione continua; quindi 'integrale

1:vy

m | e F f@)an

e ben definito per ogni a > 0; supponiamo che f sia anche una funzione liscia a tratti;
con questo intendiamo, con precisione, che f sia una funzione continua e derivabile su
R eccetto che in un insieme di punti (che siano o discontinuita o di non derivabilita)
che sia finito in ogni intervallo limitato; inoltre in tali punti sia f che f’ possono
avere soltanto discontinuita di prima specie (cioe esistono finiti i limiti sinistri, f(x7)
e f'(z7), e i limiti destri, f(zT) e f/'(a%), della funzione e della sua derivata in ogni
punto = di R); con queste ipotesi, si puo dimostrare che

~[fy)+ fly)] = lim — [ ™ F f(z)dz per ogniy € R;

notiamo che il risultato precedente non e il migliore possibile di questo tipo che si
possa dimostare; in altre parole ¢ possibile avere I'uguaglianza per una classe piu vasta
di quella delle funzioni liscie a tratti; il risultato precedente e pero molto utile in pratica,
e la sua dimostrazione e del tutto elementare. Proveremo questo fatto spezzando la
dimostrazione in passi successivi.

I passo.

1 a 1 a 400 .
WL £(v)d :_/ 1ny U f(t)dt| dy ;
I F f(y)dy sell G (t)dt| dy

per il teorema di Tonelli, la funzione

Y, t'_)X[—a,a} (y) eiy(x_t)f(t)

é in L1(RxR); allora, usando il teorema di Fubini, si ha

v f(y)dy =
\ 2T [a Y

i /+<>o f(®) {/a ey(@—t) dy] dt = i /+oo f(t) 2i Mdt =

27 J-oo —a 27 J—oo i(x —t)
1 pteo in(at 1 ptoo t
;/m flz—t) Smia gt — ;/m flz+1) Smia at.

(Nell’ultimo passaggio t — —t)
ITI passo.
Poiché feL'(R), per ogni e >0 possiamo trovare b>0, tale che

/t|>b\f<x+t>!dt§e;

allora si ha

l /+oo f(x n t) Sini&t) dt —

—l/ / +/ +/+Oo (z +1) Sm( ) gt -
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per cui

<

g Loz = [+ [y 22

é%(/_oo +/b+°o\f(x+t>!dy> =<

indipendentemente da a ; cio’ mostra che

hm{\/_ aa SV f(y)dy — % Vob +/Ob f(x + t) Smiat)stu —0

uniformemente rispetto ad a ; quindi

lim giglo{\/%/ SUVE f(y)dy —% V_Ob +/0b £(x + t) Siniat)dt]}

hm lim {\/_ aa e"UF f(y)dy — % l/ob +/Ob f(x +t) Siniat)dt]} =

e}

;
per cui

a0 T

a 1/ 10 b '
lim \/__ [ e f(y)dy = lim Jim ( [ + /O f(x + t) Smiat)dt>

IIT passo.
Vogliamo mostrare che

ilrglo/()b ot siniat)dt _ g ()
hm/ sin(a )dt f(x*) ;

occupiamoci del primo soltanto; il secondo é del tutto analogo. Si ha

/Obf(x +1) Smi“t) dt = Zf (o) =

[t S Ty gy [ gy gy [

2 t

t
[ (st - £e) 2D ¢ gy [ [ et g]

p _
si ha anche, ponendo at =y

/b sin(at) g — /ab sin(y) d
0 t 0

Y

per cui

b qj t ab qj
lim / S0 1 i / siny) .
a—0 J( t a—o0 Y

_7T.
y_27
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siamo cosi’ ricondotti a dimostrare che

tim [P (0 ) e =0

si ha ‘ .
sin(at) = ‘ _2;
e
. iat __ ,—iat _ +
smiat) (f(x+t)—f(x+)):€ 2; (f(:l:—l—t)t [z )) ;
la funzione
trs <f(96 + t)t— f(96+)>

¢ limitata nell'intervallo chiuso [0,0], per le ipotesi fatte su f; allora la funzione g,

definita da (f( 0—f ))
x+t)— flat

g(t) = X[0,0]

t

¢ integrabile su R; allora

/Ob Smiat) (f(x ) - f(er)) dt — 2%/::0 (eiat _ e*iat) g(t)dt =

VT (Fg(-a) - F gla) ;
poiché g€ L}(R), si ha
lim F g(—a) = lim F g(a) =0,
per il lemma di Riemann-Lebesgue.

IV passo.
Nel secondo passo avevamo ottenuto che

a 1 0 b '
iifélof e Foy)dy = lim Jim </b +/0 f(x + 1) Smiat)dt>

nel passo precedente abbiamo mostrato

lim (/_Ob +/Obf(x+t) Sm(at)dt) = 3 (fa) + £6)

a—00 t

in conclusione

hm\/_/ e“VF f(y )dy:kl)Lrglo;
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3.2 Gli operatori di Fourier-Plancherel su L*(R)

Se f € L?(R), ma f ¢ L'(R), non ¢ possibile definire

1 —izy
ff(y):E/Rf(f)e dz

poiché la funzione
x> f(x)e ™

non ¢ integrabile; cid nonostante, & possibile definire su L?(R) una trasformazione lineare
che coincide con 'integrale di Fourier su L'(R) N L*(R).

Se f € C*(R) C L*(R) ¢ anche F f € L?(R), come abbiamo visto in precedenza,; si ha il
seguente

Lemma 3.3 Se f,g € C*(R) allora

(fag)QZ (:'rfafg)Q

Dimostrazione. (f,g)2 = [ f(z)g(x)dz = (per il teorema di inversione su C*(R)) =

[ f(z) F* F g(x) dz = (per il teorema di trasferimento applicato a F*, notando che f,F g €

L'R)) = [F f(x) - Fygla)de = [ F f(z) - F g(x) dz = (F f, F g)2. O

Evidentemente, il lemma precedente implica che, se f € C®(R), || fll2 = || F fl2; € questo
il risultato che permette il prolungamento dell’applicazione F da L'(R) NL*(R) a L*(R);
i punti essenziali di questa costruzione sono i seguenti:

1. se f € L?(R), esiste una successione (¢, ),>; tale che

©n € C°(R) per ognin > 1

on — f in L*(R);
2. poiché ¢,, — f in L2(R), la successione (¢, ),>1 ¢ di Cauchy, rispetto alla norma || - ||o;
anche la successione (F ¢, ),>1 ¢ di Cauchy in L?(R), infatti si ha, per ogni coppia di

interi n, p,
I Fop = Fpnlla = | Flep — n)ll2 = llop — @nll2;

per la completezza di L?(R), la successione (F ¢,,),>1 converge, in L?(R), ad un (unico)
elemento di L?(R); si definisce, allora,

Fro=1-lla— lim Fey;
(questa definizione di F spiega il perché si operi a livello di L2(R) e non di £*(R):
F [ & definito come un limite nella norma || - ||2; tale limite ¢ unico in L?(R) e non in
LA(R));

3. elemento F f di L2(R) non dipende dalla scelta della successione (¢, )n>1 usata per
approssimare f in L*(R); infatti, se anche (¢,),>; ¢ una successione di elementi di
C*(R) tale che

o — f in L*(R),
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si ha
lon — Unlla = || Fon — Fibu]l2 — 0, sen — oo;

inoltre

67

il membro di destra della disuguaglianza tende a 0 se n — o00; cio mostra che le

successioni (F @p)n>1 € (F Uy )n>1 tendono allo stesso limite, F f, in L?(R);

. si e cosi definita un’applicazione

F(L*(R) — L*(R))

che ¢, in maniera ovvia, lineare;

. I'applicazione

F(L*(R) — L*(R))

lascia invariante il prodotto scalare di L?(R); cioe esplicitamente,

(fag)QZ (ﬁfa:'fg)Q per Ogni fagEL2(R)a
infatti, scegliamo due successioni (¢, )n>1 € (¥n)n>1 di elementi di C°(R), tali che

¢n — f inL*R)
Yn — g inL*(R);

allora si avra ~
Fon— Ff inL*R)
Fip, — Fg in LA(R);

per ogni h € L2(R), si ha

[(f, h)2 = (@n, B)al = |(f = @n, h)2| < IIf = onll2 - [[2]]2:

cio mostra che
lim (¢, h)2 = (f,h)2 per ogni h € L2(R);

analogamente si puo mostrare che

lim (A, 1,)2 = (h, g)2

n—oo

lim (F @, h)a = (F f,h)s

Tim (b, Fbn)s = (h, F g)s

per ogni h € L%(R); da queste uguaglianze si ha che

(F [, Fg)s= (Fon, Fiop)a = lm (g0, 0,)2 = (f,9)2

lim
n,p—o0 n,p—o0

per ogni f,g € L*(R);
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dal punto precedente deriva che F mantiene invariata la norma di L%(R); infatti

113 = (f, fa=(F £, F fla=|Ffl3

per ogni f € L?(R); da questo si ha la proprieta fondamentale di continuita di F
su L*(R); esplicitamente se (f,,),>1 ¢ una qualunque successione di L?(R) tale che

fo— f inL*R);
allora ) ) )
e cio mostra che anche
Ffn—Ff inL*R);
in altri termini, si ha
-1l = lim F f = F(|| - |l = lim £,);

. F(L*(R) — L?(R)) prolunga l'applicazione F, ristretta a L'(R) N L%(R); infatti, se

f € LYR) N L%R) & possibile definire, simultaneamente, F f e F f; scegliamo una
successione (¢,,),>1 di elementi di C3°(R) che converga ad f sia in L'(R) che in L*(R)
(vedi teorema 2.10 e commento successivo); allora

F o, — ,7:"f uniformemente su R;
Fon— Ff inL*R);
cio implica che
Ff=ZFf quasi ovunque, cio¢ in L2(R);

. evidentemente, F(L*(R) — L?*(R)) ¢ l'unica trasformazione lineare di L*(R) in sé che

sia continua e che, ristretta a C2°(R), coincida con F;

. si puo definire anche una trasformazione lineare

F+(L*(R) — L*(R))
che estende F* su LY(R) N L?(R); tutto quanto visto in precedenza per F vale anche
per F*;
(teorema di inversione su L?(R)) per ogni f € L?(R) si hanno le seguenti uguaglianze,
nel senso di L*(R), o
FFi=t
FFf=F
infatti, se la successione (¢, ),>1 di elementi di C°(R) converge a f in L*(R), si avra
F o, — JEf in L*(R)
Flon—Fof i L¥R);
allora la continuita di F e F* su L?(R) implica che
FFon=F Fon=pa—FFf inLl*R)
in particolare, le relazioni precedenti assicurano che F e F* sono due trasformazioni
lineari ’'una P’inversa dell’altra su L?(R), e che entrambe sono surgettive;
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11. si hanno le uguaglianze

(Ffg)e = (fF9)s
(Ffg)e2 = (f,F9)

per tutti gli f, g € L?(R); infatti, per verificare la prima, ad esempio ('altra ¢ del tutto
analoga), si ha

(F* f.9) per il punto precedente) =
F f, f*}"g)2 =
per 11 punto 5) =

F9)2

(
(
(pe
(f;

La discussione precedente puo essere sintetizzata nell’enunciato di un teorema; la sua
importanza ¢ fondamentale ed esso costituisce, senza esagerazioni, una delle pietre angolari
dell’Analisi Funzionale:

Teorema 3.4 (di Plancherel) Le due applicazioni F e F*, ristrette a L'(R) N L*(R), si
prolungano univocamente a due trasformazioni lineari continue F e F*, definite su tutto

L%(R), mutuamente inverse l'una dell’altra, che mantengono invarianti prodotto scalare e
norma di L*(R), e tali che

(. Fg)2 = (F* f.9)5
(f, F*9)2 = (F f.9)
per tutti gli f,g € L2(R). ) )
Le trasformazioni lineari F(L*(R) — L?(R)) e F*(L*(R) — L?(R)) vengono dette op-
eratori di Fourier-Plancherel su L*(R).

Proprieta degli operatori F e F*.

1. Le proprieta di F e di F* di estendere la definizione di F ed F* su L'(R) NL*(R) &
alla base di un metodo pratico per il calcolo di F* f e F f. Se f € L?(R), per ogni
a > 0, la funzione

fo = X[—a,a] * f

¢ in LY(R) N L%(R); per il teorema della convergenza dominata,

lim f, = f inL*R);

a—0o0
allora, per la continuita di F, si ha
Ff=lim F fu = lim F L
esplicitamente, quest’ultima uguaglianza e

Fr=1-l2— lim \/127 /_Zeixyf(x) da
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ovviamente, si ha la formula analoga per F*

e f () da

a
Ff:“-“2—a]_l]f£lo\/—_ .
queste formule non sono molto pid convenienti, per il calcolo di F fe F* f, rispetto
all’'uso della definizione, poiché ne riconducono il calcolo ad un limite nella norma || - ||z,
che non ¢ molto maneggevole; nel caso che il limite

i e s

esista finito, almeno per quasi ogni y € R, allora tale limite coincide con (la classe
di equivalenza di ) F f (vedi teorema 1.31, a pagina 23); ¢ questo il metodo pratico
per il calcolo esplicito di F f e F* f: si studia I'esistenza, punto per punto, del limite

lim —/a e £ (1) da
7w L@

deve essere sottolineato, pero, che puo esistere il limite, per a — oo, di F_ f nella
norma || - ||2, senza che ci sia convergenza punto per punto quasi ovunque);

. si hanno le uguaglianze, che devono essere intese nel senso di L*(R),

( “”f) (F f) per ogni a € R
J’:fa —e @ Ef per ogni a € R

Ff=(FfH .
]—"(Saf):a(S%]:f) per ogni a # 0 in R;

ad esempio, mostriamo la prima; le altre sono del tutto simili: per ogni a € R la
funzione

x— e f(r) € L*(R),
quindi, per ogni ¢ € C*(R), si ha
(0. F(€h), = (F @ o= (" F ¢, o= (F ¢ a fl2=
= T D= [PEr O F f@)de =[G F e - a)do =
= (¢, (F D),

quindi, per ogni ¢ € C (R), si ha

[ @@ (Fe f)(w) = (F flal)) dz = 0;
la funzione o 5
z = F(e f)(@) = (F fa(z)
¢ in L*(R) C L. (R), quindi, per il teorema fondamentale di annullamento (teorema

2.15 di pagina 52),
F(ef) = (F f)e quasi ovunque

F(éf)=(Ff), inL*R)
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. se f,zf € L2(R) e F f € CY(R), allora si ha I'uguaglianza, in L2(R),

(Ff) =i F(zf);
infatti, per ogni ¢ € C°(R), si ha

(0, F(xf))2 = (F* o, f)s;

notiamo che z F* ¢ € L*(R) (infatti, se ¢ € C°(R) anche ¢’ € C®(R) e (F*¢')(z) =
—iz F* ¢, da cui z F* ¢ € L*(R)); allora si ha

(. Fafle = @F @ fla=(F ¢, =ifle= (¢, -1 F f)s =
= / (d(jc (x )) ( F f) (x)dz = (integrando per parti)
d ~
= = [el@) (HiFf) () d
per il teorema di annullamento

(Ff) =—iF(xf) inL*(R);

.se feL*(R)NCHR) e f/ € L*(R) allora

Ff=izFf inL*R);
infatti, per ogni ¢ € C°(R), si ha

(0, F o = (F*p, f)2 = (integrando per parti)
= _((‘F* (,O)I,f)g = _(I‘F*(‘r@)vfb = (‘/mpaiﬁf)%

si ricava allora

[ A@(F f'() =i F fla)) de =0
per ogni ¢ € CX(R); per il teorema di annullamento, si puo concludere che
Ff =izFf inL*R);

anche a questo punto puo essere fatto lo stesso commento fatto alla fine del punto 5 di
pagina 56; la proprieta vale in ipotesi piu generali; in particolare, si possono usare per
f ipotesi uguali a quelle descritte a pagina 56, punto 5 (cambiando L' con L?);

.se feL!(R)egeL?(R)allorasiha fxgeL*R)e

F(fxg)=V2rFf-FginL*R);

per mostrare questo fatto scegliamo una successione (1,,),>1 di elementi di C°(R) tali
che
Un — g in L*(R);

siha fxv, e LY(R)NL*(R) e

f*t, — f*gin L2(R);
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infatti

< Nl - leon = gll2 — 0 se n— oo;
da questo si deduce
F(ftn) = F(f #n) = F(f * g) in L(R);
d’altra parte
F(fxibn) =V2rF [+ Fipn) = V2r F [ - Fg) in LA(R);
infatti

|Ff-Fu—FFf Fgls < I F flloo | Frbn — Fglla
| F flloo - [tn — gll2 — 0 se n — co.

In conclusione

f(f*g)zx/%]:f-]}g in L*(R).

. se f,g € L*(R), allora

V2r FN(F f-Fg)=f*g;

notiamo, innanzi tutto, che F f e F ¢ sono in L2(R) quindi il loro prodotto ¢ in L'(R)
ed il primo membro e ben definito; d’altra parte, avevamo gia visto come il prodotto di
convoluzione tra elementi di L?(R) sia definito (vedi pagina 43); deve essere sottolineato
come entrambi i membri dell'uguaglianza siano funzioni continue, quindi I'uguaglianza
stessa puo essere interpretata come un’usuale uguaglianza punto per punto di due
funzioni continue, su tutto R; come ultimo commento, notiamo che sarebbe “pit
bello” scrivere

VonF f-Fg=F(f *g);

il secondo membro risulterebbe, pero, non definito in quanto f * g, che € una funzione
continua e limitata, non &, in generale, né in L'(R) né in L?(R) (in effetti, & possi-
bile dare senso all’'uguaglianza precedente nell’ambito della teoria delle “distribuzioni
temperate”); cio detto, per mostrare 'uguaglianza

Var F(Ff-F ) =[+g

si puo procedere come segue: per ogni ¢ € C2(R) si ha

;wf*gcpdx /;OO dz p(z) /;OO dy f(y)g(z —y)

= (per il teorema di Fubini)

+00 +o0
= /_ _ dfy) /_ _ dop(a)g(z —y)
_ /+O° dyf(y) (e xg7)(y)

o0

- (Sp*g_’f)lﬂ
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= (per il teorema di Plancherel)
= (}:* oxg, .7:_f>

1.2
= (per il punto precedente)
~ Vo (Fro Fo P o)
+oo ~ ~
= / de F o -Fg-Ff

= (per il teorema del trasferimento su L'(R))

+o0 ~ ~
= [ @wFFfFg-e

usando il teorema di annullamento in £} . si ottiene

loc

Vor FX(F f-Ff)=fxgin LAR).

73
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Capitolo 4

Basi hilbertiane negli spazi L*(1)

4.1 Definizione e proprieta delle basi hilbertiane negli
spazi L*(()

In questo capitolo studieremo particolari successioni di funzioni negli spazi L*(Q) che gen-
eralizzano la nozione algebrica di base di uno spazio vettoriale.

Useremo ripetutamente pit avanti i risultati del lemma seguente; essi esprimono le fon-
damentali proprieta di continuita della norma e del prodotto scalare in L*(€2).

Lemma 4.1 Se (f,)n>1 ¢ una successione di elementi di L2(Q) ed f ¢ un elemento di L2(2),
tali che
fo— f in12(Q),

allora

1. HfH? = lim,, .o an||2>
2. per ogni g € L*(Q)
(97 f)Q = nh_{%o(ga fn)Q
Dimostrazione.

1. Se f e g sono due qualunque elementi di L2(€2) si ha
1l =1l =g +gllz2 < [If = gll2 + [lgll2,

lglla = llg — f+ flla < llg = fllz + | fll2;
da cui
1 fll2 = llgllz < ILf = gll2,

lgllz = [Ifll2 < 1f = glla;
si ottiene cosi la disuguaglianza
£l = llgllzl < [1f = gll2
per ogni n > 1 si avra, utilizzando questa disuguaglianza,
[ flle = fall2l S 11f = fallz = 0 sen — oo;

2. sihal(g. fo— (9. fu)al = (9, F = fu)ol = |0 9@ (@) — ful@)) da] < Jo lg(a)|-| () -

fo(z)|dx < (per la disuguaglianza di Holder) < [|g|lz - [|f — fallo — 0 se n — o0, O
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Definizioni.

1. Data una successione (f,),>1 di elementi di L?(Q), diremo che la serie 02, f,, & con-
vergente in L?(Q) se esiste una funzione f € L*(Q) tale che

N

in altre parole, f ¢ il limite in L?(2) della successione delle somme parziali ridotte
della serie; f viene detta la somma della serie;

2. una successione (f,,),>1 di elementi di L?(f2) viene detta ortonormale quando
(fna fp)Q = (Snp, per ogni n,p > 1;

3. una successione (e,),>1 di elementi di L*(2) viene detta base hilbertiana di L*(Q)
quando

(a) (en)n>1 € una successione ortonormale,

(b) la successione (e,),>1 ¢ totale in L%(Q), cioe

(en; fla=0V¥n>1= f=0inL*Q).

Proprieta delle serie convergenti e delle basi hilbertiane in L?().

1. Supponiamo che (e,),>; sia una successione ortonormale in L*(Q), e che (a,),>; sia
una successione di numeri complessi; allora

o0 o0
> ane, & convergente in L*(Q) <= > |a,|* < 4o0;
n=1 n=1

infatti, se la serie 3-°° | e, € convergente in L?(Q), il punto 1 del lemma 4.1 ci assicura
che

oo N N 3 N 3
. . 2 . 2
I3 el = Jim |3 vl = Jim (3 foul?) = (i 3 o)
n=1 n=1 n=1 n=1
cio mostra che la serie (a termini positivi)
o
Z ’O‘H‘Q
n=1
¢ convergente; inversamente, per ogni coppia di interi, p e g (per fissare le idee, sup-
poniamo g > p), si ha
q

q q q
1Y anen|ls = (Z W, Y oakek) > anag(en, ex)q Z | |?;
n=p n=p k:p

2 n,k=p
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poiché la serie 3°°°, |, |? & convergente, per ogni ¢ > 0 si ha
q
> lan? < e
n=p

purché p e ¢ siano sufficientemente grandi; cio mostra che la succesione delle ridotte

P
D nen
n=1 p>1

¢ di Cauchy in L*(Q), e quindi converge in L?(Q);

2. se (en)n>1 € una successione ortonormale in L*(2) e (v,),>1 € una successione in C tale
che 3°°° | ae, sia convergente in L2(£2) ad un elemento f, allora

0o 00
2 2 2
L2 =11 anenllz = > o
n=1 n=1

e per ognin > 1
ay = (en, [)2

infatti, entrambe le uguaglianze discendono immediatamente dal lemma 4.1 e dalla
definizione di serie convergente in L?(Q);

3. supponiamo che (e,),>1 sia una base hilbertiana in L?((2), allora ogni f € L*(Q2) puo
essere espressa come somma di una serie convergente in L?(£2), nella maniera seguente:

f= i(em f)2en§
n=1

¢ necessario sottolineare che l'uguaglianza precedenza deve essere intesa in L2(f2); per
mostrare questa proprieta, mostriamo, innanzi tutto, che la serie numerica

x
Z en, f

e convergente; si tratta, infatti, di una serie a termini positivi le cui somme parziali
sono limitate da || f||%;

N N N
0 < uf—z<en,f>2enr\3:( -3 s Qen,f—z<en,f>2en) _
n=1 n=1

2

N N N
= Z en7 ena )2 - Z(ena f)?(f? en)Q + (f7 f)? + Z (ek7 f)2(€n7 f)2(€k7 en)Q =
n=1 n=1 kn=1
- ||f“§_2|(€n7f)2|27
n=1
da cui
N

> Iews al” < 15

n=1
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allora, per quanto visto al punto 1, la serie 3°° (e, f)2€, converge in L*(Q); mostri-
amo, inoltre che

()
Z €n7 2€n

in L%(Q); per I'ipotesi che (e,),>1 ¢ totale, ¢ sufficiente mostrare che
f - Z(ena f)en € LQ(Q)
n=1

e ortogonale agli e, (n = 1,2,...); si ha, per ogni n > 1, utilizzando il punto 2 del
lemma 4.1,

o0

<€m i li(ek:, f)2€k:) = (en, f)2— l;(ek, a(en, )2 =

= (en, [)2—>_(ex, f)20ur = 0;

k=1

. utilizzando il punto 2 del lemma 4.1, per ogni coppia f, g € L*(Q) si ha

(f)g)Q = Z €k7 6k‘7z enag en -
k=1 n=1

= > (er f2(ens 9)20km =

k,n=1

= i(f? en)Q(em 9)2;

n=1

I'ultima serie converge assolutamente, poiché si hal

@ Flaten 90 < 5 (I(ew Dol? + I(ews 9)oP)

nel caso particolare f = g si ricava

1 = (7, £)2 = 3 N S

. supponiamo che (e,),>1 sia una successione ortonormale in L?(Q); denotiamo con F

I'insieme di tutte le combinazioni lineari finite (a coefficienti in C) degli elementi
della successione (e, ),>1; in altre parole F' ¢ il sottospazio vettoriale di L?(f2) generato
algebricamente dagli (e,); allora sono tra essi equivalenti

(@) (én, f)2=0Vn>1= f=0in L*(Q),

(b) F ¢ denso in L*(Q);

se a e b sono due qualunque numeri complessi (|a| —[b])% > 0 = |a[>+[b|> —2[a| - |b] > 0 = 1 (|a|>+[b|*) >

la] - [b])-
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infatti, per mostrare che (a) implica (b) e sufficiente notare che per il punto 3 ogni
f € L%(Q) ¢ scrivibile come f = 3°° (e, f)2€n; ciod ogni f & limite in L*(Q) di una
successione di elementi di F'; inversamente, se F' ¢ denso in L?(Q) allora ogni g € L?(Q)
¢ limite in L?(Q) di una successione (¢,,),>1 di elementi di F,

oo — g in L2(Q);
se (ex, f)2 =0 VEk > 1 allora (i, f)o = 0 per ogni ¢ € F, e si ha, per ogni g € L?(),

Nel seguito utilizzeremo anche una generalizzazione delle proprieta descritte in questo
paragrafo.

Supponiamo che (f,,), 7 sia una famiglia di L%(Q) indicizzata dagli interi relativi Z; una
tale famiglia verra anche chiamata successione bilaterale.
Le definizioni di successione bilaterale ortonormale e di successione bilaterale totale si gen-
eralizzano in maniera ovvia dalle corrispondenti definizioni per le successioni.
Data una successione bilaterale (f,), 7z in L*(€2) diremo che la serie

n=-4o00
> fa
converge in L*(Q) a f € L*(Q) se
n=N
F =1 o i S o
e n=—N

cioe se f ¢ il limite in L?(Q2) della successione delle somme parziali

5.
n=—N N>0

Con questa definizione, si possono ripetere, parola per parola, i ragionamenti fatti per le
successioni; si ottengono le seguenti conclusioni:

1. una successione bilaterale (e,), 7 di elementi di L?(Q) viene detta una base Hilbertiana
di L*(Q2) quando & ortonormale e totale;

N . . . . . 2
2. se (én),c7 © una successione bilaterale ortonormale di elementi di L*(Q) e se (o), .7
¢ una successione bilaterale di numeri complessi allora la serie

n=-+o00

Z QAp€n

n=—oo

n=N

=12 |ay,|? & convergente (nel senso che limy o 0= |, |2

n=—oo

converge in L?(9) se e solo se la serie 3
esiste finito);
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3. se (en), .7 © una base Hilbertiana di L*(Q2), allora, per ogni f € L*(Q) si ha
n=-+oo
f: Z (emf>€n7

nel senso che la serie al membro di destra converge ad f in L*(Q); inoltre

n=-+oo

ey = > Hen )
e, se anche g € L*(Q),
n=-4o00
(fs Dr2q) = ; (f en) (ens 9);

4. se (en), 7 € una successione bilaterale ortonormale di elementi di L*(€), allora (e,), 7
¢ una base Hilbertiana di L2(£2) se e solo se lo spazio vettoriale di tutte le combinazioni
lineari finite di elementi di (e,), .7 & denso in L*(9Q).

4.2 Le basi trigonometriche

Consideriamo il sottoinsieme di C([—7,x]) formato dalle funzioni f che sono periodiche
agli estremi, tali cioe che

f(m) = f(=m);

denoteremo tale insieme con Cpe ([—7, 7]); evidentemente ogni funzione in Cpe ([—7, 7]) puo
essere prolungata su tutto R ad una funzione periodica di periodo 27; infatti si ha per
ogni z € R

r =1y + 2km,

in cul y € [—m, 7| e k & un opportuno elemento di Z; si definisce allora

¢ del tutto chiaro che f cosi ottenuta e una funzione continua su R, periodica di periodo
27; denoteremo l'insieme di queste funzioni con

C27r—per(R);

inversamente, data una funzione continua su R, periodica di periodo 2, la sua restrizione a
[—7, w] & una funzione continua su [—m, 7| che assume uguali valori agli estremi dell'intervallo
[7r, m].

In questa maniera si ottiene una corrispondenza 1-1 naturale tra Cor_per (R) € Cper ([—7, 7]).

Definizione 4.2 Un polinomio trigonometrico e una combinazione lineare finita di fun-
zioni seno e coseno, della forma

N
P(t) = ao + Z a,cosnt + b, sinnt, teR,

n=1
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in cui ag, ai,...,an,b1, ..., by € C; si puo scrivere, equivalentemente
N
int
P(t)y= > c,e™
n=—N

ogni polinomio trigonometrico € in Cor_per(R).

Si ha il risultato seguente, che & una generalizzazione del teorema di Weierstrass.

Teorema 4.3 Supponiamo f € Cpe([—7, 7]), allora esiste una successione di polinomi trigono-
metrici che converge ad f uniformemente su [—m, 7).

Dimostrazione. Consideriamo f prolungata su tutto R per periodicita; f cosi ottenuta e
continua e limitata su tutto R; mostriamo che esiste una successione (Qx)g>1 di funzioni con
le proprieta

1. Qr € C(R), Qr > 0 e supp Qy = [—7, 7], Vk > 1;
2. [T Qr(z)dx =1 per ogni k > 1;

3. per ogni ,6 > 0 esiste un intero N tale che per ogni k£ > N si ha
/ Qr(z) dr <&
0<|z|< 7

4. ogni @y, e la restrizione a [—m, 7| di un polinomio trigonometrico;

se si pone
l14cosz

Qu(z) = {Ck(T)k su [—, 7]
0 altrove
allora le proprieta 1 e 4 precedenti sono evidenti, inoltre il coefficiente ¢, puo essere sempre
scelto in modo che la proprieta di normalizzazione 2 sia soddisfatta; per quel che riguarda la

condizione 3, si puo ragionare come segue: @ ¢ una funzione pari (Qx(z) = Qx(—x)) e si ha

1= 2%/7r (1 —i—cosx)
0 2

in [0, 7], Qx ¢ decrescente, allora

k k

™1
dx > QCk/ <7+ COS:I:) sinxdx = 4—Ck :
0 2 k+1

Qi(t) < Qi(0) <

k+1(1+cosd k
4 2

per ogni ¢ tale che 0 < § < || < m; cio implica la proprieta 3, dal momento che 1+ cosd < 2,
se 0 <o <.
Per il teorema 2.13

f+QL—f

uniformemente su ogni intervallo compatto [a, b]; in particolare

f*Qp— f uniformemente su [—, ]
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mostriamo che, se y € [—7, 7], f % @y, & un polinomio trigonometrico; si ha

+oo

FeQuy) = [ F@)Quly - o) do

—0o0

e poiché supp Qy = [, 7]

Fraw= [ " F @) Quly — o) du

sey € [—m, 7| ed x € [y —m,y+ 7, allora
y—x € [-mm],

quindi per i valori di y e di x considerati, Qx(y—z) & dato da da un polinomio trigonometrico;
si ha

-m n= n=N

~ Y+ Nk . . N . y+m o .
f*Quly) = / f(x) apre™e™ ™ | doe = Z ay e (/ f(z)e dx) :
Y —Ng y—m
poiché f e periodica di periodo 27, I'integrale ¢ in effetti indipendente da y e si ha

/ﬂ f(x)e ™ do = /y+ﬂ f(x)e ™ da;

— y—m
cio mostra che per y € [—m, 7]
~ Nk . T .
f*Qrly) = Z ap €™ (/_ f(z)e ™ dx)

n=N}

€ un polinomio trigonometrico. O

Corollario 4.4 Ogni f € Cor_per(R) € limite uniforme, su tutto R, di una successione di
polinomi trigonometrici.

Naturalmente non c’e¢ nulla di “magico” nel considerare Uintervallo [—m, 7| e funzioni
periodiche con periodo 27; in completa analogia con quanto fatto in precedenza, denoteremo

Cper([a, b)), a,beR

l'insieme delle funzioni di C([a, b]) tali che

denoteremo

Crper (R)

L’insieme delle funzioni continue su R periodiche di periodo T7; il teorema precedente fornisce
immediatamente i corollari seguenti.
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Corollario 4.5 Ogni f € Cpe([a,b]) & limite uniforme su [a,b] di una successione di poli-
nomi trigonometrici (Qg)x>1 della forma

Ng .
Qk($> — Z Cne27rmm'
n=—Ng

Corollario 4.6 Ogni funzione f € Cr_pe(R) € limite uniforme su R di una successione
(Qk)k>1 di polinomi trigonometrici della forma

Ny

i T

Qk(f): Z Cne%rm?.
=—N,,

Per ogni intero relativo n € Z, poniamo

1
1 2 inx
= ()

per ogni n € Z, e, € L?(—m, ), inoltre €, = e_,; & immediato verificare che le funzioni e,
formano una famiglia ortonormale in L?(—m, 7); in effetti esse formano una base hilbertiana
in L?(—x, 7); per convincersi di questo, ¢ sufficiente osservare che I'insieme delle combinazioni
lineari (finite) di funzioni e,, coincide con Iinsieme dei polinomi trigonometrici; per mostrare
che la successione bilaterale

(en)neZ

¢ una base hilbertiana dello spazio L?(—m, 7), basta mostrare il seguente

Teorema 4.7 L’insieme dei polinomi trigonometrici ¢ denso in L?(—m, m); esplicitamente,
per ogni f € L?(—m, ) e per ogni € > 0 esiste un polinomio trigonometrico Q tale che

Hf - QHLQ(—W,N) <E.
Dimostrazione. Dati f € L?(—7,7) ed £ > 0 sappiamo che esiste ¢ € C.(] — 7, 7]) tale che
|.f = ¢llL2(=rm) < €; prolunghiamo ¢ a ¢ € Cper([—m, 7]) ponendo

p(=7) = p(m) = 0;

per quanto mostrato in precedenza esiste un polinomio trigonometrico () tale che

sup |p(x) — Qx)] < ¢;

z€[—m,m]

quindi “a fortiori”
sup [ip(z) — Q)] <¢;

z€]—m, 7|

allora .
lp = QI 2(_rmy = /ﬁ lp(z) — Q(a)|? dz < &2 - 2m;

in conclusione

Hf - QHLQ(—?TJF) < Hf - (:OHLQ(—W.N) + H(p - QHLQ(—WJF) < 5(1 + v 27T)‘ O



84 CAPITOLO 4. BASI HILBERTIANE NEGLI SPAZI 1.2(Q)

Usando la formula di Eulero e I'osservazione che, per ogni n € Z, si ha g, = e_,, ¢ facile
mostrare che anche la famiglia di funzioni

1 1 1 .
— — COS N , —sinnx ;
2T T T
n>1

n>1

¢ una base hilbertiana di L?(—, 7); se f ¢ un elemento di L?(—m, ), f puo essere sviluppata
su questa base e si ottiene

1

1 1
3 1N2 =X
f(x) = ag (5) + (;) nz::l(an cos nx + b, sinnx),

w__»

purché si intenda il segno in questo senso preciso: “la serie al membro di destra
converge, nel senso di L?(—m, 7), all’elemento f di L?(—7,7)” (una discussione sulla conver-
genza puntuale della serie, ovunque, quasi ovunque, o uniforme, sar‘a trovata nel paragrafo
successivo); 1 coefficienti dello sviluppo sono

w= () [Lsoa

a, = (l)%/7r f(t) cosnt dt

(s -7
1\2 _

b, = <—> / f(t) sinnt dt.
™ -7

Se f € L?(—m, ) ¢ una funzione dispari, ossia
f(=z) =—f(x), Vzel]-mmn],
e facile vedere che tutti i coefficienti
aQ, A1,y Ay - - -

dello sviluppo di f si annullano; infatti si ha

T 0 ™
a, = / f(t)cosntdt:/ f(t)cosntdt+/ f(t) cosntdt
-7 —T 0
= /ﬂ f(t) cosnt dt — /ﬂ f(t) cosnt dt = 0;
0 0
quindi e

f(z) = % i by, sin nz,
n=1

lo sviluppo ¢ convergente in L?(—m, 7), e si ha

b, = \/%/_7; f(t)sinntdt = 2\/%/; f(t) sinnt dt;
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possiamo quindi scrivere

) T .
Z — </ ) sin nt dt) sin n;
—
I'uguaglianza
2 - | N 2
Hf——Zb sin na = / f(z) = —=> bysinnz| dz =
L2(—m,m) T \/7_T n=1
2
= ——Zb sinnx| dr =
= Hf — Z b, sin nx
1.2(0,m)

mostra che lo sviluppo precedente ¢ convergente anche in L2(0,7); possiamo concludere
allora, dal momento che f & arbitraria in |0, 7[, che la successione

(f | )
= sinnw
T
¢ una base hilbertiana in L2(0,7); se f € L(0,7), f pud essere sviluppata su questa base
e si ha

2 (o]

= \/j Z b, sin nx
T =1

by, —\/7/ t) sinnt dt,

in cui lo sviluppo di f & convergente in L2(0, )
Analogamente, se f ¢ una funzione pari, cioe

fx) = f(=x) Vo e]-mmn,

n>1

si annullano i coefficienti

biy. by,

dello sviluppo di f sulla base di L?(—m, 7) formata da seni e coseni; nella stessa maniera del
caso precedente, si mostra che, per 'arbitrarieta di f su |0, 7[, la successione

1 (\F )
—, — cosnx ,
ﬁ T n>1

¢ una base hilbertiana in L?(0,7). Se f € L?(0,7) avremo dunque, oltre allo sviluppo in

seni, anche
\/—ao + U Z @, COSNI
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ag = \/1/7T f()dt, \/7/ t) cosnt dt.

Consideriamo ora un qualunque intervallo ]a,b[ (a,b € R, a < b) e lo spazio di Hilbert
L?(a,b); per ogni n € Z poniamo

2min £=<

e bfa’
b—a

en(x> =

T\~

in cui ¢ € un qualunque elemento di R; ¢ immediato verificare che la successione di funzioni
(én),.7 © una succesione bilaterale ortonormale in L*(a,b); deve essere sottolineato il fatto
che 'ortonormalita delle (e,,) ¢ indipendente dalla scelta di ¢; per convincersene basta scrivere

B 1
en(x) = \/ﬁe

ed osservare che il secondo fattore & un numero complesso di modulo 1 (si potrebbe addirit-
tura scegliere un ¢, diverso per ogni n); da questa osservazione ¢ evidente che l'eventuale
proprieta delle e, di formare una base hilbertiana di L?(a, b) ¢ indipendente dalla scelta di c;
in particolare, scegliendo ¢ = 0, si puo riprodurre passo per passo la dimostrazione fatta in
precedenza per U'intervallo |—m, 7[, e dimostrare che la successione bilaterale di funzioni

( |1 egmg_g)
b-a neli

¢ una base hilbertiana di L?(a,b), qualunque sia ¢ € R. Usando la formula di Eulero e
I’osservazione che, per ogni n € Z, si ha €, = e_,, discende immediatamente che anche la
famiglia di funzioni

1 2 5 T —c 2 9 T —c ‘
— b—aCOS Wnb—a , b_&sm Wnb—a :
n>1 n>1

¢ una base hilbertiana di L?(a,b) per ogni c € R.

27rini 27‘(’171%{1

b—a . e_ b

In precedenza abbiamo visto come sia possibile, partendo dalla base hilbertiana di seni
e coseni in L?(—, ), costruire basi hilbertiane o di soli seni o di soli coseni nello spazio di
Hilbert L?(—n, m), definito sull’intervallo “meta” dell’intervallo di partenza; questo procedi-
mento ¢ generalizzabile ad un qualunque intervallo. Consideriamo L?(2a—b, b) e consideriamo
la base formata di seni e coseni in questo spazio; notiamo che |2a — b, b & un intervallo di
ampiezza 2(b — a), centrato intorno al punto a; supponiamo che f € L?(2a — b,b) sia una
funzione “dispari rispetto ad a”, tale cioe che

fla+z)=—fla—2z) VY €la,bl;

e facile vedere che, pur di scegliere ¢ = a, tutti i coefficienti a,,, nello sviluppo di f sulla
base di L?(2a — b, b) formata da seni e coseni, si annullano; ragionando nella stessa maniera
del caso precedente (intervalli |—m, 7| e ]0, 7[) possiamo concludere che la successione

2 . T —a
sin nm
b—a b—a
n>1
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¢ una base hilbertiana in L?(a,b); analogamente si mostra che anche la successione

1 2 Tr—a
cosn
Jo—a \Vo—a "y "4 3

¢ una base hilbertiana in 1.2(a, b); deve essere sottolineato che per le basi di soli seni o di
soli coseni non c’e la liberta di scelta di ¢, come nel caso della base che contiene sia i seni che
1 coseni.

4.3 1l teorema del sampling

Denotiamo con 2 U'intervallo
]_wa W[, w > O;

la discussione del punto 9 pagina 38, ci assicura che lo spazio di Hilbert L*(2) puo essere
identificato, canonicamente, mediante ’applicazione

fe fALAQ) - L2(R)),

con un sottospazio chiuso (e completo) di L?(R), che abbiamo denotato con Ng(L*(R)); la
successione di funzioni

1 T TTNIT
e
< V2w >n€Z

¢ una base hilbertiana di L?(£2); ¢ del tutto ovvio che anche la successione di funzioni

T
e w
< V2w >n€Z

¢ una base hilbertiana di L2(2). L’identificazione precedente ci assicura che, definendo

2 1 TNnT
sp(x) = Xg(x)\/;el v, o n=0,+1,+2,...,

la successione (sy), .7 © una base hilbertiana di No(L*(R)).
Diremo che una funzione f € L*(R) ¢ a banda limitata se

F f e No(L2(R)),

cioe se la trasformata di Fourier-Plancherel di f si annulla al di fuori di €2. Lo spazio delle
funzioni a banda limitata pud essere descritto equivalentemente come F*(Nq(L2(R))). Poiché
Poperatore di Fourier-Plancherel F* & un isomorfismo isometrico di L%(R) in sé, lo spazio
delle funzioni a banda limitata ¢ un sottospazio chiuso (e completo) di L*(R.).

Deve essere notato un fatto estremamente importante: poiché No(L*(R)) € LY(R) N
L%(R), le funzioni a banda limitata sono funzioni continue (anche restrizioni ad R di
funzioni intere). Si puo descrivere esplicitamente una base hilbertiana del sottospazio delle
funzioni a banda limitata nella maniera seguente: poiché (s,), 7 © una base hilbertiana di

Nao(L2(R)), ne segue che )
(f* 8”>n6Z
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e una base hilbertiana per lo spazio delle funzioni a banda limitata; dal momento che
s, € LY(R)NL*(R)

F* s, puo essere calcolato esplicitamente come F* s,,; si ha

(Fa)) = Z=F (7 Fxa) 1) =

B \/Usin(wy—mr)‘
V1 owy—nm

\/gsin (wy — nm)
T wy—nt ) 7

¢ una base hilbertiana del sottospazio chiuso di L%(R) formato dalle funzioni la cui immagine
rispetto a F si annulla al di fuori di |—w,w[; sia f una tale funzione (ricordiamo che f ¢

continua), si avra:
= wsin (wy — nm)
>,
wy — nw

n=—oo

quindi la successione

in cul

an = (s Dia@®) = 6m F PiaRy = J_/
(poiché F f € LY(R) N L2( ) e si annulla al di fuori di Q)

- v [ e i £ (2) - 1 (2)

in conclusione

nzi:ooof <n7r) smuf;uy )’

questo sviluppo di una funzione a banda limitata viene detto “teorema del sampling”.

4.4 Discussione sulla convergenza della serie di Fourier

Convergenza puntuale.
1) Se f € L*(—m, ) la serie di Fourier di f

mx

400 i 1 T .
o= [ et
2o € 75 | T

converge ad f nel senso di L2. Per molte applicazioni, pero, é utile avere informazioni
sulla convergenza punto per punto della serie, sulla sua (eventuale) convergenza uniforme e
sulla sua derivabilita termine a termine.

Nel seguito discuteremo alcuni dei risultati su queste questioni; non sono i piu generali
possibili, ma sono utili per la maggior parte delle situazioni concrete che si incontrano nelle
applicazioni. La nostra analisi sara basata sul seguente teorema



4.4. DISCUSSIONE SULLA CONVERGENZA DELLA SERIE DI FOURIER 89

Teorema: Supponiamo che f sia una funzione definita su R, 27-periodica e liscia a tratti.
Denotiamo

I
o
3
)

1 T —int
\/—Q—W/ﬂf(t)e dt , Sn(z) RV

Cp =

allora si ha

. 1
am Sn(r) =3

per ogni z € R.

Dimostrazione: Spezziamo la dimostrazione in passi successivi.
Primo passo.

Sn(z) = L > /7r f(t)e M dt =

(sostituendo —n a n)

Z/ znt:t t:

(effettuando la sostituzione y =t — x)

1 N T—x .
=5 X [ Ty =
™ ne_N? T

1 N ™ . 1 T
_ L may = = [ f
27THZZN/_Wf(y+x)€ y=5| fly+a) (Z ¢ )
Secondo passo.
Definiamo
1 N ) 1 - 2N )
D - my - —lINY Z?’Ly.
N(y) 2m n=—N ‘ 27T€ nz::() ‘

Se y =0, si ha Dy(0) = 5=(2N + 1);
se y # 0, si ha (Rlcordando Yk = 2L

r—1
5 ( ) 1 Ny ei(2N+1)y -1 1 ei(N-i—l)y o e—iNy
= —¢ _— = 4 ;
NWI= o0 e —1 2 ew —1 ’

. . . Y .
moltiplicando numeratore e denominatore per e 'z, otteniamo

Da(y) = 1 N+ _ o=ilN+3y)y 1 sm(N+ Dy
NI = o et — e7i% T or sm(éy) ’
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notiamo che Dy é continua in 0 ; inoltre si ha

[ Dxtoyy = [ Doy = 5;

infatti, usando la formula di Eulero,

D()—l N my_1+1§: (ny).
N(Yy) = 27%:71\76 =5 7T71:1(:05 ny);
da cui N i
g y 1 sin(ny) 1
D d — - — = —.
/o n(y)dy [QW + s 712::1 n L 2
Terzo passo.
Abbiamo: .
Swla) =5 (e + fa7)) =

0

| @+ y)Dady - @) [ Dylydy— fa”) [ Dly)dy =

[ 15+ 9) — £ Dy + [ 17 +) — £ Dy )y
usando l’espressione di Dy

1 (N+Dy _ —iNy

DN(y):% el — 7y7é07

si ottiene

Swe) - 5 (@) + £7) =
L O fle+y)— fla™ i(N+1)y —iNy
/l( y) — f( )](6( W, )dy+

% —T €iy—1

1 /Ofr [f(:z: +y) — f(33+)] XV — i) gy

o e —1

Definiamo: -

ew—1

z+y)—f(zt
gly) = — L@ g oy < 7

N y € R\ (-7, 7)
allora g € L}(R) (Perché ?) e si ha:

Sw(e) — 3 (@) + F@) =

o [ gl (¢ )y = L [FR(-(N 1)) — Fa(N)];

2 [e%¢)
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per il Lemma di Riemann-Lebesgue, si ha
Nlim Fg[-(N+1)] = I\Pm Fg(N) =0 o

Il teorema precedente implica immediatamente la seguente proprieta, la cui applicabilita
é molto vasta in pratica : supponiamo che f sia una funzione definita in | — 7, [, tale che:

a) f € C'(] — m,7]), eccetto che in un numero finito di punti che sono o di non
continuita o di non derivabilita.

b) in ogni punto esistono finiti i limiti destro e sinistro della funzione e della derivata

¢) in —m esistono finiti i limiti destri della funzione e della sua derivata, in 7 esistono
finiti i limiti sinistri della funzione e della sua derivata.
Una tale funzione verra detta liscia a tratti in | — 7, w[. (Notate che una tale f é in
L2(—m,7).) Allora si ha:

a) Sy(x) converge a f(x) in ogni punto x in cui f é continua,

b) in ogni punto x € | — m, [, che non sia di continuita per f, Sy(z) converge a
3 (f@®) + f(a7)),
¢) nei punti v = —m e x = m, Sy(z) converge a 1 (f(—n") + f(77)).

Si puo dimostrare (Ma non ne diamo la dimostrazione in queste note) che (nelle ipotesi
precedenti per f) se I é un intervallo chiuso contenuto in | — 7, 7], tale che f é continua in
ogni punto di 7, allora Sy (x) converge a f(z), uniformemente su I.

Derivabilita termine a termine.

Consideriamo il problema della derivabilita termine a termine della serie di Fourier. Il risul-
tato seguente discende in maniera molto semplice dal teorema iniziale.

Proposizione: Supponiamo che f sia una funzione definita su R, 27-periodica, continua e
liscia a tratti e che la sua derivata f’ sia una funzione liscia a tratti; allora

inx

=X e I .
n;oomcn\/—Q_W = i(f (z7) + f(= ))

per ogni z € R (Dove i “c,” denotano i coefficienti di Fourier di f).

Dimostrazione: Poiché f’ é 2m-periodica e liscia a tratti, il teorema iniziale ci assicura
che

+o0 inT
> c;jﬁ _ %(f’(x*)Jrf’(x)) VreR

in cui abbiamo denotato con ¢}, i coefficienti di Fourier di f”:

1 ™ :
A / t fzntdt;
== flt)e

integrando per parti otteniamo
/ .
¢, = incy °
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La dimostrazione precedente é basata sul fatto di poter calcolare i coefficienti di Fourier di
f! integrando per parti. E essenziale che vi convinciate che I'integrazione per parti ¢ lecita
(benché f non sia di classe C') e che apprezziate il ruolo dell’ipotesi che f sia una funzione
2m-periodica e continua.

La proposizione precedente puo essere riformulata (come al solito) per funzioni definite
in [—m, 7]; supponiamo che f abbia le proprieta

a) f é continua in [—m, 7| e f(—7) = f(n),
b) f é liscia a tratti in | — 7, [,

c) anche f’ é liscia a tratti in | — m, [,
allora la serie

inT
e

Z Nc, —— NGT:

n=—oo

(ottenuta dalla serie di Fourier di f derivando termine a termine) converge a
1 1o+ Ty .
S (P + £@) perognic €] mal

(f'(—7r+) + f/(ﬂ'_)) in x==.

N | —

Convergenza uniforme.

Alla fine del punto 1 abbiamo ricordato (senza dimostrarlo) un risultato sulla convergenza
uniforme della serie di Fourier. A questo punto possiamo mostrare un risultato un po piu
debole

Proposizione : Supponiamo che f sia una funzione definita su R, 27-periodica, continua e
liscia a tratti; allora

Sn(z) — f(x)

uniformemente su R.

Dimostrazione: Nelle ipotesi per f in cui ci siamo posti, Sy — f(z) V2 € R;
allora

inT
e

Vor|~

denotiamo con ¢, i coefficienti di Fourier di f’; sono calcolabili dai coefficienti di Fourier di
f integrando per parti (Perché ?7) e si ha

Cp—=—=

sup |f(z) — Sn(2)|< >

e R |n|>N

\/% Z |cnl;

|n|>N

cn = (in) e, se n#0;

d’altra parte la restrizione di f" a ] — 7w, w[ é in L2(—m, ) (Perché ?7) e, poiché (em)ngz é

una base Hilbertiana in L*(—,7)’, si ha

E .

o0

>l = 1Ny 5

n=—oo
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: :
dola] <e
n#0

allora, usando la disuguaglianza di Holder in [?, si ottiene

< ol + (Z ni)

n#0

Jun

o0

Z |Cn|:CO+Z

/
n
n=-—00 n#0 n

e cio conclude la dimostrazione.
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Per le funzioni definite in [—7, 7], la proposizione precedente ha la seguente riformulazione:

supponiamo che f sia una funzione in Cp, ([, 7]) e liscia a tratti in | — 7, [, allora

Sy — f(x)

uniformemente in [—m, 7.

Derivate successive.

Torniamo al punto 2. Se f ha molte derivate, la proposizione mostrata in quel punto puo
essere applicata varie volte in successione per calcolare la serie di Fourier di f, f/, f”,... A
ciascun ordine di derivazione, i coefficienti di Fourier ¢, vengono moltiplicati per in; cio
significa che le serie derivate convergono piu lentamente della serie originale. Detto in al-
tre parole, se la serie derivata converge, allora la serie originale deve convergere in maniera
“abbastanza rapida”. C’é una connessione (importante !) tra le proprieta di derivabilita di
una funzione e la velocita di convergenza della sua serie di Fourier. Queste considerazioni

intuitive possono essere rese un po piu precise nella maniera seguente.

Proposizione: supponiamo che f sia una funzione definita su R, 27-periodica, e di classe

C*=1: se la derivata f*~1) é liscia a tratti allora i coefficienti di Fourier di f soddisfano

o0

Z ‘nkcn

n=—oo

2
‘ <0
in particolare

n*e, —0

se n — oo. D’altra parte, supponiamo f 2m-periodica e integrabile su [—m, 7|, tale che i

coefficienti

Cp = \/% /: ft)e ™dt

soddisfino la condizione
lea] < Cln|~®F) (0 #£0)

per qualche C' > 0 e o > 1; allora f é di classe C*.

Dimostrazione: Per quel che riguarda la prima parte, con k integrazioni per parti (Perché

si possono fare ?7) si pud concludere che i coefficienti di Fourier, cff) di f® sono dati da

o) = (i)', ;
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la restrizione di f*) a ] — 7, 7[ é in L2(—, ) (Perché ?) quindi si avra

infty

3 [l =[]

Per quel che riguarda la seconda parte, osserviamo, innanzi tutto, che si ha

2
L2(=mm)

o0

> ‘njcn‘ <C> In|~*k=ite) < 2C > nT* < oo
n#0 n#0 n=1

se j < k. L’ultima affermazione é dovuta al fatto che a > 1. Questo implica che, per ogni

7 < k, le serie

[e) ) eina:
n) c,
n;m( ) V2T

siano uniformemente convergenti; esse convergono a funzioni continue, che sono le derivate
inx

) di flz) =3 o cnf/ﬂ.

Somme alla Cesaro.

E facile vedere che se una successione (a)g>1 (di numeri complessi) converge ad a, allora
anche le medie

1 K
K2

dei primi K termini della successione convergono ad a, se K — oo. Queste medie, pero,
possono convergere anche se la successione originale non converge. Ad esempio, la successione

1,0,1,0,1,0,1,0, ...

é divergente; la media dei primi K termini é £ se K ¢ dispari, : se K é pari, quindi la

2K 2
successione delle medie tende a % se K —o00
Data una serie > ., b,,, con somme parziali Sy = >N

n—o bn, la media delle sue prime K +1
somme parziali

1
— (So+ 51+ ...+ S5
—— (S0+ 51 )
viene della la sua K-eisma media di Cesaro ; si dice che la serie ¢ sommabile “alla
Cesaro” , al numero S, se le sue medie di Cesaro (e non le sue somme parziali) convergono

a S. Il teorema di Fejer ha la sua formulazione originale nella forma

Se f € Cpe, (|[—m,7]), allora le medie di Cesaro della serie di Fourier di f convergono ad
f uniformemente su [—7, 7.

4.5 Funzioni peso e polinomi ortogonali

Supponiamo che ]a, b[ sia un qualunque intervallo aperto di R, limitato o no; denotiamo
con w una funzione definita in ]a, b, continua, a valori strettamente positivi e tale che
le funzioni

x = z"w(r)
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siano (Lebesgue-)integrabili su |a,b[, per ogni intero n > 0; una tale funzione w viene
detta peso su ]a, b[; con queste premesse, si possono dimostrare i fatti seguenti:

1. esiste una successione (P,),>o di polinomi tale che
(a) Pn(z) & un polinomio di grado n,

/P Jw(x)dr =0 se n # m;

2. le proprieta (a) e (b) precedenti individuano univocamente i polinomi P,,, a meno di
un fattore moltiplicativo arbitrario; precisamente se (Q,,),>o ¢ un’altra successione di
polinomi con le proprieta (a) e (b) precedenti, allora esiste una successione (¢;,),>o di
numeri diversi da 0, tale che

Qn(x) = ¢, Pu(x) n=0,1,2,...;

3. ogni polinomio di grado k = 0,1, 2,... € una combinazione lineare dei
POa R Pka
in altre parole, il sottospazio vettoriale generato da Py, ..., Pk, nello spazio vettori-

ale di tutti i polinomi (in una indeterminata, a coefficienti complessi) coincide con il
sottospazio generato dai monomi

ediPy,..., P costituiscono una base di questo sottospazio;

4. la proprieta 2 precedente ci assicura che i polinomi P, possono essere fissati da una
sola condizione ausiliaria, oltre la (a) e la (b) del punto 1; esempi di come possa essere
imposta una tale condizione sono i seguenti:

(c1) il coefficiente del termine z™ (in P,) ¢ 1
b

(c2) [ (Pu(@)) w(a)de = 1;

(c3) Pu(zo) =1, in cui zy € [a, b];

5. P, ha esattamente n zeri distinti, tutti contenuti nell’intervallo ]a, b[; questo fatto indica
che P,, diviene sempre pid oscillante su ]a, b[, quanto pii n cresce (e che i P, sono a
coefficienti reali).

I polinomi P, sono ottenuti a partire dalla successione (linearmente indipendente) di

monomi

ed applicando ad essa il classico procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt, usando
come definizione di ortogonalita tra polinomi quella indotta dal peso w; esplicitamente, una



96 CAPITOLO 4. BASI HILBERTIANE NEGLI SPAZI 1.2(Q)

formula ricorsiva per la determinazione dei polinomi P, € la seguente (si ottengono in questo
modo polinomi che soddisfano la condizione ¢; del punto 4)

P()(I) = 1
2 = oo JPzw(x) da
Pila) = JPw(x) da

| =~ ”Pk (90)
P, = - Pl d
(x) x kz:% e ( / f x

qualunque sia la condizione usata per fissare i polinomi, le proprieta del peso w ci assicurano
che le funzioni

x = Py(z)y/w(x)

sono in L2(a,b) per ogni n = 0,1,2,..., e che esse costituiscono una successione ortogo-
nale di funzioni in L?(a,b); esse sono completamente individuate (come gia discusso in
precedenza, a meno di un fattore moltiplicativo inessenziale) dall’intervallo |a, b[ e dal peso
w; alcuni esempi classici sono i seguenti (i primi due verranno discussi piu in dettaglio in
seguito)

1. se Ja,b[=]—1,1[ e w(z) = 1, si ottiene la successione dei polinomi di Legendre,

22

2. se |a, b|=]—o00, +oo[ e w(x) = e™*" si ottengono le funzioni di Hermite,

3. se ]a,b[=]0,4o00[ e w(x) = e si ottengono le funzioni di Laguerre.

4.6 Polinomi e funzioni di Hermite

1. L’'n-esimo polinomio di Hermite H,(x) ¢ definito come

n
2 d —3
dx” ’

Hy(z) = (—1)""

esplicitamente, si puo calcolare che

Ho(x) =1, Hi(z) = 2%, Hy(z) = 42® — 8, H3(x) = 82 — 12z, Hy(x)162* — 4822 + 12, .. ;

2. in generale si ha

2 d® e d
T H = 1 e =——le"
¢ () (=1 Az da {e

= [Qan_l(x) — H;l_l(x)} ;
da cui si ricava la fondamentale relazione di ricorrenza tra i polinomi di Hermite

H,(x) =2zH, 1(x) — H]_,(x);
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questa formula permette di calcolare H, per induzione su n; in particolare, segue da
essa che il termine di grado piu alto di H,(z) e 2z moltiplicato per il termine di grado
pit alto di H,_i(x); quindi H,(x) & un polinomio di grado n, il cui termine di grado
piti alto & (2z)"; inoltre, dal momento che e & una funzione pari, H, & pari o dispari
a seconda che n sia pari o dispari;

3. si hanno relazioni di ortogonalita

+oo
Hyp(z)Hy(z)e ™ dz =0 sem#n

—00
e di normalizzazione
+oo 9 2
/ (H,(z))’e”™™ dz = 2"n!\/T;
— 0

infatti, se f e un qualunque polinomio si ha

/+oo Hy(z)e™ f(z)dz = (=1)" /+°° < d” x2> F() da =

—e
—0o0 —0 dz™
(integrando n volte per parti, e notando

che P(z)e ™ — 0 se 2 — o0, per ogni polinomio P)

+o0 2
= / ™ 0 () da;

—0o0

se f & un polinomio di grado minore di n, in particolare se f = H,,, con m < n,
allora f™ = 0 e cio prova la relazione di ortogonalita; d’altra parte, f = H, si ha
f(z) = (22)" + ..., e quindi f™ = 2"n!; allora

+oo 9 +00 9
/ (Hp(z))*e™™ do = Q”n!/ e " dr = 2"nl/7;

—0o0 —00

4. larelazione di ortogonalita del punto precedente, ed il fatto che ogni polinomio H,(x) ha
grado esattamente n, ci assicurano che i polinomi di Hermite sono i polinomi associati
univocamente (a meno di un fattore moltiplicativo) al peso w(z) = e™*" sull’intervallo
|—00, +00[, mediante il procedimento descritto nel paragrafo 4.3;

5. definiamo la funzione F' di x e t come
F(z,t) = & (0 = oHa=t?,

si ha
n
n d 7]{2

d” 2
—(t—=) — (1"
(=1)" e

—e
din

t=0
per cui si ha lo sviluppo di Taylor convergente su |—o0, +00|

F IR e I N n.
(z,t) =€) (d:z:"e ) t ngzo y n(z)t";

|
n—o N

la funzione F(x,t) viene detta funzione generatrice dei polinomi di Hermite; si ha

F'y =2tF, F',,=4t*F, F';,=2(x—1t)F,



98

CAPITOLO 4. BASI HILBERTIANE NEGLI SPAZI 1.2(Q)

per cui si ha l'identita
F'p —2xF , +2tF', = 0;

scrivenndo questa identita in termini dello sviluppo della funzione F' ed eguagliando
i coefficienti delle potenze t", si deduce che gli H,(r) soddisfano 1’equazione dif-

ferenziale
H)(z) — 2zH) (z) + 2nH,(z) = 0,

che puo essere anche scritta nella forma

7932 / ! 712
[e Hn(x)} +2ne " H,(z) =0;

. definiamo le funzioni di Hermite come

hp(x) = e_%Hn(x);

ogni h,, € L?(R), ed inoltre si ha
+o0o +oo 2
(Ao, hn)LQ(R) = / ho () by (z) dz = H,(2)H,(x)e ™ dz =0 sem #n;

— 00 —00

quindi la successione (h,),>o ¢ una successione ortogonale in L*(R); inoltre
9 +00 o a2 -

denotiamo con h,, le funzioni di Hermite normalizzate; esplicitamente

hn(l‘) B n 1

1 22 dP 2
= =(=1)"272x 1(n!) 2e2 e )
||hnHL2(R) ( )

h
n(®) dz”

si verifica facilmente che le h, soddisfano 'equazione differenziale (di Hermite)
—h" + 2%h, = (2n 4 1)h,

e la relazione di ricorrenza

hngr(2) = (20 +2)7

SIS

(wha (@) = hi,(2));

. la successione (hy,),>o delle funzioni di Hermite normalizzata ¢ una base hilbertiana

di L?(R); per mostrare questo fatto, mostriamo che se f ¢ un’elemento di L*(R) tale
che

~ +oo .

(hn7 f)LQ(R) = / ]’Ln(l')f(l') dx = 0, n = 0, 1, 2, ey

—0o0
allora f = 0 in L%(R), vale a dire f = 0 quasi ovunque; per ogni intero k& > 0, z*
puo esssere scritto come combinazione lineare dei primi £ polinomi di Hermite e quindi
7)2 . . . . . . . . .
e~z ¥ puod essere scritto come combinazione lineare delle prime k funzioni di Hermite
normalizzate
) k

x

e Tl = chz,(x), k=0,1,2,...;
i=0
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allora per la linearita del prodotto scalare si ha

+oo 22
/ *f(r)e"Tdr=0 k=0,1,2,...

— 00

se f € L*(R); poiché
<x — e“'e_%) € L*(R) VteR,

ne segue che

(:zc ()] —) cL'(R) VieR:

si ha

CD»—-
&
[
hE

|
n=0 n:

e la serie converge, per ogni t, su tutto R; si ha

< iyl

= f@)deT € L'(R);

N-
ot

l
n=0 n:

allora per il teorema della convergenza dominata

+o00 22 . +oo 22 N s ”
e ze™dr = lim r)e T
f(z)

- N—oo n=0

+<>o 2

2
per ogni t € R; cid significa (notando che e™ = € L?(R))

F* (eTf) =0 = e 7 f =0 quasi ovunque —

—> [ = 0 quasi ovunque;

8. le funzioni di Hermite normalizzate (hy,)n>o sono le autofunzioni dell’operatore di
Fourier-Plancherel su L*(R); infatti si ha

ho(x) = %e
per cui ' '
(Fho)@) = = (Fe s ) (@) = =T = holw)

supponiamo che sia
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allora, utilizzando la relazione di ricorrenza per le h,,, si ha

(Fha)(y) =

4.7 1 polinomi di Legendre

1. L'n-simo polinomio di Legendre, denotato con P,, ¢ definito da

1 dar
— onpldan

Fu() («* = 1",

per ogni intero n > 0; la funzione (2% —1)" & un polinomio di grado 2n, con termine di
grado piu alto 2%", quindi P, ¢ un polinomio di grado n, per ogni n: esplicitamente,
e facile calcolare

P@)=1, Piz)==z Pox)= %(31;2 _,

1 1
Ps(z) = 5(5x3 —3z), Py(z)= 5(35x4—30x2+3),...;
il coefficiente del termine di grado pid alto del polinomio P, ¢ calcolabile da

1 47

Pa(r) = g

(x2”+...):Q%n![gn(gn_1)...(n+1)xn+...]:

2. si ha la proprieta di ortogonalita

/+1 Pu(x)P,(x)dx =0 sem # n;

-1

infatti, 'osservazione fondamentale ¢ che se f ¢ una qualunque funzione di classe CF
su|—1,1[, si ha

+1 gn

2"n! /:1 P,(x)f(z)dz = /_1 s (2 = 1)"f(z)dw =

(integrando per parti)

. lf(x)(f:—;(ﬁ—mt—/l (@ )" f (@) da
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il primo termine si annulla poiché la funzione (z* —1)" = (x — 1)"(z + 1)" ha zeri di
ordine n in z = +1 e quindi le sue prime (n — 1) derivate si annullano tutte in = + 1;
con n integrazioni per parti, allora, si ha

2"n! /+1 P,(x)f(z)dz = (—-1)" /tl(ﬁ — )" (z) da;

-1

se f & un polinomio di grado minore di n allora f™ = 0 e quindi
+1
/ Po(2)f™ (2) dz = 0
-1
in particolare cio e vero per Fy ... P,_1, e quindi
+1
/ P, (z)P,(x)dz =0 sem < n;
-1
con lo stesso ragionamento, scambiando i ruoli di m e di n si ha anche

+1
/ P,(z)P,(x)dz =0 sem >n,

-1

e quindi i polinomi P, sono ortogonali;

. poiché ogni P, ha grado n e si ha

+1
/ Pu(z)Py(x)dz =0 se m #n;

—1
se ne deduce che i polinomi P, sono i polinomi associati (quasi) univocamente al peso
w = 1 sull'intervallo |—1,1[;

al punto 2 abbiamo ottenuto la formula

n + _(_1\n + 2 1\n £(n) .
2 n![l P,(x)f(z)dz = (—1) /71 (x® = 1)" " (x) d;
scegliendo f = P,, si ha
(2n!) 1-2-3---(2n)

(n) — — —=1-3-5... —
P = e = g ey, RS,

e quindi

/+1 (P,(x))* dz = 1:3:5@n1) /H(l — %)™ da;

-1 2nn! -1
ed anche
+1 1
/ (1—-2*)"dr = 2/ (1—2*)"dr =
(con la sostituzione x = /%)

! 1 L(n+1C(3)
= 1— n 2d :—2:
n! ontinl
%%(n%—%) o 1-3-5---(2n+1)

in conclusione si ha I'importante formula di normalizzazione

2

+1 )
[ (P do =52
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5. per ogni n, si ha P,(1) =1e P,(—1) = (—1)"; infatti, per la formula di Leibnitz si ha

o= 171 = 3 (1) e = 0 g+ 1

n
dx =

nel punto x = 1 il solo termine con k£ = n non si annulla e quindi

Pu(l) = — (Z) [%(x - 1)"] ICER Lo

2nn)! 2nn)
analogamente, si puo provare la formula per P,(—1);
i polinomi di Legendre sono soluzione di un’equazione differenziale; infatti, per ogni
n >0 si ha
/
(1= 2) (P (2)] +n(n+1)Pa(x) = 0;
per verificare questa uguaglianza si pud procedere come segue: denotiamo g(z) =
[(1 - 2?)(P,/(x)]’; dal momento che P,’ & un polinomio di grado n— 1, P, ¢ di grado
n+ 1, e quindi g e di grado n; il suo termine di grado piu alto e dato da
(2n)!
2n(n!)?

allora g+n(n+1)P, & un polinomio di grado n— 1, e quindi & una combinazione lineare
di po,...,Pn,y

= [0Pear)] = —ntn+ 5

[\
—~
S
N
S

g(z)+n(n+1)P,(x) = {(1 — I2)Pn/} +n(n+1)PF, Z ¢iP,
i coefficienti ¢; possono essere calcolati usando le relazioni di ortogonalita tra i F,,
quindi

(g + n(n + 1)Pn, Pj)Lz(,m) _ (97 Pj)m(,m) + n(n + 1)(Pn, Pj)Lz(le)
1Pl (=1,1)2 1P llL2(~1,1) ’

Cj:

(Pns Pj)i2(-1,1) =0per j<ne

+1

(9, Pj)r2(-11) = / [(1 — xQ)Pn'(x)}/Pj(:z:) da;

-1
dopo due integrazioni per parti, si ha
/

(9 P = [ Palo) [(1= 2P (@)] d

(1 —2?)Py(z)) & un polinomio di grado j, quindi & una combinazione lineare dei
Py, ..., P; e quindi ¢ ortogonale a P,; cio mostra che ¢; = 0 se j < n, e conclude la
dimostrazione;
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7. si ha la proprieta fondamentale che la successione di funzioni

2 1.1
(( n 4+ )5Pn)
2 n>0

¢ una base hilbertiana di L?(—1, 1); infatti, abbiamo gia visto (punti 2 e 4) I'ortonor-
malita della successione; poiché lo spazio vettoriale delle combinazioni lineari finite di
polinomi di Legendre coincide con lo spazio vettoriale di tutti i polinomi, e sufficiente
mostrare che l'insieme delle restrizioni dei polinomi a |—1,1[ ¢ denso in L*(—1,1);
per questo, supponiamo f € L?*(—1,1) ed € > 0; allora, poiché C.(]—1, 1[) & denso in
L?(—1,1), esiste una ¢ € C.(]—1, 1[), tale che

If — <P||L2(—1,1) < g

prolunghiamo ¢ ad una funzione ¢ € C([—1,1]) ponendo

allora, per il teorema di Weierstrass, esiste un polinomio P tale che

sup |P(z) — 8] < e
z€[—1,1]

e quindi, “a fortiori”,

sup |P(z) — ¢(z)| <&
z€]—1,1]

allora si ha anche

1
1P = lhacny = ([ 1P@) - o) de)” < V2
in conclusione, abbiamo che, data f ed &, esiste un polinomio P tale che
If = Plliz-1y < I1f = @l + e = Plliaiyy < (1+ V2)s;

8. ogni f € L?(—1,1) puo essere sviluppato sulla base dei polinomi di Legendre come?
f = Z an Py,
n=0

in cui a,, = 2 [*! P, (2) f(x) d; si potrebbe mostrare che la serie f = Y2 a, P,
converge punto per punto purché f sia liscia a tratti;

9. nella stessa maniera in cui siamo passati dalla base trigonometrica in seni e coseni
su |—m, 7| alle basi di soli seni o di soli coseni su |0, 7[, si pud passare dalla serie di
polinomi di Legendre su |—1,1,[ alla serie di polinomi di Legendre pari o dispari su
10, 1[; le successioni

(P2n>n207 (p2n+1>n20

2]a convergenza della serie e 'uguaglianza tra i due membri devono essere interpretate nel senso di L2(—1, 1)
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sono entrambe ortogonali in L2(0,1); la norma di P, in L2(0,1) ¢ (2n + 1)72; le

successioni
< Py, ) ( Py, )
HPQTLHLQ(O,U n>0 ’ HPQTL+1HL2(O,1) n>0

sono entrambe basi hilbertiane di L(0, 1); in conclusione, ricordiamo che anche per
i polinomi di Legendre si puo scrivere una funzione generatrice, come per i polinomi di
Hermite; si potrebbe mostrare che

(1—2at +12)72 = 3 P (a)t™;
n=0

infine, riportiamo un’utile formula di integrazione

1

D [Prii(x) = Poa(2)] + ¢,

/Pn(x) dor =

in cui il membro di sinistra indica 'insieme delle primitive di P,, e la formula e valida
per ogni n se si pone P_i(x) = 0; la sua verifica & elementare ed ¢ lasciata per esercizio.

4.8 Le armoniche sferiche

Consideriamo in R? il rettangolo aperto R
R = ]0,7[x]0,27]
= {fpcR* : 0<f<m 0<p<2r};

denotiamo con B(]0, 7[) la o-algebra degli insiemi di Borel di R contenuti in |0, 7[; definiamo
su questa o-algebra una misura pg, ponendo

po(B) = | sin0ad, E e B(0,x);

¢ immediato verificare che jg cosi definita sia una misura su B(]0,7[); la sua proprieta
fondamentale e la seguente

f €LY (ug) <= (6 — f(#)sind) € L'(0,n)
e, in tal caso, ) ﬂ
/ f(0)due = / f(6) sin 6 do;
0 0

analogamente, consideriamo la o-algebra B(]0, 27[) degli insiemi di Borel di R contenuti in
10, 27[; definiamo una misura u su questa o-algebra ponendo

w(E)=1|E|, E€BR), EC|0,2r];

¢ immediato verificare che p & una misura su B(]0, 27[);
la o-algebra prodotto B(]0,7[) ® B(]0,27[) coincide con la o-algebra B(R) degli insiemi di
Borel di R? contenuti in R; si puo allora definire una misura o su (R, B(R)) ponendo

0= g @ K
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la proprieta fondamentale di o e la seguente:
f(R— C)eLY o) <= (0,0 f(0,p)sinf) € L'(R)

e, in tal caso,

/Rf(é’,go)do(ﬁ,go):/Rf(é’,cp)siné’dﬁ do.

Vogliamo definire una base Hilbertiana dello spazio L?(c); a questo scopo, dobbiamo
costruire una famiglia di basi Hilbertiane per lo spazio L?(uy);
per ogni coppia m, n di interi positivi definiamo la funzione associata di Legendre, P",
come

=P,

e (v)

o (1_3:2)% dm+n 2 n.
TR R

m
2

P™z) = (1-2%)

n

evidentemente, dal momento che P, ¢ un polinomio di grado n, si ha che
P"(z)=0 sem >n,

quindi si suppone sempre implicitamente n > m quando si considerano le funzioni P*;
evidentemente, si ha

Py (1) = P(=1) = 0;
infine, si puo verificare con un calcolo esplicito, usando le proprieta dei polinomi di Legendre,

che
4 (1— 3;'2)m+17dm+1 Pu(z)| = —=(n—m)(n+m+1)(1 - $2)md—mp ().
dx dgm+1-" dzm™ "

Per ogni intero positivo m, la successione

(B3") (n=m)
¢ ortogonale in L?(—1,1); innanzi tutto, si ha, per ogni m
(B Py = [ (=20 Po(a) S Py(a)d
i e A C QN Q) EF
dqm dmfl 1
= (1-2*)"—P, P,
(1= 2" G Fole) gy Pe)]|

1 da™— T dx dzm
1 dmfl ) ) m—1
= =mt+Dn+m) [ = Pu(@)1 -

= (n+m)n+m—1)n—m+1)(n—m+2) (Pf_Q,P;’,””’Q)

_/ " L l(l_ﬁ)md—mpn(x)] dz

P,(x)dx

L2(-1,1)

= En—m;i (P, P )L2( 1,1)
~ (n+m)t 2
B (n—m)!2n+15m/
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Per ogni m > 0 la successione
(Pén)nzm
¢ totale in L?(—1,1); ciot esplicitamente se f € L*(=1,1) e (B, f)12(_y,) = 0 per ogni
n > m allora f = 0 in L?(—1,1); infatti si ha

m

1 d
(P Dz = [ (1 =2 =—Pu(a)f(2) da,

ol

a questo punto si possono fare due osservazioni

1. se f € L?(—1,1) anche h, definito da

¢in L2(—1,1);

2. (Eﬁ—mmpn(x) e un polinomio di grado n — m, con m fissato ed n > m; ogni polinomio di

grado k puo allora essere espresso come combinazione lineare di

dm d™ d™
dom (), dx—mperl(x)a"'a (m—umJrk(l’);

quindi, I'ipotesi che
(P f)L2(—1,1) =0
implica che
(Qk, h)LQ(—l,l) =0
per ogni polinomio ¢, di grado k e per ogni k > 0;
poiché l'insieme dei polinomi ¢ denso in L?(—1,1) se ne deduce che h = 0 in L*(—1,1);
quindi

m

(1—-2%)2f(z) =0 quasi ovunque in | — 1,1

—

f(z) =0 quasi ovunque in | — 1,1[ ;

cid mostra che la successione (P™),>, ¢ totale in L*(—1,1).

Poiché si ha
(n+m) 2

(n—m)!2n+1’

HPTTH?J?(—m) =

se ne deduce che, per ogni m > 0, la successione

2n4+1 | (n—m)!
( 2 (n—i—m)!P" )n>m
)

¢ una base Hilbertiana di L?(—1,1).

L’applicazione
0+ cosf( 0,7 — |]—1,1])
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e biiettiva, bicontinua e derivabile con continuita a tutti gli ordini con la sua inversa; il suo
Jacobiano
|J(0)| = sin 6

e strettamente positivo in |0, 7[; per il teorema sul cambiamento di variabili negli integrali si

ha
felt(-1,1) (0 — f(cos®)sinf) € L*(0, )

—
< (0 — f(cosf)) € L*(up)

e, in tal caso,

/11f(x) do = [ fleos0)singas = [ f(cos0) duo(6);

0

'applicazione f +— f(cos(+)) (L*(—1,1) — L2 (1)) & un isomorfismo lineare di spazi vettoriali
che conserva i prodotti scalari ( e le norme); allora, per ogni m > 0 la successione

2 1 )!
( nt —m) P (cos(- )
\ \ ( n—l—m'

¢ una base Hilbertiana di L2(uy).

Consideriamo la famiglia di funzioni
Yo (0, @) = e Pml(cos @), 6,0 € R

doven=0,1,...;e |m| <m;
le Y,,,, vengono dette armoniche sferiche; evidentemente le Y;,, sono in L?(¢) e sono una
famiglia ortogonale in questo spazio; infatti

Yons Yo )20y = /Re_lm“"e‘m # pIml(cos Q)P‘, ‘(cos 0)do (0, )
= / elm'=m)e plml (g Q)P‘, (cosf)sinfdfdy
(Ssando il teorema di Fubini)
= /O27r el(m’=m ‘pdga/ Pl cos@) o (cos@) sin 6 do
= 27 0mm ~/0 Pl (cos Q)PA, (cos @) sin6 do

1 /
= 27T6mm/~/ PJLm|(x)P,L7”(x) dz
—1

(n+|m))! 2

= 2 (5mm’5nn’ ;
" (n—|m|)! 2n + 1

inoltre, I'insieme delle armoniche sferiche ¢ totale in L?(0); per questo supponiamo che
fel?(o)e (Yimm, 2oy =0 per ognin >0 e [m| < n; si ha

oms Dizey = [ Y090 (6.0) dor (6, ¢)

T 2
= / do (an(cos 0)sin@ - / e (0, ) dgp) ;
0 0
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per ogni m € Z la funzione

0 /2” ¢~ (8, 0) dp =: hon(6)
0

¢ in L2(pg) (vedi I'inserto infra); usando questo fatto otteniamo che
/ P! (cos 0)hp,(A) sin 6 df = 0
0

per ogni n > |m/|; poiche P/™l(cos-) & totale in L?(ug), questo implica che per ogni m € Z si
ha
hm(0) =0  quasi ovunque in |0, 7[;

per ogni fissato 6 la funzione
v f(0,9)

¢ in L2(0, 27), quindi, per quasi ogni 6§ €]0, 7|,

2 .

/ e f(0,0)dp=0

0

per ogni m € Z e cio implica che, per quasi ogni 6 €]0, 7[, la funzione
(o= f(0,0)) =0

quasi ovunque in |0, 27[; questo implica che f = 0 in L?(o), infatti

s 2m
£y = [ a0sing [~ dglf(0. )1 = 0

(poiche per quasi ogni 6 €]0, 7| la funzione (p — |f(0, ¢)|?) & uguale a zero quasi ovunque in
10, 27], allora [ |f(0,¢)|? dp = 0 per quasi ogni 6 e

T 27
/ desine/ delf(8,9)* = 0);
0 0

cio implica f = 0 in L*(0) e quindi che (Yy5),,,c7 .5 € totale in L (o);
Inserto: nella dimostrazione precedente abbiamo usato questa proprieta:
se (X, A, pn) e (Y,B,v) sono due spazi dotati di misura, entrambi o-finiti, e

(X XY ARB,u®v)
e il loro prodotto, data una funzione
kel (p®v)

allora, per ogni f € L?(v), la funzione

(x — /Y k(z,y)f(y) dy(y)) € L2();

per la disuguglianza di Holder, si ha, per ogni x € X,

[ M) dvty) € G| < [ k) Pavt) - [ 1) Pav):
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dal momento che
(2,9 = k(2. 9)]*) e L' (p @),

il teorema di Fubini ci assicura che
(0= [ )P dvy)) € L' ()
e la proprieta e provata. Fine inserto.

In conclusione il sistema di funzioni

(2n+ 1)(n — |m])!)?
(( 4 (n + [ml)! )Ymn)mezmam

¢ una base Hilbertiana di L?(0); ogni funzione f € L?(¢) puo essere sviluppata come

n

f = i Z CmnYmn

n=0m=—n

= Y P (cos()

n=0m=-—n
in cui

(Ymna f)L2(g')
HYmnHi?(a)
(2n+ 1)(n — |m|)!

27r
= Je™™? PIml(cos §) sin 6 d6 dep.
- (n+\m[ / / " (cos 0) sin ®

Denoteremo con S il sottoinsieme chiuso di R?, definito da
S:={zcR®: |z =2+ 2i+22=1};

S viene detta la sfera (unitaria) in R?; S, come sottoinsieme chiuso in R?, & un sottoin-
sieme di Borel di R?; si pud mostrare che la sua misura di Lebesgue (come sottoinsieme di
R?) ¢ nulla; nonostante questo fatto, & possibile definire una misura naturale su S; questa
misura ¢ definibile poiche S ¢ una superficie in R? e viene detta I’elemento d’area della
sfera; ovviamente essa non ¢ la misura indotta su S dalla misura di Lebesgue su R?;

la descrizione esplicita della misura elemento d’area della sfera ¢ legata alla possibilita di co-
ordinatizzare i punti della sfera mediante coordinate sferiche; consideriamo 1’applicazione

v (R — R?) definita da
0, — (0, p) = (cosb,sin b cos p,sin O sin @) ;

WY cosi definita & un’applicazione biiettiva, indefinitamente differenziabile, con la sua
inversa, tra R ed il sottinsieme aperto S’ di S dato da

=S\ {(z1,22,23) €S : x3=0,29 > 0},
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cioe la sfera unitaria meno il “meridiano di Greenwich”; I’applicazione v definisce le coordi-
nate sferiche su S;

si definisce la o-algebra B(S) dei sottoinsiemi di Borel di S come l'insieme dei sottoinsiemi
di Borel di R? contenuti in S;

si definisce una misura w su B(S) ponendo

w(E) = o({0,peR : Y(b,p) € ENS'})
= oy (ENS))  EecB(S)

tale misura w e I'elemento d’area della sfera; la sua proprieta fondamentale ¢ la seguente:
supponiamo che

p— f(p)(S—C)

sia una funzione definita sulla sfera S, allora

feL(w) <= (0,0 f(U(, )))GL()
= (0,9 sind f(¥(0,9))) € L'(R)

e, in tal caso,

J @ ) = [ 700, 0)do(6.)
_ /f ))sinfdd de;

risulta, quindi, completamente definito lo spazio L?(S); mediante il sistema di coordinate v
le funzioni definite su S possono essere identificate con le funzioni definite su R; in particolare
L%(s) viene identificato con L?(¢); in effetti questi due spazi non vengono distinti; & questo
un piccolo abuso logico ampiamente ammesso ed accettato nell’uso pratico.



