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Capitolo 1

Le rappresentazioni dei gruppi
finiti

1.1 Le proprieta fondamentali delle rappresentazioni
dei gruppi finiti

In questo capitolo con espressione “un gruppo G” intenderemo sempre (salvo
esplicito avviso contrario) un “un gruppo finito G”. Con l'espressione “uno
spazio vettoriale V” intenderemo sempre (salvo esplicito avviso contrario) “uno
spazio vettoriale complesso V', di dimensione finita”.

1.1.1 Le definizioni fondamentali

1. Una rappresentazione di un gruppo G in uno spazio vettoriale V' & un
omomorfismo

m: G — Aut(V);
indicheremo la rappresentazione con la coppia (m, V);

2. se (m, V) (p, W) sono due rappresentazioni di G e se

T:V =W

¢ un’applicazione lineare, diremo che T' ¢ un G-morfismo (o, anche, che T
intreccia 7 e p) se ha la proprieta

per ogni z € (G e per ogni v € V. L’insieme di queste applicazioni viene
denotato con Homg(V,W). Homq(V, W) & un sottospazio di Hom(V, W)
e, nel caso che W coincida con V, Homg(V,V) & una sottoalgebra di
End(V);



. se (m, V) (p,W) sono due rappresentazioni di G, diremo che esse sono
equivalenti se esiste un elemento T di Home(V, W) che sia un isomorfismo
di spazi vettoriali;

. se (m, V) & una rappresentazione di G e W & un sottospazio vettoriale di
V, diremo che W & stabile (o invariante) per 7 se

m(z)w e W

per ogni w € W e per ogni x € G; per ogni = € G si ha

() W =W,

inoltre, per ogni T' € Homg(V,W) si ha

ker T & stabile in V'

1m T ¢ stabile in W

. se (m, V) & una rappresentazione di G e W & un sottospazio di V, stabile
per 7, allora (my,, W) ¢ una rappresentazione di G; viene detta la sotto-
rappresentazione di (mw, V') definita da W (a volte si dice, semplicemente,
che W & la sottorappresentazione di (m,V)); si dice che (w,V) & irridu-
cibile se le sue sole sottorappresentazioni sono quelle banali (cioe quelle
definite dai sottospazi invarianti banali di V', che sono V stesso e {0});

. se (m,V) & una rappresentazione di G ed (ey,...,e,) € una base di V,
allora la matrice m;;(x), della rappresentazione 7, ¢ data da

m(z)er =Y mir(z) e,
j=1

perognix € Gedogni k=1,...,n;

.se (m, V) e (p,W) sono rappresentazioni di G, possiamo costruire,
mediante esse la rappresentazione somma diretta, denotata con

(r@®p,VoW)

questa rappresentazione e definita sullo spazio vettoriale V' @& W ponendo

(m ® p) (2) (v, w) := (7(2) v, p(z) w)

perogniz € G e perogniv € V, w € W. Se fissiamo una base (e1,...,e,)
in V e una base (f1,..., fp) in W, allora

((e1,0), (1,00, (0, /1), 0, £))
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¢ una base in V @ W; le matrici m;, e p;, si combinano allora nella matrice

T @ p come
(%)
0 pij

cioe (m @ p);; ha la forma “diagonale a blocchi”.

1.1.2 Azione di G su spazi di funzioni. Rappresentazioni
regolari

Denotiamo con M un insieme (finito) su cui & definita un’azione di G, che
denotiamo

z,mv+— x[m], x€G, me M.

Denotiamo con F(M) lo spazio vettoriale su C delle funzioni definite in M, a
valori complessi; per ogni m € M definiamo ¢, € F(M), ponendo

1 se m=n
0 se m#n.

Im(n) = {
Con queste notazioni,

{0m :m € M}

¢ una base di F(M); ogni f € F(M) puo essere espresso univocamente come

= Z am(sma

meM

in cui a,, = f(m). Si definisce una rappresentazione (m, F(M)) di G ponendo
(7(@) £)(m) = f (=7 [m]), = €G;
(m, F(M)) & una rappresentazione in quanto:

1. per ogni fissato = € G,

e lineare;

2. se x,y € G, si ha



Notiamo che, scrivendo
f(m) = Z ap dp(m),
peEM
si ha, per ogni z € G,

(7(@) 1) (m) = > apdy (o' m]) =

peEM

= Z ap Oyfp)s

peEM

per cui 7 & completamente descritta dalla sua azione sulla base {0, : m € M }:

(x) O, = O[m]-

Se si sceglie M = G, con ’azione di G su G data dalla moltiplicazione a sinistra

alz] = azx a,z € G,

la, costruzione descritta sopra porta a definire una rappresentazione (A, F(Q)),
che viene detta la rappresentazione regolare sinistra (A sta per “left” =sinistra).
Notiamo che G agisce su se stesso anche per moltiplicazione a destra, ponendo

-1

alz] =za a,z € G.

La costruzione precedente, anche in questo caso, definisce una rappresentazione
di G, denotata (p, F(G)) (p sta per “right” =destra); esplicitamente

(M) f)@) = fa's)  azeG, feF@E)

(p(a) 1) (@) = f(wa) a2 €G, feF(G)
sulla base {0, : z € G} di F(G) le azioni di A e p sono date da
Ma)dy = 0g 2 a,r € G
p(a)dy = dpq1 a,z € G.

Infine notiamo che I'applicazione
f—f: FG) = F(Q),
in cui f’ & definita da

fl(x) = f(z™"), z € G,

e un isomorfismo di spazi vettoriali che intreccia le rappresentazioni A e p che
sono, quindi, equivalents.



1.1.3 La completa decomponibilita delle rappresentazioni di G

Vogliamo descrivere le rappresentazioni di G che non possono essere espresse
come somma diretta di altre rappresentazioni; esse vengono dette indecomponi-
bili. Per i gruppi finiti, tali rappresentazioni coincidono esattamente con quelle
wrriducibili; inoltre, ogni rappresentazione € somma diretta di irriducibili; que-
sta decomposizione in somma diretta &, fino ad un certo punto da precisare,
univocamente determinata. La chiave per mostrare questi fatti ¢ il risultato
seguente.

Proposizione. Se (7, V') ¢ una rappresentazione di G, allora si puo definire su
V' un prodotto scalare (-,-), invariante rispetto all’azione di Gj tale cioé che

(v,w) == (7r(ac) v, (%) w)

per ogni x € G e per tuttii v,w € V.
Dimostrazione. Sia (-,-)o un qualunque prodotto scalare su V', definiamo

allora si ha

1. v,w — (v,w) & un prodotto scalare su V;

2. (vyw) = (W(I)U,’]T(IE) w); infatti

(7"($) v, () ) ] Z( z)v,m(y) m(x) w)o =

(poiché, per ogni z € G, 'applicazione y — yx : G — G ¢& biiettiva)

] Z( “’>o = (v,w).

Commenti e conseguenze

1. L’affermazione della proposizione precedente non € vera se G non ¢ finito.
Questo e un esempio: considerate C come spazio vettoriale 1-dimensionale
su C; per ogni n € Z consideriamo ’operatore moltiplicativo

z+—a"z, (a € C, a#0);

questa € una rappresentazione di Z, 1-dimensionale, che non & unitaria,
rispetto all’unico prodotto scalare che si puo definire su C;
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2. Se W & un sottospazio non banale di V', stabile rispetto a 7, allora W ha
un complementare in V' (cioé un sottospazio W' di V tale che V.= WaW')
anch’esso stabile. Infatti, fissiamo su V un prodotto scalare w-invariante,
la cui esistenza ci é assicurata dalla proposizione precedente. Denotiamo

Wt={weV: (vw)=0,YweW};
allora W & 7-invariante. Infatti, se v € W, si avra, per ogni = € G e

per ogni w € W,

(W(x)v,w> = (W(x_l)w(x)v,w(x_l)w> =
= (v,w(xil)w) =0,

poiché m(z~)w € W e v € W+; per cui n(z)v € W.

Chiaramente si ha

(m, V) = (’/T|W,W) @ ('IT|WL,WJ_).

3. B importante capire che la proprieta precedente non € necessariamente
posseduta da un gruppo non finito. Ad esempio, considerate il gruppo
additivo R e la sua rappresentazione in C?

al—><(1) ?) R — M(C);

. . . 1 . .
il sottospazio di C? generato da ( 0) ¢ stabile, ma nessun suo

complementare lo é.

4. Se (m,V) non ¢ irriducibile e quindi W & un sottospazio invariante non
banale, il punto 2 ci assicura che W possiede un complementare inva-
riante W'. A loro volta W e W' possono avere sottospazi invarianti non
banali. Nel primo caso, possono essere ulteriormente decomposti e cos™I
via. Alla fine (ricordando che V' & di dimensione finita) si otterrd una
decomposizione di V' in somma diretta di sottospazi tnvariants irriducibili

Questa proprieta delle rappresentazioni finito-dimensionali dei gruppi
finiti viene detta completa decomponibilita.

5. B naturale porsi il problema dell’unicita della decomposizione di V in
sottospazi irriducibili e stabili. Considerate la rappresentazione

w(x) =1  per ogni x € G,



in cui I & lidentita in Aut(V'). Evidentemente, ci sono infiniti modi di
decomporre V in sottospazi 1-dimensionali, tutti irriducibili e invarianti.
Quindi, in generale, la decomposizione di una rappresentazione in somma,
diretta si sotto rappresentazioni irriducibili non € unica. Tuttavia, c’¢ un
certo grado di unicita nella decomposizione, che discuteremo pili avanti.

6. Se G agisce su un insieme finito M, la rappresentazione (p, F(M)) non
¢ mai irriducibile, a meno che M non contenga soltanto un elemento:
infatti la funzione costante, uguale a 1 su tutto M, genera un sottospazio
1-dimensionale invariante di (M) su cui G agisce con la rappresentazione
banale (ogni elemento di G & rappresentato dall’identita).

Il problema centrale della teoria delle rappresentazioni e descrivere

esplicitamente la decomposizione della rappresentazione regolare.

7. Se (m,V) e (p, W) sono due rappresentazioni di G, allora

Homg(V, W) # {0}

se e solo se esiste una sottorappresentazione di V' equivalente a una sot-
torappresentazione di W. Per mostrare questo fatto, possiamo assumere
che su V sia definito un prodotto scalare m-invariante e su W sia definito
un prodotto scalare p-invariante. Supponiamo, innanzi tutto, che esista
un elemento 7' # 0 in Homg(V,W): allora ker T' & w-invariante in V' e
vm T & p-invariante in W. Allora

T|(ke,« )L € Homg ((ker T)L,im T) :

T)(ker 7y+ © un isomorfismo di spazi vettoriali che definisce I'equivalenza

(W\(kerT)ia (ker T)L) = (plim>im T) .

Supponiamo che siano Vi un sottospazio w-stabile di V' e W; un sotto-
spazio p-stabile di W, tali che esiste un isomorfismo S : Vi — W che
intreccia ™ e p. Ogni elemento v di V' puod essere espresso univocamente
come v =v; + v, incuivy € Vi ewvy € VIL, allora definiamo T : V — W,
ponendo

Tov:=Swv.

E immediato verificare che T € Homg(V,W).

1.1.4 L’algebra di G

In F(G) puo essere definito un prodotto che lo rende un’algebra, in modo tale
che G puo essere immerso in maniera naturale in F(G), preservando le rispettive
moltiplicazioni. Notiamo, innanzi tutto, che ’applicazione



T+ 0y G— F(G)

€ un’applicazione iniettiva, che permette di identificare G' con un sottoinsieme
di F(G). La moltiplicazione in F(G) puo essere definita in modo naturale; se

f:Zf(x)‘sma g:Zg(@(ig

reG T€G

si definisce il prodotto, f * g, tra f e ¢ in modo che

Frg="> f(x)g(y)ds x4,

r,yeG

e si pone per definizione

O * Oy 1= Oz, xz,y € G.

Allora si avra

= Z flx)g(z™"z) 6, = Z (Z f(x)g(x_lz)> 5y

z,yed 2€G \zeG

Si pud quindi definire il prodotto fra elementi di F(G) intrinsecamente (cioe
senza 'uso della base) come

(f+9)y) == f(z)g(z"y), y € G;

zelG

definizione equivalente a porre

O * 0y = Ogy.

Il prodotto f x g viene detto “prodotto di convoluzione su G”. E immediato
verificare che F(G) con l'operazione * sopra definita & un algebra con identita
Je (e = identitd in G)

E immediato verificare che f € F(G) commuta con tutti gli altri elementi
di F(G), cioe

frxg=gxf per ogni g € F(G),

se e solo se

flz) = flyzy™)

cioe se e solo se f & costante sulle classi coniugate di G. Queste funzioni vengono
dette “funzioni centrali” in F(G). (In generale, il centro di un algebra e I'insieme
degli elementi che commutano con tutti gli altri).
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1.2 La struttura dello spazio Homg(V,W) e le
decomposizioni delle rappresentazioni di GG

1.2.1 Decomposizione di Homg(V,W) rispetto alle decomposi-
zionidi Ve W

Denotiamo con (m, V) e (p,W) due rappresentazioni (complesse, finito
dimensionali) di un gruppo (finito) G. Supponiamo che

WZWl@---@Wq

sia una qualunque decomposizione di W in somma, diretta di sottospazi in-
varianti (non necessariamente irriducibili) rispetto a p. Denotiamo con Q; il
proiettore sul sottospazio Wj; per ogni j =1,...,q, si ha

Q€ Homg(W,W).
Infatti, per ogni w € W, si ha, per ogni z € G,
Q) p(z)w = (p(z)w)

p(z) Qj w = p(x) wj;

consideriamo

d’altra parte

plz)wr + ...+ p(z)wy = p(z) (w1 +... +wy) =
= p(z) w;
per ipotesi p(z) w; € Wj, per ogni j = 1,...,¢, allora, per la definizione stessa

di somma diretta,

(playw) = playuy;
da cui

p(z) Q5 = Qjp(x), per ogni xz € G.

In maniera del tutto analoga, supponiamo che

V=Vi®...0V,

sia una decomposizione di V in somma diretta di sottospazi stabili rispetto
a m. Denotiamo con P; il proiettore sull’i-esimo addendo diretto V;, nella
decomposizione di V. Allora si ha anche

P; € Homg(V,V), perognii=1,...,p.

11



Se si riguarda, in maniera naturale, P; come applicazione da V a Vj, si ha anche
P; € Homg(V,V;), perognii=1,...,p,

ed, analogamente,
Q; € Homg(W,Wj), per ognij=1,...,q.

Supponiamo T € Homg(V,W); allora per ogni ¢ = 1,...,p e per ogni j =
1,...,q, siavra

Q;TP; € Homg(V,W);
infatti, per tutti gli z € G,

Qi TPim(z) = Q;Tw(x)P; = Qjp(x) TP = p(x) Q; T Pi.

Notiamo, inoltre, i fatti seguenti:

1. ogni Q; T P; puo essere riguardato come un’applicazione lineare da V; a
Wje

Qj TP, € Hom(;(Vi, Wj);

2. Homg(V;, Wj) puo essere identificato con un sottospazio vettoriale di
Homa(V, W);

q
T=ITT={) 9
1

a p
j= =1

T (zpjpi) =2 D> TP

i=1 J i=1

in questa maniera si ottiene una decomposizione di Homg(V,W) in
somma, diretta di suoi sottospazi

P q
Homa(V,W) = @ Homa(V, Wj).
i=1j=1

1.2.2 Il Lemma di Schur e le sue conseguenze

L’ultima formula ottenuta nel paragrafo precedente permette di ridurre lo studio
di Homg(V,W) a quello dei sottospazi in cui si decompone in somma.

Consideriamo due rappresentazioni di G, (7, V') e (p, W), entrambe irridu-
cibili. In questo caso, la struttura Homg(V, W) & completamente descritta dal
seguente risultato, noto come Lemma di Schur.

Proposizione. Se (m,V) e (p, W) sono irriducibili e T' € Homq(V, W), allora
1. T & un isomorfismo oppure T' =0
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2. se V. =W, allora T = A\, per qualche A € C.

Dimostrazione. (1) ker T & un sottospazio di V' m—invariante; 'irriducibilita
di (m, V') implica, allora, che

ker T = {0}oppure  ker T =1V,

nel secondo caso ¢ T'= 0; se & ker T' = {0}, allora T" & iniettivo. Anche im T &
un sottospazio di W p-invariante, quindi

im T ={0} oppure im T = W;

nel primo caso T' = 0; nel secondo T' & surgettivo; in conclusione

T =0 oppure T & un isomorfismo.

(2) T possiede almeno un autovalore A\ (attenzione, questo & vero se V' & uno
spazio vettoriale complesso; non € necessariamente vero se V e uno spazio
vettoriale su R; se A & un autovalore di T', allora ker (T' — AI) # {0}; ma
T — X € Homg(V,V), per il punto 1 allorae T'— A =0, da cui T = \I. O

Commenti e conseguenze

1. Se (m, V) e (p, W) sono due rappresentazioni irriducibili equivalenti, allo-
ra Homa(V,W) & uno spazio vettoriale 1-dimensionale, generato da un
qualunque isomorfismo che intrecci V' e W. Infatti, per ipotesi esiste un
elemento S in Homg(V,W) che & un isomorfismo; se 7' ¢ un qualunque
elemento di Homeg(V, W), Papplicazione

ToS™ ' W—oW

e in Homg(W, W); allora, per la proposizione precedente

ToS '=X=T=2\S,

per un qualche \ € C, univocamente determinato da S e da T'.
2. Se G & abeliano e (mw, V) & una rappresentazione irriducibile di G, allora
V & I-dimensionale. Infatti, per ogni x € G, n(z) € Homg(V,V):
w(2) 7(y)v = n(wy)v = n(yz) v = m(y) ©(x) 0.

Per il Lemma di Schur p(z) = A, cioé w(x) agisce su V' moltiplicando
scalarmente ogni vettore per A € C; allora ogni sottospazio 1-dimensionale
& invariante; poiché (w, V') & irriducibile, V' & 1-dimensionale.
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3. Denotiamo con (m, V') una qualunque rappresentazione di G e con

una qualunque decomposizione di V' in sottospazi invarianti irriducibili.
Abbiamo gia notato come questa decomposizione non sia unica. Vogliamo
mostrare, pero, che qualunque sottospazio W di V' che sia invariante e
irriducibile & necessariamente equivalente (come rappresentazione di G)
ad uno dei sottospazi V; oppure ¢ il sottospazio banale {0}.

Per mostrare questo fatto, denotiamo con
Pi: V=V

il proiettore sul sottospazio invariante V;, considerato nel paragrafo
precedente. Abbiamo gia visto che

P; € Homg(V,V;))  i=1...m.
Poiché W e un sottospazio invariante, ¢ anche
P; € Homg(W,V;) i=1...m.

Per il Lemma di Schur (W e V; sono entrambi irriducibili) si ha che P; € un
isomorfismo per qualche %, e in tal caso abbiamo concluso, oppure P; = 0
per ogni ¢. Dal momento che ogni w € W e esprimibile univocamente
come

w=Piw+ -+ Ppw,

se P; = 0 per ogni 7 si ha W = {0}.

1.2.3 La decomposizione canonica di una rappresentazione

Denotiamo con

{(03,U;) : 1 €T}

le (classi di equivalenze delle) rappresentazioni irriducibili non equivalenti di
G. 7 & un insieme di indici arbitrario; in seguito mostreremo che Z & finito.
Denotiamo con

V=V®...V,,

una qualungue decomposizione di V' in sottospazi invarianti irriducibili e con

una qualunque decomposizione di W in sottospazi invarianti irriducibili. Per
ogni ¢ € Z, poniamo

Vi= @(Vz (T V) = (Ui,Ui)>
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Wi = @(Wz o, W) = (Uian))a

conveniamo di porre V; = {0} o W; = {0} nel caso che nessun sottospazio V; o
W, sia equivalente a (0, U;). Otteniamo in questa maniera due decomposizioni

V=@PVi: icI)

W=W;: icI),

in cui soltanto per due sottoinsiemi finiti di indici gli spazi V; e W; sono non
banali. Per quanto abbiamo visto nel punto precedente, se T € Homg(V, W),
si avra

T=> Ty in cui Ty = Q; T P;.
Y]

Notiamo che, se i # j, Homg(V;, W;) = {0}; infatti, nessuna sottorappresen-
tazione di V; (tutte equivalenti a (o, U;)) € equivalente ad una sottorappresen-
tazione di V; (tutte equivalenti a (0j,U;)). In questa maniera, otteniamo la
decomposizione in somma diretta

Home(V,W) = @(Homg(Vi, Wi): ie I),
in cui solo un insieme finito di addendi diretti & non banale.
Supponiamo, a questo punto, (mw, V') = (p, W). In questa situazione

sono due decomposizioni differenti di una stessa rappresentazione di G. Sce-
gliamo T = I, I'identitd da V a V. E evidente che I € Homa(V,V); in questo
caso particolare si ha

I(V;) =V;, per ognii€ T,
d’altra parte, la decomposizione di un elemento di Homg(V, V), descritta in
precedenza, ci da:

I(V;) =W, per ognii€I;

quindi V; = W; per ogni i € Z. Questo ci permette di concludere che in una qua-
lunque decomposizione di V' in rappresentazioni irriducibili sono univocamente
determinati:

1. le (classi di equivalenza delle) rappresentazioni irriducibili di G che
intervengono nella decomposizione in modo non banale;

2. il numero di addendi diretti corrispondenti alla rappresentazione irri-
ducibile (0;,U;); tale numero viene detto la molteplicita di (o;,U;) in
(m, V). Notiamo che una qualunque sottorappresentazione di (7, V') com-
pare in una decomposizione di V' (e quindi in tutte!). In conclusione, pur
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non essendo unica la decomposizione di V in sottospazi irriducibili, la
decomposizione

V=V,s...0V,

ottenuta sommando tra essi i sottospazi irriducibili equivalenti, & univoca-
mente determinata e contiene tanti addendi diretti quante le sottorapre-
sentazioni irriducibili di V non equivalenti. Viene detta la decomposizione
canonica (o anche isotipica) di V.

Fissiamo una rappresentazione irriducibile (p, W) ed una rappresentazione
qualunque (7, V). Mostriamo che la molteplicita m di (p, W) in (7, V') & uguale
esattamente a

dim Homg(V,W).

Infatti, consideriamo la decomposizione canonica di V'

allora Home(V, W) si decompone, in accordo con la decomposizione di V', come

k
Homg(V,W) = @ Homg(Vi, W);
=1

inoltre ogni addendo Homg(V;, W) = {0} eccetto che per un solo indice i €
{1,...,k}; per tale fissato indice

Homa(Vi, W) = @) (Homa (W, W)+ (m, V1) = (0, W),
ogni Homa(V;, W) & un sottospazio 1-dimensionale e c¢i sono m addendi,
allora

dim Homg(V,W) = m.

1.2.4 La struttura dell’algebra Homg(V,V)

Consideriamo una qualunque rappresentazione (m, V) di G; associata alla sua
decomposizione canonica

V=Vio..aV
c¢’e la decomposizione

k
Homg(V,V) = D Homa(V;, V7).
i=1
Homg(V,V) & una sottoalgebra di End(V') ed & chiaro che la decomposizione
precedente ¢ una decomposizione di Homg(V, V') in somma diretta di sottoalge-
bre. Quindi, per descrivere la struttura di algebra di Homg(V, V'), & sufficiente
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esaminare il caso in cui (7, V') & somma diretta di rappresentazioni equivalenti.
Supponiamo che

V=Vie...eoV,

sia una qualunque decomposizione di V' in sottospazi invarianti irriducibili, tutti
equivalenti tra essi. Se T' € Homg(V, V), nella maniera usuale otteniamo la
decomposizione

m m
T=) PBTPh=) T
ij=1 ij=1
in cui T; ; € Homg(V;, V;). Fissiamo, per ogni 7 e j, un operatore
Sij : Vl — V]
che definisca ’equivalenza tra
(mvivi) e (T,
notiamo che non é restrittivo assumere che
Sij - Su =S8, 14,50 <m.

L’applicazione

)

TS5t Vi =V
commuta con my, =: ;. Infatti, per ogni z € G,
P;TP; S;;' wj(x) = P; T Pimi(x) S;;' =
=mj(z) ;TP S
Poiché V; ¢ irriducibile, si ha, per il Lemma di Schur,
—1
PjTPi Sij = >\ijI = Tz’j = >‘ij Szy
In questa maniera si ¢ definita un’applicazione

T— X: Homg(V,V) = Mat,,(C)

che associa a T', elemento di Homg(V, V'), una matrice complessa m x m, i cui
elementi, A;;, sono definiti dalla relazione

Tij = Aij Sij-
Tale applicazione ha le proprieta seguenti:

1. & lineare, ovviamente;

2. € intettiva, ovviamente;
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3. ¢ surgettiva; infatti, assegnati m X m numeri \;;, si pone

1,j=1

¢ immediato verificare che la matrice A che corrisponde a T ha come
elementi i \;; assegnati;

4. € un antiautomorfismo di algebre; infatti, supponiamo

T,R € Homg(V,V),

si avra,
P;T P =Ty = \i; Sy
P; RP; = Rij = pi; Sij
P;j (T R) Py = (TR)ij = vij Sij-
Quindi
m m
vij Sij = P; T (ZPZ> RP, = ZPjTPlPlRPi =
=1 =1
m m
=) Aij it Sij S = (Z it >\lj> Sij
-1 =1
da cui

vij Sij = (A)ij Sij = v=pA

In conclusione, Homg(V, V') puo essere identificato, come algebra, con una
somma diretta di algebre di matrici; gli addendi diretti sono in corrispondenza
biunivoca con le (classi di equivalenza di) rappresentazioni irriducibili inequi-
valenti che compaiono nella decomposizione di V', e ogni algebra di matrici
addendo diretto & formata di matrici di ordine uguale alla molteplicita, in V,
della rappresentazione irriducibile di G' a cui corrisponde.

1.3 L’analisi della rappresentazione regolare di G

1.3.1 L’immersione di ogni rappresentazione irriducibile nella
rappresentazione regolare

Denotiamo con ()\, F (G)) la rappresentazione regolare sinistra di G e con (m, V)

una qualsiasi rappresentazione di G. per ogni v € V', definiamo
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Si hanno i fatti seguenti

1. T, e lineare

2. T, € Homg (]:(G), V); infatti, per ogni y € G, si ha

T,(Aw) £) = 3 () f) @) wlw) o =

z€G
=Y fy ') r@) =Y fl@)rlyz)v=
TEG zeq@
= 7T(y) Z f(x) 7T(£E) v = W(y) Tv(f)

reG

Notiamo che T; # 0; infatti, consideriamo la funzione

by €F, yea;

si ha allora

T,(8y) = Y by(x) m(z)v = 7m(y) v £ 0,
relG
poiché 7(y) & invertibile; cid mostra che T, # 0. Poiché Homg (T(G),V) #
{0}, ne risulta che (7, V') ha una sottorappresentazione equivalente a una sotto-

rappresentazione di (A, F (G)); in particolare ogni rappresentazione irriducibile

di G & equivalente ad una sottorappresentazione della rappresentazione regola-
re. Poiché nella decomposizione canonica di F(G) compare ogni sua sottorap-
presentazione irriducibile come addendo diretto e poiché F(G) ha dimensione
finita, se ne deduce che le rappresentazioni irriducibili non equivalenti di G sono
in numero finito. Denotiamo con k£ questo numero e con

(O'I,Ul),. cey (O’k,Uk),

k rappresentazioni irriducibili non equivalenti di G. Allora la decomposizione
canonica di F(G) ci fornisce la formula seguente

|G| = dim F(G) =mydim Uy + ... my dim Uy.
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1.3.2 La formula delle dimensioni delle rappresentazioni
irriducibili
Mostriamo che ogni rappresentazione irriducibile di G' & contenuta nella

rappresentazione regolare con molteplicita uguale alla sua dimensione.
Nel punto precedente, abbiamo definito, per ogni v € V, un elemento 7, di

Homg (.7-" (@), V); in questa maniera, risulta definita un’applicazione

vi=>T,: V—)Homg(]:(G),V>

che ha le proprieta seguenti:

1. e lineare;

2. & iniettiva; infatti, se fosse T,, = 0 per qualche v # 0, sarebbe T,,(f) =0
per ogni f € F(G); nel punto precedente abbiamo mostrato che cid non
accade;

3. & surgettiva; infatti, se T € Homg(]-'(G’),V> si ha, per f =

T(f) =) f@)T0:) =) f(:zs)T<>\(:1:) 5l) -

zeG reG

= Z f(z) m(x) T(0:) = Tp(f),

relG
avendo posto v = T'(d.) (e=identitd in G).
In conclusione
v=>T,: V= Hom(;(}"(G),V)
e un isomorfismo di spazi vettoriali. In particolare, se V & irriducibile, la

molteplicita di (m, V') in F(G) e uguale alla sua dimensione. In conclusione, si
ha la formula

|G| =midim Ui +...+mpdimU, =
= (dimU,)% + ...+ (dim Uy,)>.

1.3.3 Il numero delle rappresentazioni irriducibili inequivalenti

Consideriamo "applicazione

v T, V—)Homg(]:(G),V>

nel caso in cui (m,V') & anche essa la rappresentazione regolare. Otteniamo
cos' I un’applicazione
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f e Ty s F(G) > Home(F(G), F(G))
definita esplicitamente da

(T 9)w) = Y- 9(2) (M) £) (9) =

zeG

= gl@) fz'y) = (g% ).

zelG

Sappiamo che quest’applicazione € un isomorfismo di spazi vettoriali; vogliamo
mostrare che & anche un antiomomorfismo di algebre. Infatti si ha

Tfl*fz(g) =gx* fl * f2
(Tfl 'Tf2)(g) = sz(g) * f1=g* fox fi1;
per cui
Tfl*f2 :Tf2 .Tfl'

Se componiamo questo anti-isomorfismo di algebre con ’anti-isomorfismo

k
Homg (]:(G), T(G)) = EB Mat gim v;(C),
i=1

descritto nel paragrafo 2.4, otteniamo, in conclusione un isomorfismo di algebre

k
i=1

in particolare, le dimensioni dei centri delle due algebre saranno uguali. Ab-
biamo gia visto come f € F(G) commuti con ogni altro elemento in F(G) se
e solo se f & costante sulle classi coniugate di G. Allora il centro di F(G)
ha dimensione uguale al numero di classi di coniugazione in G; il centro di
EB?ZI M at4i, v; (C) ha dimensione k; quindi, in conclusione

k = numero di rappresentazioni irriducibili inequivalenti di G =

= numero di classi di coniugazione in G.

1.4 1 caratteri delle rappresentazioni di G

1.4.1 Le relazioni di ortogonalita tra gli elementi di matrice
delle rappresentazioni

Supponiamo che (m, V') e (p, W) siano due rappresentazioni di G e supponiamo
che sy sia una trasformazione lineare da V a W; definiamo S € Hom(V, W)
ponendo
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|G|Z x) So w(x 1.

zelG
S, in effetti, & in Homg(V, W); infatti, per ogni y € G,

) S 7)™ = 121 3 p(0) pla) So (o) nly) ! =

zel@

|Z yx)Som(yz) ' =8S.

zelG

Supponiamo che (m, V') e (p, W) siano entrambe irriducibili; allora il Lemma di
Schur assicura che si hanno le seguenti possibilita:

1. se (m,V) e (p, W) non sono equivalenti, allora S = 0,
2. se (m,V) = (p,W), allora S = X1, in cui A = tr Sy /dim V.

E opportuno scrivere le relazioni precedenti in forma matriciale. Ricordia-
mo che la matrice della rappresentazione (m, V') & definita scegliendo una base
{e1,...,e,} in V e ponendo, per ogni z € G,

n
eJ:ij(w)ei, 1<j<n.
le relazioni (a) e (b) precedenti forniscono allora facilmente (?!) le relazioni

1. se (m, V) e (p, W) non sono equivalenti, allora

zelG

2. se(m, V) = (p,W), allora

1

ng ) Ty () = m&ﬁk]’-
xEG

Ricordiamo che si possono sempre scegliere i prodotti scalari in V' e W in modo
che 7 e p siano unitarie; in tal caso si ha

mij(27") = mji(w),
e le relazioni (a) e (b) precedenti possono essere espresse come relazioni di

ortogonalita, introducendo un prodotto scalare in F(G).
Si definisce un prodotto scalare in F(G) ponendo

£,9) |G|Zf

zelG

In termini di questo prodotto scalare e assumendo (cosa sempre possibile) 7 e
p unitarie, le relazioni (a) e (b) divengono:
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1. se (m,V) e (p, W) non sono equivalenti

(Wjiapkl) = 03 per Ognl iajakal;
2. per gli elementi di matrice della rappresentazione (7, V') si ha

1 . . .
(Tij, Tht) = e 01 Ok, per ogni i, j, k,;

1.4.2 1 caratteri delle rappresentazioni di GG

Definizione. Se (m, V) denota una rappresentazione di G, (denotiamo n =
dim V') si pone, per ogni z € G

o= tr (m(@)) = 3 malo)
=1

I’applicazione

z—m(r): G— C

viene detta il carattere di (w,V'). I evidente che il carattere dipende solo dalla
rappresentazione e non dalla basa di V scelta, cioe dalla realizzazione di m come
matrice.

Le proprieta fondamentali dei caratteri

1. xz(e)=n (e = identita di G);

2. se 7 ¢ unitaria si ha

3. xalyzy™) = xx(2) per ogni x € G}
cioe x, € costante sulle classi coniugate di G; in altre parole i caratteri
sono elementi del centro di F(G);

4. se (m, V') e (p, W) sono rappresentazioni di G
Xrop(2) = Xx(7) + Xp(7)

5. le relazioni di ortogonalitd del paragrafo precedente, scritte in termini di
caratteri, forniscono le relazioni seguenti:

(a) se (m, V) e (p, W) sono rappresentazioni unitarie irriducibili, non
equivalenti, allora,

(X Xp) = 05
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(b) se (m, V) & unitaria e irriducibile, allora

(X Xx) = 1;

in altre parole i caratteri delle rappresentazioni unitarie irriducibi-
li formano un insieme ortonormale in F(G); in effetti i caratteri
formano una base ortonormale del centro di F(G);

6. se (m,V) e (p, W) sono due rappresentazioni di G e (w,V) & irriduci-
bile, allora la molteplicita di (m,V) in (p,W) e data da (xr,x,); per
convincersene ¢ sufficiente scrivere la decomposizione canonica di W

7. due rappresentazioni con lo stesso carattere sono equivalenti; infatti, per
il punto precedente, contengono ogni rappresentazione irriducibile con la
stessa molteplicitd;

8. se (m, V) & una rappresentazione di G allora

(X Xr)

e un numero intero, uguale a 1 se e solo se 7 & irriducibile; infatti, se
si scrive la decomposizione canonica di V' e si utilizzano le relazioni di

ortogonalita si ottiene
k

(X7ra X7r) = Z m%;

=1

quindi Zle m? = 1 se e solo se uno degli m; & uguale a 1 e tutti gli altri
sono uguali a 0;

9. denotiamo con C una delle classi coniugate di G, e con x1,...,Xxk 1 ca-
ratteri delle rappresentazioni irriducibili di G; infine denotiamo con x;(C)
il valore comune di x;(z), per ogni z € C; denotiamo con ¢¢ la funzione

caratteristica di C

b = 1 sexeC

" 0sexé¢cC’

allora ¢¢ e nel centro di F(G); si ha (punto 5)
k

de = Xixi, Ai€C
i=1
C]

i = (Xir ¢c) = @l xi(C);

scrivendo esplicitamente lo sviluppo di ¢¢, otteniamo le seguenti relazioni:

(a)

k
> xil0) xi(C) = 1
i=1
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(b) se C' & una classe di coniugazione distinta da C

10. consideriamo una qualunque rappresentazione (m, V) di G e denotiamo
V=Vie...oV,

la sua decomposizione canonica; fissiamo un addendo diretto V;; tutte
le sottorappresentazioni irriducibili di V; sono equivalenti a una stessa
rappresentazione irriducibile, denotiamola (o, U), di G. Definiamo

_ dimU
l - |G| Z XU' 7
zeG

P; e il proiettore di V' sul suo sottospazio V;. Per mostrare questo fatto,
mostriamo, innanzi tutto, che P; € Homg(V,V); per ogni y € G si ha

7o) Pirnly) = 2 SO ) () nly) =

|G| reG
dim U
= D> xola) wly'zy) =
zeG
dim U _
= e > xelyzy™h) m(x) =
zeG
dsz
ZXO’ =P,
zel@

poiché il carattere x, ¢ una funzione centrale su G. Denotiamo con W
un qualunque sottospazio w-invariante di V'; allora

PiweW  per ogniwe W

quindi P;yy € Homg(W,W). Se W & anche irriducibile, il Lemma di
Schur ci assicura che

Calcoliamo A calcolando le tracce dei due membri

tr (M w) = Adim W

tr (Paw) = S Y %) tr (n(e)r) =

zelG

=dimU (XmeW) =

_ { 0 se (mw, W)
1 se (mw, W)

(0,U)
(o,U).

1R
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In conclusione:
A=1 se (mw, W) & equivalente a (o,U)

A=0 se (7, W) non ¢ equivalente a (o, U).

In altra parole, P; e l'identita su ogni sottospazio irriducibile invariante
contenuto in V; ed & nullo sugli altri. Quindi P; & I'identita su V; ed & nullo
sugli altri sottospazi della decomposizione canonica di V' cio significa che
P; & il proiettore da V a V.
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1.5 Complementi di teoria dei gruppi finiti

1.5.1 Decomposizione delle rappresentazioni
finito-dimensionali dei gruppi finiti.

Abbiamo mostrato come ogni rappresentazione (finito-dimensionale) (7, V') di
un gruppo finito G abbia una decomposizione canonica

V = Vid..eoV,

Nella decomposizione canonica ogni sottospazio V; (i = 1,...,k) contiene sol-
tanto rappresentazioni irriducibili di G tutte equivalenti tra loro. Vogliamo
caratterizzare le possibili decomposizioni degli addendi diretti V;.

Per risolvere questo problema, consideriamo una rappresentazione
irriducibile (o, U) di G ed una rappresentazione (m, V'), tali che:

i) dimHomg (U, V') = m, cioé la molteplicita di U in V sia m,
ii) se (p, W) & una rappresentazione irriducibile di G non equivalente a (o, U)
Homg (W, V) = {0},
cioe (m, V') contiene soltanto sottorappresentazioni equivalenti a (o, U).
Proposizione 1 Una decomposizione di V' in sottospazi irriducibili
V = Viée...eV,
definisce una base Ty, ..., Ty, di Homg (U,V'), tale che
Vi=Ty(U),...Vy =T, (U) .
Inversamente, data una base Ty, ..., Ty, di Homeg (U, V) e posto
V=T (U),...Vn =T, U),
si ha che
V = V1@..eV,
e una decomposizione di V in sottospazi invarianti irriducibili.
Prova. Supponiamo che
V = V1@..eV,

sia una decomposizione di V' in sottospazi invarianti irriducibili. Denotiamo
con

T; € Homg (Ua ‘/7,)
I'isomorfismo di spazi vettoriali che definisce 'equivalenza

(o,U) =~ (myi,,Vi), i=1,..,m.
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Ogni T; puo essere riguardato, in maniera naturale, anche come elemento di
Homg (U, V). L’insieme

Ty, Ton
¢ una base di Homg (U, V). Infatti si ha:

i) T1,...,T;, sono linearmente indipendenti. Infatti, se
Z aT; = 0,
i
si ha, per ogni u € U,
aThvu+ ... +aTypu = 0;
Tiu€eV,eV =V .. D V,, quindi si avra
ol = 0, perognit=1,...m.

Dal momento che i T; sono operatori iniettivi, si ha T;u # 0 per ogni
1 =1,...,m; allora

a = 0, perognii=1,...,m.

i) Ty, ..., T, generano Homg (U, V). Infatti, supponiamo S € Homg (U, V);
in accordo con la decomposizione V- = V; @...®V,,, si ha la decomposizione

S = Sl+---+Sm,

in cui S; € Homg (U, V;), per ogni i = 1, ...,m; Homg (U, V;) & uno spazio
vettoriale unidimensionale, quindi

Si = NI, i1=1,...m

S = MO +...+ 2T -

Inversamente, supponiamo che
T,...,T, € Homg (U, V),

formino una base in Homg (U, V). Fissiamo una qualunque decomposizione di
V' in sottospazi invarianti irriducibili

V = Wie..eoW,,.
Se v € V, v # 0, allora v puo essere decomposto univocamente come
Vo= Wit ...+ Wy
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in cui w; € Wy, i« = 1,...,m. Per ogni indice 7, esiste un elemento S; di
Homg (U, V') che definisce ’equivalenza

(,U) = (mw,,Wi) .
L’immagine di S; ¢ W;, quindi
w; = Se;, 1=1,...,m,

in cui e¢; € U. Poiche T1,...,T,, & una base di Homg (U, V), si avra

m

— E irp,

Si - OZJT],
i=1

da cui
v = 5 (61) + ..+ S (em)
m m
= Y ajTi(er) + -+ > o' T) (em)
Jj=1 J=1
m
= ZT]' (0[}61 + ...+ oz;”em) .
i=1
Definiamo
u; = a%el +..+aole,, i=1,.,m.

Con questa notazione abbiamo

Cio mostra che

D’altra parte, un confronto di dimensioni ci assicura che la somma e diretta;
con cio6 abbiamo mostrato che

V = TT({U)&...e T, (U).
O

Ricordiamo che, date le rappresentazioni (m, V') e (o,U) di G, ¢’¢ un’azione na-
turale (una rappresentazione) di G su Hom (U, V). Se T' € Hom (U, V'), I'azione
di g € G suT ¢ definita da

9T = w(9)To(g)".

Rispetto a quest’azione di G su Hom (U, V), Homg (U, V) & un sottospazio
invariante e su di questo G agisce banalmente.

Consideriamo quest’azione naturale (banale) di G su Homg (U, V'), e suppo-
niamo che (77, ..., T),) sia una base di Hom¢ (U, V). Allora abbiamo il seguente
risultato fondamentale.
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Teorema 1 (w,V) e la rappresentazione o ® id di G che agisce su U &
Homg (U,V') sono equivalenti.

Prova. Mostriamo, innanzitutto, che V' e U ®@ Homg (U, V') sono isomorfi, come
spazi vettoriali. Fissiamo una base di Hom¢ (U, V') Ogni v € V' & decomponibile
univocamente come somma

n cul

Vv = U1+t ..+ Unpn,

v, € T;(U), i=1,..m.

Inoltre

vy = ﬂ(ul)a t=1,..,m,

in cui u; ¢ un elemento di U univocamente determinato, per ogni 7 = 1, ..., m.
Definiamo un’applicazione

V — U®Homg (U,V)
v=v 4+ ..tV — U QT+ .Uy T, .

Le proprieta di questa applicazione sono:

i)

ii)

e ovviamente lineare;
¢ iniettiva; infatti, supponiamo
u1®T1+...+um®Tm == 0;

fissiamo una base (eq, ...,eq) in U (d = dimU); avremo

d
u; = E Niej i=1,..,n,
i=1

per cui
d d
DA ®@Ti+..+> Mej@T, = 0
implica
d m )
>3 Koo - 0
j=1i=1

dal momento che (e;®7T;;1<7<d,1<i<m) ¢ una base di U ®
Homg (U, V), ne segue che

da cui

e quindi v = 0;
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iii) e surgettiva; infatti V e U @ Homg (U, V) hanno la stessa dimensione. 11
fatto che lapplicazione V. — U ® Homg (U, V') intrecci le azioni di G sui
due spazi & del tutto evidente.

|

Notiamo che I'isomorfismo
V ~ U®Homg (U,V)
é invertito, sui tensori decomponibili di quest’ultimo spazio, dall’applicazione
u®T +— T(u).

Cid mostra che I'isomorfismo stesso € naturale e non dipende, in effetti, dalla
base che abbiamo usato per definirlo.
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1.5.2 Il teorema di Burnside

Teorema 2 (Teorema di Burnside) G ¢é un gruppo qualunque e (m, V)
e una qualunque rappresentazione complessa finito-dimensionale di G. La
rappresentazione (m, V') é irriducibile se e solo se

span{m(g: g€ G} = End(V)

cioé se e solo se ogni operatore A € End (V') é combinazione lineare (finita) di
operatori del tipo m(g), g € G.

Prova.

i) Supponiamo span{n(g) : ¢ € G} = End (V). Allora, denotando (7;;) le
matrici degli operatori 7, per ogni scelta di una base in V', deve essere

span {(7;) (9) : g € G} = Mat, (C) ,

in cui Mat,, (C) denota I’algebra completa delle matrici n x n a coefficienti
complessi (n denota la dimensione di V'). Supponiamo per assurdo che V'
possieda un sottospazio W, w-invariante. Scegliendo una base di V otte-
nuta estendendo una base di W, le matrici degli operatori 7(g), avranno,
in questa base, la forma triangolare a blocchi

* ok
0 =
Ma lo spazio lineare generato da matrici di questa forma non pué esaurire
Mat,, (C).
ii) Supponiamo (7, V') irriducibile. Denotiamo con U lo spazio vettoriale
U = span{n(g): g € G} .
Definiamo
A = {A€End(V): tr(AB)=0,VB U} .

A & uno spazio vettoriale complesso di dimensione finita. Dobbiamo mo-
strare che A = {0} . Supponiamo A € A. Allora 7(g)A € A, per ogni
g € G. Infatti

tr(x(9)AB) = tr(ABn(g))
poiche (Bm(g) eUd) = 0

Se poniamo
ZW(Q)A = 7T(Q)Aa geaq,

allora (I, A) & una rappresentazione di G. Fissiamo v € V e definiamo la
mappa
oay: A — V
A — Av.



i) a, ¢ lineare:
ay(A+B) = (A+B)v = Av+ Bv = o, (A) + oy (B) .
ii) «, intreccia (m, V) con (I, A): infatti, per ogni A € A, si ha

ay ((Ix (9)) (4)) = o (7(9)A)

I
—~
|
—~

<

~
o
N

~
<

Il
3

da cui
alr(g) = m(g)a.
I punti 7) e i7) precedenti ci assicurano che
a, € Homg (A,V) .

Mostriamo che A # {0} porta ad una contraddizione. Se A & non banale
allora o ¢ irriducibile o contiene un sottospazio invariante irriducibile non
banale. In ogni caso possiamo ridurci al caso A # {0} e irriducibile.
Scegliamo 0 # A € Ae v € V tale che Av # 0 . Allora

0#a, € Homg(A,V);

dal momento che (I, A) e (w7, V) sono irriducibili, si ha che «, & un
isomorfismo. Scegliamo una base (e, ...,e,) di V, tale che

el = v.
Denotiamo, per semplicita,
o = Q.
Allora 1 € un isomorfismo, inoltre
o'a; € Endg(A), i=1,..,n.
Per il lemma di Schur
a = Nag (M eC \=1).
Dal momento che A € A, si ha
tr(m(g)A) = 0, perognigeG.
Denotiamo
(e*l, ...,e*")
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la base duale di (e, ...,ey). Si ha

<e*ia ej> = 6; )

ove (-,-) denota la dualitad canonica tra V ed il suo duale. Allora

n

tr(m(g)4) = Z(e*i,W(g)Aeﬁ

= Z(Aie*iaﬁ(g)m (A)) =0, Vgeq.
i—1

Av # 0 implica che l'insieme {7 (g)Av : g € G} genera V, allora si ha

(Z)\ie*i,w> = 0 YweV
i=1

da cui

e =0 = N=0 i=1..n
=1

dal momento che (e*l,...,e*”) sono linearmente indipendenti. Questo
contraddice A\y = 1.
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Capitolo 2

Il gruppo simmetrico S,

2.1 Definizioni e notazioni

Definizione 1 Una permutazione di un insieme (non vuoto) X é un’appli-
cazione bigettiva di X su tutto se stesso. L’insieme di tutte le permutazioni di
X wiene indicvato con Sx e viene detto il gruppo simmetrico completo su
X.

Rispetto alla composizione tra applicazioni di insiemi Sx, € un gruppo, in cui
I'identita e 'applicazione

e(r) = x perognizxéeX.
L’inverso della permutazione o in Sy € esattamente ’applicazione inversa di o,

nel senso delle applicazioni tra insiemi.
Sia m un intero positivo, se

X = {1,.,n},

il gruppo Sx viene denotato con S, e viene detto il gruppo simmetrico su n.
Quindi, una permutazione di {1,...,n} & un’applicazione bigettiva di {1,...,n}
su tutto se stesso. Denotiamo una tale permutazione, s, come

( 1 2 .. n >

s = .

p1 p2 - DPn

1 é mappato da s in py, 2 in pg, e cos’I via. I numeri pq,po,...,p, sONO un
riordinamento di 1, 2, ..., n, senza alcuna ripetizione. E’ evidente che ’ordine in
cui sono scritte le colonne nella precedente scrittura esplicita di s é del tutto

irrilevante.
La permutazione inversa, s~!, della permutazione s, &

1 _ (P2 pa
1 2 ... n )

Il prodotto della permutazione s con la permutazione ¢



e dato dalla permutazione

st — ( q q2 .- (n > '
pPr p2 - Pn
L’intero q; € mappato da ¢ in 7, ed 2 € mappato da s in p;, cos ‘I che ¢; é mappato

in p; da st.
La permutazione identita ¢ ovviamente

_12...n
= \12 .. n)"

L’ordine del gruppo S, é n!.
Una notazione conveniente per gli elementi di S, é la notazione a cicli, che
é illustrata dall’esempio seguente. Consideriamo s € Sg, data da

(12345678
© = \s5 167 432%8)"

Cominciando con 1, vediamo che s manda 1 in 5, 5in4,4in7, 7in2e 2 in 1,
chiudendo cos T un ciclo che possiamo scrivere come (15472). Scegliamo ora un
simbolo, nella riga superiore, che non compaia nel primo ciclo, ad esempio 3.
La permutazione genera un secondo ciclo (36). Il solo ciclo rimasto nella riga
superiore é 8, che é mappato in se stesso e genera il ciclo (8). Infine scriviamo

s = (15472) (36) (8)
= (15472) (36)

Nella seconda espressione abbiamo omesso 1’elemento fissato dalla permutazio-
ne; questo e possibile se & chiaro dal contesto il numero degli elementi permutati;
cioé se é chiaro dal contesto che

(15472) (36)

deve essere pensato come elemento di Sg e non di S7.
Notiamo che nello scrivere un ciclo non fa differenza 1’elemento da cui si parte.

Quindi

(36) = (63)
(15472) = (54721) = (47215) = (72154) = (21547) .

Inoltre non fa differenza in quale ordine si scrivono i cicli in una data
permutazione (purche i cicli non contengano elementi in comune), cos'I si ha

(15472) (36) = (36) (15472) .

Come esempio ulteriore diamo il prodotto di elementi in Sg, nella notazione a
cicli,

(872) (34) (432) = (2387) .

La tabella di moltiplicazione di S3, con la notazione a cicli & la seguente
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e [ (12) | (13) | (23) | (123) | (132) |
e e (12) [ (13) | (23) | (123) | (132)

(12) || (12) | e | (132) [(123) | (23) | (13)
(13) || (13) [ (123) | e |(132) | (12) | (23)
23) | (23) [ (132) [ (123) [ e | (13) | (12)
(123) [ (123) | (13) | (23) | (12) | (132) | e

(132) [ (132) | (23) | (12) | (13) | e | (123)

Ad esempio, la tavola da
(13) (12) = (123).

(Si faccia attenzione all’ordine degli elementi!)

Un ciclo di due elementi (i1,i2) € S,, viene detto una trasposizione. Se t é
una qualunque trasposizione si ha t?> = e. Ogni permutazione & una prodotto
di trasposizioni. Infatti s € S, € un prodotto di cicli, ed ogni ciclo puo essere
scritto come

(i1,02,yip) = (i1,92) (92,43) ... (Ip1,%p) -

Una permutazione pu0 essere scritta in modi diversi come prodotto di
trasposizioni; ad esempio

(13) (12) = (12) (23) = (123) .

Anche il numero di trasposizioni necessarie per fattorizzare un ciclo non e
necessariamente unico; ad esempio

(13) (14) (12) (34) (32) = (14) (13) (12) = (1234) .

Si puo mostrare, pero, che il numero di fattori, che compaiono nelle diverse de-
composizioni in prodotto di trasposizioni, di una stessa permutazione, é sempre
o pari o dispari. La permutazione viene detta pari o dispari a seconda che si
fattorizzi in un numero pari o in un numero dispari di trasposizioni. Definiamo
una funzione

e: S, — {l,-1}

ponendo

_ 1, se s e pari
€(s) = { —1, se s & dispari.

2.2 Le classi di coniugazione in S,

Se s,t € Sy, si ha

[sts_l] (s(j)) = sts's(j)
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per cui

Se leggiamo questa relazione in termini di cicli, il risultato & ancora piu
trasparente. Per fissare le idee, consideriamo

t = (13642) (57) (8), in Ss

Due elementi di S,, sono coniugati se e solo se hanno la stessa strut-
tura in cicli.
Elenchiamo le cinque classi di coniugazione in &y,

{e}
{(12) (3) (4), (13) (2) (4) , (14) (2) (3) , (23) (1) (4) , (24) (1) (3) , (34) (1) (2)}
{(12) (34), (13) (24) , (14) (23)}
{(123) (4), (124) (3), (132) (4) , (134) (2) , (142) (3) , (143) (2) , (234) (1) , (243) (1)}
{(1234) , (1243) , (1324) , (1342) , (1423) , (1432)]

La struttura in cicli delle classi puo essere descritta assegnando n numeri interi

1,y ],
in cui
v1 = numero di cicli di lunghezza uno (con un solo elemento)
vy = numero di cicli di lunghezza due (con due elementi)
v, = numero di cicli di lunghezza n (con n elementi)

Ad esempio, la struttura in cicli della classe cui appartiene I'elemento (123) (4)
e

[17 07 ]‘7 0] N
Ovviamente si ha la relazione
v 4+2+...+nv, = n.
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Quindi ci sono tante classe di coniugazione in S,, quante sono le n-uple di interi
positivi che risolvono la relazione precedente.
Notiamo, innanzi tutto, che le soluzioni

n,0,..,0]  [0,0,...,0,1] ,

sono sempre presenti.
La struttura delle soluzioni [y, ...,v,] pud essere compresa piu facilmente in
termini degli interi positivi A;, definiti da

AN = ittty
Ao = W43+ ..+1,
A = Up.
Chiaramente
AMF+X+...+XN, = n, A >X>...>X,>0;

la n-upla di interi
A= ()\la"'a)\n)

viene detta una partizione di n. L’insieme delle partizioni di n verra indicato
con

Part(n) .
Ogni elemento A di Part(n) & una n -upla di interi
A= (A, )
con le proprieta
Mt oo+d=n, M>X>.>X>0.

Ogni A € Part(n) determina la classe di coniugazione [vy,...v;] in Sy, data da

vy = )\1 — )\2

vi = Ai— Aiq1
Un—1 = Ape1— Mg

Vp = Ap-

Quindi il numero delle classi di coniugazione in S, € uguale al numero delle
partizioni di n.
Infine si pud mostrare che
n!
2uip 12vapyl, 2vny, |

¢ il numero di elementi contenuti nella classe di coniugazione descritta da

V1,19, ey Up] -
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2.3 Esempi

to be written

2.4 Gli schemi di Young

Il numero delle rappresentazioni irriducibili non equivalenti di &, che & lo stesso
numero delle classi coniugate in S,,, & dato dalle partizioni n. il nostro compito
¢ di associare (univocamente) ad ogni partizione di n una rappresentazione
irriducibile.

Data una partizione A = ()\;) di n, ad essa associamo uno schema (o
diagramma o frame) di Young. Esso consiste di n quadratini sistemati in righe
successive; la prima riga contiene \; quadratini, la seconda riga ne contiene \s,
e cos' I via.

Come esempio consideriamo la partizione

(3,2,2,1,0,0,0,0)

di n = 8; a questa & associato lo schema

Indicheremo sempre con lo stesso simbolo A lo schema e la partizione.

Da uno schema si ottiene un tableau di Young riempiendo gli n quadrati-
ni dello schema con le cifre 1,2,...,n in un qualunque ordine; ogni cifra deve
comparire una sola volta. Come esempi mostriamo due tableau associati allo
schema precedente.

1[2]3] [4]3]6]
415 15
67 8|7
18] 2]

Dato un tableau, T, definiamo due insiemi di permutazioni, associati a 7', che
denotiamo con R (T) e C(T). R(T) consiste di tutti gli elementi di S, che
permutano le cifre nella stessa riga, preservando le righe stesse. L’insieme C (T')
consiste di tutti gli elementi di S,, che permutano le cifre in ciascuna colonna
(preservando le colonne stesse). E’ semplice verificare che C' (T') e R (T) sono
sottogruppi di &,,.

Come esempio, consideriamo per Sg il seguente tablequ

416
5

T —

‘wm»—n
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Si ha
R(T) = {(146),(164)

(14),(
(16) (25) (25),(25) e}
C(T) = {(123),(132),(12),(13),(23), (123) (45),(132) (45),(12) (45),
(13) (45),(23) (45), (45) , e}

2.5 Le rappresentazioni irriducibili di §,

Ricordiamo brevemente la nozione di algebra del gruppo S,,. L’algebra di S,
che denoteremo nel seguito con A,,, & 'algebra delle funzioni (a valori complessi)
definite su S,,, con le operazioni di somma punto per punto e di prodotto di
convoluzione. Una base di A,, ¢ data dall’insieme

{6s: s €Sp},

n cul

1 set=s
s = |

altrimenti.
Ogni elemento di A, ha la forma
ads + ... + B,
con ..., € Ce s,...,t €S,. Ricordiamo che si ha
Ogx0p = Og-

Per semplicita di notazioni, scriveremo semplicemente s invece di d;. In questa
maniera, gli elementi di A,, si scrivono come

as+ ...+ Bt

ed il prodotto tra due elementi &

(as+ ...+ pt) (pz+ ... +vw) = aust+ ..+ putz + ...+ avsw + ... + friw.
In corrispondenza col tableau T costruiamo due elementi dell’algebra A,,, del
gruppo Sp:
Pr = Z S, QT = Z €sS,
SER(T) s€C(T)
Ricordiamo che €, = 1 se s € una permutazione pari in S, ed ¢, = —1 se s ¢
una permutazione dispari in S,,. Infine, definiamo
Er = QrPr.

L’elemento Fp di A, viene detto il simmetrizzatore di Young, associato al
tableau T'. Come esempi, consideriamo, nel caso n = 3, i tableau

O[T, (2], a2 w3

2] =
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i) Se T = , allora

C(T) ={e}, R(T) =S

Br = Pp = e+ (12) + (13) + (23) + (123) + (132).

C(T) =83, R(T) = {e}

Br = Qr = e—(12) —(13) — (23) + (123) + (132) .

iii) Se T' = 1]2] , allora

C(T) = {e,(13)} ,  R(T) = {e,(12)}

Qr = e — (13) Pr=ec+(12)
Er = (e—(13)(e+ (12)) = e+ (12) — (13) — (123).

iv) Se T = 1]3] , allora
C(T) = {e,(12)} ,  R(T) = {e,(13)}
QTZB—(IQ) PT:€+(13)

Br = (e—(12) (e + (13)) = e — (12) + (13) — (132).

Consideriamo 'immagine di A,,, rispetto alla moltiplicazione a destra per Er,
cioe

An - Er.
A, - ET & un sottospazio vettoriale di A, invariante rispetto alla rappresen-
tazione regolare sinistra di S, su A,, e irriducibile. Quindi la restrizione della
rappresentazione regolare (sinistra) di S, ad A, - Ep, definisce una rappresen-
tazione irriducibile di S,,. Se si costruiscono A, - Er ed A, - E7/, in cui T
e T sono tableau differenti ma con lo stesso schema, si ottengono sottospazi
differenti di A,, ma le rappresentazioni di S,, portate da questi sottospazi sono
tra loro equivalenti.
Se si parte da schemi differenti si ottengono rappresentazioni irriducibili ine-
quivalenti. Dal momento che sappiamo che ci sono tante rappresentazioni irri-
ducibili non equivalenti quanti sono gli schemi di Young possiamo concludere
che esiste una corrispondenza biunivoca tra rappresentazioni irriducibili di S,
e schemi di Young A.
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Denoteremo le rappresentazioni irriducibili di S,, come
(ox, Fy), X€Part(n).
Conveniamo (con un poco di arbitrarieta) di definire
F\ = A, -Er

in cui T e il tableau ottenuto da A\ in maniera “naturale’numerando consecuti-
vamente i quadratini in A, partendo da quello in alto a sinistra, e procedendo
nell’ordine naturale di scrittura. Come esempio consideriamo

| 1/2]3]
A= That = g ?
L 18]
Esempi di costruzione di F)
i) Se A = (n,0,...,0), cioe
A= 111111 ]] (nquadratini).
F=A,- Z s = C Z 83
SES, SES,

quindi F) ¢ generato dal singolo elemento ) s, $ = Er; € un sottospa-
zio unidimensionale. La restrizione a F) della rappresentazione regolare
(sinistra) ¢ la rappresentazione banale.

ii) Se A= (1,1,...,1), cioe
- B
L]
F,\:.An-Zess = (CZess;

sESy sESy

(n quadratini)

anche in questo caso F ¢ generata dal singolo elemento Ep di A, ed &
quindi uno spazio vettoriale unidimensionale. La rappresentazione di &,
che definisce e, evidentemente, la rappresentazione alterna.

iii) Nel caso n = 3, consideriamo

1]2].

A= | Tnat:3 )

Er = e+ (12) — (13) — (123)
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A, - Er & generato dagli elementi:

e-Er = Er,
(12) - Ep = (12)4+e—(132) —(23),
(13) - Ep = (13)4(123) —e—(12) = —Ep,
(23) - Ep = (23)4 (132) — (123) — (13) = Ep — (12) - Ep,
(123) - Er = (123) 4 (13) —(23) — (132) = (12)Er — Er,
(132) - Ep = (132)4+(23) — (12) —e = —(12)ET.
Quindi

F,=C-Ep+C- (IQ)ET;
F) é di dimensione due.

Come commento finale diamo 'informazione che si ha:

n!
E2 = E
T <dimF,\> T

in cui T € un tableau associatoa a .

2.6 La decomposizione canonica della rappresenta-
zione regolare e i tableau standard

Dal momento che ci sono n! tableau con lo stesso schema possiamo costruire n!
sottospazi dello spazio n!-dimensionale A,,, ciascuno di dimensione f = dim F}.
Sappiamo dalla teoria generale della decomposizione della rappresentazione re-
golare che la molteplicitd di F) in A, & uguale a f), allora gli n! sottospazi non
possono essere linearmente indipendenti fra loro.

E’ possibile selezionare fy tableau T, ..., Ty, , con schema A, in maniera che
i sottospazi

An - Bry, s Ay Br,

siano linearmente indipendenti.

Diremo che un tableau T & standard se le cifre in ogni riga di T crescono
da sinistra a destra e le cifre in ogni colonna di T crecsono dall’alto verso il
basso. Come esempi, mostriamo come possono essere generati i tableau standard
associati alle due partizioni di 5:

Gli schemi di costruzione dovrebbero essere autoesplicativi.
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Ci sono cinque tableau standard con schema A = (2,2,1) e sei tableau
standard con schema A = (3,1,1). Si pué mostare che si ha la seguente
decomposizione di A, in somma, diretta di sottospazi invarianti irriducibili:

T

in cui 7" varia su tutti i possibili tableau standard di S,,.

Se sommiamo tra loro i sottospazi A, - E7 con T che varia sui tableau standard
con lo stesso schema A otteniamo un sottospazio W) di A, che non dipende
dalla scelta dei tableau usati per costruirlo.

In altre parole

An = D (Wx: A€ Part(n))

realizza la decomposizione canonica della rappresentazione regolare di S,,.
L’ulteriore decomposizione di ogni addendo

Wy = @ (A, - E7 : T tableau standard di \)
T

costituisce una decomposizione “quasi canonica”.

2.7 Formule combinatorie e caratteri

Esiste una formula combinatoria, che viene detta la formula dei ganci (sic),
per calcolare fy. Per ogni quadratino in uno schema di Young A, si definisce la
lunghezza di gancio (del quadratino) come la somma del numero di quadra-
tini alla sua destra piu il numero dei quadratini al di sotto di esso, pilt uno. In
altre parole ¢ la lunghezza del gancio che attraversa il quadratino

Come esempio, poniamo in ogni quadratino dello schema precedente la sua
lunghezza di gancio.

41]

‘»—nooq;cw
N
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Si puo dimostrare che vale la formula

|
fr = dimF), = e

prodotto delle lunghezze dei ganci

Come esempio, calcoliamo le dimensioni delle rappresentazioni irriducibili di

Sy. Si ha
. !

dim Fiyy = % =1
4]2]1 . o
1 ‘ ‘ dlmF(3’1) = Z9 — 3
312 . 4
31 dim Fo2) = 355 =
411] y
2] dim Fop1) = 75 =3
1]
4
% dim Fy 110y = 7 =1
1]

Come esempio finale, calcoliamo la dimensione della rappresentazione Fy 3 1)
di 882

431 . 8!
dim Fasn = 5302~

70.

|>—~q>cn
O
—_

Esistono formule per calcolare i caratteri di tutte le rappresentazioni irriducibili
di ogni gruppo Sy,: la formula di Frobenius e la regola di Murnagham-Nakajama.
Noi non ne avremo bisogno nel seguito. I caratteri delle rappresentazioni irri-
ducibili di S, sono tutti numeri interi. Infine diamo le tabelle dei caratteri di
S3, 84, Ss. In ciascuna tabella le “ascisse” indicano le classi di coniugazione (tra
parentesi quadre) e il numero di elementi in ciascuna classe, mentre le “ordinate”
rappresentano le partizioni di n e quindi le rappresentazioni irriducibili.

\ [[1,1,1],1 [ [2,1],3 | [3],2 ]

neg [2=0) 1 1 1
(2,1) 2 0 -1
(1,1,1) 1 -1 1
\ [ [1,1,1,1],1 [ [2,1,1],6 | [3,1],8 | [2,2],3 | [4],6 |
A= (4) 1 1 1 1 1
I (3,1) 3 1 0 -1 -1
(2,2) 2 0 -1 2
(2,1,1) 3 -1 0 -1 1
(1,1,1,1) 1 —1 1 1 —1
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L, L L ,1 | [ 1,1,1],1
[t b
s 1 s “1» | [ ] |

5) 1
1) 1 1 1
G.2) : 1
5 . )
B,1,1) 6 ; - ! : 1 1
2.2,1) 5 . 1 v =
2.1,1,1 = 0 T |
5 1 ; T O 0
LLLLT i S i 1 1 —F
& ! —1 0
: 0 1
1 —1 =
—1 1
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Capitolo 3

Le rappresentazioni irriducibili
di dimensione finita di G (V)

3.1 Le azionidi S, e di G1(V) su V®"

In tutto il seguito, V' denota uno spazio vettoriale complesso, di dimensione
finita. Denotiamo
V"=V ®..®V, nfattori. (3.1)

Ricordiamo che V®" & generato dai tensori decomponibili, cioé dai tensori della
forma
MN®..vy, v, €EV,i=1,...,n (3.2)

Il gruppo S, agisce sui tensori decomponibili:
5. (V1 ® ... ®VUp) = Vs-1(1) ® .. ®VUg-1(p), 5 € Sp; (3.3)
ad esempio, per n = 3
(123) . (uRVW)=wRuRV (3.4)

E’ chiaro che I'azione di &, sui tensori decomponibli si estende per linearita a
dare una rappresentazione di S,, in V&,
Se A € GI1(V), definiamo A®™ su V®" ponendo

A" (11 @ ... Qup) = Avy @ ... ®@ AV, (3.5)

sui tensori decomponibili, ed estendendo la definizione per linearita a tutto
V®n_ E’ chiaro che si ha

AP e GL(VEm)
(A o B)®n — A®n o B®n

In questo modo otteniamo una rappresentazione di Gl (V') su V&,

E’ del tutto ovvio, ma di importanza fondamentale, notare che le azioni di
GlL(V) e di S, su V®" commutano tra loro.

Vogliamo mostrare che la rappresentazione

A A®" QL) — GL(VE?)
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¢ completamente decomponibile, e descriverne la decomposizione in rappresen-
tazioni irriducibili.

Deve essere sottolineato che G1 (V') non & un gruppo finito, quindi non & possi-
bile attribuire alle sue rappresentazioni le proprieta delle rappresentazioni dei
gruppi finiti.

D’altra parte, V" & uno spazio vettoriale complesso di dimensione finita su cui
agisce linearmente il gruppo finito S,,. Considereremo innanzitutto, la decom-
posizione di V®" rispetto a questa azione.

Denotiamo con Part(n) l'insieme delle partizioni di n; denoteremo con A =
(A1, ..., A\x) una partizione di n:

MFoo+Xe=n, N >...>2 2>1

Denotiamo con
(O-/\aF)\)v AE Pa‘rt(n)a

I'insieme delle rappresentazioni irriducibili non equivalenti di S,,. Ricordiamo
che F pud essere realizzato come il sottospazio vettoriale di A, ' ottenuto per
moltiplicazione a destra per il simmetrizzatore di Young Ep (T € un qualunque
tableau associato a \):
F\ = An - Er
Consideriamo la decomposizione canonica di V®", come rappresentazione di
Sp:
Vo = @ (Wy: X € Part(n))

I Wy, sono sottospazi di V®", invarianti rispetto all’azione di S,,. Ciascuno di
loro & 'immagine di un operatore di proiezione Py, la cui azione su V®" & data
da

dim#’ —
Pow = il Z xa(s)saw, we Ve

n!
SES,

Ogni Py commuta con l'azione di G1(V) su V®" e cid mostra che ogni W) &
invariante anche rispetto all’azione di G1(V).

Dalla teoria della decomposizione delle rappresentazioni dei gruppi finiti,
abbiamo i fatti seguenti:

i Per ogni A € Part(n), si ha I'isomorfismo di spazi vettoriali
F\ ® Homg, (Fy,Wy) ~ W,
(Nel seguito, per semplicita, useremo la notazione
Uy = Homsg, (Fx, W))
). L’isomorfismo ¢ definito, sui tensori decomponibili di F ® Uy, da
fed—¢(f)
ii L’isomorfismo intreccia la rappresentazione
(o) ®id, F) @ U))

con la rappresentazine naturale di S,, su V®", ristretta a W,.

! A, denota ’algebra del gruppo Sh,.
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3.2 La rappresentazione di G1(V') su U,

Definiamo una rappresentazione (py, Uy) di GI(V'), ponendo

(o (A)¢) (f) = A®".(&(f)),

incui A € GI(V), ¢ € Uy ed f € Fy. La definizione & ben posta; in altre parole,
px (A) ¢ cos' I definito ¢ un elemento di U). Infatti, si ha:

i px(A) ¢ e evidentemente una trasformazione lineare da Fy a W),

ii py) (A) intreccia le azioni di S, su F) e su V®™: per ogni f € F), si ha

px(A) ¢ (oa(s)) (f) = A".(4(oa(s) (1))
(pOiChé ¢ € Homg, (F)\, W)\))

= A" (s.0(())))
= 5. (A" (¢ (1)) = s- (o (4) & (/)

E’ importante notare che la rappresentazione (py,U,) di GI(V) non & altro
che una maniera equivalente di considerare ’azione naturale di G1(V') su V®".
Infatti si ha:

Lemma 1 La rappresentazione (id ® px, F\ @ Ux) di GI(V) é eqivalente alla
rappresentazione ottenuta restringendo a Wy 'azione naturale di GI(V') su VO™,

Prova. Sui tensori decomponibili di F\ ® Uy si ha:

(id@pn) (A) (f@¢)=f@pr(A) ¢

Inoltre si ha, nell’isomorfismo F)\ ® Uy ~ W,

f@pa(A) b (pa(A) ) (f) = A®".(¢(f)) O

Le proprietd fondamentali della famiglia di rappresentazioni (py,Uy), A €
Part(n), di GI(V') sono le seguenti:

i Per ogni A, la rappressentazione (py,Uy) di GI(V) e irriducibile.

ii Se A\ # pu, le due rappresentazioni di G1(V)

(ox, Uy) (Pua Uu)

sono inequivalenti.

La dimostrazione di tali proprieta, che € inevitabilmente tecnica, viene posposta
ad un paragrafo finale, per non interrompere I’'esposizione.
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3.3 La decomposizione di V®"

Consideriamo W) come spazio su cui agiscono sia il gruppo finito §,, che il
gruppo G1(V). Queste due azioni commutano fra di loro; allora & possibile
definire un’azione di S, x Gl (V') su W,. Infatti, se A,B € Gl (V) e s,t € Sy,
si ha:

(s,A).((t,B) . w) = s.

per ogni w € W,.

Lemma 2 L’azione naturale di S, x GI (V') su Wy é equivalente al prodotto
diretto esterno delle rappresentazioni (ox, Fy) di Sp e (px,Ux) di GL(V).

Prova. Si ha

oAXpr(5,4) (f®¢) = oas)f@pr(A) .

Inoltre nell’isomorfismo F\ ® Uy ~ Wy

on(s)f @pr(A) ¢ — A".¢(0a(s)f) -

Si ha anche

AS" (p(oa(s) f)) =
(poiche ¢ € Uy = Homs, (Fy, Wy) )

= A"".(s.0(f))
= (s,4).6(f)

Per dimostrare il lemma seguente, utilizzeremo il teorema di Burnside (vedi
??). Ricordiamo che tale teorema afferma che una rappresentazione finito-
dimensionale (7,V) di un gruppo qualunque (non necessariamente finito) e
irriducibile se e solo se

span{r(g): g€ G} = End(V).
Lemma 3 La rappresentazione
(oA ® pr, FA ® U))
di Sy, x GI(V') ¢ irriducibile
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Prova. Mostriamo che ogni elemento in End (F\ ® Uy) ¢ combinazione lineare
di elementi della forma o) ® py(A). Supponiamo T' € End(F) ® U,). Dal
momento che

End(F\) @ End(Uy) =~ End(F\®U,),

T sara scrivibile come combinazione lineare di elementi della forma B ® C, in
cui

B € End(F\), C € End(Uy)

Ma (oy, F\) e (par,Uyx) sono rappresentazioni finito dimensionali irriducibili,
quindi B € End (F)) sard combinaizone lineare finita di elementi o)(s) e C €
End (Uy) sard combinazione lineare di elementi p)(A). In conclusione, T &
combinazione lineare di elementi oy (s) ® py(4). O

Riconsideriamo la decomposizione
Venr = EB (Wy : X € Part(n))
e, per ogni A, 'isomorfismo
Wy~ F\ U,

L’isomorfismo precedente ¢ compatibile con le azioni (sui due membri) sia di
Sp, che di GI(V), che di S, x GI(V'). Inoltre W), & irriducibile per Pazione di
Sp x GI(V). Allora si ha che

Ve = Hw,

¢ la decomposizione canonica in rappresentazioni irriducibili (tutte compaiono
con molteplicita uno) di S, x G1(V).
Gli isomorfismi

V®n ~ @ (F/\)GadimU/\
A

V®TL ~ @ (U)\)GﬂdimF)\
A

mostrano come V®" sia decomponibile in somma diretta di rappresentazioni
irriducibili di S,, e di GI(V'), rispettivamente. In particolare otteniamo che la
rappresentazione naturale di G1(V) su V®" & completamente decomponibile.

A questo punto, si pone naturalmente il problema di identificare Uy con un
sottospazio di V™, in modo che (py, Uy) sia equivalente alla rappresentazione di
G1(V) ottenuta restringendo A®™ a questo sottospazio. Inoltre vogliamo ottene-
re un modello della decomposizione V" ~ @, (Uy) PN mediante sottospazi
di ver,

3.4 1 sottospazi irriducibili di V®"

Fissiamo un qualunque elemento non nullo f in F); notiamo che si ha 'ovvio
isomorfismo

U)\Zf®U)\;
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inoltre si ha la mappa iniettiva naturale

fRUy — W,
feé — o(f)

Componendo le due applicazioni, si ottiene ’isomorfismo

Urn = {¢(f): ¢ €Ur} C W,
¢ = o(f),

in cui f & un fissato (a priori) elemento di F).

Notiamo che se A ¢ in G1(V') e ¢ & in Uy, allora py (A) ¢ € in Uy, e 'immagine
di questo elemento di Uy, rispetto all’isomorfismo appena descritto, ¢ data da
((pr (4)) 6) (). D'altra parte

(oA(A)9) (f) = A®". (4 (£))

Quest’uguaglianza mostra che l'isomorfismo intreccia le azioni di GI(V') su
Uy, e su V®". Quindi definisce un’equivalenza tra (py,U)) e la restrizione a
{¢(f): ¢ € Uy} della rappresentazione

A A% GI(V) = GL(V®™)

Il punto ¢ descrivere esplicitamente il sottospazio {¢ (f) : ¢ € Ux} di V®". Per
questo, notiamo che su V®" & definita 1’azione non solo di S, ma di tutta
Palgebra A,,, di S,; quindi, in particolare, di tutti gli elementi di F. Se T ¢ un
qualunque tableau associato allo schema A € Part(n), fissiamo ’elemento Er in
F\. Allora E7 agisce su V®" e denotiamo

Vr = Er [V®”] = {ET.w cw € V®”]
Proposizione 2 Si ha
Vi ={¢(Er): ¢ € Uy)
Prova. Supponiamo, innanzi tutto, ¢ € Uy e poniamo
¢ (Er) =v € W,
Ricordiamo che

n!
E .
dim Fy,

Er-Er =
avremo allora
ET.Q) = ET¢ (ET) = ¢ (0'/\ (ET) ET)

=¢(Er-Er) = dim‘F/\¢(ET)

Quindi

v=¢(Er)=Er. <dir2!F)‘v>
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Con cio abbiamo mostrato che

{¢(Er):p €Uy} CVp
Inversamente, supponiamo che

w=Eprv, veVer

Definiamo ¢ : F\ — Wy, ponendo

o(f-Er)=(f Er)w, [f€A,

Allora ¢ € Uy; infatti, per ogni s € S, si ha:

b (ox(s)(f-BEr)) = ¢(s-f-Er)
=(s-f-Er)w = s.((f Er)w)
= s.¢(f Er)

Inoltre, per definizione,

E(ET) = ET.w =7
Cid mostra che
Vr C{¢(Er): ¢ €Us} DO

La proposizione precedente mostra come tutti i sottospazi Vp di W), al variare
di T tra i tableau associati allo schema )\, siano sottospazi invarianti rispetto
all’azione di G1(V') su V®" e come le restrizioni di queste azioni a tali sottospazi
costituiscano tante copie isomorfe della rappresentazione irriducibile (py, Uy ) di
G1(V).

Ci sono due casi semplici ed importanti che meritano una discussioe
separata. Sono i casi

In entrambi i casi Er non dipende dalla scelta del tableau T associato a A,
ma & intrinseco a A. Questo & coerente con il fatto che Fi,,y e F(y ;) hanno
entrambi dimensione uno (come rappresentazioni di S,). In entrambi i casi si
ha

VT = W)\ >~ U)\

Si usano le notazioni speciali
SV =Wey =V AV =Wa.)=Va,.

Denotiamo con

Tl,...,Tf f/\ :dlmF)\

A
i tableau standard associati a A; inoltre denotiamo
‘/i:ETi [V®n] , 1= la"'af/\
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Allora si ha la, decomposizione

I
W=V,
i=1
che costituisce una realizzazione concreta, mediante sottospazi di V®", della

W = @ (Uy) ™

Se consideriamo l'azione di S, su W), questa agisce trasversalmente rispetto
alla decomposizione

decomposizione

Ix
wy=EPv
i=1

Il significato di questa frase dovrebbe essere chiarito dagli esempi seguenti.
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3.5 Esempi.

Consideriamo i casi dimV =2,3 e n =2, 3.

1 IlcasodimV =2, n=2.

In questo caso particolarmente semplice le varie azioni possono essere seguite
esplicitamente.

Fissiamo una base (e, ez) di V. Si ha:

vz — span{e; ® e1,e; ®ez,e2 Ve, eg ez}
= span{e; ®ej,e; ez +ea®er,ex ez}
@span{e;,e; ® ez —ea ey} .

Se A€ GI(V), si ha

Aer = Aper + Ager
Aey = Ager + Axes

E’ facile controllare esplicitamente, usando le uguaglianze precedenti, che
span{e; ® e, e1 @ ez + e ey, ea@eg}t
¢ Gl (V)-invariante e irriducibile, e che
span{e; ® ez —ea @ e}

é GI (V)-invariante ( e ovviamente irriducibile, essendo unidimensionale).

D’altra parte, se consideriamo 'azione di S = {e, (12)} su V®2, & immedia-
to vedere che i vettori e1 ® e1,e1 @ e2 + €2 @ €1 € e2 ® e sono lasciati invariati
da Ss, quindi ognuno di essi genera una rappresentazione unidimensionale ba-
nale. Nello stesso modo, il vettore e; ® e — e2 ® e; genera la rappresentazione
unidimensionale alterna. Quindi V®? si decompone nella somma della rappre-
sentazione unidimensionale alterna di Sy e di tre copie della rappresentazione
unidimensionale banale di Ss.

Chiaramente, queste semplici considerazioni possono essere ritrovate anche
alla luce della teoria esposta nei paragrafi precedenti.

Ci sono due partizioni di 2

A=2)=[ [ | x=(1,1) :B.
Per quel che riguarda le rappresentazioni di Sa, si ha:
dim Fr; =1, dimFE =1.
Si ha la decomposizione canonicas:
VE2 = Wy e Wa,
in cui

W) =SV, Wy = AV
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V®2 & somma diretta di due rappresentazioni irriducibili di GI(V): una di
dimensione tre, 'altra di dimensione uno. Le azioni di GI (V') e di Sy sulle basi
di questi sottospazi sono mostrate, simbolicamente, nello schema seguente

Wiy
e1 ®ep W(Z)
e1 ®ey+er®e iGl(V) e1 ®er+ e ey iGl(V)
e ez
—
S
—
S

V%2 si decompone in quattro sottospazi unidimensionali invarianti rispetto
a So: su tre di essi agisce la rappresentazione identica, sull’altro quella alterna.

2 TlcasodimV =2, n=3.
Si ha dim V®3 = 8. Ci sono tre partizioni di 3:

A=) =TT ] A=21) =—1 A:(l,l,l):@.

Come rappresentazioni di g, si ha
dlmF(g) = ]., dimF(Q,l) = 2, dimF(l,Ll) =1.
Lo spazio V®3 ha, la decomposizione canonica.

VE =Wy @ Wiy @ Wiy,

W = S*(V) = (e+ (12) + (13) + (23) + (123) + (132)) .V*?
= span{e; ®e; Qej,e1Qe1®ert+e1Qea®e;+ea®e; Qep,e; Qex ® e
tea®e1®er+ea®e2®er,eaQex®ea}

Waany = A (V) = (e—(12) — (13) — (23) + (123) — (132)) .V?
= {0}
W) = EBj.V@’?’ @EB}V®3
= (e—(13)) (e+ (12)) .V @ (e — (12)) (e + (13)) .V*3

= span{e; ®e; Qe —e2 Qe Ve, e1Qea®er —ea@ea ey}
@span{e; ®ea Qe —ea ®e; Qe e Qea®er —ea e ey} .

Quindi la decomposizione canonica di V®3 & data da.
V®3 == S3V @ W(Zl)

in cui
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i) S?V & irriducibile rispetto a GI (V) ed ha dimensione quattro;

ii) Wio1) € somma diretta di due rappresentazioni irriducibili 2-dimensionali
di GI (V).

Consideriamo, a questo punto, I’azione di Sz sui sottospazi S® (V) e Wiar).
E’ evidente come tutti gli elementi di S3 (V) siano lasciati invariati da tutti
gli elementi di S3, quindi SV si decompone nella somma diretta di quattro
repliche della rappresentazione identica di Ss.

Consideriamo il sottospazio di W(yy) definito come

span{e; @e; @ex —e2 Qe Qej, e ey ®ep —ea e Dert .

Notiamo che il vettore et ® e1 ® e9 — €3 ® e1 Ve € V%Q, mentre il vettore
e1@ex®er —ea®e; Wey EV%.

Per semplicita denotiamo

w; = e;1®e ey —exa®e; Qe

wy = e1Qe2®e —e2e; Qe

Allora si calcola rapidamente

(12)’[1]1 = w1 — w2, (12)’[1]2 = —W2y
(13).’11]1 = —wi, (13).’11]2 = W1 — W2
(23)’[1]1 = wsa, (23)’[1]2 = w1
(123).w1 = —w2, (123).w2 = W1 — W2
(132)’11]1 = w2 — Wy, (132)’102 = —w1

Quindi span {w1,ws } & un sottospazio di W(y;) invariante rispetto a S3. Usando
le formule precedenti e facile vedere che I'azione di S5 su questo spazio ¢ isomorfa
a F(21) .

Nello stesso modo, si pud vedere come

span{e; ® ea ®ez —e2 @ ea e, e1 ea ey —ea ®ey R eyt

sia S3 invariante, e sia un’altra realizzazione della rappresentazione irriducibile
Flo1) di Ss.
In conclusione, le azioni di GI (V) e di S3 su V®3 sono sintetizzate dallo

schema seguente
W)

61®61®61
e1®e@erteVex®ey+e e ey
e1®er@ertea®e ey +e2ex®e;
62®62®62

LGL(V)

—
S3
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Wa)

e1®e Qes —ex e R ey e1Rea®@e; —e2 Qe Qe L GL(V)
e1Qer®e —exQer®ey c1®er®e @6 Qe

3 IlcasodimV =3, n=2.
Si ha dimV®2 = 9. Inoltre

A=) =[] ] )\:(1,1):5.

Entrambe le rappresentazioni di Sp sono unidimensionali. La decomposizione
di V®2 & chiara, a questo punto:

V2 = Sy A%V,

In cui:

Sy = Woy = span{e; ® ez, €2 @ e9,e3 V ez, e1 ey +e2ep, e ez + e3 ey,
62®63+63®62}

A’V = Wiy = span{e;®ex; —ea®e1,e1 ®e3 —e3@ep,ea®e3 —e3 @ ez}

S2V & una rappresentazione irriducibile 6-dimensionale di GI (V). S?(V) &
somma diretta di sei copie della rappresentazione identica di Sy. A2 (V) &
somma, diretta di tre copie della rappresentazione alterna di Sy. Simbolicamente

S (V)

e1 ®ep A2 (V)

gigz er®@ez—ea®e
! - l

e1®es+es@e | OV 2;223_23%2 LGL(V)
e1 ®e3+e3®eq 3 3

e2 ®e3+e3 e —
Sy

—

Sy

4 1l caso dimV =3, n = 3.
Si ha dim V®3 = 27. Inoltre, se n = 3,

A=@)=[T1J A=@=|) A=0,11)=

Le tre rappresentazioni irriducibili di S5 corrispondenti, hanno dimensioni uno,
due e uno rispettivamente. V®3 ha decomposizione canonica

V= SV e ANV e Wy,

in cui:
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i) S?V ha dimensione dieci;
ii) A3V ha dimensione uno; & generato dal vettore

e1ReaRe3 —ea Ve Pez —e3RQeaRe; —e1Rez3Rer+e3Re; Rey +e3 ez @ey.

iii) W) = V¥ <) Vg, ¢ somma diretta di due sottospazi di dimensione otto.

S3V & una rappresentazione irriducibile di G (V). Si decompone in dieci sot-
tospazi unidimensionali S3 invarianti, su cui agisce la rappresentazione identica
di Ss.

A3V & GI (V) e S3 invariante. Genera la rappresentazione alterna di Ss.

Sia Vg che Vg sono GI (V)- irriducibili. Il gruppo S3 agisce su W(3;) mescolan-

do i vettori di V45 con quelli di Vq5. La somma diretta V45 @ Vig si decompone

nella somma diretta di otto spazi bidimensionali, S3-irriducibili, tutti isomorfi
alla rappresentazione (0(12), F(Ql)) di Ss.
Le azioni di S3 e di GI (V) sono descritte, simbolicamente, dallo schema

seguente;
3
§) W
: AP (V) .o
10(.] 4 GL(V) D } GL(V) 8+8 1. | LGIL(V)
S3
_ —
— S,
S

3.6 Alcuni commenti finali.

1 Riconsideriamo la decomposizione canonica,

ven = EB(W/\ : A € part(n)) .

La somma diretta viene fatta su tutte le partizioni di n. Nell’esempio 3.5
precedente abbiamo visto come alcuni dei sottospazi W) siano ridotti al solo
{0}. Dal momento che F & non banale, qualunque sia A\, dobbiamo chiederci
per quali A € Part(n) sia Uy = {0}. Noi abbiamo visto come

Uy =~ Erp[V®n]
in cui T' ¢ un qualunque tableau associato a A. Dal momento che si ha
Er = PrQr,

ogni tensore della forma Erw, w € V®", cambierd segno per ogni trasposizione
degli indici che corrispondono agli indici che appaiono nelle righe di T'. Allora, &
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facile convincersi che, se T" ha almeno una colonna piu lunga di dim V', Epw = 0.
D’altra parte si costruiscono rapidamente esempi, nel caso 7" ha meno righe di
dim V', di tensori non nulli, della forma Erw. In conclusione

Uv # {0}

se e solo se A ha al pitt dim V righe. Tuttii A con un numero di righe maggiore
della dimensione di V', non compaiono nella decomposizione

ver = PHwy.
A

2 FE’ possibile ottenere una formula combinatoria, abbastanza semplice, che
fornisce la dimensione di Uy. La costruzione & la seguente: dato lo schema di
Young )\, ad ogni quadratino dello schema si associa il numero

d+j—1,
n cul

d = dimV

colonna cui appartiene il quadratino

1 = riga cui appartiene il quadratino

Ad esempio, supponiamon =8, dimV =3 e

per ogni quadratino abbiamo

‘»—AL\DOJ
w
B~

ricordiamo che ad ogni quadratino di uno schema di Young ¢ associata la sua
lunghezza di gancio; nell’esempio precedente

43]1]
2[1] -

NE

Con queste premesse, si ha la formula,

prodotto dei numeri associati ai quadratini

dim U)\ =

prodotto delle lunghezze di gancio

Nell’esempio

dimUy = =15

Wl
=N

= Ot
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3.7 Le dimostrazioni

In questo paragrafo finale diamo le dimostrazioni delle due proprieta
fondamentali:

a) per ogni A € Part(n), la rappresentazione (py,Uy) di GI(V') & irriducibile;
b) se A\, u € Part(n) e A # p, le rappresentazioni (py, Uy) e (pu, U,) di GI(V)
sono inequivalenti.

Per dimostrare questi due fatti faremo ancora uso (oltre che di alcune proprieta
elementari dei prodotti tensoriali di spazi vettoriali di dimensione finita) del
teorema di Burnside (vedi 7?7 e 77).

Stabiliamo preliminarmente alcuni lemmi.

Lemma 4
span {A®" : A € GI(V)} = Ends, (V®")
Prova. Preliminarmente, osserviamo che esiste un isomorfismo naturale:

End (VE") ~ [End (V)]*"

Inoltre Pazione di S, su End (V®") (ricordiamo che S, agisce su V®", quindi
agisce in maniera naturale su End (V")) coincide, in questa identificazione, con
Pazione di S, su [End (V)]*". Per convincersi di questo & sufficiente calcolare:
(5(A1®..®A4,)s ) (11 ®..0v) = s((A1®...® Ap) V(1) ® ... ® V()

= (Alvs(l) ®..Q Anvs(n))

= As—l(l)Ul R ... R As—l(n)vn

— (Asfl(l) R...R Asfl(n)) (U1 R...Q Q)n)

Supponiamo B € End (V®"); per quanto appena visto l’azione di B su V®"
commuta con l'azione di S,, (cio¢ B € Endg, (V")) se e solo se B, visto come
elemento di [End (V)]®", & fissato dall’azione di S, su quest’ultimo spazio.
Cioe se e solo se B € 8" [End(V)]. E’ un fatto elementare che S™ [End (V)] &
generato dagli elementi della forma

AP A€ End(V)
Con questo, abbiamo mostrato che
Ends, (V") =span {A®": A€ End(V)}
Poiche G1(V') C End (V), si avra che
span {A®": A€ GL(V)}

¢ un sottospazio di Endg, (V®™). D’altra parte GI(V) & denso in End(V),
e cid implica che span{A®": A€ GI(V)} & denso in Ends, (V®"). Ma
span {A®" : A € GI(V)} ¢ finito-dimensionale, quindi chiuso. Cid mostra il
lemma.
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Lemma 5 L’applicazione

Q—I®Q: End(Uy) — Ends, (Wy)
é un isomorfismo di spazi vettoriali.
Prova. Gli elementi della forma

P®Q, Pe€End(F)), QE€End(U,))

generano linearmente tutto End (W)). P ® ) commuta con ’azione di S, su
W) se e solo se P commuta con l'azione di S, su F (che & irriducibile) e @
commuta con I'azione di S,, su Uy (che e l'azione banale).

Lemma 6 Se R € End (V®") commuta con tutti gli elementi di Ends, (V®"),
allora R ¢ una combinazione lineare di elementi di S,.

Prova. Se consideriamo la decomposizione
=D
A
allora R puo essere scritto nella forma “a blocchi”
R = (R/\u) )
in cui Ry, appartiene a Hom (Wy, W,,). Si ha

Ends, (VE") = €P Ends, (W))
A

e, per il lemma precedente,

Ends, (V®") = P (I ® Ends, (Uy))
A

L’ipotesi che R commuta con ogni elemento di Endg, (V®") implica che
Ry, (I®Qu) = (I®Q\) Ry
Scegliendo Q) = I e @, = 0, otteniamo
Ry, =0 seX#pu
Inoltre Ry, commuta con I ® Q) su W,. Cio implica
Ryn=R\®1 suW,

in cui Ry € End (F)y, Fy). Poiche F) ¢ irriducibile, si ha che Ry & combinazione
lineare di elementi di S,,. In conclusione, R ¢ combinazione lineare di elementi

diS,. O
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Proposizione 3 La rappresentazione (px,Uy) di GI(V') é irriducibile.
Prova. Mostriamo che (py,Ux) @& irrducibile mostrando che
span{py (4) : A€ Gl(V)} genera linearmente tutto End(U)). Dato
Q € End (Uy), si ha, per il lemma 5,
I®Qc¢€ E’I’Ldsn (W/\)
Per il lemma 4, si avra:
I®Q=A%"+ ..+ A4°%", Ay, .., A € GIV)

Allora, per ogni ¢ € Uy e per ogni f € F), si ha:

Q) (f) = I2Q(f®9)

= AP (@) + o+ A ((S))
= (oa (A1) 9) (f) + - (oa (Ak) 9) (f)
= ((ox (A1) @) + - (pa (Ax) 9)) (f)

da cui
Q= pr (A1) (¢) + ... (pr) (Ag) O

Proposizione 4 Se A\ # u, le rappresentazioni

(,0)\,U,\), (puaUu)
di GI(V') sono inequivalenti.

Prova. Supponiamo
Q € Homgy vy (Ux, Uy)

Per ogni P € Hom (Fy, F,), si avra
P®Q e Hom (Wy,W,)

Mostriamo che P ® Q commuta con tutti gli elementi di Ends, (V®"). Sia
T € Endgs, (V®"); per il lemma 4, sara

T:A1®n—|—...+Ak®n, Ay, .. A € GI(V)

Allora, per mostrare che P ® @Q commuta con T, & sufficiente mostrare che, per
ogni ¢ € Uy, per ogni f € F) ed ogni A € GI(V), si ha:

AP (P Q) (f x ¢) = P®Q (A®") (4 (f))
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Per questo, si ha:

AT (PoQ)(feg) = A" (Pf@Q9)

AP (Q¢ (Pf))

(pu (A) (Q9) (P[))

(Q(pu (A) ) (Pf)
(P®Q)(f®pr(4))

(P®Q) (A% (¢(1))

Per il lemma 6, P ® () € combinazione lineare di elementi di S,,. Ma W) &

stabile rispetto all’azione di S,; quindi P ® Q = 0. Dal momento che P ¢
arbitrario, si ha () = 0.0
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Capitolo 4

Teoria delle rappresentazioni
dei gruppi compatti

to be written
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Capitolo 5

Le rappresentazioni unitarie
irriducibili dei gruppi di
rotazioni.

5.1 I gruppi O(3) ed SO(3). Il loro significato
geometrico. Le classi coniugate e la misura
invariante.

1.1 Denotiamo con Mj3(R) lalgebra delle matrici 3 x 3, ad elementi reali.

Denoteremo con O(3) (talvolta viene usata la notazione pilt completa O(3,R))
il sottoinsieme di M3(R) definito come

0@3) := {(Ty) € M3(R) : T' =T}

in cui T* denota la matrice trasposta di T. Evidentemente O(3) é un gruppo
rispetto alla moltiplicazione fra matrici; I'inverso dell’elemento 7' di O(3) é la
matrice inversa di T' e l'identita in O(3) é la matrice

I3 = diag(1,1,1).
Dal momento che detT? = detT si ha che
det(T'T) = det(I3) = 1 = (detT)?,

per cui
detT = +1, se T € O(3).

Notiamo che —I3 € O(3) e che det(—1I3) = —1, quindi in O(3) ci sono matrici
con determinante —1.
L’applicazione!
T+ detT : O(3) — {1,-1}

é un omomorfismo di gruppi. Ne segue che

SO@3):={T € O(3) : detT =1}

11, -1} é riguardato come gruppo moltiplicativo di due elementi.
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é un sottogruppo normale di O(3), poiché é il kernel di questo omomorfismo.
Notiamo che SO(3) ha soltanto due classi laterali in O(3) che sono

S0@3),  (=13)-5O(3);

quindi ogni elemento di O(3), o é in SO(3), oppure é scrivibile unicamente
come prodotto di —I3 per un elemento di SO(3).

1.2 Vogliamo chiarire il significato geometrico dei gruppi O(3) ed SO(3). Que-
sto viene fatto identificandoli con particolari gruppi di operatori lineari su R3.
Consideriamo lo spazio vettoriale R® e denotiamo con (ey, ez, e3) la sua base
canonica. Denoteremo con

LYy > Ty

il prodotto scalare naturale in R?, e denoteremo con

la norma associata a questo prodotto scalare. Denotiamo con End(R?) 'alge-
bra delle trasformazioni lineari T : R?* — R>. La scelta della base (e1,€9,€3)
definisce un isomorfismo di algebre

T+ (Ty;;) : End(R?) — M3(R),
in cui la matrice (7;;) di T' é definita da
3
Te;j =Y Tyer, j=1,2,3.
i=1

Nell’isomorfismo precedente si ha che T' é invertibile in End(R3) se e solo se
la matrice (77;) é invertibile come matrice. Con queste premesse, consideriamo
l'insieme di trasformazioni lineari di R? in se

{T €EndR®) : Tz -Ty=z-y;z,y € R3} .
Questo insieme é un gruppo. Infatti:
a) I € End(R®) é elemento dell'insieme;

b) se T é nell’insieme, in particolare si ha
(Ta] = Jal
quindi 7' ¢ invertibile in End(R?); se T~! é I'inverso di T, allora
T e T y=T(T"'2) T(T 'y)=zy;
quindi anche 7! é nell’insieme;
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c¢) se Ty e T, sono nell’insieme anche la loro composizione lo é, evidentemente.
Mostriamo che nell’ isomorfismo di gruppi
T+ (Tj;) : Aut(R?) — { matrici invertibili }

I'insieme
{T € Aut(R®) : Tz - Ty =z -y}

é mappato esattamente su tutto O(3). Per mostrare questo fatto, notiamo che
si ha

3 3
(Tz); = Tijz;  (Ty)i=Y T;yj,
j=1

j=1
ed inoltre
3 3 3
Tx-Ty = Z(Tff)i (Ty)i = Z Tijzj | - (ZTzk ?/k)
i=1 i=1 \j=1 k=1
3 3 3
j=1 k=1 i=1

3
coy =3 mus
i=1
per cui Tz - Ty = x - y se e solo se 2?21 T;j T, = 61, cioé se e solo se
(TZJ) € 0(3).
Infine si ha che nell’isomorfismo di gruppi
T+ (T;;) : Aut(R®) — {matrici invertibili}

T é mappato in un elemento di SO(3) se e solo se T preserva l'orientazione della
base, cioe se e solo se la base

(Tel, T62, T63)

di R® appartiene allo stesso orientamento della base canonica.
In questa maniera i gruppi O(3) ed SO(3) sono identificati con i gruppi di
trasformazione lineari su R? il cui significato geometrico é chiaro e trasparente.

2.1 Vogliamo definire un insieme di parametri in modo tale che ogni matrice
R € SO(3) sia unicamente individuata da un solo insieme di loro valori.
Consideriamo la sfera unitaria S? in R3:

—

§* = {ii = (z,y,2) € B : 2’ +¢° + 2 = |’ = 1}.
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Dati 7 € S? ed un angolo ¢ € [0, 7], definiamo una matrice N come

00 O 0 01 0 -1 0
N=ni[ 0 0 =1 | +n9 0 00 )J+ng| 1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O
e definiamo R(7, ¢) come
R(i,¢) := e™?
Esplicitamente si puo calcolare, tenendo conto che N3 = —N,

R(,$) = I3 + Nsing + N?(1 — cos ¢) .

Si ha che R(7,¢) € SO(3), per ogni i € S? e per ogni ¢ € [0,7]. E’ evidente,
dalla formula esplicita che &

R(#,0) = I3 , per ogni 7 € §?

e che
R(#,7) = R(—1i, ) , per ogni 7 € S%.

Inversamente, supponiamo sia assegnata R € SO(3) e determiniamo 7 € S? e
¢ € [0, ] che risolvono la relazione

R =13+ Nsin¢g+ N?(1 — cos ¢).
Se si calcola la traccia dei due membri si trova
Tr(R) =3+ TrN*(1 — cos ¢);

si puo calcolare

2 2
—n3 — Ny ning nins
N? = ning —n§ — n% nonsg ,
nins nomns —n% - TL%

per cui
Tr(R) =3—-2(1 —cos¢) =1+2cos¢
TrR -1
—
Dal momento che per ogni R € SO(3) si ha

cos ¢ =

-1<TrR<3,

I’equazione precedente ha un’unica soluzione per ¢ € [0, 7], che denotiamo con
#(R). Consideriamo a questi punti ’equazione

R = I3+ sin(R)N + (1 — cos ¢(R))N?;
da essa otteniamo
g sin ¢(R) = — (Rjk — Rkj) y ’L_] k ciclici.

74



Se ¢(R) # 0, m, cioe se TrR # —1, 3 l'equazione precedente permette di
determinare 7 = (n1, ng,n3). Questa soluzione viene denotata con 7i(R).
Si verifica facilmene che si ha

R(7(R),¢(R)) = R, V R tale che TrR # —1, 3
i (R(i,¢)) =7, ¢(R(7,$) =0, se ¢ € (0,m)

Consideriamo ora il caso ¢(R) = 0, cioe TrR = 3. Per una matrice R € SO(3)
si ha che TrR = 3 se e solo se R = I3, in qual caso dunque ’equazione per
determinare 7i(R) si riduce a

I3 =13.

Ogni 7 € S% é ”soluzione” di questa equazione. A R = I3 possiamo associare

¢(R) =0 e i (R) qualunque in S?.

Consideriamo, infine, il caso ¢(R) = = (equivalentemente TrR = -—1).
L’equazione per 7 é
R=1I3+2N?,
esplicitamente
2n% -1 ning ninsg
R = n1ng 2n% —1 nong
ninsg n9ns3 2n§ -1

Questa equazione ha due soluzioni per 7:

1
1+ R\ ?
ni(R) = 8i( +2 ”) , g1 =1, e9 =sgnRyo, €3 = sgnR3
1
1+ R\ 2
’I’L;(R) = —61( +2 ZZ) .

Tutta la discussione precedente puo essere riformulata come segue.

Esiste una corrispondenza biunivoca e bicontinua tra le coppie
(i, ¢) e &, ¢el0,n]

e le matrici di SO(3), definita dall’applicazione

7i, ¢ — R(7i, §),
purché si identifichino tra esse tutte le coppie

(7, 0)
e si identifichino tra esse le coppie
(11, 7) , (=i, ).
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In questo modo, SO(3) é identificato topologicamente con la palla chiusa
di raggio 7 in R3, in cui i punti diametralmente opposti sulla sfera di raggio =
( che é la frontiera di questa palla) sono identificati.

L’interpretazione geometrica di questa parametrizzazione é abbastanza
trasparente. Ogni rotazione é una rotazione in senso antiorario di un angolo
¢ € [0, 7] intorno ad un asse la cui direzione e il cui verso sono individuati da 7.
Ovviamente la rotazione di un angolo uguale a zero attorno ad un qualunque
asse € la rotazione identita. Inoltre, bisogna tener conto del fatto che la ro-
tazione di 7 attorno a 7 e la rotazione di m attorno a —7 sono la stessa rotazione.

2.2 Una delle proprieta fondamentali della parametrizzazione degli elementi
di SO(3) mediante le coppie 7, ¢ é la seguente relazione

RR(ii,$) R~' = R(Rii, ¢)

per ogni R € SO(3), per ogni @ € S2 e ¢ € [0,7]. Questo mostra che due
elementi R ed R’ di SO(3) sono coniugati se e solo se si ha

$(R) = ¢(R).

L’interpretazione geometrica di questo fatto é che le rotazioni di uno stesso
angolo attorno ad un asse qualunque sono tra esse conigate. In altre parole, le
rotazioni attorno ad un fissato asse possono essere usate come rappresentative
delle classi di coniugazione in SO(3). Se si sceglie l'asse 7 = (0,0,1) (scelta
che rende alcune espressioni esplicite particolarmente semplici), si ha che gli
elementi di SO(3) della forma

cos¢p —sing 0
R((0,0,1),¢) = | sing cos¢p O
0 0 1

parametrizzano le classi di coniugazione. Denoteremo, nel seguito, questi ele-
menti come Rg. Nella parametrizzazione 7, ¢ di SO(3), la misura di Haar
(normalizzata all’'unita) é data esplicitamente da

. Lo 9¢ . 9
du(7, ) = 9.3 sin? 5 do (i) dE ,

in cui do(7) rappresenta l’elemento d’area (non normalizzato) della sfera
unitaria S2.
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5.2 Il gruppo SU(2). Le classi coniugate, la misu-
ra invariante e ’omomorfismo di ricoprimento

SU(2) — SO(3)

3.1 Si denota con SU(2) I'insieme delle matrici 2 x 2, ad elementi complessi,

unitarie ? e con determinante uguale a uno:

SU(2) := {h € My(C) : h~ ! = h*,det(h) = 1}

E’ ovvio che SU(2) & un gruppo rispetto alla moltiplicazione tra matrici e che
I'identita in SU(2) & la matrice I = diag(1,1). E’immediato verificare che gli
elementi di SU(2) sono tutte e sole le matrici della forma:

(% 2) asec Japsisp-u

3.2 Le classi di coniugazione in SU(2) possono essere descritte nella maniera
seguente. Ogni matrice unitaria h & diagonalizzabile con una trasformazione
unitaria, quindi esiste una matrice unitaria 2 x 2, U, tale che :

-1 «
=)

in cui a e 3 sono gli autovalori di h. Se h & elemento di SU(2) allora = @ per

cul i
-1 _ el
UhU™! = ( it )

per qualche ¢ € [0,27n]. Dal momento che U puo essere moltiplicata per un
qualunque numero complesso di modulo unitario, si puo assumere detU=1, e
quindi che sia U € SU(2). Da questo segue che ogni h € SU(2) & coniugato ad

un elemento della forma
el
( e ¢ ) 0<¢<2nm

( Y (1) ) € SU(2)

(L) (7 ) (Ba) (7 )

si puo concludere allora che ogni h € SU(2) & coniugato esattamente ad una
matrice della forma

Osserviamo che

e che

el®
( €i¢>>, 0<¢<m

In altre parole ciascuna classe di coniugazione in SU(2) & rappresentata da una
matrice di questa forma, che verra denotata in seguito con hg.

?Questo significa che I'inversa della matrice & uguale all’hermitiana coniugata.
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3.3 Ogni elemento h di SU(2) puo essere scritto nella forma:
ap — o o] — « ’
h— U R e . .
( —10 + a2 4103 @090 =1 Zl @39
=

in cui:

o N

sono le matrici di Pauli e
2 2 2 2
ap, a5 ER; ag+ai +a; a3 =1.

Gli elementi di SU(2) sono in corrispondenza biunivoca con i punti della sfera
unitaria $® in R*. Cid mostra che SU(2) & connesso e semplicemente connesso.
Ogni h € SU(2) puo essere individuato univocamente anche assegnando un
angolo ed un vettore unitario 77, 7 € S, in maniera simile ad SO(3):

h = h(ﬁ, $) = opcosd — Z(ﬁ . ?)sinqﬁ — eiq&(ﬁ.?)

(in cui l'ultima uguaglianza si prova usando la relazione (7 - @)% = o).
L’insieme dei punti

{(cos ¢, W sing), W € §%,0 < ¢ <}

copre la sfera S? esattamente una volta. L’espressione della misura di Haar di
SU(2) (normalizzata a 1) in questa parametrizzazione é:

Au(T,9) = 5rgdo (M )sin’gds

in cui do(7) denota l'elemento d’area della sfera S2. Lo spazio L2(SU(2))
viene identificato con lo spazio delle funzioni:

w0 — f(7,¢): 5% x[0,7] — C

che sono:

a) misurabili rispetto alla misura prodotto della misura o su S? con la misura
di Lebesgue su [0, 7]

b)

/ /7r | (7, ¢) | sin? ¢pdo(71)dep < oo.
S2.J0

In questa identificazione, le funzioni centrali, ossia le funzioni costanti sulle
classi di coniugazione di SU(2), sono le funzioni che dipendono soltanto da ¢.

Jsve du(,¢) = 525 [go do(R) [T sin’pdp = 525 4n =1
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4.1 Denotiamo con H lo spazio vettoriale reale costituito da tutte le matrici
2 x 2 complesse, hermitiane, a traccia nulla. Le tre matrici di Pauli

() () ()

sono una base di H. Vogliamo definire un isomorfismo lineare tra H ed R? . ISia
x = (71,72, 73) un elemento di R®. Denoteremo con | z |= (22 + 23 + 23)? la
sua norma euclidea. Definiamo

T T — 1T
o(x) = z101 + X909 + x303 = ( 3. ! 2 )
T + 129 —XI3
Ovviamente si ha che
o(z) e H
ed inoltre &
deto(z) = — |z |?

L’applicazione
rr—o(z) R — H

& ovviamente lineare; dal momento che
oler) =01, olez) =0y, o(e3z) =03

(in cui ep, ez, e3 & la base canonica di R?), & un isomorfismo di spazi vettoriali.
Ricordiamo le proprieta delle matrici o

Tr(oioj) =0 se i#}j

Tr(ojo;) =2 per i=1,23.

Usando queste proprieta si ha che I'isomorfismo sopra definito ¢ invertito
dall’applicazione :

Avr— (%Tr(Aal), %T’T‘(AO'Q), %T’)"(AO’g)) :H — R3
Vogliamo definire un’azione di SU(2) su H . Se h € SU(2) ed A € H; si ha
hAR™' € H.
Infatti
(hAR1)* = (W 1)*A*h* = hAR™!

Tr(hAh™') = Tr(h™'hA) = Tr(A) = 0.

Per ogni fissato h € SU(2), 'applicazione

A— hAR™ H — H
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e lineare. Inoltre 'applicazione
Ah—s hARTL: SU(2) xH — H

definisce chiaramente un’azione di SU(2) su H , tramite operatori lineari.
L’isomorfismo lineare
HR?

permette di trasferire 'azione di SU(2) da H a R3. Esplicitamente, ogni h €
SU(2) induce una trasformazione lineare

R(h) :R® — R

definita dalle relazioni

1
(R(h)z); = 5T’F(h0‘($)h710’z‘), per ogni i=1,2,3 e per ogni z € R?;

oppure, equivalentemente, dalle relazioni:
o(R(h)x) = ho(z)h™", per ogni z € R>.
Dal momento che
det(o(R(h)z)) = — | R(h)z |?
det(ho(z)h™ 1) = — |z |?

ne segue che ¢
R(h) € O(3) perogni h e SU(2)

Vogliamo mostrare che si ha , pili precisamente
R(h) € SO(3)

L’argomento ¢ il seguente. Gli elementi della matrice R(h) sono definiti dalle

relazioni
3

1
> Rij(h)z; = §T7"(ha(ac)h’lai), i=1,23.
j=1
Se si tiene presente che det(h) = 1, se ne deduce che R;;(h) & una funzione
polinamiale dei parametri che determinano h. Se si scrive

h:agag—’iﬁ'7, a%+|3|2:1

abbiamo che gli elementi di matrice R;; sono funzioni polinomiali delle variabili
g, a1, a2, a3 . Allora si ha che la funzione

ap, a1, ag, a3 — detR(h) : S35 R

¢ continua.  Dal momento che detR(h) = £1 (poiche R(h) € O(3) per ogni
h € SU(2)), se ne deduce che det(R(h)) ha segno costante ( se cambiasse segno
dovrebbe annullarsi in un punto, poiché S® & semplicemente connesso). Siccome
R(I3) = I3, in un punto R(h) ha determinante 1, allora ha determinante 1 per
ogni h € SU(2) ; quindi

R(h) € SO(3), per ogni h € SU(2).
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4.2 Vogliamo mostrare che I'applicazione
h+—— R(h) : SU(2) — SO(3)

¢ un omomorfismo di gruppi, che ¢ surgettiva e che il suo kernel ¢ (12, —I5). a)
R & un omomorfismo di gruppi.
R(h) & definito dalla relazione

per cui
o(R(h1ho)z) = hiheo(2)hy 'hT' = hio(R(he)z)hi" = o(R(h1)R(h2)z),
da cui si ha
R(hihy) = R(hi)R(hsy);

b) R & surgettivo.
Supponiamo che R sia un elemento di SO(3). Se z & un qualunque elemento di
R3 | poniamo y = Rz e consideriamo

3 Ty — 12 Y3 Y1 — 1y2
o(z) = . o(Rx) = .
(=) ( 1 + 12 -3 ) (Bz) ( Y1 +1y2 —Y3 )
o(z) e o(Rz) hanno entrambe traccia nulla, inoltre

deto(z) = — | z |*= — | Rz |*= det(o(y)).

Cio implica che o(z) e o(y) hanno gli stessi autovalori. Allora esiste una matrice
unitaria U tale che
o(y) = Uo(z)U™".

Se U ¢ unitaria si ha
U=~h-detU

in cui h € SU(2). Allora si ha

da cui

c)Ker(R) = {I2, —I1}.
Supponiamo che R(h) = I3. Cio significa

o(R(h)x) = o(x) = ho(z)h ™!,

da cui
o(z)h = ho(x), per ogni = € R,

Allora h commuta con tutte le matrici in H, quindi con tutte le matrici ed &
cos' I un multiplo dell’identita. Cid mostra che

h ==l
L’omomorfismo surgettivo
h+— R(h): SU(2) — SO(3)

viene detto l'omomorfismo di ricoprimento di SO(3) .
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4.3 Nel seguito vogliamo dare la forma esplicita dell’omomorfismo di ri-
coprimento nelle parametrizzazioni di SU(2) descritte in precedenza. Se
parametrizziamo gli elementi h di SU(2) come

3
h:aoao—ig a;oj, A+l +as+al=1
i=1
si ottiene per R(h)
ad+af—at—a? 2a -2 2 2

0 1 2 3 1G2 Qo3 o103 + 20000
R(h) = 20103 + 2093 ai+a3—a3 —a?  2ama3 — 20p0q

2001 i3 — 209 209003 + 200y a% + a% - a% — a%

Consideriamo ora la parametrizzazione di SU(2) in termini di @ € §2 e di
¢ € [0, 7]. Per rendere esplicita la relazione tra h(7, ¢) € SU(2) e R(h(7,$)) €
SO(3) , dividiamo la sfera S® in due emisferi aperti:

{(cosqﬁ,ﬁsin@ 0< o< g,ﬁ € 5’2},

{(cos(w—qﬁ),ﬁsin(w—qﬁ) 0< g < g,ﬁ € 52}

pitt I equatore ( che si identifica con la sfera S? ) che & la frontiera (comune)
dei due emisferi. La coppia di elementi di SU(2)

Wi, ) h(=T = §) = ~h(,9), 0<¢ <3

corrisponde ad un punto nel primo emisfero ed al punto diametralmente op-
posto nel secondo emisfero, entrambe questi elementi sono mappati da R nella
rotazione parametrizzata da 7 e dall’angolo 2¢

R(h(7,¢)) = R(h(-=7,7 — ¢)) = R(7,2¢).

Ogni elemento dell’equatore di SU(2), che & parametrizzato da we¢= 5
viene mappato da R nella rotazione parametrizzata da e p=m

R (h (ﬁ, g)) = R(ﬁ,ﬂ');
bisogna tenere conto, pero, che le rotazioni

R(7,7) e R(-7,n)

sono tra esse identificate. In particolare si ha, per i rappresentativi delle classi
di coniugazione in SO(3) e SU(2), la relazione

R (ih%) =Ry, €0,

82



5.3 Le rappresentazioni irriducibili di SU(2), di SO(3)
e di O(3).

5.1 Consideriamo SU(2) come gruppo che agisce, in maniera lineare, su C2.
Ricordiamo che, in SU(2), gli elementi della forma:

et?
h‘P = ( efinp ) ® € [0777-]

parametrizzano le classi di coniugazione.
Denotiamo con (ey, e2) la base canonica di C? ed osserviamo che questa base
diagonalizza simultaneamente tutti gli elementi h,

hper = €e'%eq hpea = e "es.

Per ogni intero r > 0 consideriamo ((CZ)W. Su questo spazio agiscono in
maniera naturale il gruppo simmetrico S, ed il gruppo GL(2,C), con i suoi
sottogruppi, tra cui SU(2).

Consideriamo il sottogruppo di ((CQ)@r formato dai tensori completamen-
te simmetrici (rispetto all’azione di S,). Denotiamo con S” (C?) questo
sottospazio. Ricordiamo alcuni fatti:

1. we ((C2)®T é in S"(C?) se e solo se

s w = w, per ogni s € Sy;
2. 8" ((C2) ¢ 'immagine del proiettore
1
=D
SESy
definito su (C?)®T;

3. la dimensione di S” ((CZ) er+1;

4. una base di S” ((CQ) si ottiene nella maniera seguente: notiamo che il
tensore

1
ﬁZs-(eil(X) . ®e)

’ SEST

non cambia rispetto ad un permutazione degli indici; allora possiamo
usare come notazione canonica per tali tensori simmetrici la notazione

a1 a2
€1 €2

in cui a1 e as sono due interi > 0, tali che a1 + as = r, e indicano quante
volte i vettori di base e; e e3 appaiono in e;;, ® ... ®e;,, rispettivamente,
con questa restrizione, i tensori
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6(1“632 es” ((CZ), ay+ag =1, a; >0
formano una base di S” ((CZ);

5. S"(C?) & invariante (ed irriducibile) rispetto all’azione di GL(2,C) su
((CQ)@T, quindi & invariante “a fortiori” per ’azione di SU(2) su ((CQ)@T.

5.2 Vogliamo mostrare che gli spazi
S™(C?)

sono tutte le possibili rappresentazioni irriducibili di SU(2). Per mostrare que-
sto fatto, calcoliamo il carattere delle rappresentazioni di SU(2) su S™ ((CQ). Dal
momento che i caratteri sono costanti sulle classi di coniugazione, & sufficiente
calcolare la traccia della matrice che rappresenta l'azione di A, su S” ((C2 ) L’a-
zione di h,, sui vettori della base di S” ((C2) descritta nel paragrafo precedente
e data da:

h el el2 — (019 =102 01 02 _ i i(a1— GQ)Lpeal ed2 — ez(r—?m)np
1 >2 1 72 1 2
in cui abbiamo posto

ap=r—m, aa=m, 0 <m <r.

Se denotiamo con x,(p) il carattere dell'azione di h, su S” (C?), abbiamo
4.

r r

XT(()O) _ Z ei(r—?m)np — eiw Z e2im4p _
m=0 m=0

e~ ilrtl)y _ gilr+l)e sin(r + 1)

e~ — el sin ¢

Mostriamo che i caratteri x, hanno norma 1 in L? (SU(2)), per ogni r > 0.
Se usiamo la parametrizzazione di SU(2) mediante 7 € S e ¢ € [0, 7], abbiamo:

sin?[(r + 1) sin”[(r + L)¢] . .
I xr lL2su) = 27r2 /52/ . sin” ¢ do (1) dy
= Dpldp = 1.
3 | sl + Dl dp =

Per mostrare che gli spazi S” ((C2) esauriscano tutte le possibili rappresen-
tazioni irriducibili di SU(2), mostriamo che i caratteri {x,, > 0} formano una

“Ricordiamo che la formula per la somma, di una progressione geometrica, &

-
n ZT_]')

Zz = , 2l <1

— z—1
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base hilbertiana nel sottospazio chiuso di L?(SU(2)) delle funzioni centrali.
Supponiamo che f € L?(SU(2)) sia centrale e che sia:

(fsxr)r2(su2)) = 0, per ogni r > 0,

mostriamo che si ha:

f=0in L*(SU(2)).

Usando, al solito, la parametrizzazione con 7 e ¢ di SU(2), abbiamo:

1 sin[(r + 1)¢]

.92 -
(Xraf)LQ(SU(Z)) = o2 o vf(‘P)Sln pdo(i) dyp
2 (7. .

= 2 [ sinltr+ Dglsing (o) de,

Dal momento che le funzioni

2
<\/isinn<p, n > 1)
T

formano una base hilbertiana in L?(0,7), si ha che se (x;, f)z2 = 0 per ogni
r >0, allora é:
f-sing =0 in L*(0, ).
Poiche sin ¢ non si annulla mai in ]0, [, ne segue che f = 0 in L2(0, ), per cui
(xr)r>0 © una base hilbertiana nel sottospazio chiuso delle funzioni centrali.
Questo mostra che le rappresentazioni irriducibili di SU(2) sono tutte e sole
quelle definite da sottospazi S” ((CZ) di ((CQ)@T.

Usualmente l'indice r che denota le rappresentazioni irriducibili di SU(2)
viene scritto come :

1 3
57 ]-7 57

Le rappresentazioni stesse vengono denotate come D7 e I'indice j viene detto
“spin” della rappresentazione; il carattere di D’ ¢ indicato con x; ed ¢ dato da:

r=2, j=0, 2,...

sin[(27 + 1)¢]

0, 7l.
Sng ,  pel0,n]

xj(p) =

La rappresentazione D7 agisce nello spazio S% ((CQ).
11 prodotto scalare in C? induce un prodotto scalare in ((C2 ) ®27 pella maniera

seguente: tra i tensori decomponibili di ((C2)®2j il prodotto scalare ¢ definito
da:

(1)1® e QU2 W ® ... ®QU2]')((CQ)2J' :(Ul,IU1)(Cz (UQ]’,'UJZj)(CZ

. . 2j . .
e viene poi esteso a ((CQ) 7 per linearitA.
Si puo calcolare che i vettori:

85



2j—m_m
e e .
% 0<m<2j
(25 —m)!'ml!
sono una base ortonormale in S%/ ((CQ).
In questo modo C¥*! puo essere considerato come lo spazio in cui agisce

D, come rappresentazione unitaria.

5.3 Se DJ e DI’ sono rappresentazioni irriducibili di SU(2), consideriamo la
rappresentazione prodotto tensore D’ ® D7'. La sua dimensione &:

(27 + 125" + 1)
ed il suo carattere e:
Xi © x5 (#) = x;(@)x; ()-
Possiamo determinare la decomposizione di D/ ® D7’ in somma diretta di
rappresentazioni irriducibili di SU(2), esprimendo x; ® x;» come somma di

caratteri di rappresentazioni irriducibili. Per fare questo calcolo & utile notare
che ¢ possibile riscrivere i caratteri nella forma:

2j J
o) = St = 3 i
m=0 m'=—j

Si ha quindi, supponendo per fissare le idee j > 5/,

iood j+i'
Xi@xplp)= > Y = 3" N ek = N ().
m=—j m'=j" 1= k=1 =57
In generale
g+’
Xi@xi(e)= > xile)
=l

Quindi

DigQD/ =2piti'"gpiti'-lqg .. @D,

Questa espressione & nota come formula (o serie) di Clebsh-Gordan.
Deve essere sottolineato come ciascuna rappresentazione irriducibile, che com-
pare al membro di destra della formula, ha molteplicita 1. Quindi la
decomposizione € canonica.

6.1 Supponiamo che (m, V') sia una rappresentazione unitaria di SO(3). Dal
momento che:

R: SU2) — SO(3)

¢ un omomorfismo di gruppi, ¢ evidente che (7 - R, V') & una rappresentazione
unitaria di SU(2).
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Notiamo che se (7, V') & irriducibile, lo ¢ anche (7-R, V'). Infatti, supponiamo
che 'operatore

T: V-V

commuti con tutti gli operatori

- R(h), h € SU(2);

dal momento che R(h), al variare di h in SU(2), ricopre tutti gli elementi di
SO(3), questo implica che T" commuta con tutti gli operatori

m(R), Re€SO®).

Allora T' & un multiplo dell’identita, e cid mostra che (7- R, V') & irriducibile.

Cio mostra che ogni rappresentazione irriducibile (7, V) di SO(3) induce
una rappresentazione irriducibile di SU(2) della forma (7 - R, V)

Il lemma seguente caratterizza quali tra le rappresentazioni irriducibili di
SU(2) & della forma 7 - R, per una qualche rappresentazione irriducibile 7 di

SO(3).

Lemma 7 Una rappresentazione (o,V) di SU(2) é della forma o = w- R, in
cui (m, V') é una rappresentazione di SO(3), se e solo se o(—1I2) = idy

Dimostrazione. Se ¢ 0 = 7 - R, allora
o(—I) =7 - R(—15) = w(I3) = idy.

Inversamente, supponiamo o(—1Iy) = idy. Allora si puo definire una
rappresentazione (m, V') di SO(3) ponendo:

w(R) := o(h),

in cui A & un qualunque elemento tale che R(h) = R. Infatti, se anche b’ & tale
che R(h') = R deve essere h' = —h, e si ha:

a(h') = o(=Ih) = o(=1)o(h) = idyo(h) = o(h)

Quindi (7, V) puo essere definita, senza ambiguita, come rappresentazione di
SO(3). E’ immediato verificare che c =7 - R. m

Le (classi di equivalenza delle) rappresentazioni irriducibili di SU(2) sono
(rappresentate da):

(Dj’(CZj+1) ] = 07

si ha _ . o
Di(~Lp)ey’ e = (~1)¥ep ey

per cui D/ (—1I,) = I5j+1 se e solo se j e intero.
La discussione precedente conduce al seguente enunciato.
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Le rappresentazioni unitarie irriducibili del gruppo SO(3) sono tutte e sole
quelle della forma:

R — D'(h) , con R(h) =R e j intero.

Esse agiscono in C¥*!. Con un piccolo abuso esse vengono usualmente denotate
con il simbolo D7, come quelle di SU(2); nel caso di SO(3), pero, j assume solo
valori interi.

Per calcolare i caratteri, si puo procedere nella maniera seguente. Le classi
di coniugazione in SO(3) sono parametrizzate dagli elementi R,, ¢ € [0, 7]
(vedi paragrafo 2), e si ha:

R(h%> =R,, ¢el0n]

(vedi paragrafo 4), per cui il carattere della rappresentazione in SO(3)
parametrizzata da j ¢ dato (denotando con yx; i caratteri di SU(2)) da:

Y (h%) _ sin[(25 + 1)(,0/2]‘

in?
SlIl2

Quindi il carattere della rappresentazione (Dj, (C2j+1) diSO3)(j=0,1,2, ...)
e dato da:

sin(j + %)90
sing '

@ € [0,n].
E’ chiaro che la formula di Clebsh-Gordan per SO(3) assume la forma:
. y ity
DigD’'= Y aD,
I=li=4'l

in cui [ puo assumere soltanto valori interi.

6.2 Le rappresentazioni irriducibili del gruppo compatto O(3) possono essere
ottenute facilmente da quelle di SO(3). Infatti, SO(3) € un sottogruppo normale
di indice 2 in O(3). La decomposizione di O(3) in classi laterali sinistre é:

0(3) = {SO(3), — I3 - SO(3)} .

Supponiamo che (D,V) sia una rappresentazione unitaria irriducibile di
O(3). Dal momento che —I3 commuta con tutti gli elementi di O(3), D(—1I3)

deve essere un multiplo, a idy, dell’operatore identita su V. Ma D (—1'3)2 =

D (—I3)* = D (I3) = idy per cui @ = £1. Poiché D & irriducibile e D(—1I3) =
+idy, ne segue che D | SO(3) ¢ irriducibile. Allora si ha:

D|SO@B)=D! (j=0,1,2, ...)

Possiamo concludere affermando che ci sono due famiglie, Di, D’ , di
rappresentazioni irriducibili di O(3). Esse sono definite da:

D (~I - R) = D} (R) = D(R)
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D’ (~I;-R) = —D’ (R) = —D¥(R), R € SO(3).
Si ha dim D/, = dim D’ = 25 + 1.
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5.4 1l gruppo delle rotazioni e le armoniche sferiche
7.1 Consideriamo la sfera unitaria S? in R3:
S? = {il = (z,y,2) € R 1 2? + 42 +22 = |A* =1}.
Dal momento che si ha
|Riit| = ||, perogniR € SO(3),

ne risulta che SO(3) agisce su S?; pilt precisamente, ¢ facile vedere che SO(3)
agisce transitivamente su S2.

L’azione di SO(3) su S? induce, in maniera naturale, un’azione sulle funzioni
definite su S?; 'azione di R € SO(3) su una funzione su S? viene denotata
con £(R); cioe

UR)f)(R) = f(R7'R), R € SO(3).

Denotiamo con o lelemento d’area normalizzato su S2

/S2da(ﬁ):1;

la misura o su S? & invariante rispetto all’azione di SO(3) su S%. Consideria-
mo lo spazio L%(o) delle (classi di equivalenza di) funzioni su S?, a quadrato
integrabile rispetto a o.
Allora

(¢, 12())

¢ una rappresentazione unitaria di SO(3). Per mostrare questo fatto,
osserviamo che, se f € L?(0), si ha

1) 2do (@) = i) |2do (7).
[ R ) Raotiy = [ 1Pao(

Cid mostra che /(R) & isometrico su L?(s). Dal momento che S? & compatto,
lo spazio, C(S?), delle funzioni continue su S? & denso in L?(o). Inoltre, per
ogni R € SO(3), si ha

UR)[C(S%)] > C(8?);

cio implica che £(R) & unitario su L?(o).
La proprietd fondamentale della rappresentazione (¢, L?(c)) & che contiene,
esattamente una sola volta, ogni rappresentazione irriducibile di SO(3). Piu
precisamente, esiste una decomposizione

in somma, hilbertiana di sottospazi, tale che

(¢, Hy) = (D", CH)

5Si tratta della proprieta di invarianza della misura o
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come rappresentazioni irriducibilisi SO(3). Si puo dire che (¢, L?(o)) costituisce
un modello geometrico naturale per tutte le rappresentazioni irriducibili del
gruppo delle rotazioni.

Inoltre, si pud dare una descrizione molto esplicita degli spazi H, in termini
dell’azione del laplaciano

sui polinomi nelle variabili z,y, 2.

7.2 Denotiamo con P, lo spazio vettoriale complesso dei polinomi omogenei
di grado n nelle variabili z,y, z. Una base per P, & costituita dai monomi

n
9’
xn—ly’ xn—lz’
xn—2y2, (I,‘n_QyZ, xn—222,
n n—1 n
Y Y 2y ey 2

Il numero di elementi di questa base e

dimP, = 14+2+3+..+(n+1) =
1
= S+ +2).

Notiamo che, se p € P,, si ha

—

p(z,y,2) = p(R™'7) € P,

Ogni P, ¢ una rappresentazione finito-dimensionale di SO(3).
Dal momento che ogni polinomio puo essere scritto come somma delle sue
componenti omogenee, abbiamo che

o0

C[x’yﬂz] = @Pn’

n=0

come somma diretta (algebrica) di spazi vettoriali.
Denoteremo con M, la restrizione di P, a S?:

M, = {p|S*:pe P}, n>0.

E’ chiaro che ogni M, & uno spazio vettoriale e che & sottospazio di L?(c);
infatti, gli elementi di M,, sono funzioni continue su S? che & compatto, quindi
sono funzioni limitate, inoltre o & finita su S2.

E’ anche chiaro che

p € My, = U(R)p € M,, se R € SO(3)
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in altre parole,
(4, M)

& una rappresentazione di SO(3), sottorappresentazione di (¢, L%()).
Gli spazi M,, e P, sono isomorfi linearmente. Infatti, se p € P,, poniamo

Yp = P|s2;
esplicitamente
Ty z S
@p(nwanyanz) =p (;7;7;) ) r= $2+y2+z2 .
Inversamente, se ¢ € M, definiamo
Ty z
pkp(xayaz) = ,r,TL(p (;7 ;7 ;) .

Allora le applicazioni

p— o, P, — M,
Q= py: M, — Py

sono lineari, 'una l'inversa dell’altra e definiscono un isomorfismo lineare

P, — M,

che commuta con le azioni di SO(3).
Quindi si ha, in particolare,

1
dim M,, = E(n +1)(n+2)
Supponiamo ¢ € My, allora ¢ ¢ = ¢,, con p € P,. Definiamo
' _ 2, .2, .2 )
p(xayaz) - (ZE +y + 2z )p(xayﬂz)a
allora p’ € P, 9, ed inoltre si ha
/
Y = DPg2-
Cio mostra che
M, C My, C L*(6), n>0.
Definiamo H,, come il complemento ortogonale (in L2(c)) di M, 5 in M,:
M, = H,® M, > )

come somma ortogonale di sottospazi (chiusi) in L?(o).
Notiamo che

H, L H, sen#p
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e che
dimH, = dimM, — dim M, o =

- %[(n—i—l)(n—i—?)—n(n—l)] =

= 2n+1.

Lo spazio H, viene detto lo spazio delle armoniche sferiche di grado n su S2.
Vogliamo mostrare come la rappresentazione (£, L%(c)) di SO(3), quando &
ristretta ad H, C L?(0), sia irriducibile.

A questo scopo, consideriamo S2 come l'orbita, rispetto all’azione di SO(3) su
R3, di

kE = (0,0,1) € §2.
Lo stabilizzatore K del punto k & formato dalle matrici di SO(3) della forma

cosf) —sinf 0
K={R e€S0O@3):R = | sinf cos§ 0 |,0<60<27}.
0 0 1

Lemma 8 Ogni sottospazio, V, non banale, {-invariante in L*(c) contiene un
qualche vettore non nullo lasciato fisso dall’azione di K :

VE = {feL*o): (R)f=FfReK,feV}+{0}
Prova. Fissiamo una qualunque funzione
f#0 inV.

Non perdiamo in generaliti assumendo che®

fR)y # 0
O

Definiamo % ponendo

2w do
5@ = f(cosOn, — sinfn,,sinfn, 4 cos On,, nz)2— .
0 s

E’ facile controllare che
Kev & evk,
Inoltre fX (k) = f(k) # 0. Per cui fX # 0. O

Proposizione 5 Le rappresentazioni (¢, Hy) sono sottorappresentazioni irri-

ducibili di (¢, L?(0)).

®Nel caso in cui sia f(k) = 0, possiamo sostituire f con £(R)f, con un opportuno R €
SO(3).
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Prova. In ogni decomposizione in somma ortogonale di sottospazi £-invarianti
H, =V, oW,

dobbiamo avere
HE = vEowk

Se possiamo provare che HX ha dimensione uno, necessariamente ne deduciamo
che
K K
V,' = {0}, oppure W;'* = {0}.

Per il Lemma precedente, ne segue
Vn, = {0}, oppure W, = {0}

cioé che H, & irriducibile. Dimostriamo allora che HX ha dimensione uno.
In generale, le funzioni definite su S? che sono fissate da K sono quelle che
dipendono solo da n,. In M, tali polinomi sono combinazioni lineari di

nZ, n2 72 (g +ny) = 0271 - n), .

Una base di M allora, & data da

n ,n—2 S :
ny,n, ,..,1 sen & pari,
n ,n—2 T .
Ny, My ~,...,ny sen e dispari,

In entrambi i casi

dimHE = dimME — dimME , =1

Proposizione 6 Si ha
L*(0) = EPH:,
k>0
come somma hilbertiana di sottospazi chiusi.

Prova. Poiche¢ S2 & compatto, lo spazio C(S?) delle funzioni continue su S? &
denso in L?(c). Allora & sufficiente mostrare che

EB Hj (somma diretta algebrica)
k>0

& denso in C'(S?).

Dal momento che S? & un sottoinsieme compatto di R?, le restrizioni ad S?
dei polinomi su R? sono dense uniformemente, e quindi anche nella norma di
L?(0), in C(S?). Abbiamo visto in precedenza che

(C[:Jc,y,z] = @Pn;
n=0
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allora si ha

oo

C[xayaz]\SZ = U My ;
k=0

d’altra parte

Mn = Hn®Mn—2 = Hn®Hn—2®Mn—4 =
= Hn ®Hn—2 ®Hn—4 @ ...,

per cui
o0 oo
U M = @ H, (somma diretta algebrica)
k=0 n=0

Cio mostra che
0
Clo,y,2)j5> = @Hn,
k=0

e quindi che P>, Hy, ¢ L*(0)-denso in C(S?). O

7.3 Consideriamo I'operatore laplaciano

0? 0? 0?
A = 922 + 92 + 92
come una trasformazione lineare definita su P,, per ogni n > 0. Evidentemente
A:P, - P,o, n>0,

inoltre A commuta con l'azione di SO(3) su P, e su P,_». La diagnosi di questa
applicazione ci conduce ad un’importante caratterizzazione degli spazi H,,.
Denotiamo con £, la preimmagine di H, nell'isomorfismo P, 5 M,. Allo-
ra F, & un sottospazio di P, irriducibile rispetto ad SO(3). Notiamo che in
corrispondenza con la decomposizione

M, = H,®H, 2®H,_4..
si ha anche
P, = F,®r’F, s®r'F, 4, ®..;
cio implica che
AlF,] = {0},

per il lemma di Schur, dal momento che il sottospazio irriducibile F; non
compare in P,_o. Mostriamo che si ha

F, = kerA
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e quindi anche
A P, — P,_9

& surgettiva.
Per mostrare questo fatto, si puo calcolare esplicitamente che

peP, = Alr’p) =203+2n)r* p+riAp;
quindi induttivamente:
pE Py = A[r’p) = 25(1+2n—2s)p+1r2Ap,
se s >0. Se p € F,, si ha Ap = 0; allora
pEFy o = A(r’p) = 2s5(1+2n —2s)r* ?p.

Quest’ultima, formula ci assicura che

~

A:rPF, o0 S r272F, 50, s>0
& un’isomorfismo. Quindi

F, = kerA
A:Pn — Pn—2

é surgettivo.
Abbiamo ottenuto cos'I una fondamentale caratterizzazione degli spazi H,.
Sono le restrizioni a S? dei polinomi armonici omogenei di grado n:

p € H, & ¢=mpg,p€P,, Ap=0.
In termini di coordinate polari su R?, possiamo scrivere

2 20 1
AL 129 L A
87“2+7“87" r2 oS
in cui
1 0 0 1 92
inf— +

A - -~
57 5in0 00" 90 " sin? 6 092

¢ il laplaciano sferico su S?. In particolare Ag> commuta con 1’azione di SO(3);
allora Ag» lascia invariato ciascuno dei sottospazi H, ed agisce su H, come
moltiplicazione per uno scalare. Dal momento che A(r?p) = 0 se ¢ € Hy,
possiamo calcolare

? 20 1 "
0 = A(’)”2(p) = (W +;§ + ﬁASQ) (’)" (p) =
= (n(n—1)+2n+ Ag2) 7“"7290

e quindi
Ago = —n(n—1)p ¢ € H,.

Ogni H, C L%*(o) & autospazio di Ag» con autovalore —n(n + 1), ed ha
dimensione 2n + 1.
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5.5 Sottogruppi di O(3) e di SO(3) formati da
rotazioni assiali.

8.1 Definiamo SO(2) (o, piu precisamente, SO(2,R)) come il gruppo delle
matrici 2 X 2, a coefficienti reali, ortogonali (tali, cioe, che per esse la matrice
inversa e la trasposta sono uguali), con determinante uguale a 1. E’ del tutto
evidente come SO(2) formi un gruppo rispetto alla moltiplicazione tra matrici,
in cui 'identita & la matrice I» = diag(1,1).

Seguendo la traccia della discussione del paragrafo 1, & facile convincersi che
SO(2) pud essere identificato col gruppo di tutte le trasformazioni lineari di
R? in sé che preservano il prodotto scalare naturale di R? (cio, in particolare,
implica che siano invertibili) e I'orientazione della base canonica di R?.

Un calcolo molto semplice ed immediato porta a concludere che gli elementi di
SO(2) sono tutte e sole le matrici della forma

(a b), a,beR,a®>+0° =1
—b a

Una maniera (non l'unica !) per parametrizzare le soluzioni della relazione
precedente é:

sinf@ cosf

(COSH ‘Sm9> , 0 € [0, 2n[mod 2r .

Se si parametrizzano gli elementi di SO(2) in quest’ultima forma, si ottiene un
isomorfismo

0 cos@ —sinf
sinf cosf

> . T:=R/27Z — SO(2),

in cui T viene detto il gruppo del toro (unidimensionale) ed ha linterpretazione
geometrica di gruppo additivo degli angoli sul cerchio unitario. Evidentemente
anche l'applicazione

0~ el T {zeC:|lz|=1}

¢ un isomorfismo di gruppi, che identifica T, ed SO(2), con il gruppo moltipli-
cativo dei numeri complessi di modulo 1 7.
Si hanno quindi gli isomorfismi

RN TN (cos@ —ginf ) ‘

sinf cosf

Nel seguito useremo, per brevita, la notazione
cosf —sinf
rg = . .
sinf)  cosf

"Si tratta del gruppo denotato con U(1); a volte viene anche detto il gruppo del cerchio e
denotato con S*.

97



E’ evidente che SO(2) pud essere immerso (non univocamente) in SO(3), per
esempio identificando gli elementi di SO(2) con le rotazioni intorno al (celebre
) asse z in R3. Precisamente, definiamo I'immersione

re — R((0,0,l), 9) = Ry sef € [0,7‘(‘]

rg — R((0,0,—1), 2mr —0) = Ror—_y sef € [m,2n].

A volte, quando SO(2) viene identificato con un sottogruppo di SO(3), si usa
per SO(2) anche la notazione Cy.

Topologicamente, SO(2) & un cerchio; infatti i suoi elementi sono in corrispon-
denza biunivoca con i punti del cerchio unitario. La misura di Haar invariante
di SO(2) (normalizzata ad 1) & data da

do
2
Il gruppo SO(2) & abeliano, quindi le sue rappresentazioni irriducubili sono

tutte 1-dimensionali e coincidono con i caratteri del gruppo. Per determinare i
caratteri di SO(2) si puo procedere come segue. L’esistenza dell’isomorfismo

SO(2) = R/2rZ

implica che i caratteri di SO(2) sono tutti e soli i caratteri di R che sono banali
quando sono ristretti al sottogruppo 27Z.
I caratteri di R sono le applicazioni

X:R=>{zeC:|z|=1}
che sono continue e che hanno le proprieta

x(z+y) = x()x(y)
x(1) =1

E’ ben noto che le soluzioni di questa equazione funzionale sono tutte e sole
della forma .
Xo(z) = €%, a € R.

Se si restringe x, al sottogruppo 277Z, e si impone che questa restrizione sia
banale, si ottiene la condizione sulle possibili scelte di a:

Xa(2min) = ¥ = 1 VYn €Z.
Quest’ultima relazione & risolta da
a €7 .
Quindi, in conclusione, i caratteri di SO(2) sono tutti e soli della forma
xe(0) = e*, 0 ¢ [0, 27] mod27,
al variare di £k in Z.
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Una maniera alternativa (ed equivalente !) di determinare i caratteri di
SO(2) & anche la seguente. E’ chiaro che le funzioni xy, definite per ogni k € Z
come

xi(0) = e*, 0 ¢ [0, 27] mod 27 ,

sono tutte caratteri di SO(2). Bisogna mostrare allora che sono tutti i caratteri
di SO(2). Per mostrare questo fatto & sufficiente mostrare che la famiglia di
funzioni

{xk : k € Z}

& una base hilbertiana del sottospazio di L?(S0O(2)) formato dalle funzioni cen-
trali. Dal momento che SO(2) & abeliano, tutte le funzioni in L?(SO(2)) sono
centrali e si ha I'identificazione

do

L*(SO(2)) = L*(T) = L*(]0,2x], 5 )

E’ ben noto che le funzioni

xe(0) = e*, kel

d0).

sono una base hilbertiana in L?(]0, 2x[, 42

8.2 Consideriamo il gruppo definito astrattamente come
SO(2) x Zy (prodotto diretto) .

Questo gruppo non ha una realizzazuione mediante matrici 2 x 2. In particolare
e sbagliato pensarlo come I’analogo 2-dimensionale di O(3) (benche sia vero che
0O(3) = SO(3) x Zj3). Puo essere identificato, perd, con un sottogruppo di
0O(3), quindi ha una realizzazione mediante matrici 3 x 3, che ne suggerisce
anche l'interpretazione geometrica.

Innanzi tutto si ha 'ovvia identificazione

50(2) X Zg = Coo X {.[3,—[3};

inoltre si ha

{ (}giﬂ’_g G x {5~ T} = {£Re} € O(3).
11 sottogruppo {£Ry} di O(3) viene denotato con Cu . L'interpretazione geo-
metrica di questo gruppo é molto semplice: é il gruppo generato dalle rotazioni
attorno all’asse z e dalla riflessione attraverso il piano =, y ( questa riflessione
viene indicata con —R;).
Il gruppo
SO(2) X Zo = Coop

¢ abeliano, come prodotto diretto di gruppi abeliani. Tutte le sue rappresen-
tazioni irriducibili sono 1 - dimensionali. Esse sono il prodotto tensore delle
rappresentazioni irriducibili di SO(2) con quelle di Zo.
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Quindi C';, ha due famiglie
+ -
X , xi! i keZ
di rappresentazioni irriducibili. Per esse si ha
Xe(R) =, X7 (—Ry) = &M
X (Ro) = x ) (~Ry) = e
8.3 Denotiamo con O(2) il gruppo di tutte le matrici reali, 2 x 2, ortogo-
nali. Necessariamente tali matrici hanno determinante +1. Un calcolo molto

semplice e veloce porta a concludere che gli elementi di O(2) con determinante
—1 sono tutti e soli quelli della forma

(a b ); a,beR, a?+b*=1.
b —a

D’altra parte, abbiamo gia visto come gli elementi di SO(2) siano tutti e soli
quelli della forma

(a b); a,beR, a®>+b*>=1.
—b a

Topologicamente, O(2) é 'unione di due cerchi disgiunti.
La struttura di gruppo di O(2) pud essere studiata come segue.
Consideriamo, innanzi tutto, 'applicazione

det : 0(2) — {1, —1} 7.

Poiché é un omomorfismo, ne risulta che SO(2) é un sottogruppo normale ( e
abeliano) di O(2), e si ha che

0(2)/8S0(2) = Z, .

Ogni elemento di O(2) con determinante —1 ha come quadrato 'identita; infatti

2
a b o 1 0 2 2
(b—a>_(01>’ a, beR, a*+b"=1.

Ne segue che
a b
e (50}

(con a, b € R tali che a® +b? = 1) é un sottogruppo di due elementi di O(2) e
la restrizione di det a questo sottogruppo definisce un isomorfismo

v (50

Queste considerazioni assicurano che O(2) é il prodotto semidiretto del suo

sottogruppo
a b
e (50}
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con il suo sottogruppo normale SO(2).

Per ogni
c d
( d e ) € SO(2)
si ha

D6 L) G-

Quest’ultima, relazione rende esplicita la struttura di prodotto semidiretto di
O(2); in particolare, mostra che il prodotto semidiretto non é banale (cioé non
degenera in prodotto diretto). Dal momento che O(2) é un prodotto semidiretto,
ne risulta che ogni elemento di O(2) puo essere scritto in due modi:

e come ry, se appartiene a SO(2);

a b [ a b
"o b —a ) \ b —a o

se non appartiene a SO(2).

® come

Gli elementi 71y formano una classe di coniugazione, gli elementi con
determinante —1 sono tutti tra essi coniugati.

Una volta fissata una base in R?, si ottiene un isomorfismo tra 1’algebra
delle matrici reali 2 x 2 e I'algebra delle trasformazioni lineari di R? in se stesso.
Rispetto a questo isomorfismo, SO(2) corrisponde bigettivamente con il gruppo
delle trasformazioni lineari (necessariamente invertibili) che lasciano invariato
il prodotto scalare naturale di R2.

Il gruppo O(2) puod essere realizzato geometricamente mediante tutte le
rotazioni nel piano Oxy, attorno al punto O, e mediante tutte le riflessioni
nel piano attraverso le rette che passano per il punto O. Quando ha questa
realizzazione geometrica, il gruppo O(2) viene denotato con D, ( é I'analogo
continuo dei gruppi diedrali del piano).

O(2) puo essere immerso in O(3). Innanzi tutto fissiamo un elemento di
O(2) con determinante —1; ad esempio

(0 4)

Definiamo un’applicazione da O(2) a O(3), ponendo
rg — Ry = R((0,0,1), 0) se 0 € [0,7]
rg — R((0,0,—-1), 2m — ) se 0 € [, 2]
o — —I3 Ry((0,1,0), m);
queste corrispondenze si estendono, in maniera naturale, ad una immersione di

0O(2) in O(3) . Quando O(2) ¢ identificato come un sottogruppo di O(3), viene
denotato anche con C . Esso consiste, geometricamente, di tutte le rotazioni
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attorno all’asse z, di tutte le riflessioni attraverso i piani che contengono 'asse
z (notate che —I3 Ry = ((0, 1,0), 7r) ¢ la riflessione attraverso il piano z, z).

Per determinare le rappresentazioni irriducibili di O(2) si pud procede-
re nella maniera seguente. Supponiamo che (y,V) sia una rappresentazione
irriducibile di O(2). La restrizione

YISO(2)
si decompone in somma diretta di rappresentazioni irriducibili (1-dimensionali)
di SO(2):
Per ogni p, il gruppo SO(2) agisce irriducibilmente su C - v,,, quindi si avra:

Y(re) vy = eim“avu, my, € Z

1. Supponiamo p tale che m, = 0. Allora

W(Tﬂ)vu = Uy,
inoltre
v(0)vy = y(0)y(r—g)vy = Y(re)yv(o)vy

cioé y(o)v, € autovettore di y(ry) con autovalore 1. Allora:

1(0)vu = vy

e, dal momento che y(0?) = idy, ne segue che A\ = £1. Poiche C - v, &
stabile rispetto all’azione di y(rg) e di (o), e rg con o genera tutto O(2),
ne segue che C - v, ¢ irriducibile.

2. Supponiamo g tale che m, # 0. Allora si ha:

Y(ro)v, = eimﬂavu , my €%, my,#0.

Inoltre, come nel punto precedente,

—imy 0 —imy 0

v(@)ou =y(o)y(r-g)e v =(rg)y(0)e

da cui si ottiene che

Uy

v(ro) [y(o)v,] =€
Allora 1 vettori

’Uu ) ’)’(0’)’0“

sono linearmente indipendenti (in effetti, ortogonali rispetto al prodotto scalare
su V rispetto al quale v puo essere resa unitaria). Dal momento che
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v(o) [W(U)Uu] = 7(0’)21)“ = Up,
ne segue che v, e y(o)v, generano un sottospazio 2-dimansionale invariante

di V. Dal momento che abbiamo supposto V irriducibile, V' deve essere 2-
dimensionale con base

{vu, v(@)v}
In conclusione, abbiamo mostrato che se (y,V) & una rappresentazione
irriducibile di O(2), necessariamente ha una delle forme seguenti

1. V & 1-dimensionale e <y & la rappresentazione banale.

2. V & 1-dimensionale e

v(rg) =1 per ogni 0

3. V é 2-dimensionale e v agisce su V come

ezmﬂ
o= () m#0, mez

Poiche

& unitaria, e si ha

()0 ) (1) =077 )
GGG T)=G)

ne segue che le rappresentazioni 2-dimensionali, vy e ', definite come

v = (7 e ) o= (1)
v = (T e )@= ().

con m € Z, m # 0, sono equivalenti. Allora, a meno di equivalenze, le
rappresentazioni irriducibili di O(2) sono:
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1. le due rappresentazioni 1-dimensionali descritte sopra;

2. una famiglia -, di rappresentazioni 2-dimensionali, con m =1, 2, 3,---

o) = (" o ) mier= ()

La “tabella dei caratteri” ¢ data da

T4 o
% 1 1
Yo 1 -1
Ym 2cos mb 0

8.4 Si denota come D}, il sottogruppo di O(3) definito come

Coov X {I3,—1I3} prodotto diretto

Le classi di coniugazione in questo gruppo sono rappresentate dagli elementi

rvg, o, —I3, ri9(—1I3), o(—I3).

Le sue rappresentazioni irriducibili sono dedotte immediatamente da quelle di
Coov, studiate nel punto precedente.
Doop, ha quattro rappresentazioni 1-dimensionali, che denotiamo

n

Yo, Y, V0. 70

e due famiglie infinite di rappresentazioni 2-dimensionali:
7:7,7 77:1 m:172737"'

La tabella dei caratteri é

Tty o —I3 ryg(—1I3) o(—1I3)
Y0 1 1 1 1 1
4 1 1 -1 1 1
Al 1 101 1 1
! 1 1A -1 1
7;',; 2cosmbf 0 2 2 cos mb 0
Y | 2cosmb 0 -2 -2cosmb 0
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Capitolo 6

Applicazioni della teoria delle
rappresentazioni dei gruppi di
rotazioni e del gruppo
simmetrico alla meccanica
quantistica.

6.1 Considerazioni generali.

6.1.1 Molteplicita degli autovalori dell’operatore dinamico

L’assunzione di base di tutta la meccanica quantistica & che ad ogni sistema
fisico venga associato uno spazio di Hilbert complesso e separabile H, che viene
detto lo spazio degli stati del sistema. Le variabili dinamiche (o osservabili) e
gli stati del sistema quantistico vengono descritti da oggetti matematici definiti
in termini dello spazio di Hilbert H. In queste note assumeremo la conoscenza
dei fatti di base di questa descrizione.

In particolare, in H & assegnato un operatore autoaggiunto H (non neces-
sariamente limitato) che viene detto l'operatore dinamico del sistema. Il suo
significato fisico ¢ che il gruppo ad un parametro di operatori unitari

(e " :teR) (6.1)

e il gruppo dinamico del sistema.
L’equazione agli autovalori per H,

Hv=Fv, vedomH, FER, (6.2)

viene detta l'’equazione di Schroedinger indipendente dal tempo. Uno dei pro-
blemi di base della, meccanica quantistica e quello di descrivere il piu esplicita-
mente possibile gli autovalori di H e la loro molteplicitd (naturalmente, nelle
situazioni fisiche in cui H & assegnato esplicitamente come operatore su #).
Vogliamo mostrare nel seguito come la teoria delle rappresentazioni dei gruppi
compatti possa essere usata nella soluzione di questo problema.
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[’assunzione che facciamo da questo punto in poi & che in H agisca una
rappresentazione unitaria, che denotiamo con U, di un gruppo compatto G, e
che H commuti con tutta la rappresentazione U. Cio significa, con precisione:
H commuta con U(g), per ogni g € G. Si dice, in questo caso, che G & un
gruppo di simmetria per H.

Denoteremo con

(71, V1), (w2, Vo) ooy (7, V) - (6.3)

le rappresentazioni unitarie irriducibili (necessariamente finito dimensionali) di
G. Consideriamo la decomposizione canonica di ‘H rispetto all’azione di G:

H=EPVi:i>1) (6.4)

(somma hilbertiana di sottospazi chiusi di H). Riconsideriamo alcuni fatti
fondamentali della decomposizione canonica:

iper ogni [ > 1, V; & un sottospazio chiuso (non necessariamente di
dimensione finita) di H ed & 'immagine del proiettore hilbertiano

.az(mmW{L}mﬁU@mmm, (6.5)

in cui p & la misura invariante di G (normalizzata ad uno) e x; ¢ il carattere

di (m, V).

ii V; e invariante rispetto ad U, e si ha I'isomorfismo di rappresentazioni di

G
Vi =V, @ Homg (Vi, ), (6.6)

in cui G agisce su V; tramite U, su V, tramite 7; ed agisce banalmente su
Homg (V;, H); ricordiamo che Homg (V), 1) ha una struttura naturale di
spazio di Hilbert complesso e separabile;

iii i punti precedenti ci assicurano che V; € somma hilbertiana (eventualmente
infinita) di sottospazi di H irriducibili rispetto ad U, tutti isomorfi a
(1, V), come rappresentazioni di G.

Dalla forma esplicita di P, e dall’ipotesi che H commuta con U(g), per ogni
g € G, discende immediatamente che H commuta con ogni F;. In particolare,
Vi & un sottospazio chiuso invariante rispetto ad H. La restrizione, H)y; di H a
V; € un operatore autoaggiunto su V.

Proposizione 7 Nell’isomorfismo di spazi di Hilbert
Vi =2V, ® Homg (V;, H) , (6.7)
operatore autoaggiunto Hy, si trasporta in
Idy, ® K] (6.8)

in cui K é un operatore autoaggiunto su Home (V;, H).
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Prova. Denotiamo con
B~ QE): B[R - B(W)

la PVM spettrale di H)y;. Dal fatto che U(g)y; commuta con H|y;, discende che
Q(FE) commuta con U(g)|y; per ogni E' € B(R) ed ogni g € G. Consideriamo
I’isomorfismo unitario di rappresentazioni di G

(Ua ‘/l) = (7Tl ®1d, V, ® Homg (Vla H)) ) (69)

ogni proiettore spettrale Q(E) quando & trasportato su V; ® Homg (V), H) &
necessariamente della forma

Idy; ® Q(B) (6.10)
in cui Q(E)' & un operatore (limitato) su Homg (V;, H). E’ facile vedere che
E~ Q(E): B(R) — B(Homg (V,,H)) (6.11)

¢ una PVM, che agisce in Homg (V;,H). Allora la PVM spettrale di H)y; si
trasporta a Idy, ® Q(E)" in cui Q(E)" ¢ una PVM. Per il teorema spettrale Hy;
si trasporta a

Idy, ® K; (6.12)

in cui K; & un operatore autoaggiunto su Homg (V;, H).O

Nei casi che tratteremo in queste note, ciascuno degli operatori autoaggiunti
(non necessariamente limitati) K; ha uno spettro formato da autovalori non
degeneri. Con questo intendiamo:

i per ogni/ > 1, esiste una successione di numeri reali
(Eln)ngjl )
in cui J; € un insieme numerabile di indici, che dipende da [, tali che

Eln ?é Eln’ sen 7é nl;

ii per ogni [ > 1, esiste una base hilbertiana di Homg (V;, H),

y
v
(n nEJl,

costituita da autovettori di K;
K, = B!
lvn lnvn .

l

n)n e possiamo allora scrivere

In termini della base (v

Homg¢ (VZ,H) = @ (C-U,lz n e u7l>
= @(Vl@)c.vfl:nejl)
H o @(V@Cvfl:lzl,nejl)
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Notiamo che G agisce su V; tramite m; e banalmente su (C.vﬁl. Inoltre, H agisce
moltiplicativamente per Ej, su ogni V; ® (Cvfb. Cio mostra che se almeno una
delle rappresentazioni irriducibili di G, ad esempio Vi, ha dimensione maggiore
di uno, gli autovalori E,, n € Jk, sono necessariamente degeneri. La simmetria
di H (nel senso che H commuta con tutta la rappresentazione U del gruppo
compatto G) & causa di degenerazione per gli autovalori di H. Per ogni fissato
[, si ha, per ipotesi

Ey, # Epy, sen#n/ (6.13)

A priori, & possibile che sia
Ey, = Epy

per qualche n,n’ € J; N Jy (eventualmente coincidenti). In tal caso si usa dire
che si e in presenza di degenerazione accidentale nello spettro di H. Se questo
non ¢ il caso, cioe se

Eln # El/n/

purcheé almeno uno dei due indici sia diverso, si dice che non c’¢ degenerazione
accidentale.
In assenza di degenerazione accidentale, la decomposizone

H=@(VeC 1>1,neq) (6.14)
coincide con la decomposizione di H in autospazi di H. Inoltre la molteplicita

di ogni autovalore ¢ esibita esplicitamente, in termini delle dimensioni delle
rappresentazioni irriducibili di G.
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6.1.2 Suddivisione di un autovalore per l’effetto di una
perturbazione

Supponiamo che FE sia autovalore dell’operatore dinamico H e che Wy sia
I’autospazio corrispondente:

Hv=FEv, veWg.
Se denotiamo con Pg il proiettore hilbertiano
PE tH — WE s

il teorema spettrale ci assicura che Pp commuta con ogni operatore U(g), g € G.
Quindi W e un sottospazio invariante rispetto ad U. Supponiamo che a H
venga aggiunto un termine H', che pud essere trattato come una piccola per-
turbazione (viene dato per scontato che si abbia chiaro il significato preciso di
questa frase). La conclusione essenziale della teoria delle perturbazioni indipen-
denti dal tempo per un autovalore degenere ¢ che le correzioni all’autovalore F
sono date, al primo ordine perturbativo, dagli autovalori dell’operatore

PgH'Pg

che e visto, in maniera naturale, come operatore su Wpg.
Supponiamo che esista un sottogruppo chiuso G’ di G (necessariamente
compatto) tale che

U(g')H' = H'U(g'), perognig € G'.

Esaminiamo quali conseguenze ha questa ipotesi, per il problema della dia-
gonalizzazione di PgpH'Pg. 1l fatto fondamentale ¢ che si ha, per ogni ¢’ €
G,

PpH'PpU(g) =
(poiché U(g) commuta con Pr e G' C G)
= PpH'U(9)Ps
(poiche U(g') commuta con H')
= Ul(g")PeH'Pg

Denotiamo, per semplicita,

(PEH,PE)\WE = Hj

U@ w, = Urlg)

La relazione precedente ci assicura che su Wg l'operatore H}, commuta con
tutta la rappresentazione U, di G.
Decomponiamo W rispetto all’azione di G’. Denotiamo

(013 ZI) ) (0—23 22) PREEEY] (Uia ZZ) PR
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le rappresentazioni unitarie irriducibili (finito dimensionali) di G'. Facciamo
l'ipotesi semplificatrice che ogni rappresentazione irriducibile di G’ entri nella
decomposizione senza molteplicita. Avremo

Ws = Pwi

come rappresentazioni di G.

Dal momento che H}, ed U, commutano su Wg, ne risulta che ogni Wé € un
sottospazio invariante per H7,. Cio significa che H}, commuta, su W, con una
rappresentazione irriducibile di G'; allora HJ, agisce su W}; come uno scalare.
Ogni W}g ¢ autospazio di H7;; la decomposizione di Wy rispetto all’azione del
gruppo compatto G’ effettua la diagonalizzazione di Hy,.

Cido mostra che ogni autovalore £ di H si divide, per I'azione della per-
turbazione H', in tanti livelli quante sono le rappresentazioni irriducibili di G’
contenute in Wg. Ogni tale livello ha molteplicita pari alla dimensione di Z;.

In particolare, se G’ ha qualche rappresentazione (o, Z;) non unidimensio-
nale, la degenerazione dell’autovalore £ non puo essere completamente rimossa
dalla perturbazione H'.Solo una perturbazione con gruppo di simmetria abe-
liano (per il quale tutti gli spazi Z; sono unidimensionali) ha la possibilita di
rimuovere completamente la degenerazione.
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6.2

6.2.1

Sistemi ad una particella

Elettrone in un campo centrale

In tutto il seguito denoteremo sistematicamente con

le rap

e che

(Dj’I/}) jzov%ala

[\e] 98]

g een

presentazioni unitarie irriducibili di SU(2). Ricordiamo che
V; ~ C¥t!

per j =0,1,2, ... esse definiscono le rappresentazioni irriducibili di SO(3)

e di O(3). Consideriamo il sistema quantistico formato da un singolo elettrone
nello spazio fisico R?. Una delle assunzioni di base della meccanica quantistica

non r

elativistica ¢ che lo spazio di Hilbert degli stati #, associato a questo

sistema, ¢

H = L*(R*)®V:i.
2

In questa fattorizzazione di H, lo spazio L? (R3) viene detto lo spazio dei gradi
di liberta traslazionali, mentre V1 e detto lo spazio dei gradi di liberta di spin .

2
Se I'elettrone & sottoposto ad un campo di forze centrale, il cui potenziale &

loper

in cui

i)

ii)

iii)

r o — V(r), r=+vaz2+y>+ 22,

atore dinamico del sistema &

H®ldy, + H
2

Idy, e l'identita su Vi;
3 2

H ¢ un’estensione autoaggiunta dell’operatore differenziale formale
h? 0? 0? 0?
— | — === +t=+== V
/ (2m> (8;172 * dy? * 82’2) fHVs,

H' descrive I'accoppiamento tra il momento magnetico associato allo spin
ed il momento magnetico associato al moto orbitale dell’elettrone; la forma
esplicita di H' ¢ data (formalmente) da

EoM0 ldV(’F)

H/
m2 r dr

-
7

(Zotdy, ) (1) @ 9)

nell’espressione precedente L = (L, Ly, L) denota l'operatore (vettoria-
le) di momento angolare orbitale e S = (Sz, Sy, Sz) l'operatore di spin
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Per il seguito non & tanto importante la forma precisa dell’'operatore H'
quanto notare che accoppia i gradi di liberta traslazionali e di spin del-
I’elettrone. Nello spirito della teoria quantistica delle perturbazioni, il
termine H' deve essere considerato piccolo rispetto a H ® Idy, .

2

Nel prossimo paragrafo descriveremo la struttura di molteplicita degli
autovalori di
H ® Idy,
2

facendo delle ipotesi fisicamente plausibili sul potenziale V. Nel paragra-
fo successivo descriveremo come l'interazione spin -orbita modifica questi
autovalori e la loro molteplicita. Infine considereremo 'effetto di un cam-
po esterno non centrale. La discussione che segue deve essere confrontata
con la discussione generale della sezione 6.1.
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6.2.2 La molteplicita degli autovalori dell’operatore dinamico,
trascurando l’interazione spin -orbita

In questo paragrafo vogliamo discutere la molteplicita degli autovalori
dell’operatore dinamico
H® I(flvl ,
2

agente nello spazio di Hilbert
H=IL*R})®W
2

Il primo passo & la discussione del gruppo di simmetria di H ® Idy, .
2

In tutto il seguito, denoteremo
A7 — A7 OB3) xR — R

I'azione naturale di O(3) su R®. Quest’azione induce, in maniera geometrica,
un’azione unitaria di O(3) su L? (]R3); esplicitamente, denoteremo

U = fAaALF), fel*(®R).

(U, L? (R3)) ¢ una rappresentazione unitaria di O(3). D’altra parte SU(2)
agisce su V1 tramite la rappresentazione D2. Ricordiamo che questa non e

2
altro che 'azione di SU(2) (visto come gruppo di matrici) su C2.
Il potenziale centrale V(r), che compare in H, & ovviamente invariante
rispetto all’azione di O(3):

V(r) = V (A7), perogniAecO(3)
Da questo si deduce che la rappresentazione
(vwDhr* (R) o 1))
2

commuta con H®Idy, ; quindi O(3) xSU(2) é gruppo di simmetria per H®Idy, .
2 2

In accordo con la discussione del paragrafo 6.1.1, & necessario ottenere la
decomposizione canonica di

L?(R) @V,

rispetto all’azione di O(3) x SU (2). E’ chiaro che per questo & sufficiente ottenere
la decomposizione canonica, di

(U, 2% (R%))
rispetto ad O(3).
Introducendo in R?® coordinate sferiche, si ha l'identificazione (tra spazi
dotati di misura)

3 2 *
R* ~ S§° xR}
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in cui
Ry = {zecR:z>0}
S5? = {FeR:|f=1}
Si ottiene cos'I I'identificazione
L* (R*) ~ L?(S%) ®L*(RY)

(prodotto tensore di spazi di Hilbert). In questa fattorizzazione, la rappresen-
tazione U di O(3) si trasporta ad U’ ® Id L2(RY) in cui la rappresentazione U’
+

di O(3) su L? (5?) & definita come
(U'f)® = f(ANF), felL*(S?

(& chiaro che O(3) agisce su S?). Siamo cos'I ricondotti alla decomposizione di
(U, L?* (S%)).

Consideriamo la decomposizione
L?(8?) = EB (H; : 1 >0, intero)

(somma hilbertiana di sottospazi finito- dimensionali (quindi chiusi)). Ogni
H; (lo spazio delle armoniche sferiche di grado [) & 2/ + 1 dimensionale ed &
invariante rispetto all’azione di O(3) su L2 (5’2). La restrizione di U’ ad H; ¢
un modello della rappresentazione irriducibile

(Défl),,Vl) 1=0,1,2,...

di O(3). 1l segno (—1)! viene detto la paritq della rappresentazione.
In conclusione, la decomposizione canonica della rappresentazione

(vwDi, 12 () V) )
2
di O(3) x SU(2) ¢ data da
2®)evy =~ @(Hel?(®R)eVi: > 11l ntero)
Su ogni addendo agisce la rappresentazione
R D3

l
Dy

con molteplicitd infinita, data la presenza del fattore L? (Ri) Inoltre, ogni
addendo e invariante rispetto all’operatore dinamico H ® Idy,, . Se consideriamo
2

la restrizione di questo operatore a

H, ® L* (Ri)@V%,

. . Lo
e teniamo conto che H ® Idy, commuta con la rappresentazione U X D2 di
2

0(3) x SU(2) segue che tale restrizione ha la forma

Idy, ® Ry ® Idy, ,
2
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in cui R; & un’operatore autoaggiunto che agisce in L? (Rj_) Si puo trovare
la forma esplicita di R; scegliendo coordinate sferiche in R?® ed esprimendo H
in termini delle coordinate sferiche. Calcoli abbastanza semplici, e ben noti a,
qualunque studente di meccanica quantistica, portano a concludere che R; ¢
(per ogni [ > 0) un’estensione autoaggiunta dell’operatore differenziale formale

;o (1 d (rdﬁi)—l(%l))fjuvmf

“2m \r2dr

A questo punto ¢ necessaria la conoscenza della decomposizione spettrale di
R;. Per i potenziali centrali V(r) che sono di interesse per la modellizza-
zione matematica dell’elettrone nell’atomo, si possono assumere le conclusioni
seguenti:

i) per ogni [ > 0, esiste una base hilbertiana di L? (Rj_), che denotiamo

y
e
( " nZH—l’

formata da autovettori di R,

l [ .
Rie, = Epe,;

n

ii) 'autovalore E,; ha la forma

m 1
By, = -2 (—_
nt 2h? (n+xn,l> ’

in cui il termine z,; viene detto la correzione di Rydberg;

iii) il termine x,,; ¢ assente se V' (r) & il potenziale coulombiano; & compreso
tra 0 e %; dipende da [ ed & quasi costante rispetto ad n; tende a 0 per
grandi [;

iv) lassenza della correzione di Rydberg ¢ equivalente al fatto che per il
potenziale coulombiano ¢ presente degenerazione accidentale rispetto al
gruppo O(3) x SU(2).

Dal punto i), si ha
12(R) = @(Cein>i+1);
quindi
Her*®)eV: = @(HeC-dov,:in>i+1),

(come somma hilbertiana di sottospazi).
Introduciamo la notazione

H®C-e =V (n>1+1,1>0).
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Ogni V;" & un sottospazio 2/ + 1 dimensionale di L? (R3). L’operatore H agisce
su di esso moltiplicativamente per E,;. Inoltre V" & invariante rispetto all’a-
zione geometrica naturale di O(3) su L? (R3). Questa azione, ristretta a V", ¢
un modello della rappresentazione irriducibile

(Pf 1yo1)

di O(3).
La decomposizione di

H = L*(R)eW
2
rispetto all’azione del gruppo O(3) x SU(2) ed all’azione dell’operatore dinamico

H ®1dy,
2

e realizzata esplicitamente da

o] n—1
LZR)eV, = EB( VZ”®V%>

n=1 \[=0
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6.2.3 L’interazione spin -orbita e la struttura fine.
Consideriamo 'operatore dinamico
H® Idv% +H'
sullo spazio di Hilbert
H o= L*(R)eV..

Vogliamo studiare come si divide 'autovalore E,,; dell’operatore dinamico H ®
Idy, (la cui molteplicita ¢ stata studiata nel paragrafo precedente) per 'azione

2
della perturbazione H', che descrive 'accoppiamento spin -orbita.

Il primo passo ¢ determinare il gruppo di simmetria di H'. per questo, &
piu chiaro effettuare I'identificazione

0@B) =~ Zyx SO(3).

Il gruppo di simmetria di H ® Idy, puod essere quindi identificato con
2

(Zs x SO(3)) x SU(2).

il termine H' accoppia tra loro i gradi di liberta traslazionali e di spin . Quindi,
il gruppo di simmetria G’ di H ® Idy, + H' & il sottogruppo “diagonale” di
2

(Zo x SO(3)) x SU(2).
definito da
G' = {(w,R(h),h): w € Zy h € SU?2)}

ove R & l'isomorfismo di ricoprimento di SU(2) su SO(3) definito in 5.2. E’
evidente come ’applicazione

(W, R(R),h) = (w,h) : G = 7y x SU(2)

definisca un’isomorfismo di gruppi compatti.
In accordo con con la discussione generale del paragrafo 6.1.1, dobbiamo
decomporre la rappresentazione

(Ply @D ew)

di SO(3) x SU(2) in rappresentazioni irriducibili di G’. Questo problema &
del tutto elementare. La restrizione a G’ della rappresentazione D! D> &
esattamente la rappresentazione

(-1)! @ D' ® D»

di G' ~ Zs x SU(2). La decomposizione di questa rappresentazione in
rappresentazioni irriducibili ¢ data dalla serie di Clebsh-Gordan per SU(2):

D'eD: ~ le%@Dl*%a 1=1,2,3,..
D3, 1=0
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Notiamo che nella decomposizione le rappresentazioni irriducibili di SU(2)
entrano ciascuna senza molteplicita.
Allora, per [ > 1, Pautovalore F,; di H ® Idy, , che & 2 (2] 4 1) degenere, si
2

spezza in due autovalori di degenerazione

1
2(l+§>+1 = 2[42

1
2(1-z)+1 = 2

rispettivamente. Per [ = 0 il livello due volte degenere non si separa.

Queste previsioni sono completamente differenti dalle corrispondenti pre-
visioni per le particelle senza spin (cio¢ supponendo H = L? (R3)). La loro
verifica sperimentale consiste nell’osservazione degli spettri dei metalli alcalini
e degli atomi ionizzati in cui le transizioni che danno luogo alle righe spettrali
siano effettuate da un singolo elettrone, accoppiato al campo centrale genera-
to dal nucleo e dagli altri elettroni. Particolarmente importanti storicamente,
e molto chiare dal punto di vista sperimentale, sono state le osservazioni dei
doppietti nello spettro del sodio e dello ione calcio.

6.2.4 Effetto Zeeman ed effetto Stark
Effetto Zeeman

L’effetto Zeeman consiste nella separazione di una riga spettrale in piu righe,
quando ’atomo & immerso in un campo magnetico. In termini matematici,
leffetto Zeeman ¢ la suddivisione di un autovalore dell’operatore dinamico

H®ldy, + H'
2

quando a quest’ultimo viene aggiunto un termine che descrive ’'interazione con
un campo magnetico esterno.

I momenti magnetici associati allo spin ed al momento angolare orbita-
le dell’elettrone si accoppiano con il campo magnetico. Se facciamo I'ipotesi
semplificatrice che il campo magnetico sia costante ed uniforme ed abbastanza
debole, questa interazione puo essere descritta matematicamente aggiungendo
all’operatore dinamico

H®Idy, + H'
2

un termine

—

H' = c(Leldy, +2Mdpe)eS§) - B
2

(in cui B ¢ il vettore costante (nello spazio e nel tempo) che descrive il campo
esterno, e ¢ ¢ una costante (dimensionata) opportuna).

Nel seguito supporremo H" piccolo rispetto a H' , nel senso della teoria delle
perturbazioni in meccanica quantistica. Cio significa fisicamente che il campo
B & tanto debole che la sua energia di interazione con i momenti magnetici e
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piccola rispetto alla differenza di energia tra due livelli dovuta all’interazione
spin -orbita. Un caso sperimentalmente molto chiaro di questa situazione ¢ lo
studio dell’effetto Zeeman sulla famosa riga gialla doppia del sodio.

Il primo punto da chiarire & quale sottogruppo di G' ~ Zs x SU(2) sia il
gruppo di simmetria di H”. Tl sottogruppo di O(3) che lascia invariato il campo
magnetico Bé Coon- Per convincersene, basta pensare che il campo magnetico
costante e descritto da uno pseudovettore B (diretto, per fissare le idee, lungo
l'asse z) o, equivalentemente, da una spira orientata, giacente nel piano zy. Il
sottogruppo di O(3) che fissa una spira orientata, giacente nel piano zy & Cuop,.
Il gruppo di simmetria, G”, di H” ¢ dato dalla preimmagine di Cs}, rispetto
all’lomomorfismo

IdxR: Zox SU(2) — ZsxSO(3) = 0(3)
Quindi si ha
G" = {(w,h) € Zyx SU(2): (w,R(h)) € Coon}

Dal momento che &

Coohh =~ Zox Cu,
si ha

G" ~ ZyxCZ,
in cui abbiamo definito

C: = {heSUQ2): R(h) € Cx}.

In accordo con il programma descritto nel paragrafo 6.1.2, dobbiamo decom-
porre una rappresentazione irriducibile di G’ in rappresentazioni irriducibili di
G". Dal momento che

G' ~ 7y x SU(2), G" ~ 7y x CL,
¢ sufficiente decomporre le rappresentazioni irriducibili di SU(2) in
rappresentazioni irriducibili di C_.

Ricordiamo che C} € un gruppo abeliano che puo essere realizzato mediante
matrici 2 X 2 come

—i%
cr = {:I:(e : ):0§¢§27r}.
e

Le sue rappresentazioni irriducibili (caratteri irriducibili) possono essere
parametrizzate da

[S]3s8

1 3
0j, §=0,%5, %, %5,
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ed esplicitamente sono date da

—i% g
;¢

oS-

[}
2
con
0<¢p<2rm
1 3
=0,,£=,+1, +—, ...
/ 2 2
La rappresentazione irriducibile
1 3

i VY =0 4o hd
(D7, V) ]_0,i2,il,i2,...

di SU(2) si decompone come
D|]C;o ~ Uj@O'jfl@...@O'f]q»l@gij_

Dal momento che ogni rappresentazione irriducibile di C%, appare in questa
decomposizione senza molteplicita, la decomposizione stessa € canonica.
Notiamo che ’autovalore che era associato alla rappresentazione
I+ -3
o © Dy
di degenerazione 2]+ 2 o 2[ rispettivamente viene diviso in 2/ 42 o 2] autovalori
separati sotto I’azione della perturbazione H”. La degenerazione viene comple-
tamente rimossa. Cio ¢ dovuto al fatto che il gruppo di simmetria di H”, cio¢
G" & abeliano.

D 1=0,1,2,...

Effetto Stark

L’effetto Stark e la suddivisione delle righe spettroscopiche quando I'atomo e
posto in un campo elettrico esterno. Per semplicita, supponiamo il campo
elettrico costante ed uniforme, diretto lungo I'asse z. La carica dell’elettrone si
accoppia con il campo elettrico ed all’operatore dinamico

H® Idv1 + H !
2
deve essere aggiunto un termine

H" = c2|E

in cui ¢ & una costante opportuna dimensionata ed ‘E

¢ il modulo del campo

elettrico esterno. Supporremo E ‘ sufficientemente piccolo, in modo che l'e-

nergia di interazione tra la carica e il campo estreno sia piccola rispetto alla
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separazione dovuta alla struttura fine. In questa situazione, possiamo trattare
H" come una perturbazione.

Evidentemente, il sottogruppo di O(3) che fissa 1’asse z (con la sua orien-
tazione) & Cuyp. Il gruppo di simmetria di H”, che denotiamo G”, & la
preimmagine di Cy, rispetto all’lomomorfismo

IdxR: Zyx SU(2) — 0O(3)
Ricordiamo che
Coov =~ SO(2) x'Zs
(prodotto semidiretto). Quindi si ha
G" = SO(2)* x' Zy;
l'azione di Zy su SO(2)* che definisce il prodotto semidiretto ¢ data da

ILh = h, heSO®)
(=1).h = h7, h € SO(2)*

Le rappresentazioni irriducibili di G” possono essere descritte come segue:

i) due rappresentazioni unidimensionali,

aq a_1,
definite come
ap (h) = 1, Vh € SO(2)*
o (w) = 1, we (1,-1) =2Zy

a_i(h) = 1, Vh € SO(2)*
aq(w) = w, we (1,-1) =2y

ii) una famiglia di rappresentazioni bidimensionali,

13

i ) =—=,1,=,2, ...
/8]5 J 235253

e? 0
) = ( 0 e_ijd’) 0<¢ <2,

definita come



La rappresentazione irriducibile

di Zo x SU(2) si decompone in maniera differente a seconda che j sia intero
(1 =0,1,2,...) o semintero (j = %, %, %, ...). Supponiamo, innanzi tutto, che j
sia un intero. E’ necessario trattare separatamente i due casi Dg 4 € Df,)- Si
ha

D] 500wz, = Bi®Bi1®.. @5/ @,
in cui:
k=1 se j e pari,
k=-1 se 7 e dispari;
DI s00yxzs = Bi®Bi1®.. 05/ @,
in cui:

k=1 se j e dispari,

k=-1 se j € pari.
Infine, se j € semintero si ha

Dgi)|50(2)*xfz2 = 53'@53'—1@---695%,

Abbiamo visto nel precedente paragrafo come l'interazione spin-orbita divida
lautospazio con autovalore E,; (dell’operatore H ® Idy, ) in due autospazi di
2

dimensioni
20+ 1, 21,

rispettivamente, se [ # 0, e lasci inalterato I'autospazio Fyy. Ricordiamo che,
nel caso [ # 0, i due autospazi sono equivalenti alle rappresentazioni

I+ -1
e Doy

di Zy x SU(2). Lautospazio E,, ¢ equivalente alla rappresentazione

D

1
D
di Zy x SU(2). Si ha

1
5 ~Y
D+|50(2)*x'22 - 5%,

quindi Pautospazio E,y non si suddivide per l'effetto Stark. Il campo elet-
. . . E I C e e
trico separa l’autospazio equivalente a D(,f)z in tanti livelli quante sono le

el o . I+ .
rappresentazioni irriducibili di SO(2)* x Zg contenute in D(_f)l. Si ha:

1+1
D Yyiso@yxiz, = 5(&%)@5(&%)*1@---@53
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Consideriamo un esempio concreto, anche per mettere in luce la differenza tra
effetto Zeeman ed effetto Stark. L’elettrone pitu esterno in un atomo di sodio
e un esempio molto chiaro fisicamente di un elettrone che & sottoposto ad un
campo esterno centrale ma non coulombiano. Tenendo conto dell’interazione
spin-orbita i livelli energetici piu bassi dell’elettrone esterno dell’atomo di sodio
sono, in ordine di energia crescente

28,1, 2Pi, 2Ps
2 2 2
Un (debole) campo magnetico esterno separa

2Ps in quattro livelli,
2
2pP; in due livelli,
2
281 in due livelli.
2
Un (debole) campo elettrico esterno esterno fa s I che

2P si separi in due livelli,
2

2pP: non sia separato,
2

29 1 non sia separato.
2

In accordo con le osservazioni sperimentali.
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6.3 Sistemi formati da particelle identiche

6.3.1 La connessione spin statistica e ’atomo con N elettroni

Consideriamo un sistema formato da IV elettroni. Lo spazio degli stati di ciascun
elettrone ¢

H = LRV
2

Qual ¢ lo spazio degli stati che viene assegnato dalle regole della meccanica
quantistica al sistema composto formato dagli IV elettroni?
Consideriamo il prodotto tensore di spazi di Hilbert

HON = H@..@H (N fattori)

HEN & uno spazio di Hilbert complesso e separabile. E’ definita un’azione
naturale del gruppo delle permutazioni Sy su H®V: ogni s € Sy agisce sui
tensori decomponibili di &V come

S. (1)1 R...R ’UN) = Us—l(l) R...Q vs—l(N);
questa azione viene estesa a tutto H®V per linearita e continuita. Si definisce
AV (H) = {peH®N: 5.9 = (signs) ¢, Vs € Sy}

AN (H) & un sottospazio chiuso di H®. Uno dei postulati fondamentali della
meccanica quantistica € la connessione tra spin e statistica. Afferma che lo
spazio degli stati Hy del sistema composto dagli NV elettroni & esattamente la
parte antisimmetrica di H®V

Hy = AN (H) ¢ H=N
Puo essere opportuno, prima di procedere, ricordare alcune proprieta degli spazi

AN ().

Denotiamo

Ay = % Z ((signs)s.: s € Sy);
Ap & il proiettore hilbertiano
Ay : HON  — AN (1)
Se vy, ...,uny € H, definiamo
mA.. Aoy = VNIAy (V1 ® ... vN)
11 fattore v/N! & scelto in modo che si abbia
(ug Ao Aun,vp Al A ”N)AN(H) = (u1 Ao Aun, v Ao AUy )gyon = det ((ui,vj)ﬂ)
Usando queste proprieta si puo provare che, se
(ei)izl
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¢ una base hilbertiana di H, allora
(eil N Nejy: 1 <ty <...< ’iN)

& una base hilbertiana di AN (#). In particolare, se H ha dimensione finita d,
si ha

dim AN (1) = (;’;) se N<d

dimAN (H) = 0, se N>d

In un atomo gli N elettroni sono posti in un campo esterno centrale, ed
interagiscono tra loro. La modellizzazione matematica di questo sistema &
implementata descrivendone l'operatore dinamico.

Nello spazio di Hilbert H = L? (]R3) ® V% (lo spazio degli stati di un singolo
elettrone) consideriamo l'operatore dinamico H ® Idy, che abbiamo introdotto

2
nel paragrafo 7?. Nel seguito, per semplicita, denoteremo questo operatore con
Hiing. Definiamo un operatore su HON | che denotiamo H), ponendo

N

HO — ZIdH@)...@Hsmg@...@IdH
=1

in cui Idy e l'identita su H e, nell’ i-esimo addendo, Hgns compare come fat-
tore nell’i-esimo fattore. E’ evidente come H(®) commuti con 'azione di Sy
su H®N; quindi AV (H) é un sottospazio invariante per H©O) | L’operatore di-
namico H®)| ristretto a AN (%), descrive D'interazione tra gli elettroni ed il
campo centrale esterno, il cui potenziale compare in Hgne. Se consideriamo
I’evoluzione dinamica indotta dal solo operatore H(® ogni singolo elettrone
evolve indipendentemente dai restanti. Il fatto che stiamo trattando il sistema,
composto entra pero, in maniera essenziale nel ridurre lo spazio degli stati del
sistema da H®N a A (H).

Consideriamo la parte dell’operatore dinamico dovuta all’interazione cou-
lombiana tra gli elettroni. Puo0 essere piu chiaro, per descriverla, effettuare
I’identificazione

®N
WY = (I2(®)evy) = L(RY)eV,8..0Vi;
2 2 2
gli elementi di L? (R3N ) sono funzioni delle 3N variabili

T1,Y1,215 -3 L5y Yiy 23y -y TN, YN, ZN

che rappresentano le 3N coordinate degli NV elettroni. L’operatore dinamico
HW | che descrive l'interazione fra gli elettroni, opera banalmente sulla parte
Vi®..® Vi di H®N e sul fattore L2 (R3) ¢ definito formalmente come

2 2

1 3
nr (sz[(xi_xk)2+(yi_yk)2+(zi—zk)2] )F
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Supporremo che H(®) possa essere considerato picolo rispetto ad H©) nel
senso della teoria quantistica delle perturbazioni.

Ricordiamo che 'operatore dinamico per una particella in un campo centrale
ha la forma
H®Idy, + H’
2

in cui H' & la piccola interazione spin-orbita. Considereremo, percid, un
ulteriore addendo H® nell’operatore dinamico del sistema di N elettroni

N
H®? — ZIdH R.0H ®..0Idy;
i=1

nell’i-esimo addendo il fattore H' compare nell’i-esima posizione. Il termine
H®) deve essere considerato piccolo rispetto ad HW.

Lo schema perturbativo basato sulle assunzioni descritte in precedenza viene
detto approssimazione di Russel-Saunders o anche accoppiamento L-S. E’ un
modello matematico semplificato, ma utile, degli atomi piu leggeri.

Riassumiamo la discussione precedente nei seguenti punti:

i lo spazio degli stati del sistema di N elettroni e
AN (M) ¢ HEN

in cul

H=L*R)® Vi
e lo spazio degli stati di un elettrone;
ii 'operatore dinamico del sistema & la restrizione a AY (H) dell’operatore:
HO g L @)

definito su H®N. H®) & piccolo rispetto ad H e H(") & piccolo rispetto
a HO.
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6.3.2 Autovalori ed autospazi dell’operatore dinamico di un
atomo con N elettroni indipendenti. Le configurazioni
elettroniche.

Il problema che ci proponiamo ¢ quello di descrivere gli autovalori di H (0)

(ristretto a AN (#)), di descriverne gli autospazi e la loro molteplicita.
Ricordiamo che la decomposizione spettrale di

Hsing =H® IdV%

agente su
H=L*R)®V,
2
e data da
00 n—1
23 _ n .
LR)eV, = @( v ®V%> ;
n=1 \(=0
in cui

dmV" @V, = 2(2+1)
Hgngd = End, sepeV'Q® V%

Il problema & quello di decomporre
oo

n—1
HN:AN(H) = AV (@(@VE”@V;))
n=1 \[=0

in autospazi di H(.

Per risolvere questa problema useremo una formula di isomorfismo ben nota
nell’algebra tensoriale esterna. Se V' e W sono due spazi vettoriali di dimensione
finita, e N1, N sono due interi positivi qualunque, esiste un’applicazione lineare
canonica (iniettiva) da AN (V) ®@ AN2 (W) a AM+N2 (V @ W), definita da

(Vi Ao Aony) ® (W Ao Awpy,) = v Ao Aoy, Awp Ao Awp,

E’ facile vedere che questa applicazione determina un isomorfismo

AWVew) ~ P AN (V)eA (W)
N1+No=N

Per capire come possa essere usata questa formula per la soluzione del nostro
problema, & opportuno considerare un esempio semplice, in cui compaia una
somma, finita di sottospazi di H. Consideriamo, ad esempio,

v ((wen)e(Wen))
Notiamo che si ha:
dim (vol ® V%) =2 dim (VO2 ® V%> =2
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per cui
A3 (VO1 ® V%> — {0} A® (V02 ® V%) = {0}
Si ottiene cos™ I I'isomorfismo
e((wen)e(ion) = {(Hon)er(wen))
<) {A2 (VO1 ® V%) ® (VO2 ® Vé)}
Come si verifica facilmente, entrambi gli addendi sono autospazi di
HO = sing ® Idy ® Iy, + Idy ® Hying ® Idy + 1dy ® Idy © Hying ;

il primo con autovalore
Eio+2E50;

il secondo con autovalore

Estrapolando da questo esempio, dovrebbe essere abbastanza chiaro come si
costruiscano gli autospazi di H© (ristretto a AN (H)).
Per ogni k-upla (1 <k < N) di interi
Ny, ..., Ng

con le condizioni

si fissa una k-upla di coppie

con le condizioni

N; <2(2l; +1)
L’immagine di
AM (Vl”1 ® V;) ® ... AN (Vl”k ® V;)
1 2 k 2

in

AN ((Vl?l GBV%) D ... P (Vlzk ®V%>)
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& un autospazio di H® con autovalore:

k
i=1
Corrispondentemente, la decomposizione di Hy in autospazi di H® & data da
N N,
"y ~ P (A ! (Vl’fl ®V%) ® ... ANk (Vlzk ®V%))

in cui la somma si estende a tutte le possibili scelte di (NVy,...,Ng) e di
((nla ll) PR (nka lk))

Gli autospazi di H® vengono detti configurazioni elettroniche. Essi possono
essere denotati con il simbolo pit semplice

(i)™ (nalo)™2, ..., (nglp) ™

I1 vincolo
N, <22L;+1) i=1,..,k,

non e altro che il principio di esclusione di Pauli. L’identificazione degli
autospazi di H®) su #y con gli spazi

i o) o (o)

costituisce la formulazione matematica del modello a shell dell’atomo.
La degenerazione degli autovalori di H(® ¢ data da

dim (A (VP evi)e..oA™ (Ve )) = dmA™ (Vev, )
o dim AN (VIR 0 V)

Notiamo che si ha
dim AN (V@ V1) =1
? 2

se
N; =2(2L; + 1)

Fattori di questo tipo non contribuiscono alla degenerazione dell’autovalore di
HO).

Queste configurazioni (o sottoconfigurazioni) elettroniche vengono dette shell
complete.

La configurazione elettronica che corrisponde al pill piccolo tra gli auto-
valori possibili di H(® viene detta la configurazione fondamentale dell’atomo.
Ad esempio, se N = 3 (& il caso del litio) la configurazione fondamentale &
identificata con

v (wev)e(wer)

cui corrisponde "autovalore
2FE1 0+ Eap
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Notiamo che
dim A? (VO1 ® V;) =1;
2

quindi la dimensione dell’autospazio ¢ due. Dal punto di vista della degenera-
zione & come se ci fosse un solo elettrone nello stato ViZ ® V1. Cid & dovuto alla
2

presenza della shell completa
v (ew)

Un altro esempio ¢ N = 7 (il caso dell’azoto). E’ facile vedere che la
configurazione elettronica fondamentale ¢ identificata con

A? (V[)l ® V%) ® A? (V01 ® V%) ® A? (Vf ® V%>

con autovalore
2E10+2E20 + 3E2

Notiamo che si ha:

dim A2 (VO1 ® V%) = dim A2 (1/02 ® V%> —1

dim A (Vf ® V%) — 20

Tutta la degenerazione ¢ dovuta agli elettroni al di fuori delle shell complete.
In generale, 'autospazio fondamentale & identificato con

A? (V(} ®V%) ® A? (V02 ®V%) ® A (Vf ®V%) ® ...

Compaiono le shell complete che non contribuiscono alla degenerazione. So-
lo gli N’ elettroni che rimangono oltre le shell complete contribuiscono alla
degenerazione con

2(20 +1)... (22l + 1) — N' + 1)
NI

dim AV (Vl” ® V%> -

Sullo spazio di Hilbert
H=L*R)®W
2

agisce in maniera naturale il gruppo compatto SO(3) x SU(2). Questa azione
non & altro che la rappresentazione unitaria

URD?,
in cui U denota la rappresentazione unitaria naturale di SO(3) in L?(R3)
(U(R) f)(7) = [(R™'), ReSO®)
Questa rappresentazione si estende in maniera naturale ad una rappresentazione

(U&D%)@)N
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su H®N. 11 punto fondamentale & che 'operatore dinamico H®), 'azione natu-

QN
rale di S, e la rappresentazione (U D%> commutano tra loro su H®V. Ne

®N
risulta che Hy & invariante per (U D%> , ed anche che i singoli autospazi

QN
di H® su H sono sottospazi invarianti per la rappresentazione (U D3

di SO(3) x SU(2). Questa osservazione ¢ fondamentale per la discussione del
prossimo paragrafo.
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6.3.3 I termini spettroscopici

Consideriamo 'autospazio dell’ operatore dinamico H(® su H y che corrisponde

all’ autovalore . i
S i (Yw-n)
i=1 i=1

Questo autospazio ¢ identificato con la configurazione elettronica
AM (Vl”1 ® V;) ® ... AN (Vl”k ® V;)
1 2 k 2

11 gruppo SO(3) x SU(2) agisce unitariamente sulla configurazione.
Consideriamo 'operatore dinamico

7O 4+ g©

in cui H®) descrive la repulsione coulombiana tra gli elettroni. Vogliamo studia-
re come si divide Pautovalore di H(®) | e con quali molteplicita, quando si tiene
conto della perturbazione H(). In accordo con la discussione generale del para-
grafo 6.1.2, & necessario determinare il gruppo di simmetria G’ di H 1) quindi
decomporre lo spazio degli autovettori di H(®) in rappresentazioni irriducibili
di G’. E’ del tutto chiaro come H() abbia come gruppo di simmetria

SO(3) x SU(2)

stesso.
Le rappresentazioni irriducibili di SO(3) x SU(2) sono

(D' R D*, Vv, ® Vs)
=0,1,2,...

1
0

L
S _
727

L3
2

ed hanno dimensione
(2L+1) (25 +1)

I sottospazi della configurazione
AM (Vl”1 ® V;) ® ... AN (Vl”k ® V;)
1 2 k 2

che sono irriducibili rispetto all’azione di SO(3) x SU(2) vengono detti termini,
e vengono denotati con il simbolo

25+17p,
L’uso di questa nomenclatura e di questi simboli e preso dalla spettroscopia

atomica.
E’ importante notare come ogni singolo fattore

AN (VZZLZ ® V%)
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che compare in una configurazione sia invariante rispetto all’azione di SO(3) x
SU(2). Siamo cos'I ricondotti al problema di decomporre

k n

A (e vy)
E<(20+1)

n>1, 0<[I<n-1

in rappresentazioni irriducibili di SO(3) x SU(2).
La prima osservazione da fare & che una shell completa (cioé uno spazio
A1) (Vl” ® VL )) ha dimensione uno. Quindi la rappresentazione di SO(3) x
2

SU(2) che agisce su di essa non ¢ altro che
D& D°

Infatti SO(3) e SU(2) non hanno rappresentazioni unidimensionali, eccetto che
la (D% Vp). Quindi

A2(2H—1) (V}n ® V%) ~ Vb ® Vb

come rappresentazione di SO(3) x SU(2). L’unico termine di una shell completa
¢ il termine 'S'. L’interpretazione fisica del fatto che una shell completa sia
equivalente alla rappresentazione D X D° di SO(3) x SU(2) & che in una tale
configurazione il momento angolare totale degli elettroni & zero ed il loro spin
totale e zero.

Analogamente, l'interpretazione fisica del termine 25t!'L, contenuto nella
configurazione (nl)/’c e che negli stati che appartengono a quel sottospazio di

AF (Vl” ® Vi ) gli elettroni hanno momento angolare totale L e spin totale S (da
2

questo viene il nome di accoppiamento L — S per questo schema perturbativo).
Siamo cos" I ricondotti al problema di studiare la decomposizione di

V(e )

in rappresentazioni irriducibili di SO(3) x SU(2). Come primo passo per la
soluzione di questo problema & necessario usare un isomorfismo che esiste tra
le rappresentazioni di G1 (V).

Supponiamo che Ve W siano due spazi vettoriali di dimensione finita, e che
k sia un intero maggiore o uguale a due. Si ha I’isomorfismo

AN Vew) =@ (EA [V@’k] ® By [W@’kD
A

in cui F) ed E) denotano i simmetrizzatori di Young associati alle partizioni
X e )\ di k; la partizione X' & duale della partizione \?; la somma deve essere
fatta sulla partizioni di k che possiedono

!Nella notazione >*'L, I = 0 viene denotato con S, L =1 con P, L =2 con D, L = 3
con F',... Anche questa notazione e ripresa dalla spettroscopia atomica.

’T diagrammi di Young di A e X’ si ottengono 'uno dall’altro scambiando le righe con le
colonne.
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al pit dimV righe

al pitt dimW colonne

Nel nostro caso, questo isomorfismo viene scritto come
M (rev) = @ (B [vo] e By [weH])
? A

in cui la somma & sulle partizioni A di k£ che hanno al pit (2] 4 1) righe ed al
pit due colonne.

Il secondo passo consiste nel decomporre ogni fattore che compare nella
somma in rappresentazioni irriducibili di SO(3) o di SU(2). Ricordiamo che
SO(3) agisce su V" e che SU(2) agisce su V%.

Consideriamo come esempio la decomposizione in termini della configura-
zione fondamentale dell’azoto. L’azoto ha sette elettroni; la configurazione
elettronica fondamentale e

(15 (25)° 2)” ((10)” (20)* (21)*)

Lo spazio degli stati che corrisponde a questa configurazione ¢ (identificabile
con )

v(wen)en(Wer)eon (Wer)
La dimensione di questo spazio &
1x1x20=20
Lo stato fondamentale dell’azoto & venti volte degenere. La repulsione cou-

lombiana tra gli elettroni spezza questo sottospazio nella somma dei termini.
Dobbiamo determinare quali termini compaiono e quale e la loro dimensione.

{EEJ (V)] @ B [(V%)(X)g] } ®
o {700 en|(n)"]]

Come secondo passo dobbiamo decomporre in rappresentazioni irriducibili di
SO(3) o di SU(2). Consideriamo innanzitutto i fattori che contengono Vi. In
2

1

w(nen)

generale, se
A=A A), Mt+X=k,

si ha

2

B\ [(V1>®k] =~ Vaox
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come rappresentazioni di SU(2). Nel nostro caso:

@ﬂﬁﬁw]ﬁ Vi

ﬂm“@f?ﬁ*%

2

Quindi la configurazione fondamentale dell’azoto contiene dei termini di
doppietto e di quartetto:
.41

Dobbiamo stabilire quali valori possa assumere L. Ci sono delle formule e
dei metodi generali, ma il problema pu0 essere facilmente risolto a mano. La
configurazione

(2p)°
compone tra loro tre momenti angolari uno. Per la formula di Clebsh-Gordan
D'e@D'®D' ~ D*®2D?*@®3D'e D’
E’ chiaro che

2\ ®3 ~ .
EH [(VI) L|SU(2) = Vo

tenendo conto di questo fatto e dal momento che
aim (B3 [(v)']) = 8
rimane come unica possibilita

2\ ®3 -~
B (1) gy = Vi@

Quindi

2

By [(Vf)@’g}@ iy [(V1)®3] (ISU@) x SU@) ~ (heV)eV:,
By [(vf)@’ﬂ B [(V%)@] (ISU@) x SU@) =~ VooV

Otteniamo cos' I la decomposizione

A3 (V12 VL

QMW®MM)Z(W®@VNW®@VW%®@)

In notazione e linguaggio della spettroscopia, la configurazione

(2p)°

da luogo ai termini
15.2P,2D

Le regole di Hund della spettroscopia affermano:
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i il termine con energia pili bassa ¢ quello con la dimensione della parte di
spin pit alta, nel nostro caso S

ii tra i termini con la stessa dimensione per la parte di spin quello con
energia piu bassa e quello con L piu alto.

Tenendo conto delle regole di Hund, lo stato fondamentale dell’azoto, che &
venti volte degenere, si spezza in tre livelli energetici differenti

45, 2D, %P

che hanno energia crescente da sinistra verso destra, le cui degenerazioni sono

189, 4 volte degenere
’D, 10 volte degenere
2p, 6 volte degenere

Un ultimo commento: grazie al fatto che su V" ® V1 c¢’¢ un prodotto scalare,
2
si ha un isomorfismo naturale

Ak (Vin ® V%) ~ A2(2[+1)*k (Vin ® V%)
Questo ci assicura che una configurazione (nl )Ic e equivalente alla configurazione

(nl)2(2l+1)_k. Da questo segue che la suddivisione in termini € la stessa per le
due configurazioni. Ad esempio, i termini spettroscopici, del carbonio,

(10)* (20)* (21)*,
sono gli stessi dell’ossigeno
(10)* (20)* (21)",

quelli del boro
(10)* (20)* 21)",

sono gli stessi del fluoro
(10)* (20)* (21)°
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6.3.4 L’interazione spin-orbita. Multipletti.

Consideriamo l'operatore dinamico completo che include l’interazione spin-
orbita. E’ chiaro, ricordando la discussione dell’interazione spin-orbita per un
singolo elettrone del paragrafo 6.2.3, che il gruppo di simmetria dell’operatore

dinamico
HO g 4 7@

e il sottogruppo diagonale
{(R(h),h):he SU2)} ~SU(2)

di
SO(3) x SU(2)

E’ necessario decomporre ogni termine in rappresentazioni irriducibili di SU(2).
Ogni termine ¢ un sottospazio su cui agisce una rappresentazione di SO(3) x
SU(2) della forma

DR DY,

il problema ¢ quindi quello della decomposizione di

Vi, ® Vg

in rappresentazioni irriducibili di SU(2). Questo & esattamente il problema
risolto dalle formule di Clebsh-Gordan:

L+5S
(VL@VS,DL&DSMSU@) = @ (vj, D7)
J=|L=S]

I sottospazi irriducibili rispetto a SU(2), isomorfi a V}, vengono detti multipletti

(anche in questo caso con un linguaggio ripreso dall spettroscopia atomica).
Come esempio, consideriamo come si dividono i termini della configurazione

fondamentale dell’azoto. Dal paragrafo precedente, sappiamo che i termini sono

514 DZ PZ
Per essi si ha:
Vo®Vs ~ V3
2 2
e V% ~ Vg D V%
Va@Vi ~ VsQVs
2 2 2

A causa dell’interazione spin-orbita
i il termine S* non si divide in multipletti;
ii il termmine D? si divide in un sestetto ed in un quartetto;
iii il termine P? si divide in un quartetto ed in un doppietto.

La somma delle dimensioni dei multipletti ¢ venti.

137



138



Appendice A

Nozioni elementari di teoria
dei gruppi

In queste note sono raccolti i prerequisiti algebrici necessari per poter seguire
il corso. Sono poco piu che un glossario, con qualche semplice dimostrazione e
I'indicazione di qualche facile esercizio.

A.1 Gruppi e sottogruppi

Definizione 2 Un gruppo G ¢ un insieme

{a, b, ..., g, ... }

di elementi ( non necessariamente finito, né numerabile ) in cui ¢ definita
un’operazione binaria

a,b — ab: GxG — G

(cioé una regola che associa ad ogni coppia di elementi di G un unico elemento
di G, il loro prodotto), che soddisfa le condizioni

1. esiste in G un elemento, e, detto I’ identita di G, tale che

eg =ge =9g Vgei

2. per ogni g € G esiste un elemento, g~', in G, che viene detto I’ inverso

di g, tale che

glg=yg9 ' =e

3. per tutti gli elementi a, b, ¢ in G si ha l'uguaglianza ( proprieta associativa

)
a(bc) = (ab)c

Se due elementi a, b in G sono tali che
ab =ba
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si dice che commutano (tra loro). Se tutti gli elementi di G commutano, si dice
che G & abeliano o commutativo .

Se G ha un numero finito di elementi, si dice che G e finito . In tal caso, il
numero di elementi di G viene denotato con | G | e viene detto l'ordine di G.

Definizione 3 Un sottoinsieme H di G che sia un gruppo rispetto all’opera-
zione definita in G (che rende G un gruppo ), viene detto un sottogruppo di

G.
Evidentemente i due insiemi
{e}, @

sono sottogruppi di G. Vengono detti sottogruppi impropri (o banali ) di G.
Gli altri sottogruppi di G (se ce ne sono) vengono detti propri .

Le seguenti sono proprieta elementari, che si raccomanda di dimostrare per
esercizio ( le dimostrazioni sono molto semplici e molto brevi).

1. L’identita, e, in G & unica .
2. L’inverso, ¢!, di un elemento g di G & unico .

3. Un sottoinsieme (non vuoto), H, di un gruppo G & un sottogruppo di G
se e solo se le due condizioni seguenti sono soddisfatte:

(a) se a, b € H, alloraab € H,
(b) se g € H, allorag ! € H.

A.2 Omomorfismi ed isomorfismi di gruppi

Definizione 4 G e G’ denotano due gruppi. Un’applicazione
0:G — G
viene detta un omomorfismo di G in G' se ¢é soddisfatta la condizione

plab) = p(a) p(b), a,b e G

Si pud mostrare (esercizio !) che, se ¢ : G — G’ & un omomorfismo, allora

!

ple) = e
plg™") = (e(9)! Vg e@G.

ove e ed €' denotano, rispettivamente, le identitd in G e G'. Se p: G — G’ ¢
un omomorfismo, I'insieme

p(G) = {p(g) : g€ G cd

viene detto 'immagine o range di p. Mostrate per esercizio che ¢(G) & un
sottogruppo di G.
L’insieme

kerp == {g € G: (g =€} CG
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viene detto il nucleo o kernel di ¢. Mostrate che ker ¢ & un sottogruppo di G.
Se

(cioe se per goni ¢’ € G') esiste un elemento g in G tale che ¢(g) = ¢’ ) diremo
che ¢ & surgettivo .
Se ¢ ha la proprieta

pla) =) = a=b

diremo che ¢ & iniettivo . Si ha la proprieta ( la cui dimostrazione & raccoman-
data per esercizio ) seguente:

2

se p: G — G' & un omomorfismo, allora ¢ & iniettivo se e solo se
ker o = {e}.

Un omomorfismo che sia iniettivo e surgettivo viene detto un isomorfismo
di GeG. Sep: G — G & un isomorfismo, allora Papplicazione ¢ & una
applicazione biiettiva (come applicazione tra insiemi); allora ¢ definita I'inversa,
¢~!, di ¢, come applicazione dall’insieme G’ all’insieme G. Si pud verificare
(esercizio !) che ¢! & un omomorfismo di G in G, cio¢ che si ha

plat) = e a)e (),
per tutti gli ¢/, b’ in G'. In altre parole, un isomorfismo
0: G — G
& un omomorfismo invertibile il cui inverso & ancora un omomorfismo.
Definizione 5 Un isomorfismo
v: G — G

di un gruppo G in se stesso é detto un automorfismo (di G). L’insieme di tutti
gli automorfismi di G viene denotato con Aut(G).

In Aut(G) puo essere definita un’operazione binaria che lo rende un gruppo.
Se ¢, 1 € Aut(G), definiamo ¢ o 1) ponendo

potp(g) = ¢((g), YVgedaq

E’ facile verificare che ¢ o) & ancora un elemento di Aut(G) e che Aut(G), con
questa operazione, diventa un gruppo in cui:

1. lidentita e 'elemento e(-) di Aut(G) definito come

elg9) = g Vg e G;

2. l'inverso di ¢ in Aut(G) ¢ proprio 'omomorfismo inverso di ¢, definito
poco sopra.
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A.3 Azione di un gruppo su un insieme

Definizione 6 G denota un gruppo; e identita in G. X denota un insieme.
Un’ azione (sinistra) di G su X ¢ [l'assegnazione di un’applicazione

a, r — a.T : GxX — X

con le proprieta
1. eex = x, per ogni x € X;

2. a.(b.x) = (ab).x, per tutti gli a, b € G e per ogni z € X.

Se & definita un’azione di G su X, si dice anche che X ¢ un G-spazio . E’
del tutto evidente che se X & un G-spazio ed H & un sottogruppo di G, X &
anche un H-spazio, in maniera naturale.

Deve essere sottolineato che, per ogni fissato a in G, 'applicazione

z—ar: X - X
¢ biiettiva . Infatti, le due applicazioni

z—ax: X — X
z—a 'tz X - X

sono I'una l'inversa dell’altra, quindi sono entrambe biiettive.
Definizione 7 Se X ¢ un G-spazio, l’'insieme
O, = {azx:a€e€G}, zeX
viene detto I’ orbita di x (rispetto all’azione di G). L’insieme
Gy = {a€G:azx=2x}, zeX
viene detto lo stabilizzatore ( o il sottogruppo di stabilita ) di .

(Mostrate per esercizio che G, ¢ un sottogruppo di G.)

Definizione 8 Se X é formato da una sola orbita, si dice che X é transitivo
, 0 che G agisce transitivamente su X.

Se X e un G-spazio e z, y sono elementi di X si puo definire una relazione
di equivalenza ponendo

z ~y quando y appartiene a O,
E’ essenziale convincersi che ~ ¢ una relazione di equivalenza in X.

1. B’ riflessiva . Evidentemente x € O,
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2. B’ simmetrica . Se y € O, si ha che y = a.xz per un qualche a € G,
allora si ha anche

e quindi z € O,.

3. E’ transitiva. Sey € O, ez € Oy,sihay=axez=10y, cona,b
opportuni elementi di G. Allora ¢ anche

z = by = b.(a.x) = (ba).x
quindi z € O,.

Dal momento che per i punti di X 'appartenenza alla stessa orbita € una
relazione di equivalenza, se ne deduce che le orbite (in X, rispetto all’azione di
() costituiscono una partizione di X in insiemi disgiunti . In altre parole, ogni
elemento di X appartiene ad una qualche orbita e non puo appartenere a due
orbite diverse .

Supponiamo che X e X' siano entrambe G-spazi ( notate che si potrebbe
avere questa situazione anche nel caso in cui X e X’ siano lo stesso insieme,
sul quale sono definite due diverse azioni di G ). Supponiamo che sia assegnata
un’applicazione

o: X — X'
diremo che ¢ ¢ un G-morfismo ( o che ¢ ¢ equivariante ) quando si ha

ap@) = plas)

perogni a € G e per ogni z € X. Se ¢ & biiettiva si dice che le due azioni di
G sono isomorfe o che i due G-spazi sono isomorfi.

A.4 Classi laterali, classi di coniugazione

Ci sono tre importanti azioni di un gruppo G su se stesso (a, g denotano elementi

di G):
® a.g := ag azione regolare sinistra

1

® a.g := ga - azione regolare destra

1

e a.g := aga” ' azione aggiunta (o interna )

ove le azioni di a su g, che compaiono nei membri di sinistra sono definite, in
termini della moltiplicazione in G, dai membri di destra.

Notiamo che le azioni regolare destra e sinistra di G' sono tra loro isomorfe,
I’isomorfismo essendo definito dall’applicazione

g gt G = G.

Se H & un sottogruppo di G, possiamo considerare G come un H-spazio, rispetto
alle restrizioni delle azioni sopra definite. Consideriamo innanzitutto le orbite
rispetto alle azioni regolari destra e sinistra di H su G.
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1. Se g € G ed H & un sottogruppo di G, l'orbita di g, rispetto all’azione
regolare sinistra di H su G & data da

{h.g = hg : h € H}.

Quest’orbita viene denotata con Hg € viene detta una classe laterale
destra (o un laterale destro di H in G).

2. L’orbita di g rispetto all’azione regolare destra di H su G ¢ data da
{h.g = gh™' : h € H}.

Quest’orbita viene denotata con gH e viene detta una classe laterale
sinistra ( o un laterale sinistro )di H in G'.

Per quanto abbiamo visto nel paragrafo precedente 'insieme delle classi laterali
sinistre (o destre) costituisce una partizione di G in insiemi disgiunti .
L’insieme delle classi laterali sinistre viene denotato con G/H; 'insieme delle
classi laterali destre viene denotato con H/G. Deve essere sottolineato che gli
elementi di G/H (o di H/G) sono sottoinsiemi di G; inoltre, ogni a € gH
definisce lo stesso laterale, cioe

aH = gH sea € gH.

Se G & un gruppo finito ed H & un sottogruppo di G, anche H & finito.
Inoltre, ogni laterale, gH, di H contiene esattamente | H | elementi.
Infatti, se si ha

gh = gk, h,k € H,
allora ¢ anche
g lgh = g lgk = h=k.

Cid mostra che gH contiene | H | elementi distinti. Dal momento che i laterali
sinistri di H partizionano G in insiemi disgiunti, ciascuno dei quali contiene
| H | elementi, se ne deduce che

|G|/|H| &un intero

questa conclusione & nota come Teorema di Lagrange ).
Una proprieta fondamentale € che il gruppo G agisce transitivamente su
G/H. Se g € GeaH € G/H, si definisce 'azione di g su aH ponendo

g.(aH) = gaH.

E’ necessario verificare che la definizione sia ben posta, nel senso seguente: se
si definisce la classe laterale « H usando un altro elemento b (cioé se b € aH, e
si ha bH = aH) allora ¢ vero che gaH = gbH 7 La risposta ¢ s'I, in quanto

b = ah conh € H

!Si noti lo scambio di ruoli tra gli aggettivi destro e sinistro.
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per cui
gbH = gahH = gaH ;

(si ha infatti hH = H, come insiemi, se H & un sottogruppo e h € H). In
questo modo, si € definita un’azione di G su G/H. Questa azione & transitiva.
Infatti, dati

aH,bH € G/H
si ha ba~! € G, per cui
ba ‘.(aH) = bH.

Quando G/H ¢ visto come spazio sui cui G opera transitivamente, viene
detto lo spazio omogeneo G/H .

Gli spazi omogenei G/H ( al variare di H tra i sottogruppi di G) sono i
modelli di tutti gli spazi su cui G opera transitivamente. E’ importante capire
questa proprieta. Supponiamo che X sia un qualunque G-spazio transitivo.
Fissiamo un punto g € X. Denotiamo con G| il sottogruppo di stabilita di
xo. Vogliamo dimostrare che esiste una biiezione tra X e G/Gy, in maniera tale
che questi due spazi sono isomorfi come G-spazi.

1. Dato il laterale gG, un qualunque suo elemento & della forma
gh, h € Gy
e si ha
gh.xy = g.xp .

Ogni elemento del laterale g Gy manda xp in gx. Quindi & ben definita
I’applicazione

gGo — g.zg : G/Gy - X

2. Dato z € X, dal momento che X & un G-spazio transitivo, esiste g € G
tale che g.xg = z. Se anche a € G ¢ tale che a.zg = x, si ha

(g_la).xo = g_l.(a.xg) =
=gz = g '(gm) =
= (¢g7'9)m0 = =0,

percui g 'a = h € Gy e a = g.h. Cid mostra che g e a sono elementi
della stessa classe laterale; & cos'I ben definita 1'applicazione

z =gz — gGy : X - G/Gy .
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E’ immediato verificare che le applicazioni definite nei punti 1 e 2 precedenti
sono I'una I'inversa dell’altra, come applicazioni tra insiemi, e quindi definiscono
una biiezione tra X e G/Gy. Questa corrispondenza definisce un G-morfismo
di G-spazi. Infatti, se denotiamo con ¢, I’applicazione

Pz0(9Go) = g.zo ,
si ha, per ogni a € G,
Py (a-(9G0)) = puy(ag Go) =
= ag.xy = a.(g.29) =
= a.,(9Go)

Definizione 9 Si definisce un’applicazione
p: G — G/H

ponendo, per ogni g € G

E’ chiaro che p & un’applicazione surgettiva , dal momento che le classi laterali
di H costituiscono una partizione di tutto G in insiemi disgiunti. L’applicazione
p viene detta la proiezione canonica di G su G/H.

Definizione 10 Le orbite degli elementi di G, rispetto all’azione aggiunta di
G su se stesso, vengono dette le classi di coniugazione in G.

Esplicitamente, a, b € G sono nella stessa classe di coniugazione se esisteg € G
tale che

a = gbgt.

Le classi di coniugazione di G costituiscono una partizione di G in insiemi di-
sgiunti.

La classe di coniugazione che contiene l'identitd e consiste soltanto di un
elemento, dal momento che

geg = e, perognig € G.

Differenti classi di coniugazione non contengono, necesariamente, lo stesso nu-
mero di elementi.
Se G ¢ finito , il numero di elementi in ciascuna classe divide | G |.

A.5 Sottogruppi normali.
Teorema degli omomorfismi.

Definizione 11 Un sottogruppo N di G viene detto normale (o invariante
) se, per ogni a € G si ha

aNa™' = N (come insiemi).
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Equivalentemente, N ¢ normale se e solo se
aN = Na (come insiemi) Va € G.

In altre parole per un sottogruppo normale N non c’¢ distinzione tra i laterali
destri e sinistri di NV in G.

Commenti alla definizione
1. Se G & abeliano, ogni suo sottogruppo & normale.
2. E’ sufficiente che sia, per ogni a € G,

aNa™' C¢ N

affinche N sia normale.
Infatti, dato un qualunque n € N, ed a € G, si ha
n =aa'naa”" =a(a 'na)at;

d’altra parte
a'na € N, sene N?2

allora

n = an'al, B e N=>necaNa

Se N & un sottogruppo normale di G, si puo definire un’operazione sull’in-
sieme, G/N, dei laterali (sinistri o destri, & lo stesso) di N in maniera tale da
renderlo un gruppo.

Consideriamo due elementi di G/N; sono della forma

aN bN a,be G
E’ naturale cercare di definire il prodotto tra di essi come la classe laterale
(ab) N
Il punto & che aN e bIN possono essere definite anche come
aN =dN,d € aN ; bN =VN,V € bN
Si ha

a =ah,he N , b =0bk,k €N,

2Per ipotesi ¢ aNa™' C N
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per cui
dV'N = {d'b/n : n € N} = {ahbkn : n € N}.
Dal momento che N ¢ normale si ha
kb = bk
per un qualche & € N, per cui

a'b'N = {abk'hn : m € N} = {abn : n € N} =
= abN.

Si capisce, cos'I, il motivo per cui G/H non ¢, in generale, un gruppo, se H &
un sottogruppo qualunque, non normale.
Notiamo che nel gruppo G/N

1. Videntita ¢ N
2. Dinverso di aN & a 'N.
Se G ¢ finito anche N é finito e si ha
G/N| = |G|/IN].
Nel paragrafo precedente abbiamo definito la proiezione canonica
p: G — G/H
come
pla) = aH.

Nel caso H sia un sottogruppo normale N allora p & un omomorfismo
(surgettivo) di gruppi. Infatti

p(ab) = abN = (aN) (bN) = p(a) p(b);

p viene detto 'omomorfismo canonico di G su G/N.
Supponiamo che

0:G@ — G

sia un omomorfismo . Abbiamo visto come ker ¢ sia un sottogruppo di G. In
effetti, ¢ un sottogruppo normale . Per verificarlo, & sufficiente accertarsi che

p(aka ") = p(a)p(k) p(a) " = pla)e pa)" = ¢
= aka™! € kere.
Consideriamo ancora un omomorfismo

o: G — G
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denotiamo
kerp = K.
Allora, K & normale in G. Definiamo
¢ G/IK — G
ponendo
¢'(aK) = ¢(a), a € G.

La definizione & ben posta; infatti tutti gli elementi della stessa classe laterale
aK sono mandati da ¢ nello stesso elemento in G':

p(aK) = p(a) p(k) = ¢(a) , perognik € K.
L’applicazione ¢’ ¢ evidentemente un omomorfismo di gruppi; ¢ iniettiva, infatti

ker¢o' = {aK € G/K : ¢'(aK) = €'} =
= {aK € G/K : p(a) = €'} =
= {aK € G/K :a € K} = K.

Notiamo che, per costruzione, si ha

!

Y = @Yop;
otteniamo quindi il

Teorema 3 (degli omomorfismi) ogni omomorfismo si fattorizza canonica-
mente nella composizione dell’omomorfismo canonico p (che é surgettivo) con
I’omomorfismo ¢’ ( che é iniettivo ).

A.6 Prodotti semidiretti e diretti

Lemma 9 Supponiamo che G sia un gruppo, N sia un sottogruppo normale di
G e che H sia un sottogruppo di G. Supponiamo che G = NH?. Allora sono
tra loro equivalenti:

1. NNnH = {e}
2. ogni g € G é esprimibile in maniera unica come prodotto

g = nh, n€ N, hecH.

3In altre parole: si sta supponendo che ogni elemento di G possa venire espresso, in qualche
modo, come prodotto di un elemento di NV per un elemento di H
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Dimostrazione 1) = 2). Supponiamo

g = nihy = nohy, ny,me € N, hihy € H;

L — e = nihy (n2h2)71 =e = ’rLlhlh;l’rL;l.

99
Usando il fatto che IV € normale, si ha che
e = nlmhlhgl, m € N.

Si ha: hth_1 € H,, dal momento che H & un sottogruppo; inoltre hth_1 € N,
dal momento che & I'inverso di nym € N; allora

hhs' =e = hi = hy.
Ancora,

-1 -1
e = nlhl(’thl) = nlhlhl ng = Niny

= N1 = N9.
2) = 1) Supponiamo ¢ € N N H; allora si ha
e = aail, a € N, o ! e H.

Dal momento che ¢ e = e - e, si avrebbe che e & esprimibile, come prodotto
di N con uno di H, in due maniere diverse; cio & assurdo, a meno che non sia
a = en

Definizione 12 Se N ed H sono sottogruppi di G, se N e normale in G, se
G = N - H e se una qualunque delle due condizioni equivalenti contenute nel
lemma precedente ¢ soddisfatta, diremo che G ¢ il prodotto semidiretto di
N ed H.

Se G ¢ il prodotto semidiretto di N ed H e a, b € G, si avra

a = nh née€ N, heH
= pk p€ N, ke H;

allora

ab = nhpk = nhph ‘hk =
= (nhph 1) hk .

Dal momento che N & normale, hph~! & in N, e 'uguaglianza
ab = (nhph™') hk

esprime 'unica decomposizione di ab come prodotto di un elemento di N per
un elemento di H. Se anche H ¢ normale, si ha

ab = nhpk = npp~thpk = (np) (p~ hpk) .
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Dal mometo che H & normale, p~'hp € H; si avrebbero, in questo modo, due
diverse decomposizioni di ab. Allora e

hph™' =p , p~'hp = h

ab = (np) (hk) .
In tal caso si dice che G ¢ il prodotto diretto di N ed H.

Teorema 4 Supponiamo che N ed H siano sottogruppi di G e che N sia
normale. I fatti sequenti sono tra loro equivalenti:

1. G ¢ il prodotto semidiretto di N ed H,

2. la restrizione dell’omomorfismo canonico, p : G — G/N, ad H é un
1somorfismo.

Dimostrazione 1) = 2) Mostriamo che p: H — G/N é surgettivo. Sia g N
un qualunque elemento di G/N, e sia g n un qualunque elemento di g N; allora
( per lipotesi 1) )

gn = mh, m € N, he H

Cio significa, dal momento che N & normale, che g ed h sono nello stesso laterale
di N. Allora

p(h) = plg) = gN, h € H.
Mostriamo che p: G — G/N ¢ iniettiva. Si ha

kerp = {h € H : p(h) = N},
allora, da p(h) = hN, se h € kerp, si ha

hn = n', n,n €N
= heN h=e

2) = 1) Supponiamo che siaa € NN H. Allora &
pla) = N poichea € N .

Dal momento che a € H e p: H = G/N si ha che a = e. Allora G & prodotto
semidiretto di N ed H. m
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