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Introduzione

All’inizio degli anni ’70 vennero introdotte in fisica le prime teorie supersim-
metriche come una possibile via per rendere compatibili meccanica quanti-
stica e relativita generale. Sebbene allo stato attuale tali teorie non siano
supportate da dati sperimentali, i risultati positivi ottenuti sia nella teoria
dei campi che delle stringhe fanno delle supersimmetrie uno dei piu promet-
tenti filoni di ricerca della fisica moderna. Le simmetrie giocano un ruolo
cruciale in tutta la fisica, sia classica che quantistica. In particolare in mecca-
nica quantistica relativistica le simmetrie definiscono le proprieta dei sistemi
fisici considerati. Le simmetrie solitamente contemplate non mischiano mai
fermioni e bosoni: tale possibilita ¢ espressamente vietata da un teorema
dovuto a Coleman e Mandula [4]. Le teorie supersimmetriche prevedono
invece il superamento di questa limitazione e pertanto devono basarsi su
un nuovo formalismo matematico. Con i supergruppi di Lie si € cercato in
particolare di dare il giusto strumento per descrivere una supersimmetria.

In modo analogo a quanto avviene classicamente, ad ogni supergruppo
di Lie ¢ associata una superalgebra di Lie. Una superalgebra di Lie & un’al-
gebra la cui legge di composizione soddisfa certe relazioni: pur non essendo
un’algebra di Lie, si tratta comunque di un’oggetto algebrico classico. E
quindi chiaro cosa si debba intendere per rappresentazione di una superal-
gebra e lo studio di queste rappresentazioni non presenta eccessivi problemi,
tanto da costituire una teoria oggi piuttosto sviluppata. Un discorso com-
pletamente diverso riguarda i supergruppi di Lie. Infatti un supergruppo di
Lie non & né un gruppo né una varieta differenziabile. Addirittura non si
tratta neppure di un insieme (in un senso che chiariremo). La stessa defini-
zione di rappresentazione di un supergruppo di Lie non ¢ a priori ovvia e lo
studio di tali oggetti e ancora agli inizi. Sebbene le teorie fisiche si concen-
trino principalmente sulle rappresentazioni delle superalgebre, lo sviluppo
di una solida teoria delle rappresentazioni dei supergruppi di Lie sarebbe
auspicabile. Nulla infatti assicura che cid che funziona a livello infinitesimo
si estenda senza problemi a livello di gruppo. Lavorare a livello di gruppo
fornisce inoltre il giusto strumento nei casi in cui, a livello di algebra, si ha
a che fare con operatori non limitati.

Una strada promettente in questa direzione ¢ costituita dallo studio del-
le super coppie di Harish-Chandra. Una super coppia di Harish-Chandra
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€ composta da un gruppo di Lie classico e da una superalgebra di Lie su
cui e definita un’opportuna azione del gruppo. Si puo dimostrare che i
supergruppi di Lie e le super coppie di Harish-Chandra sono (a meno di
isomorfismi) in corrispondenza biunivoca, cosi come i morfismi nelle rispet-
tive categorie. In altre parole la definizione di super coppia & equivalente
alla definizione di supergruppo che usualmente viene data. Si puo dunque
considerare un supergruppo G, a cui ¢ associata una super coppia (G, g),
e dire che una rappresentazione di G ¢ costituita da una rappresentazione
del gruppo G e una rappresentazione della superalgebra g, opportunamente
legate. La rappresentazione di un supergruppo si riduce cioe alla rappresen-
tazione di due oggetti classici. Questo approccio ha portato a interessanti
risultati nello studio delle rappresentazioni indotte e delle rappresentazioni
del supergruppo di Poincaré [3].

Un caso particolarmente semplice e ben noto all’interno della teoria del-
le rappresentazioni dei gruppi classici & costituito, almeno nei suoi aspetti
piu elementari, dallo studio delle rappresentazioni unitarie di gruppi com-
patti. In appendice sono riportati alcuni dei principali risultati in questo
ambito. Scopo di questa tesi ¢ stato quello di cercare di estendere alcuni
di questi risultati al caso supergeometrico. In particolare ci si & dedicati
alla ricerca delle sottorappresentazioni irriducibili di una rappresentazione
unitaria di un supergruppo compatto, mostrando che, esattamente come
nel caso classico, ogni rappresentazione unitaria di un supergruppo com-
patto € completamente decomponibile in sottorappresentazioni irriducibili
finito-dimensionali. Successivamente abbiamo affrontato il problema di de-
finire la rappresentazione regolare di un supergruppo nella prospettiva, in
analogia con il caso classico, di legare le rappresentazioni irriducibili di un
supergruppo compatto alle sottorappresentazioni della sua rappresentazione
regolare. Nonostante la definizione data non sia ancora del tutto soddi-
sfacente e lo studio delle proprieta di questa rappresentazione sia lontano
dall’essere completato, sono stati raggiunti alcuni risultati positivi.

<

Vediamo ora brevemente il contenuto dei diversi capitoli. I primi tre ca-
pitoli contengono essenzialmente le premesse che permetteranno nell’ultimo
capitolo di esporre il problema dello studio delle rappresentazioni unitarie
dei supergruppi compatti e della definizione della rappresentazione regolare.
Nei primi due capitoli, in particolare, si trovano le definizioni standard di
supervarieta e supergruppo di Lie, mentre nel terzo capitolo si parla di super
coppie di Harish-Chandra come modo alternativo di definire i supergruppi
di Lie. Nel quarto capitolo, infine, si trovano i risultati ottenuti e i problemi
irrisolti.

Primo capitolo. In questo capitolo introduciamo i principali oggetti ma-
tematici con cui avremo a che fare nel seguito. In particolare diamo una
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definizione di superspazio vettoriale, superspazio di Hilbert, superalgebra
associativa, superalgebra di Lie e supervarieta. Uno spazio vettoriale V' di-
venta un superspazio nel momento in cui viene data una decomposizione
V =V & Vi; gli elementi di Vj sono detti pari, quelli di Vi dispari. 11 prefis-
so “super” indica proprio la presenza di questa decomposizione; si dice anche
che V' e Zs-gradato. Tutte le superalgebre sono algebre Z,-gradate e la loro
legge di composizione ¢ compatibile con la gradazione, cioe la composizione
di due elementi della stessa parita € pari, mentre la composizione di due
elementi di parita opposta e dispari. In particolare la legge di composizione
di una superalgebra di Lie, indicata al solito con [-, -], & antisimmetrica o
simmetrica a seconda della parita dei fattori, cioe

0 X pari

(X, Y] = = (1Y X] p(X) = o
1 X dispari

Il discorso si complica parlando di supervarieta. Non si tratta infatti di
una semplice estensione del concetto di varieta differenziabile, almeno se-
condo la definizione che comunemente viene data. Bisogna infatti partire
dall’idea di fascio. Data un’usuale varieta differenziabile possiamo conside-
rare la legge che associa ad ogni aperto della varieta, pensata come spazio
topologico, 1'algebra delle funzioni lisce definite sull’aperto. Questa legge
soddisfa certe proprieta che la rendono un fascio di algebre. Se sostituiamo
queste algebre di funzioni con opportune superalgebre associative abbiamo
una supervarieta. Gli elementi di queste superalgebre vengono detti sezioni
e giocano un ruolo analogo a quello delle funzioni lisce per le varieta ordi-
narie. Intuitivamente una supervarieta puo essere pensata come una varieta
classica, detta warietda ridotta, circondata da una nuvola di “cose” dispa-
ri [7, 17]. Anche la definizione di morfismo tra due supervarieta presenta
alcune difficolta. Infatti non é sufficiente definire un morfismo sui punti della
varieta ridotta, ma e necessario tener conto in qualche modo della “nuvola”
dispari. Un morfismo tra varietd ordinarie figlia una nozione di pullback
delle funzioni, un morfismo tra supervarieta viene invece dato direttamente
in termine di pullback delle sezioni. Una supervarieta non & quindi pensa-
bile come un insieme di punti e i morfismi tra supervarieta non sono usuali
corrispondenze di elementi di insiemi.

Sebbene una supervarieta sia un oggetto piuttosto inusuale e possibile
utilizzare un formalismo locale molto simile a quello della geometria diffe-
renziale ordinaria. Una supervarieta, con varieta ridotta di dimensione p,
ha p coordinate pari z', ..., 2P che commutano tra loro, cioe

'yt = It

<1)Qui e nel seguito consideriamo varieta e supervarieta lisce reali. Un discorso analogo
potrebbe essere fatto per varieta e supervarieta analitiche reali o complesse.
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La “nuvola” dispari ¢ invece dovuta alla presenza di altre ¢ “coordinate”
dispari che anticommutano tra loro, cioe ¢ oggetti 8*, ..., 69 tali che

07 = —gigi (6)* =0

Si dice che una tale supervarietd ha dimensione p|gq. Cio che differenzia
le supervarieta dai fibrati esterni e la possibilita che coordinate di parita
diversa vengano mischiate al cambiare del sistema di riferimento.

Una sezione puo essere scritta come “funzione” delle coordinate sia pari
che dispari. Piu precisamente una sezione avra localmente la forma

s=s0+ Y st + > st 6"+
7

j<k

con sg, si, ecc. funzioni lisce nelle z!, ..., a2P: le sezioni si scrivono in coor-
dinate come polinomi nelle 6 con coefficienti nelle funzioni lisce. Grazie a
questo formalismo ¢ possibile dar senso anche in un contesto supergeome-
trico a tutta una serie di concetti quali derivate parziali, campi vettoriali,
spazi tangenti, integrali e cosi via. Si puo inoltre introdurre una topolo-
gia nello spazio delle sezioni O(M) su una supervarieta M che lo renda
uno spazio di Fréchet. Nell’ultimo paragrafo del capitolo esaminiamo piu
in dettaglio questo aspetto, dimostrando alcuni risultati ad esso legati che
verranno successivamente utilizzati.

Secondo capitolo. All'inizio del capitolo diamo una definizione di super-
gruppo di Lie. Per far questo occorre dotare una supervarieta, in un qualche
senso, di una struttura di gruppo. Chiaramente non si puo far cio definendo
una moltiplicazione tra elementi della supervarieta, in quanto, come gia piu
volte osservato, una supervarieta non & un insieme. Si possono pero tradurre
gli assiomi che definiscono un gruppo ordinario in termini di relazioni tra
morfismi e definire moltiplicazione e inverso di un supergruppo G come due
morfismi

m:GxG—G i:G— G

che soddisfano certe proprieta analoghe alla moltiplicazione e all’inverso di
un gruppo ordinario. La varieta ridotta associata a un supergruppo diviene a
sua volta un gruppo di Lie e prende il nome di gruppo ridotto. Vediamo anche
cosa si intenda per azione di un supergruppo di Lie su una supervarieta.

Nonostante un supergruppo di Lie non sia un gruppo, ¢ possibile dar
senso anche in questo contesto a una scrittura del tipo

m:Gx G — G

(z,y) — zy



Introduzione 7

Per far questo occorre generalizzare il concetto di “punto” introducendo il
funtore dei punti di una supervarieta. Questo metodo si basa su un’impor-
tante risultato della teoria delle categorie, il lemma di Yoneda, e costituisce
un utile strumento per definire morfismi tra supervarieta o tra supergruppi
o per dare struttura di supergruppo a una supervarieta.

Successivamente vediamo come, dato un supergruppo di Lie, si possa de-
finire una rappresentazione naturale del suo gruppo ridotto nello spazio delle
sezioni e, infine, come si possa estendere 'idea di campo vettoriale invaria-
te a sinistra (destra) al caso dei supergruppi di Lie. Analogamente al caso
classico, i campi vettoriali invarianti a sinistra (destra) costituiscono una
superalgebra di Lie finito-dimensionale isomorfa allo spazio tangente all’i-
dentita. Anche in questo caso ad ogni morfismo tra supergruppi e associato
un morfismo tra le rispettive superalgebre, detto differenziale del morfismo.

Terzo capitolo. Innanzitutto introduciamo la definizione di super coppia
di Harish-Chandra che, come gia detto, € costituita da un gruppo di Lie
ordinario e da una superalgebra di Lie su cui ¢ definita un’opportuna azione
del gruppo. Consideriamo poi la coppia formata dal gruppo ridotto e dal-
la superalgebra di un supergruppo di Lie fissato e mostriamo esplicitamente
come questa costituisca una super coppia di Harish-Chandra. Per far questo
definiamo un’azione del gruppo ridotto sulla superalgebra, sostanzialmente
analoga all’azione aggiunta di un gruppo di Lie sulla sua algebra. Suc-
cessivamente vediamo come ad ogni morfismo tra supergruppi sia possibile
associare un morfismo tra le rispettive super coppie. Questa corrispondenza
costituisce sostanzialmente una biiezione tra la categoria dei supergruppi di
Lie e quella delle super coppie di Harish-Chandra. Infine osserviamo come
un’azione di un supergruppo possa essere espressa in termini di un’azione
della super coppia associata.

Quarto capitolo. Partendo dall’idea che un supergruppo di Lie & una
super coppia di Harish-Chandra, vediamo come sia possibile definire il con-
cetto di rappresentazione in un superspazio vettoriale e di rappresentazione
unitaria in un superspazio di Hilbert. Come sottolineato in [3] occorrono
alcune cautele nel caso di rappresentazioni di dimensione infinita.
Successivamente definiamo i supergruppi compatti come supergruppi con
gruppo ridotto compatto e, come ci eravamo proposti inizialmente, provia-
mo ad estendere alle loro rappresentazioni alcuni risultati riguardanti i grup-
pi compatti classici. In particolare mostriamo che per le rappresentazioni
unitarie di questi supergruppi ¢ possibile estendere il teorema di comple-
ta decomponibilita in sottorappresentazioni irriducibili finito-dimensionali
(teorema A.4). A partire dal risultato classico, si puo infatti costruire una
sottorappresentazione irriducibile finito-dimensionale di una fissata rappre-
sentazione unitaria: tutte le rappresentazioni irriducibili sono quindi di di-
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mensione finita; inoltre, come per i gruppi compatti, ogni rappresentazione
unitaria ¢ somma diretta di rappresentazioni irriducibili finito-dimensionali.
Mostriamo invece con un contro esempio che per i supergruppi compatti non
e piu valido il teorema che afferma I'unitarizzabilita di ogni rappresentazione
in uno spazio di Hilbert (teorema A.1).

Per proseguire nel nostro intento bisognerebbe a questo punto definire la
rappresentazione regolare (destra) di un supergruppo e studiarne la decom-
posizione. A tale scopo vediamo come la moltiplicazione di un supergruppo
GG possa essere pensata come un’azione destra del supergruppo su se stesso
e come questa azione si traduca in un’azione sullo spazio O(G) delle sezioni
sul supergruppo o, se si preferisce, sulla sua complessificazione O(G) ®p C.
Mostriamo che si tratta effettivamente di una rappresentazione (secondo la
definizione data) del supergruppo G in un superspazio localmente convesso.
Il problema & che non si tratta di uno spazio di Hilbert. Classicamente la
rappresentazione regolare di un gruppo G viene definita in L?(G, p), con
4 misura di Haar del gruppo: si ha in questo modo una rappresentazione
unitaria. Nel caso dei supergruppi manca pero un prodotto scalare tra le
sezioni che consenta di definire uno spazio analogo a quello delle funzioni
a quadrato integrabile. Osserviamo inoltre che, anche se si riuscisse a in-
trodurre un prodotto scalare, in molti casi non sarebbe comunque possibile
rendere unitaria la rappresentazione da noi trovata. Questo accade sia per
supergruppi compatti che non compatti.



Capitolo 1

Superalgebra e
supergeometria

Questo capitolo vuole essere una rassegna dei principali concetti di superal-
gebra e supergeometria che saranno utilizzati nel seguito. I primi quattro
paragrafi, di carattere pilt generale, seguono ’esposizione di [17, cap. 3—4],
dove si trovano ulteriori dettagli e diverse dimostrazioni. L’ultimo paragra-
fo & piu specificatamente finalizzato al proseguimento del discorso e contie-
ne alcune considerazioni di carattere topologico e 'introduzione di alcuni
operatori.

1.1 Superspazi vettoriali e superspazi di Hilbert

Un superspazio vettoriale V su un campo k (di caratteristica 0) € uno spa-
zio vettoriale su k cha sia Zo = 7Z/27 gradato, cioé in cui sia data una
decomposizione

V=WeW

I vettori in V{y sono detti pari, quelli in V7 dispari. Si dice che V' ha dimen-
sione dy|d;, dove dg = dim Vj e d; = dim V. I vettori in VU V; sono detti
omogenei. Con p(v) si indica la parita di un vettore omogeneo non nullo v
(0 per v pari, 1 per v dispari). Oggetti lineari o multilineari vengono solita-
mente definiti per i vettori omogenei e poi estesi per linearitd. Con kPl si
intende il superspazio vettoriale ottenuto decomponendo kP*9 in kP @ k9.

I morfismi tra due superspazi vettoriali V' e W sono le mappe lineari che
preservano la gradazione (cioe che mandano vettori omogenei in vettori della
stessa parita). Essi formano uno spazio vettoriale indicato con Hom(V, W).
Lo spazio di tutte le mappe lineari V' — W prende il nome di spazio degli
omomorfismi interni e viene indicato con Hom(V, W). Esso € un superspa-
zio vettoriale dove le mappe pari preservano la gradazione e quelle dispari la
invertono. In particolare Hom(V, W)y = Hom(V, W). Hom(V, V) si indica
con End(V).
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Dati V e W superspazi vettoriali, la loro somma diretta ¢ quella usuale
con (Ve W), =V, ®W; eil loro prodotto tensore ¢ V@ W con

VeWw),= > VoW
jtk=i
i,j,k€EZ2

ossia

(V®W)0:(V0®W0)EB(V1®WI)
VoW =V W)a (V1o W)

Un sottospazio W di un superspazio vettoriale V' & un sottospazio vetto-

riale di V' che si decomponga in somma diretta di un sottospazio Wy di Vj
(§] W1 di Vl.

La regola dei segni. Il prodotto tensore tra ordinari spazi vettoriali gode
di proprieta di associativita e commutativita, nel senso che ci sono due
isomorfismi naturali

UV)eW=Ue ((VeW)

dato da
(uRV) W —u® (v w) uelU,veVeweW
e
VeaW=wWeV
dato da

CYW:IvQ W= w®v veVeweW (1.1a)

per U, V e W spazi vettoriali. In particolare il primo isomorfismo permette
di scrivere il prodotto tensore tra piu spazi vettoriali senza parentesi.

Nel caso del prodotto tensore tra superspazi vettoriali, si mantiene lo
stesso isomorfismo (che & un isomorfismo di superspazi) per I’associativita,
mentre la commutativita

Vew=weV
(V e W superspazi vettoriali) ¢ data da
cvw: v @w i (—1)POPWy @y (1.1b)

per v € V e w € W omogenei ed estesa per linearita. Si puo notare che
Cw,v oCyw = id.
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Tutto cio puo essere esteso al prodotto tensore di pit superspazi vettoriali
Vi,...,Vnh. Se S, e il gruppo delle permutazioni di n elementi, un elemento
o € S, puo essere scritto (in vari modi) come prodotto di elementi del tipo

sit (L,...,4,04+1,....,n)— (1,...,i+1,7,...,n)
Scrivendo
L(s;))=1I® - ®1IQcyy,, ®I®---Q1 (1.2)

si ha un isomorfismo
L(o) = L(siy) - L(s;,): i ® - ® Vn%Va(l) QK - ® Vg(n)

che si dimostra non dipendere dalla decomposizione di o.
In particolare si puo dimostrare che, preso un superspazio vettoriale V,
esiste un’unica rappresentazione di S, in
Ve -V
—_———
n volte

che ristretta alle permutazioni del tipo s; sia data dalla (1.2), ovvero
L(s): 01 ® - @y = (=1)POPU+)y @ @i @0, @ -+ @ oy,
Essa e data da
Lio): 1 ®@ - @ vy — (—l)p("7”1""’”")va(1) ® - ® Vg(n) (1.3)

con

plo,vr, o) = > plog)p(vr)

(k,1)EN(0)

N(o)={(k, )| k<l,ok)>0o(l)}

per ogni o € .S,,.

Quanto visto mostra che la regola dei segni introdotta dalla (1.1b) fun-
ziona in modo coerente.

Superspazi di Hilbert. Un superspazio di Hilbert (vedi [7] o [3, § 2.1])
& un superspazio vettoriale H = Ho @ H; su C con un prodotto scalare(!)
(-, -) che lo renda spazio di Hilbert e con Hy ed H; sottospazi vettoriali
chiusi e mutuamente ortogonali. Accanto al prodotto scalare si introduce la
super forma hermitiana

0 se p(r) # p(y)
<IL‘, y) = (SU, y) se p(l‘) = p(y) =0
i(z,y) sep(z)=ply) =1

(xz,y € H omogenei). Questa forma ha le seguenti proprieta (cy,» € definito
dalla (1.1b)):

(W Lineare nella prima componente e antilineare nella seconda.



12 Superalgebra e supergeometria

L {y,x) = (=1)P@PW) (3 y), ossia (-, -)ocpp = (-, - );
2. (z,x) > 0se0#x € Hy;
3. i Nz, x) > 0se 0#x € Hy (cioe (z,2) =ia, a > 0).

Il primo punto mostra che ¢ la definizione naturale di super forma hermitiana
(in particolare (x,x) e reale se x ¢ pari, immaginario se x ¢ dispari), il
secondo che & una forma definita positiva su Hy e il terzo e 'analogo per H;
(si sarebbe anche potuto scegliere i(z,z) > 0).
Se T € Hom(H,H) ¢ un operatore limitato si definisce il suo super
aggiunto TT con
(Ta,y) = (~1)PTPE) (@, Thy)

Tt ¢ limitato, p(T) = p(T") e, indicando con T* l'usuale aggiunto di T
rispetto al prodotto scalare (-, -), si ha

Tt — T* se p(T) =0
—iT* sep(T)=1

1.2 Superalgebre associative

Una superalgebra A & un superspazio vettoriale che ¢ anche un’algebra asso-
ciativa (usualmente con unita) tale che la moltiplicazione sia un morfismo

w:ARA— A
di superspazi vettoriali, cioe tale che
pla-b) =p(a) +p(d) (mod 2)

a,b € A omogenei. In particolare si ha che 'unita ¢ sempre pari, Ag € una
sottoalgebra, AgA; C A; e A% C Ag.

Esempio 1.1. Se V' & un superspazio vettoriale, End(V') ¢ una superalgebra. Se
V = kPl4, gli elementi di End (V) si scrivono nella base canonica come

A B

C D
con A, B, C' e D matrici di elementi in k di dimensione rispettivamente p X p, p X g,
g xpeqxgq. Un elemento di End(V) & pari se B=C =0, dispari se A= D = 0.

Esempio 1.2. Sia V' uno spazio vettoriale e

TV) =PV =kaValVaV)o(VeVaV)o.--
1=0
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lalgebra tensoriale su di esso. T'(V) diventa una superalgebra associativa con la
decomposizione T(V) =T(V)q & T(V); data da

T(V)o= P v T(Vhi= @ v

i pari i dispari
Chiaramente 1 € k & unitd e, se v € V® e w € V&I y @ w € VI,
Una superalgebra si dice (super)commutativa se
a-b=(=1)P@r®yp.q
per ogni a,b € A omogenei, cioe se

pocaa=p

con ¢y, 4 definito dalla (1.1b). Utilizzando la (1.1a) si trova invece I'usuale
definizione di algebra commutativa. E da notare che per una superalgebra
sono due concetti distinti ’essere commutativa come algebra ordinaria o
come superalgebra. In una superalgebra commutativa gli elementi dispari
sono nilpotenti.

Esempio 1.3. Torniamo all’esempio precedente. Se J & l'ideale in T'(V') generato
da

J={vewtwev|v,weV}CTV)

allora

¢ lalgebra esterna su V. L’ideale J si decompone in Jy & Ji, con J; C T(V);
(infattise t € J' e u = ug + uy € T(G), con u; € T(V);, allora ut = ugt + u1t, con
u;t € T(G);). Cosi

AV)=T(V)o/Jo&T(V)1/]r
€ una superalgebra. Per come & definito il prodotto esterno
vAw=(=1)YwAv veAN(V)ewe AN (V)

e quindi A(V') € una superalgebra (super)commutativa.

Se A & una superalgebra (non necessariamente associativa), la sua algebra
opposta A°PP & una superalgebra identica ad A come spazio vettoriale e con
il prodotto definito da

PP = pocaa (1.4)

Una superalgebra e quindi commutativa se e solo se A°PP = A.
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Moduli su una superalgebra commutativa. Un modulo M su una
superalgebra commutativa A & un superspazio vettoriale su cui e definita

un’azione sinistra di A
AQM — M

a®mt—— am
che & un morfismo di superspazi cioe tale che

pla.m) = p(a) +p(m) (mod 2)

Un morfismo tra moduli ¢ un omomorfismo di moduli che preserva la gra-
dazione. Un A-modulo libero € un A-modulo che ha una base omogenea su
A, cioe un insieme di elementi omogenei tali che ogni elemento del modulo
si scriva in modo univoco come combinazione lineare a coefficienti in A degli
elementi della base stessa. Con APl si indica il modulo libero

APl = Aey @ @ Ae, @ Afy & - @ Af,

con e; elementi pari della base e f; elementi dispari.

1.3 Superalgebre di Lie

Una superalgebra di Lie g & un superspazio vettoriale con un morfismo (di
superspazi vettoriali, cio¢ che preserva la gradazione)
[, ]rg®g—g

tale che, se o ¢ 'automorfismo di g® g® g definito dalla (1.3) corrispondente
alla permutazione ciclica (1,2, 3) — (3, 1,2), soddisfi

L[+, ]J(1 4+ ¢qq) =0;

2. [, [, -] +0o+0%) =0.
Nel caso in cui ¢gq e o derivino dall'usuale azione delle permutazioni sul
prodotto tensore di spazi vettoriali, si ritrovano le consuete relazioni che
definiscono un’algebra di Lie, cioeé antisimmetria delle parentesi di Lie e

identita di Jacobi. Esplicitando la regola dei segni si trova, per ogni a, b, c € g
omogenei,

1. [av b] = _(_1)p(a)p(b) [b7 CL];
2. [a, b, CH+(_1)p(a)p(b)+p(a)p(c) b, [c, a“+(_1)p(a)p(c)+p(b)p(c) ¢, [a, ] = 0.

Chiaramente gg ¢ un’ordinaria algebra di Lie. Inoltre, per a,b € gg e
x,Y, 2 € g1, si hanno le relazioni

[[a, b], 2] = [a, [b
[a, [z, y]] =

[
[, [y; 21 + [y, [z, 2] +
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L’ultima di queste ¢ equivalente alla richiesta che [z, [z,z]] = 0 per ogni
x € g1. Si trova dunque una definizione equivalente alla precedente: una
superalgebra di Lie g € un superspazio vettoriale con un’operazione bilineare
[-, -] tale che

1. go € un’ordinaria algebra di Lie rispetto a [-, -;

2. g1 € un go-modulo rispetto all’azione a.x = [a,x], a € gg e x € g1;

3. 2@y — [z,y] & una mappa simmetrica di go-moduli da g; ® g;® a go;
4. [z, [z, x]] = 0 per ogni z € g;®).

Una superalgebra associativa A ¢ resa una superalgebra di Lie dalle
parentesi
[a,b] = ab— (—1)P@P0lpq g be A (1.5)

Se V' & un superspazio vettoriale, si usa gl(V') per indicare I’algebra End (V)
vista cone superalgebra di Lie. Se V = RPI? si usa gl(p|q).
Derivazioni di una superalgebra. Sia A una superalgebra su k.

Definizione 1.4. Una derivazione (omogenea di grado p(D)) di A ¢ una
mappa k-lineare D: A — A tale che

D(ab) = D(a)b + (—1)PPP@)qD(b)
per ogni a,b € A omogenei.

Le derivazioni omogenee generano un superspazio vettoriale che diventa
una superalgebra di Lie definendo

(D1, Dy] = Dy Dy — (—=1)PP1P(P2) p, ) (1.6)

1.4 Supervarieta

Varieta differenziabili e fasci di anelli. Consideriamo innanzitutto
un’ordinaria varieta differenziabile M (per esempio liscia e reale). Ad ogni
aperto U C M si puo associare I’anello delle funzioni reali e lisce definite su
U; si dice che 'applicazione

Uw— C*®(U)

e un fascio di algebre di funzioni in quanto

(2)g1 ® g1 € un go-modulo rispetto all’azione

a(@®y) = (a2) Oy +c®(ay) aCgenyem

) Questa & 'unica condizione non lineare.
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1. per ogni U, C*°(U) ¢ un’algebra di funzioni in cui l'identita ¢ la
funzione costante 1;

2. preso un aperto V' C U, la mappa di restrizione

[t fed™(U)
¢ un omomorfismo di anelli C*(U) — C*®(V);
3. se U =, U;, U; aperti, e { f;} € una famiglia di funzioni f; € C*°(Uj;)
tali che
fiyvinu; = Fijvau,

per ogni i, j, allora esiste una e una sola funzione f € C*°(U) tale che
fio, = fi

Se: M — N e una mappa differenziabile tra due varieta, il suo pullback
¥* costituisce una famiglia di omomorfismi di anelli

Ui OF(V) — CX(yH(V))
fr———1f0o%

V C N aperto. Il pullback commuta con le restrizioni, cioe per f € C®(V)
e W C V aperto, (%Z)*f)wfl(w) = 7/’*(f\W)-

Se la possibilita di associare un’anello (di funzioni) ad ogni aperto di
una varieta € una conseguenza della definizione di varieta stessa, si puo
generalizzare il concetto assegnando una legge che associ ad ogni aperto
di uno spazio topologico una anello in modo che siano soddisfatte certe
proprieta analoghe a quelle viste sopra.

Definizione 1.5. Un fascio di anelli O su uno spazio topologico X € un’ap-
plicazione

Uw— 0OU) U C X aperto
dove

1. O(U) & un anello commutativo con unita i cui elementi vengono detti
S€210N1;

2. per ogni aperto V' C U, ¢’¢ un omomorfismo di anelli
rvu: O(U) — O0(V)
detto restrizione!® che soddisfa
TW,V °TV,U = TW,U

per W C V C U aperti;

M Nel seguito useremo I'usuale notazione fiv con il significato di rv,u f, f € O(U).
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3. se U =, Ui, U; aperti, e {f;} € una famiglia di sezioni f; € O(U;) tali
che
ru,nu; U fi = ruinu;u; fi

per ogni 4, j, allora esiste una e una sola sezionef € O(U) tale che
ruuf = fi

La coppia (X, 0) e detta spazio anellato.

Occorre ora definire i morfismi tra spazi anellati. Data una mappa dif-
ferenziabile tra due varieta ¢ automaticamente definito il pullback di una
funzione nel fascio. Questa volta pero gli anelli del fascio sono anelli astratti
associati agli aperti e non piu anelli di funzioni e quindi non & piu sufficiente
dare una mappa tra gli spazi topologici, ma occorre dare esplicitamente una
famiglia di omomorfismi tra gli anelli dei fasci (che si continua a indicare
col termine pullback) soddisfacente proprieta analoghe a quelle viste per le
varieta differenziabili.

Definizione 1.6. Un morfismo di spazi anellati
¥: (X,0x) — (Y, 0y)

€ una mappa continua

Y7 X =Y
e una famiglia di omomorfismi di anelli
U Oy (V) = Ox (™) 71(V)) VY aperto
che commuta con le restrizioni, cioe tale che il diagramma

Oy (V) 2 0 (™) (V)

’"WﬁVJ PWN)l(W),(«bN)I(V) (1.7)
P o\ —
Oy (W) == Ox ((v™) "' (W)
commuti per ogni W C V aperto.

Dati due morfismi ¢: (X,0x) — (Y,0y) e ¢: (Y,0y) — (Z,0z), si
ha il morfismo composto dato dalla composizione dei morfismi sugli spazi
topologici e dal pullback

(po 1/1)*V = 1/1220~)—1(V) o cp*v V C Z aperto

L’identita e data dall’applicazione identica tra gli spazi topologici e tra gli
anelli del fascio. Un morfismo ¢ dunque un isomorfismo se ¢ tale sugli spazi
topologici e su tutti gli anelli del fascio. Abbiamo cosi definito la categoria
degli spazi anellati.
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Osservazione 1.7. In queste definizioni si trovano gia alcune delle difficolta che si
incontreranno con le supervarieta. Una varieta differenziabile & essenzialmente un
insieme di punti con una serie di strutture geometriche e un morfismo tra varieta
un’applicazione fra insiemi che soddisfa certe proprieta legate alle strutture geome-
triche: un morfismo ¢ cioé noto quando € noto sui punti della varieta. Questo non
& piu vero per un fascio di anelli, poiché un morfismo non ¢ in generale fissato dalla
mappa tra gli spazi topologici sottostanti il fascio. Abbiamo cioe a che fare con
oggetti che non sono semplicemente insiemi e morfismi che non sono applicazioni
tra insiemi. In altre parole la categoria degli spazi anellati non & una sottocategoria
della categoria degli insiemi e questo continua a essere valido per la categoria delle
supervarieta che introdurremo tra breve.

Se (X,0) ¢ uno spazio anellato, un aperto ¥ C X diventa uno spa-
zio anellato (Y, 0y ) restringendo il fascio agli aperti contenuti in Y. In
questo modo si possono introdurre modelli locali per uno spazio anellato.
Prendiamo per esempio (R", Cs°), dove Cp° & il fascio

Ce:Uw C™®(U) U C R" aperto

e C®(U) e l'algebra delle funzioni lisce reali su U. In questo modo si puo
dare una definizione equivalente di varieta differenziabile liscia reale (di di-
mensione n). Essa ¢ uno spazio anellato (X, 0), con X spazio topologico
di Hausdorff secondo-numerabile, localmente isomorfo a (R", C5°), cioe tale
che per ogni z € X ci sia un intorno aperto V di x e un aperto U C R" con
(V,0pv) isomorfo a (U, C7°);). Analogamente si possono definire le varieta
differenziabili analitiche reali o complesse prendendo al posto di (R",Cy°) il
fascio degli anelli delle funzioni analitiche reali o complesse rispettivamente
su R™ o C".

Definizione di supervarieta. Analogamente a quanto visto per le varieta
differenziabili ordinarie si puo dare una definizione di supervarieta. Innanzi-
tutto occorre dare ’equivalente di uno spazio anellato per quanto riguarda
gli oggetti supergeometrici. Un superspazio anellato € uno spazio topologico
X con un fascio di anelli supercommutativi con unita®). Tutti i morfismi in-
trodotti precedentemente, ossia i morfismi di restrizione e i pullback, devono
essere morfismi di superspazi, cio¢ preservare la gradazione.

Bisogna poi definire un modello locale, analogamente a quanto fatto per
le varieta differenziabili con (R™,C%°). Un superdominio UP!Y & un super-
spazio anellato (U, C;ﬁ]) dove U & un aperto in R? e C7 ¢ il fascio di anelli
supercommutativi

oo Vs OO0, 6%,...,09 = C¥(V)®A(g)  V C U aperto

(®)1n realtd a noi interessano unicamente fasci di superalgebre commutative, secondo la
definizione data nel precedente paragrafo.
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dove A(q) & I'algebra esterna con ¢ generatori, i #° sono oggetti anticommu-
tanti, cioé soddisfacenti

007 = —6°0"  i,je{l,...,q}

(in particolare (6%)? = 0) e C(V)[#*,0%,...,04] & lo spazio dei polinomi
formali in @',...,07 con coefficienti nelle funzioni lisce reali su V. Gli ele-
menti di Cgﬁ}(V) (detti come prima sezioni) possono quindi essere scritti

nella forma
Z f16" (1.8)
IC{1,...,q}

con fre C>®(V) e
ol =0 ..o T={iy,... i}, 01 <...<ip

Si dice che p|q ¢ la dimensione del superdominio. In particolare per U = RP
si ha il superdominio RPI4.

Osservazione 1.8. Vedremo nell’esempio 2.5 che un superspazio vettoriale finito-
dimensionale puo essere visto come una supervarieta. Per questo motivo si usa la
stessa notazione per il superdominio RP!4 e il superspazio vettoriale RP19.

Definizione 1.9. Una supervarieta liscia reale di dimensione p|g & un super-
spazio anellato (X, 0) localmente isomorfo a RP!9, con X spazio topologico
di Hausdorff secondo-numerabile. Un morfismo tra due supervarieta ¢ un
morfismo tra i superspazi anellati corrispondenti.

Dire che (X, 0) & localmente isomorfo a RPla significa, come prima, che
per ogni x € X, esiste un intorno aperto V di x e un isomorfismo h tra
(V,0}y) e un opportuno superdominio UPle. Le coppie (V,h) giocano un
ruolo analogo alle carte locali per una varieta differenziabile. Le p coordinate
canoniche x' di U (o meglio il loro pullback rispetto ad h in O(V)) sono dette
coordinate pari, mentre i (pullback dei) ¢ oggetti 6/ sono detti coordinate
dispari. Sulle supervarieta ¢ possibile dar senso a tutta una serie di concetti
tipici delle varieta differenziabili (calcolo differenziale, calcolo integrale, ecc.)
in cui le sezioni giocano il ruolo delle funzioni lisce. Utilizzando le p + ¢
“coordinate” (x%, 07) si sviluppa un formalismo locale del tutto simile a quello
delle varieta differenziabili ordinarie.

Si possono definire supervarieta analitiche reali o complesse sostituendo
il fascio C’]‘jﬁl con un fascio di polinomi in 8',...,69 con coefficienti nelle
funzioni analitiche (reali o complesse) su aperti di R? o CP. Nel seguito ci
limiteremo comunque a supervarieta lisce reali.

Esempio 1.10. Sia V un fibrato vettoriale su un’ordinaria varieta differenziabile
M ed F il fibrato esterno di V, cioe il fibrato vettoriale su M le cui fibre sono
costituite dall’algebra esterna delle fibre di V. Se Op & il fascio delle sezioni di
E, E" = (M,0Og) & una supervarieta. Infatti ogni fibrato vettoriale & localmente
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banale e quindi per ogni x € M esiste un intorno U di z tale che w;l(U) =2UxV,,
dove 7y & la proiezione di V in M e V, = 7' (z) & la fibra su 2. Quindi, se
mr ¢ la proiezione di E in M, ng(U) U xAV,) e Op(U) 2 C®(U) @ A(Vy).
E’ ¢ dunque una supervarietd di dimensione plg, con p = dimM e ¢ = dim V.
Ogni supervarieta e percio localmente isomorfa a un fibrato esterno banale. Si
puo dimostrare che per ogni supervarieta liscia reale S esiste un fibrato esterno F
tale che S sia globalmente isomorfa a E”, mentre cid non & vero per supervarieta
analitiche reali o complesse. L’identificazione S 22 E” non ¢ comunque canonica.
Infatti un cambio di coordinate in E deve preservare la struttura di fibrato e non
potra mischiare le coordinate sulle fibre alle coordinate sulla base, mentre in una
supervarietd & possibile mischiare coordinate pari e dispari (vedi esempio 1.13).
Quindi le supervarieta non sono fibrati esterni.

Varieta ridotta. Prendiamo una supervarieta M di dimensione p|qg. Allo
spazio topologico sottostante la supervarieta (indicato con |M]) si puo dare
una struttura di varieta differenziabile liscia, detta varieta ridotta e indicata
con M~. M"™ puo essere vista come una sottosupervarieta (nel senso che
sara specificato dalla definizione 1.18) di dimensione p|0 immersa in M:

ji M~ —>M

Per far questo si costruisce un fascio di anelli di funzioni reali su |M]|.
Prendiamo un punto Z € |M| e una sezione s definita in un suo intorno U.
A patto di restringere s a un opportuno aperto V' 3 T su cui si possano
mettere coordinate (2%, 67), avremo

s =so0(x) + Y sj(@)07 + > sp(@)0"0' + - € CU)P, ..., 0%
J k<l

Diciamo che il valore di s in T ¢
s7(7) = so(7)

Questo non dipende dalle coordinate in quanto puo essere caratterizzato
come 'unico A € R tale che s — A non sia invertibile in nessun intorno di
76 e Iessere invertibile 0 meno di una sezione & preservato da un cambio
di coordinate, che & un isomorfismo di superalgebre. Al variare di z € U
si ha una funzione reale s~ su U. Si ha cosi una mappa s — s~, che e

(©)Una sezione s € O(V) & invertibile in un qualche intorno di Z se € solo se lo & so (come
elemento della superalgebra, non come funzione), e poiché sg & una funzione continua, se
e solo se so(Z) # 0. Infatti se so & invertibile (opportunamente ristretta), scriviamo

5/25518:1+Zj3;0j+..,:1_n

con n appartenente all’ideale generato dai 67. Poiché n9! = 0, s’ (e quindi s) & invertibile
essendo
(1-n)(1+X% n)=1-n"""=1
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un omomorfismo (di superalgebre) da O(U) a un’algebra O~ (U) di funzioni
reali su U. Si dimostra che

0~:Uw— O07(U) U C |M] aperto

& un fascio di anelli localmente isomorfo a (R™,C:°) e quindi |M| assume
una struttura di varieta differenziabile liscia reale. L’immersione j ¢ data
da j~ =id|y e dalla famiglia di pullback
jo: O(U) — 07 (U)
sH—— 5"
Non esiste invece alcuna proiezione canonica 7: M — M~

La mappa che associa ad una sezione il suo valore in un punto m € M~
e detta valutazione in m e si indica con

evpy: O(M) —— R
(1.9)
s —— s~ (m)

Vediamo ora come ad ogni morfismo tra supervarieta sia associato un
morfismo tra le rispettive varieta ridotte, detto morfismo ridotto. Se J & il
fascio di ideali definito da

JU)={3s€0OU)|s"=0sulU} (1.10)
si ha la sequenza esatta
0—-J—0—-0"=0

e quindi O~ = O/J (come fascio di algebre essendo g un fascio di ideali).
Siano M ed N supervarieta e ¢ un morfismo tra esse, definito dalla mappa
1™ tra i rispettivi spazi topologici e dal pullback *. Si mostra facilmente
che per ogni x € M~ e per ogni sezione t definita in un intorno di x

(¥"(1) " (z) = t7 (47 (2))

e quindi in particolare ¥*gn C Jpr. Si ha percido una mappa Oy — 07, che
& il pullback classico di ¥~®). In questo modo si mostra che

W~ M~ — N~

(MWSe E" & la supervarietd associata a un fibrato esterno E (vedi esempio 1.10), esiste
una proiezione E° — E’” data dalla mappa f— f®1, fe C® (Ebw). Nell’esempio 1.13
vedremo che, per una generica supervarieta, una proiezione di questo tipo non puo essere
stabile per cambio di coordinate.

(® Consideriamo due varietd differenziabili classiche viste come spazi anellati e un mor-
fismo (di spazi anellati) tra di esse. In questo caso le sezioni sono le funzioni lisce sulle
varieta. Si pud dimostrare che il pullback che compare nella definizione 1.6 di morfismo
deve necessariamente essere I'usuale pullback dato dal morfismo tra gli spazi topologici.
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¢ un morfismo (cio¢ una mappa differenziabile) tra le varieta ridotte. Inoltre,
poiché per le varieta differenziabili definire un morfismo & equivalente a de-
finire il suo pullback, si vede come la parte topologica ™ di un morfismo
tra supervarieta sia fissata dalla definizione del pullback *. 1’assegnazione
1) — 1~ commuta con le composizioni, cioe®

(o)™ =¢~ o™

Per descrivere le proprieta di una supervarieta € spesso conveniente par-
lare in termini di relazioni tra morfismi. Questo ci servira in particolare per
definire un supergruppo di Lie e verra ulteriormente sviluppato parlando di
funtore dei punti. Per ora vediamo semplicemente come si puo parlare dei
punti della varieta ridotta in termini di morfismi (ci servira per esempio per
definire I'identita di un supergruppo). Per una varieta differenziabile clas-
sica i punti sono in corrispondenza coi morfismi da R nella varieta stessa.
Questo continua a essere valido per quanto riguarda le supervarieta.

Lemma 1.11. Se M é una supervarieta, i morfismi
¢: RO — M

sono in corrispondenza biunivoca cot punti della varieta ridotta M~ . Inoltre
se x =1"~(0), allora Y* = evy.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che O(R%°) = R. Quindi il pullback
v Oy — R

deve mandare la parte dispari di Op7 in 0 e
dm C kerp*

con Jps definito dalla (1.10). Poiché O3, = Onr/dm, ¥* & completamente
determinato dal pullback del morfismo ridotto
(™) 0y — R

Quindi per dare un morfismo ¢ : R — M ¢ sufficiente dare il suo morfismo
ridotto 1~ : R? — M™ che ¢ esattamente un punto di M~. Inoltre dovendo
commutare

o) YR
j*J Jid
o~ YR

<9>L’assegnazione
{ M — M~ M supervarieta

P 1) morfismo

¢ quindi un funtore dalla categoria delle supervarieta a quelle delle varieta differenziabili.



1.4 Supervarieta 23

con j: M~ — M, si ha
P*(s) = SN(Q/)N(O)) s€0O(M) O

La differenza sostanziale rispetto al caso classico & che i morfismi da ROl
alla supervarieta permettono di esplorare solo i punti della varieta ridotta,
mentre non dicono nulla sulla parte dispari del fascio. Per esempio non &
piu vero I'analogo del fatto che date due varieta differenziabili X ed Y e due
morfismi

o, X =Y

si ha ¢ = 1 se e solo se pox = 1pox per ogni x: R® — X. Per le supervarieta
& necessario considerare anche morfismi da altre supervarieta e non piu solo
da RY1%; vedremo cid parlando del funtore dei punti. E comunque da notare
che anche classicamente i morfismi da R identificano i punti come elementi
di un insieme astratto e non dicono nulla sulla topologia della varieta.

ROl ha la proprieta di essere un oggetto terminale per la categoria delle
supervarieta, cioe da ogni supervarieta S esiste uno ed un solo morfismo da
S in R, che indichiamo con !§(19). Se M & una supervarietd e 2 un punto
di M~ indichiamo sempre con z il rispettivo morfismo R%° — M e con &
il morfismo

T=uzolg: S — M (1.11)
Chiaramente Z*: s — evy(s) - 1, s € O(M).
Morfismi in coordinate locali. Si puo provare il seguente risultato (la

prima affermazione viene direttamente dalla definizione di morfismo).

Teorema 1.12. Sia UPI? una sottovarietd aperta di RPI? con coordinate
(y', 7). Se M ¢ una supervarietd e y: M — UPl4 yn morfismo allora

{ﬂzwmﬂeon@o 1<i<
9 =1 (") €OM(M)1  1<j<q

Viceversa date p sezioni f; € Op(M)g e q sezioni g; € Opr(M)1, esiste un
unico morfismo ¢ tale che
{ﬁ v (y') ' 1.12)

NN

1 p
g =v"¢) 1<j<q

(91> manda tutti i punti di S~ in 0, mentre il pullback necessariamente & dato da
1G: A= A1 AeR

dovendo essere un omomorfismo di algebre.
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Supponiamo che anche M sia un superdominio V¥ con coordinate ca-
noniche (z',67). Una sezione s € O(U) puo essere scritta al solito come

s:so—i-z.sjgoj—{—--' 50,5j,... € C*(U)
J

Poiché il pullback ¥* & un omomorfismo di superalgebre, avremo

¥*(s) = ¢"(s0) + ZW(S;’)W(@j) +o =9 (s0) + ZW‘(S;’)% o

Resta da stabilire la forma del pullback per funzioni in C*°(U); si trova che
¢ uno sviluppo di Taylor formale nelle 67, troncato dalla loro nilpotenza, cioe
scrivendo f; =r; +n; con r; € C°(V) e

n; = Z TLZ']@I € H(V) n;;r € COO(V)

[I] # 0 pari
si ha che
1 oMl
P*(s0) = ; %8731730 (rl(xl, e ,xl),...,rp(ml,...,xl)> n’

] [l
con vy = (717-"77}7)7 Vi € INa fY' = H171'7 h" = 21727 g% = m7

nY =[], n)". Sitratta di una somma finita poiché tutti gli n; sono nilpotenti.
Nel caso in cui M non sia un superdominio, il pullback di una generica

sezione si ottiene, come nel caso classico, per incollaggio. Quindi, almeno

localmente, un morfismo 1: M — N si puo scrivere formalmente come

y:f(a:,@)

o= g(z,0) (1.13)

(z,0) — (y,¢) {

dando a questo il significato della (1.12).
Esempio 1.13. Prendiamo ¢: R'? — R!I? definito da

T =2z + 20'6?
0! = 0! + 262
92 = p?

dove (x,6',62%) e (9?,917@2) sono rispettivamente le coordinate delle due copie di
R!2. Presa una sezione

S = 8o+ 8151 + 829_2 + 8125152 S; € COO(R)
il suo pullback sara
P*(s) = P*(s0) + " (51)0" (0") + " (s2)0* (67) + ¢* (s12)0* (6") " (67)
=" (s0) + ¥ (s1) (0" + 26%) + ¥*(52)6% 4+ ¢*(s512)0"6°
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con (il primo passaggio ¢ puramente formale!)
(v*(5:)) (x) = s (2% + x9102)
= 5;(2z) + ;(22)20' 0% + L5/ (2x) (x9102)2 4o
= 5i(2x) + s}(22)x0" 6>
In particolare ¥ & un isomorfismoV), cioé un cambio di coordinate. Da qui si
vede che, mentre 'immersione j: R' — R'? data da
0 —— 0~
SH—— Ssg=58"
¢ ben definita, una proiezione 7: R!? — R! data da
™ 0Y — 0
S0 —— So

non sarebbe stabile per cambio di coordinate.

Prodotto di supervarieta. Date due supervarieta M ed N, si puo di-
mostrare che esiste il loro prodotto binario™?)

M M x NN

(D1 inverso & dato da

v=1z-120'0°
o' =0' — 1z6°
0° =0

(2 Dati due oggetti X e Y in una categoria, si dice prodotto binario un oggetto Z e due
morfismi (detti proiezioni)

XX 7y
tali che per ogni
xL w2y

esista un unico morfismo h: W — Z per cui

w
S N
XX g

commuti; in altre parole
Hom(W, Z) — Hom(W, X)) x Hom(W,Y")
ht+—— (rx oh,my o h)
¢ una biiezione. Si vede facilmente come il prodotto binario di due oggetti (ove esi-
sta) sia unico a meno di isomorfismi. Usualmente si indica Z con X x Y e l'unico
morfismo h con (f,g). Il prodotto binario si estende a pit di due oggetti notando che

(WxX)xY 2W x (X xY). Esempi di prodotto binario sono il prodotto cartesiano per
gli insiemi, la somma diretta per spazi vettoriali, il prodotto diretto per i gruppi.
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In particolare si trova che (M x N)~ = M~ x N~ e che 7}; e my sono
le usuali proiezioni del prodotto delle varieta ridotte. Se M ed N sono
superdomini UP1? e V"I$, con coordinate rispettivamente (z%,607) e (y*, o),
in UPI7 x V"ls si possono mettere coordinate

(..., 2P gt . gm0t 0Bt L 50)

per cui le proiezioni assumono 1'usuale forma

= 7 o
”M{gjzgj ”N{wl

Questo e vero localmente per tutte le supervarieta.

Il
<

(1.14)

[
L

Calcolo differenziale. Per implementare il calcolo differenziale su una
supervarieta si osserva innanzitutto che un campo vettoriale su un’ordinaria
varieta differenziabile & una derivazione dell’algebra delle funzioni sulla varie-
ta. Analogamente, utilizzando la nozione di derivazione di una superalgebra
(vedi definizione 1.4), si da la seguente definizione.

Definizione 1.14. Un campo vettoriale su una supervarieta M ¢ una deri-
vazione del fascio Oy, cioe una famiglia di derivazioni di superalgebre

Dy: Oy (V) — Op(V) V C M~ aperto
compatibile con le restrizioni.

Si puo chiaramente parlare di campi vettoriali definiti su un aperto
U C M7; la definizione resta invariata, ristretta agli aperti V C U. 1
campi vettoriali formano un fascio di Op;-moduli detto fascio tangente e
indicato con T(M).

Si puo introdurre un formalismo del tutto analogo a quello del calcolo
differenziale ordinario. Se M = UPl4 con coordinate (z*, 67)

a T . 88[ T
8mi(2819 ) =2 il (1.15a)

aam(zslewzsj,lemf) => 50" (1.15b)
j¢l j¢l j¢l

sy € C*(U), sono derivazioni rispettivamente pari e dispari della superal-
gebra delle sezioni. Esse sono le uniche derivazioni rispettivamente pari e
dispari per cui

oz’ 00’
B 0 ou7 ~ "
0 _ 9 _ 5ij

007 o067



1.4 Supervarieta 27

Si dimostra che le derivazioni di O(U) formano un O(U)-modulo libero iso-
morfo a O(U)PI7 e che le (1.15) sono una sua base omogenea. Se indichiamo
con (y!,...,yP*9) tutto il set di coordinate, una derivazione X si scrive in
componenti come nel caso classico:

9 i
X:Zaia—yi a; = X (y")

Per una generica supervarieta M di dimensione p|q, il fascio tangente T (M)
& localmente isomorfo al modulo libero O(U)Pl4.
Anche nel caso supergeometrico vale la formula di derivazione a catena.

Se
Y UPle — ymin

& un morfismo e (3°) e (z¥) sono coordinate rispettivamente in UPI7 ¢ V7,
allora per ogni f € O(V) si ha

W(F) = () . (OF

Come nel caso classico si puo definire il concetto di vettore applicato
in un punto (della varieta ridotta) e di spazio tangente. Fissato un punto
m € M7, si introduce una nozione di equivalenza tra le sezioni definite
in un qualche intorno di m. Due sezioni f € O(U) e g € O(V), U eV
aperti contenenti m, sono equivalenti se e solo se esiste un aperto W con
m e W CUNYV, per cui flr = gw. Le classi di equivalenza sono dette
germi e formano una superalgebra O,, detta stalk. [f],, indica il germe in
O, a cui appartiene una sezione f. La mappa f — [f];, € un omomorfismo
di superalgebre.

Definizione 1.15. Un vettore tangente a M in m (omogeneo di grado p(&))
¢ una derivazione dello stalk O,, in R cio¢ una mappa lineare

£:0,—R
tale che
([flg)) = €N g™ (m) + (=1 ORI £~ (m)¢([g])

Se X e un campo vettoriale definito in un intorno di m,
X = evim o Xt [f] = (X(f))"(m)  [f] € O

¢ un vettore in m della stessa parita di X. Si dimostra che i vettori tan-
genti in m formano un superspazio vettoriale della stessa dimensione di M,
indicato con T),(M), e che, se (z’,6?) sono coordinate locali e p|qg = dim M,

4 =ev i 1<
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K P

formano una base omogenea. E quindi chiaro che dato un vettore 7 € T, (M)
¢ sempre possibile trovare un campo vettoriale (non unico) X € T(M) che
estenda 7, ciot tale che(!?)

Xim =T (1.17)

Se ¢: M — N & un morfismo, m € M~ e n = ¢~ (m), allora

dpm: Tin(M) — T, (N)

(1.18)

E———E&oy"
¢ un morfismo di superspazi detto mappa tangente. Se (y') = (zF,0') e
(z7) = (1", ¢®) sono coordinate (pari e dispari) in un intorno di m ed n

rispettivamente, dalla (1.16) si ritrova I'usuale formula
0 929\ 0
dom: . . —
(o), 2 (o) o (3),
(dove 2* sta per 1*(z%)); dipy, in forma matriciale diventa

(f5)Tm) 0
(= @)

in cui si evidenzia come di, sia una mappa pari.
Si possono provare i seguenti risultati, analoghi a quelli classici.

Teorema 1.16. Sia M una supervarieta e m € M™. Siano

f17"'7fp7917"'7gq

p sezioni pari e q sezioni dispari definite in un intorno V di m. Sia infine
¥ unico morfismo

* l‘i — f.

v [UEO=5

() = g;

con (z°,67) coordinate di RP!9. Sono allora fatti equivalenti

1. le sezioni (f;, g;) formano un sistema di coordinate per M in m, cioé
P € un isomorfismo di supervarieta da un intorno di m in M a un
intorno di ™~ (m) in RPIY;

(13)Ge, in coordinate locali (y*), 7 = 3, a; (aiyi) , a; € R, basta prendere X =3, aiaiyi

in un intorno di m ed estenderlo arbitrariamente altrove.
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2. dipm: Tin(M) — Ty~ (m) (RPI9) ¢ un isomorfismo;

o (2 e (22 o

Corollario 1.17. Se ¢v: M — N ¢é un morfismo tale che diy,, é bietti-
vo ovunque, allora Y~ : M~ — N~ ¢é una mappa aperta. Se inoltre Y~ é
biiettivo, allora v € un isomorfismo di supervarieta.

3. si ha

Un morfismo ¥ & detto immersione in m se di,, ¢ iniettivo, submersione
i m se e surgettivo.

Definizione 1.18. Se M e una supervarieta, una sottovarieta di M e
una coppia (NN, j), con N supervarieta e j: N — M morfismo, tale che
(N™,j~) & una sottovarieta di M~ (in senso classico) e j & un’immersione
di supervarieta.

Integrazione. Diamo appena un cenno di teoria dell’integrazione su una
supervarietd. Su un superdominio UPI? (con coordinate (z?,67)) si pud in-
trodurre l'integrale di Berezin, che & una forma lineare definita sulle sezioni
a supporto compatto(14). Per

s= > st s;eCRU)
IC{1,....q}
essa ¢ data da

/(Z;SIQI)dpx WESY (/Usf d%) (/91 dq9>

I

dove fU dPx € un usuale integrale rispetto a una qualche misura su U e

/equez 0 sel|ll<gq
1 sel|l|=qcioesel=1{12,...,q}

cioe fdQQZa%q-- aiai' uindi

/s—/Sdem Q=1{1,2,...,q}

La scelta di questo integrale ¢ dovuta al buon comportamento rispetto a un
cambio di variabili (vedi [17, § 4.6]). Nel prossimo paragrafo vedremo che
anche per le supervarieta si puo parlare di partizioni dell’unita (lemma 1.23).
Grazie ad esse si puo estendere 'integrazione a una generica supervarieta
sprovvista di coordinate globali, esattamente come avviene per le ordinarie
varieta differenziabili.

(9 parlando di sezioni su un superdominio questa richiesta ricade sui coefficienti in
C*(U), in generale vale la definizione 1.22.
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1.5 Topologia del fascio

Seguendo [9], introduciamo una topologia nelle superalgebre che costitui-
scono il fascio su una supervarieta M. Per far questo occorre definire
gli operatori differenziali Diff(M) su M. In particolare si definiscono per
induzione gli operatori differenziali di grado k Diffy(M) C End(O(M)):
Diffo(M) = O(M) & lo spazio degli operatori moltiplicativi e, se si & definito
Diffy_1 (M),

Diffy (M) = { D € End(O(M)) | [D, f] € Diffy_(M),Yf € O(M) }
dove [D, f] ¢ il commutatore in End(O(M)), ciog
D, fl=Df = (=1)PPPI) fD
0 se si preferisce
[D, fI(s) = D(fs) = (~1)PPPIfD(s) s € O(M)

Si ha
Diffy,_1 (M) C Diff (M) (1.19)
e si definisce

Diff (M) = G Diff;,(M)
k=0

che & una sottosuperalgebra di End(O(M)). In particolare
Diff{(M) = O(M) & T(M)

Inoltre
U — Diff(U) U C M™ aperto

e un fascio di Opr-moduli. Si puo dimostrare che se U ¢ un aperto che
ammette p + ¢ coordinate (z',67), allora ogni D € Diff (U) si scrive in modo
unico come una somma finita

ol gl
D= ZG’YJ%W a,yJ S O(U) (120)
vy

cony=(,...,%), i € N,eJ C{1,...,q}.
Si pud quindi introdurre in ogni superalgebra O(U), U C M™, una
famiglia di seminorme

Isll .o = jgg\(D(s))”(w)i (1.21)
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con s € O(U), K C U compatto e D € Diff(U). Questa famiglia di semi-
norme induce una topologia in O(U) che ¢ la piu debole topologia che rende
tutte le seminorme continue. Quindi tutti gli insiemi del tipo

{tcOWU) | It —sllgp<e}

con s € O(U), K C U compatto, D € Diff(U) e ¢ > 0 fissati sono aperti
e le loro intersezioni finite formano una base per la topologia. In [9, § 2]
si afferma che O(U) con questa topologia ¢ uno spazio localmente conves-
so1®) e completo, cost come la sua complessificazione O(U) ®r C. Inoltre,
per la (1.20) e poiché U & o-compatto, cioe esprimibile come unione al piu
numerabile di compatti, la topologia considerata e generata da una famiglia
numerabile di seminorme e quindi ¢ metrizzabile (vedi [12, § 5.2]). Uno spa-
zio vettoriale localmente convesso, metrizzabile e completo € detto spazio di
Fréchet.

Lemma 1.19. Sia U un aperto con coordinate (z*,67) e {s,} una succes-
sione con s, € O(U). Se, usando la notazione (1.8), scriviamo

Sp = anIOI spr € C(U)
I

allora {s,} tende a 0 in O(U) se e solo se, per ogni I, la successione di
funzioni {spr} tende a 0 uniformemente sui compatti con tutte le derivate.

Dimostrazione. {s,} tende a 0 se e solo se |sy|| p tende a 0 per ogni
compatto K C U e ogni D € Diff(U). Se D ¢ espresso dalla (1.20), allora

N nan-y - 9hl
(6" = Y0 50, 2,

v,

Basta infine tener conto della definizione (1.21) delle seminorme e del fatto
che le a,; sono funzioni continue e quindi limitate su un compatto. O

Lemma 1.20. Sia {U;} un ricoprimento aperto di M~ ed {s,} C O(M)
una successione.

1. {sn} tende a s in O(M) se e solo se, per ogni U, {snu,} tende a sy,
in O(U;).

2. {sn} ¢ di Cauchy se e solo se, per ogni U, {sny,} € di Cauchy.

(19)Secondo la definizione data in [12] uno spazio localmente convesso & uno spazio vet-
toriale con una famiglia di seminorme che separano i punti (cioé tali che un vettore con
tutte le seminorme nulle sia il vettore nullo). Con questa definizione la sua topologia
naturale (cioe¢ la piu debole topologia in cui l'operazione di somma e tutte le seminorme
sono continue) ¢ di Hausdorff.
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Dimostrazione. A patto di sostituire {s,} con {s, — s} possiamo supporre
s = 0. Come prima perché {s,} tenda a 0 devono tendere a 0 tutte le sue
seminorme. Fissiamo D € Diff(M) e K C M~ compatto. Sia {V;} un
ricoprimento finito di K tale che ogni V; sia un aperto a chiusura compatta
con V; C U; per qualche i. Se per ogni U, {sny,} tende a 0, allora [|s, | 5 p
tende a 0 poiché
HSnHK,D < Z HSnHKOV]-,D
j

L’altra implicazione ¢ ovvia.

Per la seconda parte della dimostrazione si procede allo stesso modo
tenendo conto che una successione ¢ di Cauchy se, per ogni D € Diff (M) e
K compatto, ||sn|lx p ¢ una successione di Cauchy. O

Chiaramente tutti gli operatori differenziali (e in particolare le deriva-
zioni) sono continui con questa topologia. Vedremo tra poco che i pullback
sono continui. In particolare se M e una supervarieta e m € M, la mappa
di valutazione (1.9) ev,, = m* & continua, cosi come ¢ continuo un vettore
7 € T,n(M) poiché puod sempre essere scritto come 7 = Xim = evip X, con
X € T(M) opportuno (vedi (1.17)).

Proposizione 1.21. Se¢p: M — N ¢ un morfismo, il suo pullback
P O(N) — O(M)
e continuo.

Dimostrazione. Essendo una mappa lineare tra spazi metrizzabili, ¢ suffi-
ciente mostrare che per ogni successione {s,} C O(N) tendente a 0, tende
a 0 la successione {¢*(s,,)} € O(M). Si puo inoltre considerare un ricopri-
mento {U;} di M~ tale che, per ogni i, U; sia coordinatizzabile ed esista
un aperto V; coordinatizzabile con ™~ (U;) C V;. Per il lemma 1.20 e con-
siderando che (w*(sn))wi = (w*(snm))lm si pud quindi supporre che M
ed N ammettano coordinate globali (rispettivamente (y°) e (27)). Al so-
lito bisogna mostrare che, per ogni K compatto e per ogni D € Diff(M),
|4 (sn)ll ¢ p tende a 0. Se D € Diffo(M), cioe D =a € O(M),

197 (sn)ll o = sUD [(av™(sn)) " ()| = Sup o™ (@)] |s5 (¥~ (@)

tende a 0 essendo 9~ (K') compatto. Se D = 8%1' (considerando la (1.16))

o*(sn)\ "
7o)l 2, = sup | (255 ) )

g (5 ()
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311}5?5;; 2 e O(M) e la successione {gi?

0, si ritrova il caso precedente. Nel caso generale D sara della forma (1.20)
e, per la definizione stessa di derivazione, ci si riconduce facilmente a una
somma di termini che, per quanto visto sopra, tendono a 0. ]

tende a 0 poiché, essendo } tendente a

Consideriamo ora il prodotto
M MxN LN

di due supervarieta. Il prodotto tensore algebrico O(M) ® O(N) puo essere
immerso in O(M x N) mediante la mappa
t: O(M)® O(N) —— O(M x N)

(1.22)
f@gr———my(f) mx(9)

(vedremo tra breve che ¢ iniettiva). Questo continua a essere valido per ogni
sottovarieta aperta e I'immersione ¢ commuta con le restrizioni. Conside-
rando aperti U C M~ e V. C N” con coordinate rispettivamente (x%,67) e
(¥, ") e due sezioni f = Y, f10 € O(U) e g = ;9597 € O(V), si ha
chiaramente (vedi (1.14))

fog - i (f)mi(g) = frgsb'e”  fr e CP(U), gg € C™(V) (1.23)
J

da cui si ricava in particolare Uiniettivita della (1.22). Dalla (1.22) si puo
vedere che O(M)®O(N) & una sottoalgebra di O(M x N) con moltiplicazione

(fr@g1) - (fo@g2) = (PO (f - fo) © (g1 - g2)

Si ha dunque un sottofascio Op; ® On di OprxN.

In [8] si afferma che se X ed Y sono due varieta differenziabili, allora
C®(X)®C>®(Y) ¢ denso in C*°(X x Y) rispetto alla stessa topologia intro-
dotta all’inizio del paragrafo. Vediamo ora che questo risultato continua ad
essere valido per le supervarieta. L’estensione ai superdomini risulta imme-
diata, mentre per il caso generale occorre introdurre le partizioni dell’unita.
In [9, § 2] si da la definizione di supporto per una sezione e si dimostra il
seguente risultato.

Definizione 1.22. Se f € O(M), M supervarieta, si definisce supporto di
f (indicato con supp f) il complemento in M~ dell’insieme di tutti i punti
r € M~ tali che fjy = 0 per un qualche intorno V' di z.

In particolare supp f e chiuso.

Lemma 1.23. Sia M una supervarieta e {V;} un qualsiasi ricoprimento
aperto di M~. Allora esiste un raffinamento localmente finito {U;} di {V;}
e una famiglia di sezioni {f;} C O(M)g tali che supp f; CU; e Y, fi = 1.
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Diciamo che la famiglia {f;} € una partizione dell’unita subordinata al
ricoprimento {V;}.

Proposizione 1.24. Siano M ed N due supervarieta. Allora l'immersio-
ne del prodotto tensore algebrico O(M) @ O(N) in O(M x N) mediante ¢
costituisce una sottoalgebra densa.

Dimostrazione. Resta da provare la densita. Consideriamo innanzitutto due
superdomini UPl e V7Is. Avremo

OU)=C>®U)®Alg)
O(V) =C>®(V)® A(s)

Per il risultato di densita classico e poiché
Ag) @ A(s) = Alg +9)
O(U) ® O(V) & denso in
OU xV)=2C®UxV)®A(g+ s)

Consideriamo ora due supervarieta qualsiasi M ed N e fissiamo una
sezione s € O(M x N). Una base dei suoi intorni & costituita dagli aperti
del tipo

As:{gEO(MxN)\Hg—s\|Kng<EU,1<a<n} (1.24)

con g, >0, D, € Diff(M x N) e K, C M~ x N~ compatto. Mostriamo
che in ognuno di questi intorni esiste una sezione ¢t € O(M) ® O(N). Per
come sono definite le seminorme, possiamo in particolare considerare un
unico compatto K dato dall’'unione dei K,. Inoltre, per la (1.19), possiamo
considerare tutti i D, dello stesso grado k.

Siano {U,} e {V3} due ricoprimenti di M~ e N~ rispettivamente, con
gli Uy e i Vp aperti coordinatizzabili a chiusura compatta. Se {f;} e {g;}
sono partizioni dell’unita subordinate rispettivamente a {U,} e {V3}, allora
{pij = fi ® g;} & una partizione dell’'unita di M x N subordinata al rico-
primento {U, x Vj3} di aperti coordinatizzabili a chiusura compatta. Infatti
wij € O(M x N)g, Sij = supp pij € Uy X Vg per un qualche o e 3, {S;;} ¢
un ricoprimento localmente finito di M~ x N~ e(16)

Y ERY gi=) fivg=1
( J i,J

16),e seguenti somme non sono in generale finite, ma diventano tali considerando oppor-
tune restrizioni. Quindi ogni membro & uguale all’identita su un ricoprimento di M~ x N~
e quindi ovunque.
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In particolare tutti i chiusi S;; sono contenuti in compatti e quindi sono
compatti. Essendo {S;;} un ricoprimento localmente finito e K compatto,

I={@j) | KNSy #0}
sara un insieme finito. Se per ogni (i, 7) € I' prendiamo una sezione
tij € O(Uagi)) @ O(Vp()

con Sij C Uyy X V() € definiamo®?)

t= Z Yijtij € O(M)® O(N)
(i,5)el

allora, poiché 3, . ¢ij = 1,

1t = 5llre,p, =

> ity — )
(3,7)€l

K,Dqo

e poiché, per una sezione g, supp(Dyg) C supp g

< Y ity — 9l kns,;,p.
(i,5)el’

Quindi, fissato un intorno A di s del tipo (1.24), ¢ possibile scegliere le
sezioni ¢;; in modo che t € Ay, a patto di poter rendere arbitrariamente
piccole le quantita

max [lei;(ti = 5)llkns,,,p,
per (4,7) € I'. Procediamo per induzione, ricordando che O(Uq;)) ® O(Vj(;))
e denso in O<Ua(z) X Vﬂ(j)). Se Di,...,D, € Diﬁo(M X N) = O(M X N)
¢ ovvio. Supponiamo sia vero per Dq,...,D, € Diffy_1(M x N); allora,
poiché

[Dy, ij| = Dowij — ¢ij Dy € Diffy_1 (M x N)

(NSiano f € O(V) e g € O(U) con V C U esuppg C V. Allora f(g;y) € O(V). Per la
definizione 1.5 esistera h € O(U) tale che

h\(U\Suppg) =0
hiv = f(gv)

che indichiamo con fg.
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€
lpis(ti = $)l rs,, 0, = sup (Do (it — 5))) ™ ()]
wGKﬂSi]'
< i (a5 — S)HKQSU,[DU,%J-]
+ sup (@i Do(tij — )™ (2)]
Ll?GKﬁSi]'
< eii(tis = ) ks, (Do ]
+ sup |y (@)] It — sl
ceK Sy, ‘ ij ‘ ij KNSi;,Ds
e vero per Di,..., D, € Diff,(M x N). O

Questo risultato puo essere utile nei calcoli poiché due mappe continue da
O(M x N) in un qualche spazio topologico sono uguali se e solo se coincidono
su O(M)®O(N). Nell’ultima parte del capitolo introduciamo alcune mappe
di questo tipo che ci serviranno nel seguito del discorso.

Consideriamo i morfismi ¢: M7 — Moy, 1p: Ny — Ny e

X My x Ni — My x No

definito da

My ———— My

M1XN1*>M2><N2

\\

N1—>N2

Passando ai pullback in particolare si ha che

T " = (@ X ) Ty,
TN, = (o X ) T,

Quindi

O(Ms) ® O(Nz) — 22 9(My) © O(Ny)

(pxy)*

O(Mg X NQ) O(Ml X Nl)
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commuta poiché

T My TN, \g) Y/ =

(o x ) (3, () - 7, (9))

(essendo i pullback mappe pari, qui non ci sono problemi di segni). Quindi

(o x )" [O(M2)RO(Na) = =" RY*

e poiché (¢ x 1)* & una mappa continua e O(My) ® O(N3) & denso in
O(Mz x N3) avremo

(o x¢)" =" @y (1.25)
(dove p* @ ¥* & la chiusura di ¢* ® ¥*). Nel seguito, per comodita, scrive-
remo @* ® Y* al posto di ¢* ® Y*.

Sia N una supervarieta e X € T(N). Su ogni aperto V. C N~ con
coordinate (z/) avremo X)), = > aj%. Se M & un’altra supervarieta,
definiamo il campo vettoriale I ® X € T(M x N) come quel campo che
ristretto ad aperti del tipo U x V, con U C M~ e V C N~ coordinatizzabili
con coordinate rispettivamente (y) e (27), risulta

(18 X = 3 7ilas) o5 (1.20

(dove 27 sta per m},(27)). Chiaramente se X ha parita definita, I ® X avra la
stessa parita. La definizione € ben posta poiché non dipende dalla scelta delle
coordinate. Infatti, per un cambio di coordinate del tipo (y*) — (y'*) in U e
(7) — (2') in V (nel senso della (1.13)), dalla (1.16) avremo (sottintendendo
i pullback)

d 02" 0
021 l 827 91

suV e

v 01 9 0 0
027 8y’k l 021 92" l 027 9"

su U x V, poiché % =0 per ogni j e k.
Confrontando la (1.23) e la (1.26) si vede che I ® X agisce sugli elementi
decomponibili come

I®X: O(M)®O(N) — O(M) ® O(N)

f®gr—— (=1)PCPN f & X (g) (1.27)
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Essendo le derivazioni continue, /® X : O(M x N) — O(M x N) & proprio la
chiusura della mappa (1.27) e cio, tra l’altro, giustifica la notazione usata. In
modo del tutto analogo si puo definire il campo vettoriale X ® I € T(N x M)
che sara la chiusura di

X®I:O(N)®@O(M) — O(N)® O(M)
feg—— X(f)®yg
Siano al solito M ed N supervarieta a sia n € N~. Definiamo

I®evy,: O(M x N)— O(M)

come il pullback di
(idpry,n): M — M x N

(n definito dalla (1.11)), o analogamente di
idMXn:MxRO|O—>M><N

essendo M = M x RY°. In termini di diagrammi commutativi avremo

Chiaramente I ® evy, ¢ continuo (¢ il pullback di un morfismo) e per la (1.25)
e la chiusura di

I®evy,: O(M)@O(N) — O(M)@R = 0O(M)
fegr————f-evalg)

Volendo conoscere 'azione di I ® ev,, in coordinate locali, consideriamo
aperti U € M~ e V C N~ con coordinate rispettivamente (a”) = (z°,67)
e (8°) = (v, ¢"). Per il teorema 1.12, ¢ sufficiente conoscere I’azione di
I ® ev, sulle coordinate di U x V e poiché

(I®evy)(my(ah) =a”
(I ®evn) (my(57)) =1 - evn(B°)

avremmo

(I®evn): Y fro(-)0"0" =" fro(-,n)0"  fr; € C¥(UXV) (1.28)
1,J 1
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Analogamente definiamo
ev, ®I: O(N x M) — O(M)

come il pullback di
<ﬁ,1dM> M — NxM

Fissiamo ora un punto n € N~ e un vettore 7 € T,,(N) e definiamo
I®T: O(M x N)— O(M)

come
Ior=I®ev,)(I®X)

con X € T(N) tale che X|,, =7 e
r@ T O(N x M) — 0(M)

come
TR = (ev, (X ® 1)

La definizione non dipende dalla scelta di X (sugli elementi decomponibili
¢ ovvio). Per f® g e O(M)® (N) avremo

(ITen)(feg) =) fer(g)
(rel)(fog) =1()©g

Proposizione 1.25. Per ogni sezione s € O(M x N) fissata,

N~™ — O(M)

xH—— (I ®evy)(s)
e una mappa continua. Inoltre se v: R — N~ é una curva differenziabile,

R— O(M)

t—— (I ® evv(t))(s)
¢ derivabile e se y ¢ tangente per t = 0 ad un vettore 7 € Tg(N"), allora

d .
(FUee0E) = odm)

con j: N~ < N. Analogamente per ogni s’ € O(N x M), z — (ev, ®I)(s')
¢ una mappa continua e

Il
—
&
I
—~

\]
~—

1Y

~
SN—
—

VA
—
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Dimostrazione. Fissiamo £ € N~ e sia V un intorno coordinatizzabile di z.
Sia {x,} C V una successione tendente a Z (nella topologia della varieta
differenziabile N~). Siano

Jn=U®evg,)(s)
f=U®evz)(s)

Mostriamo che la successione {f,} C O(M) tende a f. Sia U C M~ un
aperto coordinatizzabile e sia

Sluxv = ZSIJHISOJ 515 € C®(U x V)
1,J

dove le 0 e le ¢ sono coordinate dispari rispettivamente di U e V. Poiché
perxz eV

(I ®eve)(s)) ;= I ®eve)(sjuxv)

per la (1.28) avremo

fn\U:anlel nt('):SI@('7xn)
I

fu=>_ f6" f1(-) =sp(-, @)
I

Per ogni I, poiché s;p € C>(U x V), la successione di funzioni {f,;} tende
a fr uniformemente sui compatti con tutte le derivate. Quindi, per il lem-
ma 1.19, {fn|U} tende a f|y per ogni aperto coordinatizzabile U e, per il
lemma 1.20, {f,} tende a f.

Per mostrare la derivabilita consideriamo una successione {t,} C R
tendente a 0 (con v(¢,) € V, V intorno coordinatizzabile di & = v(0))

¢ (I ® ev.))(s) — (I ® ev.0))(s)

gn =

Avremo

gnw =D _gnt0" gur(-) =
i

Chiaramente {g,,;;} tendera a

d
h= ;hlef ceOU)  hr= <dtsm(-,fy(t))>t20

Percio, per ogni U coordinatizzabile, {gn 7} converge e quindi ¢ di Cauchy.
Per il lemma 1.20, {g,} ¢ di Cauchy ed essendo O(M) completo, converge.
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~

Infine, per la (1.18), djz(7) = 7 0 j* e poiché, per v € O(N), j*(v) =v

G 0)0) = 7(67) = (7 00)) = (Feno)

e quindi, per u® v € O(M) ® O(N),

t=0

(jt(f ® ev, ) (u® v))to = u® djp(r)(v) = (I® dja(r)) (u © )

(ricordiamo djz(7) € Tz(N)g). Per la densita di O(M) @ O(N), questo
completa la dimostrazione.

Per quanto riguarda la mappa = — (ev, ®I)(s'), s € O(N x M), si
procede allo stesso identico modo. ]

Sia 7 € T,,(N), n € N~. Se ¢: M x N — M & un morfismo tale che(!®)
o(ida, n) = idpy (1.29)
cioe (I ® evy)p* =1, allora
(I @T)e": O(M) — O(M)

¢ una derivazione di O(M ), cioe un campo vettoriale su M, della stessa parita
di 7. Infatti se f,g € O(M), ricordando che i pullback sono omomorfismi di
superalgebre, I ® ev,, ¢ un pullback e I ® X & una derivazione di O(M x N),
abbiamo

(I&7)e"(f9) = T ®eva) (I ® X)(¢"(f) - 9*(9))
= (1@ ev) (T X)e™ () - ¢ (9)
+ (1PN () - (T2 X)e"(9)) )
= (T&7)e" () - g+ (P f - (12 7)0"(9))
Analogamente se ¢': N x M — M & un morfismo tale che
¢’ (0, idar) = idar (1.30)

allora
(@™ O(M) — O(M)

¢ una derivazione di O(M).

(1%)yedremo come i morfismi che implementano la moltiplicazione di un supergruppo o
lazione di un supergruppo su una supervarieta soddisfano la (1.29) o la (1.30).






Capitolo 2
Supergruppi di Lie

In questo capitolo, seguendo [17, cap. 7], diamo una definizione di supergrup-
po di Lie e di azione su una supervarieta. Successivamente vediamo come il
lemma di Yoneda, un’importante risultato della teoria delle categorie, per-
metta di estendere il concetto di “punto” ad oggetti come i supergruppi che
non sono insiemi. Infine, sempre seguendo [17, cap. 7], vediamo che, in modo
del tutto analogo a quanto avviene nel caso classico, ad ogni supergruppo di
Lie e associata una superalgebra di Lie delle stesse dimensioni.

2.1 Definizione

Un gruppo di Lie ¢ una varieta differenziabile che & anche un gruppo la cui
moltiplicazione e inverso sono mappe differenziabili, cioe morfismi di varieta.
Vogliamo definire ’analogo per le supervarieta. Poiché una supervarieta non
¢ semplicemente un’insieme (vedi osservazione 1.7), non ha senso parlare di
moltiplicazione tra elementi della supervarieta. Si possono invece definire
due morfismi (di supervarieta) m ed i che soddisfino gli stessi assiomi della
moltiplicazione ed inverso di un gruppo classico. Bisogna inoltre fissare
un’identita. Nel caso classico 'identita € un elemento del gruppo che puo
essere pensato come un morfismo da R? al gruppo. Allo stesso modo per
una supervarieta si puo fissare un punto della varieta ridotta cioe, come
abbiamo visto con il lemma 1.11, un morfismo da R alla supervarieta e
dare la seguente definizione.

Definizione 2.1. Un supergruppo di Lie reale G & una supervarieta liscia
reale con tre morfismi

m:GxG—G
:G— G
e: RO - @
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detti moltiplicazione, inverso e unita che rendano commutativi i seguenti
diagrammi

GxG GxG GxG@G
+ O
©0 G \@O & \,\@O 2
GxGxG G G e G G ‘ G
;)2+ /z /f,
z% A\ %/ A\ %/ A\
GxG GxG GxG
dove, come nella (1.11), é = eolg, cioe tali che
mo (idg xm) =mo (m X idg) (2.1a)
m o <idg, é) =mo <é, id(;> = idG (Q.Ib)
mo (idg,i) =mo (i,idg) = é (2.1c)

Se G € una varieta differenziabile classica si ritrova 1'usuale definizione
di gruppo di Lie. In questo caso infatti, come detto sopra, m ed ¢ sono le
due mappe differenziabili

m: (z,y) — zy
1

1:T—x
con x,y € G. Prendiamo x,y, z € G; dalla (2.1a) ricaviamo
(mo (idg xm))(z,y,2) = (mo (m x idg)) (z,y, 2)
m(x,yz) = m(zy, z)

z(yz) = (zy)z

cioe l'associativita della moltiplicazione. Per quanto riguarda la (2.1b),
notiamo innanzitutto che é: x — e. Quindi, per z € G, abbiamo

idg(z) = (mo (idg, €))(x)
=m(zx,e)

= xe

e x = ex, cioe la definizione di identita. Infine dalla (2.1c) troviamo

cioe la definizione di inverso.
Nel caso di G supergruppo di Lie, notiamo in particolare che G™ & reso
gruppo di Lie dai morfismi ridotti m”~, i~ ed e”. Infatti basta ricordare che

(GxG)" =G xG~
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e osservare che, essendo assegnazione ¢ — ¢~ (¢ morfismo) funtoriale,
cioé commutante con le composizioni, i morfismi ridotti soddisfano le stesse
relazioni con G™ al posto di G.

Un morfismo di supergruppi di Lie € un morfismo di supervarieta che
commuta con m, ¢ ed e. Chiaramente I'immersione j: G~ — G ¢ un mor-
fismo di supergruppi. Se ¢: G — H ¢ un morfismo di supergruppi di Lie,
allora il morfismo ridotto ¢~: G~ — H~ & un morfismo di gruppi di Lie;
infatti come sopra ¢ — ¢~ & funtoriale, quindi se v o ig = iy o ¢, allora
@~ oig~ =1if~ 0~ e cosl via.

Per definire un’azione di un supergruppo di Lie G su una supervarieta
M si procede allo stesso modo. Se G ed M sono oggetti classici, un’azione e
una mappa differenziabile G x M — M che soddisfa certe relazioni. 1l caso
supergeometrico e del tutto analogo.

Definizione 2.2. Un’azione sinistra di un supergruppo di Lie G su una
supervarieta M ¢ un morfismo o: G x M — M tale che commutino

Gx M Gx M
+ - o -
xS &
GxGxM M Mo Ty
é}‘b'oé 6
Gx M

con é = eolps. Un’azione destra di G su M & un morfismo o': M x G — M
tale che commutino

M x G M x G
28 o 2 o
(5\+ ,\@Q‘
MxGxG M M idm M
2 /
2 3
\é\
M x G

Come prima verifichiamo che per oggetti classici si ritrova ['usuale defi-
nizione. Per esempio per un’azione sinistra o: (z,m) +— z.m si ha

(00 (idg x0))(z,y,m) = (oo (o x idpm))(z,y, m)
o(x,y.m) = o(zy, m)

z.(y.m) = (zy).m
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idar(m) = (o 0 (é,idpr))(m)
m = o(e,m)

m=em

conz,y € Gedme M.

Come gia detto sopra, non ha senso parlare di moltiplicazione tra ele-
menti di un supergruppo di Lie. Si puo pero generalizzare il concetto di
punto per dar senso a una scrittura del tipo

m: GxG—G
(z,y) — zy

anche nel caso supergeometrico. Per far questo si introduce il funtore dei
punti di una supervarieta. In questa visione un “punto” della supervarieta G
¢ un morfismo S — G da una qualche supervarieta S. Si estende cioe 'idea
che i punti della varieta ridotta G™ siano morfismi R%° — G e ¢id permette
di esplorare anche la parte dispari del fascio su G. Precisamente il funtore
dei punti di G e 'assegnazione

S +— Hom(S, G) S supervarieta

11 fatto che il funtore dei punti porti la stessa informazione della supervarieta,
stessa e assicurato dal lemma di Yoneda, un risultato di teoria delle categorie
valido in un contesto molto pitt ampio. Seguendo [13] vediamo i risultati del
lemma di Yoneda utili ai nostri scopi.

2.2 1l lemma di Yoneda

Nota 2.3. Per quanto si dira nel seguito € necessario che nelle categorie considerate,
presi due oggetti X e Y, i morfismi tra essi, indicati con Hom(X,Y), costituiscano
un insieme. Tutte le categorie di nostro interesse soddisfano questa condizione e
sono dette localmente piccole.

Ricordiamo che date due categorie C e D, si dice funtore covariante una
legge F': C — D che assegna ad ogni oggetto X in C un oggetto F'(X) in D
e ad ogni morfismo f in C un morfismo F(f) in D in modo che

1. se f: X — Y morfismo in C, allora F(f): F(X) — F(Y);
2. F(fog)=F(f)o F(g) per ogni f,g morfismi in C;
3. F(idx) = idp(x) per ogni oggetto X in C.

Se dice funtore controvariante un’analoga legge F’': C — D che soddisfi
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1. se f: X — Y morfismo in C, allora F'(f): F'(Y) — F'(X);
2. F'(fog)=F'(g) o F'(f) per ogni f, g morfismi in C;
3'. F'(idx) = idp/(x) per ogni oggetto X in C.

Notiamo che un funtore mappa sempre isomorfismi in isomorfismi.
Un funtore covariante F': C — D si dice

e fedele se per ogni f,g: X — Y in C, F(f) = F(g) implica f = g;

e pieno se per ogni coppia di oggetti X e Y in Ceogni h: F(X) — F(Y)
in D, esiste f: X — Y in C tale che F(f) = h.

Cioe per ogni coppia di oggetti X e Y
Fittome(x,y): Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y))

e iniettivo se F' e fedele ed e surgettivo se F' & pieno. Un funtore fede-
le e pieno costituisce quindi una famiglia di biezioni fra Hom¢(X,Y) e
Homp (F(X), F(Y)) al variare di X ed Y in C. Non si dice nulla sull’i-
niettivita o surgettivita sugli oggetti.

Dati due funtori covarianti (controvarianti) F, G: C — D, si dice trasfor-
mazione naturale una legge ®: F' — G che ad ogni oggetto X in C assegni
un morfismo ®x: F(X) — G(X) in D in modo che

FX) 2% Gix)

F(f) J jem (2.2)

FY) 2% ay)
commuti per ogni morfismo f: X - Y (f: Y — X) in C.

Fissate due categorie C e D, i funtori controvarianti fra esse formano una
categoria [C, D]. in cui gli oggetti sono i funtori stessi e i morfismi le trasfor-
mazioni naturali tra essi®). La trasformazione identica per un funtore F &
data da (idp)x = idp(x). La composizione di due trasformazioni naturali
O: F—-GeV:G— H einvece datada (Vo ®)x = Ux o Pyx. Un isomor-
fismo naturale € un isomorfismo in questa categoria. Una trasformazione
naturale ® ¢ un isomorfismo se e solo se ®x € un isomorfismo per ogni X;
in questo caso (&~ 1)x = (&x) 12,

W Ovviamente si pud fare un discorso analogo per i funtori covarianti tra C e D, ma non
serve al fine di enunciare il lemma di Yoneda.

@GSe ®: F — G & un isomorfismo naturale, allora (<I>_1)X o ®x = idpix) e
dx o (@71);( = idg(x). Viceversa se ®: F' — G ¢ una trasformazione naturale con

—1

&y isomorfismo per ogni X, &x = (®x) "' ¢ una trasformazione naturale da G a F in
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Sia Set la categoria degli insiemi e consideriamo

Hom: C x C —— Set
X , Y+— Hom(X,Y)
[f , gJ}——)lgo—of
X' Y ——— Hom(X',Y")
dove
go—o f: Hom(X,Y) — Hom(X’,Y’)
pr——"——gopof
Si dice che Hom € un bifuntore controvariante nella prima variabile e cova-
riante nella seconda, nel senso che, fissato un oggetto Y in C,
Hom(-,Y): C ——— Set
X ——— Hom(X,Y)
(2.3)
f— lOf
X" ——— Hom(X",Y)
e un funtore controvariante e analogamente, fissato un oggetto X, Hom(X, -)
e un funtore covariante.

Indichiamo Hom(X,Y") con Y (X) e il funtore Hom(-,Y’) con Y(-). Al
variare di Y in C si trova una famiglia di funtori controvarianti

Y(-): C— Set
In questo modo si definisce un funtore covariante

h: C —— [C, Set].
Y— Y()
(2.4)
Jg %—’Jgo

Y ——Y/'(+)

quanto, riferendosi alla (2.2), si ha

Qy o F(f) = G(f) o ®x
(Py) tody o F(f)o(Px) ' = (Py) ' oG(f)oPxo(Ox) "
F(f)o (®x)" = (®y) "0 G(f)

Quindi ® 0o ® =idr e ® 0o ® = idg, cioe ¢ & I'inverso di ®.
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dove g o — ¢ la trasformazione naturale definita da

L goe¢

V(X)) £S5 v(X)

! |-

Y (X') L5 V(X))

pofi gowof
Il funtore h & chiaramente iniettivo sugli oggetti.

Lemma 2.4 (di Yoneda). Il funtore h: C — [C, Set]. ¢ pieno e fedele, cioé
per ogni coppia di oggetti X eY in C

HOIn[C,Set}c (X( ' )7 Y( ’ )) = HOmc(X, Y)

Dimostrazione. Fissati due oggetti X e Y in C, consideriamo la mappa
hxy = RjHom(X,Y)

hxy: Hom(X,Y) — Hom(X(-),Y(-))

@ wo—

e definiamo ~
hx,y: Hom(X(-),Y(-)) — Hom(X,Y)

L — @X<1dx)

Mostriamo che sono sono una la mappa inversa dell’altra.
Si ha infatti

hxy hx.y .
pr——po———poidy =¢

pero: X - Y e
EX,Y . hX,Y .
O —— Oy (idx) —— Px(idx) o —

per ®: X(-) — Y(-). Consideriamo un oggetto S e un morfismo x: S — X
in C. Per le (2.2) e (2.3)

idX f (I)X (idX)

X ——— ®s(x)

commuta e quindi ®x(idyx) o — = ®. O
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Il funtore h prende il nome di immersione di Yoneda e permette di vedere
C come una sottocategoria pienal® di [C, Set]..

In generale [C,Set|. ¢ piu grande di C. Un funtore F: C — Set si
dice rappresentabile se ¢ naturalmente isomorfo a un funtore nell’immagine
dell’immersione di Yoneda, cioé a un funtore del tipo X(-), per un qualche
oggetto X di C. Se X () & isomorfo a un altro funtore X'(-), per il lemma di
Yoneda, X e X’ sono isomorfi. Quindi un funtore rappresentabile identifica
un oggetto di C a meno di isomorfismi. Per esempio se X e Y sono due
oggetti in C per cui esiste prodotto binario, il funtore T'— X (T') x Y(T) &
rappresentato da X x Y (definito a sua volta a meno di isomorfismi), cioe
¢ naturalmente isomorfo a T' +— (X x Y)(T). Infatti per come ¢ definito il

prodotto binario
X(T)x X(T) — (X xY)(T)

(@7¢) — <‘pa¢>
& una biiezione e (p, 1) o f = (po f,po f) per ogni f: T — T.

2.3 1l funtore dei punti

Consideriamo la categoria S delle supervarieta (lisce e reali). Se X ¢ una
supervarieta, il funtore X (-) & detto funtore dei punti di X e se S & un’altra
supervarieta, X (S) = Hom(S, X) & detto insieme degli S-punti di X. In
particolare per il lemma 1.11 gli elementi di X (R%°) = Hom (R, X) sono
i punti della varieta ridotta.

Il lemma di Yoneda mette in corrispondenza biunivoca morfismi tra su-
pervarieta e trasformazioni naturali tra i rispettivi funtori dei punti. In
questo modo si puo dare un morfismo tra due supervarieta, che non & sem-
plicemente un’applicazione tra insiemi (vedi osservazione 1.7), come una
famiglia

{¢s: X(S) — Y(S) | S supervarieta }

di applicazioni tra insiemi, con la richiesta che soddisfi la (2.2), cioé che

Yso(—of)=(—of)ors (2.5)

per ogni morfismo f: S" — S™. Questo in molti casi risulta conveniente.

Come gia accennato, tutto cio e particolarmente utile nel caso dei su-
pergruppi di Lie. Sia G un supergruppo di Lie. L’immersione di Yone-
da (2.4) permette di convertire i morfismi introdotti nella definizione 2.1 in
trasformazioni naturali ed essendo

(GxG)(-)=G() xG(+)

®)Una sottocategoria si dice piena se, per ogni coppia di oggetti, essa contiene tutti i
morfismi tra essi presenti nella categoria piu grande.
MSi dice anche che la famiglia {¢s} & funtoriale in S.
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si ha che, per ogni supervarieta S, l'insieme G(S) = Hom(S,G) assume
struttura di gruppo. Esplicitamente

ms: G(S) x G(S) G(S)

(1, 02) F——— mo (p1, P2)

is: G(S) — G(9) es: 1 —— G(9)
Q10 oe—é=eolg

sono la moltiplicazione, l'inverso e identita che rendono G(S) un gruppo.
Infatti, se ;: S — G, dalle relazioni (2.1) si ha

(1 2) -3 =mo (mo (p1,p2),p3) =mo (m xidg) o (@1, Y2, ¥3)
=mo (ldG Xm) % <9017 @2;803> =mo <§017m o <¢27@3>>
= @1 (<P2 : 903)

"'=mo(piop) =mo(idg,i)op=eolgop=eols=eqy)

P
e cosi via. In particolare G(R°?) = G~ come gruppo astratto (G(R%°) non
ha infatti struttura di gruppo topologico).

Se S’ ¢ un’altra supervarieta e f: S’ — S un morfismo, poiché mg &
funtoriale in S, cioé soddisfa una relazione analoga alla (2.5), abbiamo che

—o f: G(S) — G(S)

¢ un omomorfismo di gruppi. Quindi il funtore G(-) prende valori nella
categoria dei gruppi Gp. Inoltre se v): G — G’ ¢ un morfismo di supergruppi
di Lie, per ogni supervarieta .S,

st G(S) = G'(9)

¢ un omomorfismo di gruppi, poiché per definizione mgr o (¢ X ¥) = pomg.
In conclusione I'immersione di Yoneda mappa la categoria dei supergruppi
di Lie in [S, Gp|c.

Consideriamo un funtore F' € [S, Gp|. che sia rappresentato da una su-
pervarieta G. Poiché moltiplicazione, inverso e identita di F'(S) = G(5) de-
vono essere funtoriali in S, per il lemma di Yoneda definiscono tre morfismi
che soddisfano le (2.1) e rendono G un supergruppo di Lie. Un supergruppo
di Lie puo dunque essere identificato, a meno di isomorfismi, con un funtore
controvariante rappresentabile dalla categoria delle supervarieta a quella dei
gruppi.

Un’azione o: G x M — M di un supergruppo di Lie su una supervarieta
¢ in corrispondenza con una famiglia di azioni sugli insiemi M (S)

051 G(S) x M(S) — M(S) (2.6)
((p, X) P ©Y.X

che sia funtoriale in S.
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Esempio 2.5. Prendiamo il superdominio RPI? = (IRP,C;’qu) con le coordinate
canoniche (2%,67). Se S & una supervarietd, un morfismo ¢: S — RPlY & dato
fissando i pullback 4

{ fi=¢"(2")

9 = ¢*(¢")
con f; € Og(S)o e g; € Og(S)1 sezioni definite globalmente su S. Cioe gli ele-

menti di RP!9(.S) sono vettori del tipo (f1,- .., fp, 91, - -, 9q) € RPI9(S) & un gruppo
abeliano con

1<i<p
1<j<yq

(firgi) + (fis95) = (fi + fis 95 + 95)
dove le somme nel membro destro sono in Og(S). Preso un morfismo ¢: S' — S,
@o1p € RPI(S") puod essere scritto come (Y*(f;),¥*(g;)), ed essendo v*(fi + f!) =
O (fi) + 7 (fD)
—o: RP|‘1(S) - ]RP|‘1(S’)
€ un omomorfismo di gruppi. Quindi il funtore ]Rp|q( -) prende valori in Gp e RPl4

¢ un supergruppo di Lie abeliano (vedi esempio 2.7). La legge del gruppo si puo
scrivere simbolicamente come

(@',07) + (2",07) = (" + 27,07 + )

nel senso specificato sopra.
Consideriamo ora un morfismo di superspazi vettoriali T: RPI — R"l* che in
forma matriciale si puo scrivere come

Oki 0 . .
( 0 blj) ak,,bl] R

T diventa un morfismo tra le supervarietyd R?17 e R"l® definendo la trasformazione
naturale

Ty: ]Rplq(S) — erS(S) up = Y0k fi
(firg5) — (ug, 1) v =3 ;b9

con f;,ur € Os(S)o e gj,u1 € Og(5)1. E una trasformazione naturale poiché, co-
me prima, il pullback di un morfismo v : S’ — S & un morfismo di R-superalgebre.
Inoltre, per ogni S, Ts & un omomorfismo di gruppi e quindi la trasformazione natu-
rale considerata ¢ un morfismo di supergruppi. Chiaramente la mappa T' — {Ts} ¢
¢ iniettiva e commuta con la composizione di morfismi.

In questo modo si puo associare ad ogni superspazio vettoriale (reale) un super-
gruppo di Lie (reale) e ad ogni morfismo tra superspazi un morfismo tra supergrup-
pi. Essendo questa assegnazione funtoriale ed iniettiva possiamo pensare alla cate-
goria dei superspazi vettoriali finito-dimensionali (reali) coma ad una sottocategoria
della categoria dei supergruppi di Lie (reali) e quindi delle supervarieta.

Esempio 2.6. Consideriamo il superspazio vettoriale End(IRp|q) ~ RP°+4°I2pa,
Per quanto visto nel precedente esempio possiamo pensare a End(Rp|q) come ad
una supervarietd. Un morfismo ¢: S — End(IRPI?) puo essere espresso mediante
una matrice (p+q) X (p+q)

_ (fij grw) fijs frr € 05(S)o

M
Gvs  Jul Jap, 9vs € Os(S)

©
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Definiamo in (End(RR?!9))(S) I'usuale prodotto righe per colonne. Essendo funto-
riale in S determina una legge di composizione

End(R”'%) x End(R?17) — End(RP!)

Vogliamo cercare una sottovarieta aperta di End(]Rp'q) che sia un supergruppo
risgettzo a questa legge di composizione, cioe un aperto U C RP*+9” tale che tutti gli
Urta ‘21”1(5 ) slano gruppi rispetto al prodotto righe per colonne. In particolare,
per esplorare la varietd ridotta, consideriamo i morfismi ¢: R — End(RPI9);
poiché

ai; 0
Mt = ( éj bkl) a;ij)bk)l S ]R

¢ invertibile se e solo se det a;; det by # 0, avremo U C V = GL(p) x GL(q).

Vediamo che, per ogni supervarieta S ed ogni morfismo p: S — Vp2+q2|2pq, M,
e invertible e che quindi U = V. Per far cio utilizziamo un risultato dimostrato
in [17, § 3.6]: sia A una superalgebra commutativa e

(M M,
=i )

una matrice quadrata con elementi in A tale che i minori M7 e M, siano costituiti
da elementi pari e i minori Ms e M3 da elementi dispari; allora M ¢ invertibile se
e solo se

det M7 det My € A*

dove A* & il gruppo delle unita (cioe degli elementi invertibili) di A. Quindi M, &
invertibile se e solo se

det fi; det fjx € O5(S)
Notiamo ora che det f;; € O5(S) se e solo se (det f;;)~(x) # 0 per ogni z € S™ e

che (det f;;)~ = det(f;}), essendo la proiezione O(S) — 0~ (S) un omomorfismo di
superalgebre. Dal momento che

~
~ = 2
Me < 0 fﬁ)

¢ la matrice dei pullback del morfismo ridotto, M, ¢ invertibile se e solo se, per
ogni x € S™, det My~ () # 0, cioe se e solo se M, ~(z) € V.

1l superdominio UPQJ”IQ‘Z]”‘I7 con U = GL(p) x GL(gq), diventa dunque un super-
gruppo di Lie rispetto alla restrizione della legge di composizione sopra introdotta
e viene indicato con GL(p|q). Per esempio GL(1|1) ¢ la sottovarieta aperta di R2I?
(con le coordinate canoniche (x!, 22,61, 62)) definita da ! - 22 # 0 con il prodotto
(indicato simbolicamente)

.’)31 91 .%‘/1 9/1 .’171.%'/1 +919/2 3719/1 +SL'I291
(92 x2) <9/2 x’2> = <x’192+m29’2 xe/2+929/1>
Esempio 2.7. Sia G un supergruppo di Lie. Possiamo considerare, accanto alla
moltiplicazione m: G x G — G,

m:GxG — G

(v,y) — yx
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Nuovamente una scrittura di questo genere assume un significato preciso utilizzando
il funtore dei punti: m’ & il morfismo definito dalla trasformazione naturale

my: G(S) x G(S) —— G(S)
(ps,Xx5) X5 ¥s
considerando, come al solito, che G(S) x G(S) = (G x G)(S). E una trasformazione
naturale poiché per ogni ¢: 8" — S

’
mg

G(S) x G(S) 2=

(Ofb)x(olb)J Jow

G(S') x G(S") 255 G(S")
commuta essendo, per la funtorialita della moltiplicazione,

(xso¥)-(psov) = (xs-ps)or

Possiamo dire che un supergruppo di Lie & abeliano se m' = m. Tutti i super-
spazi RPI7 sono chiaramente supergruppi abeliani, mentre i supergruppi GL(plq)
non lo sono. GL(1]|1) & un supergruppo di Lie non abeliano con gruppo ridotto
abeliano.

2.4 Azione del gruppo ridotto

Nota 2.8. Sia G un gruppo topologico localmente compatto e o-compatto (per
esempio un gruppo di Lie). Una rappresentazione di G' in uno spazio vettoriale
topologico V' & un omomorfismo di G nel gruppo degli automorfismi continui di V.
Una rappresentazione w & detta fortemente continua se la mappa

G——V
g (g
€ continua per ogni v € V; & detta continua se la mappa
GxV —V
(9,v) —— m(g)v
¢ continua. In [18, § 4.1] si dimostra che se V' ¢ uno spazio barrellato (tra cui si tro-
vano gli spazi di Fréchet, Banach, Hilbert e ovviamente gli spazi finito-dimensionali)

allora una rappresentazione ¢ continua se e solo se ¢ fortemente continua (questo in
generale non ¢ vero per V localmente convesso).

Sia G un supergruppo di Lie, M una supervarieta e 0: G X M — M
un’azione sinistra. Consideriamo il morfismo 6: G~ x M — M dato dalla
composizione

Gy x MM G T M
Chiaramente ¢ un’azione sinistra di G™ (visto come supergruppo con di-
mensione dispari 0) su M. Poiché G~ & un gruppo ordinario possiamo
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dare all’azione ¢ una forma piu classica. Fissiamo un elemento g € G™ e
consideriamo il morfismo 6,: M — M dato indifferentemente da

YNV PN Y.

In questo modo ad un’azione di un supergruppo di Lie si pud associare
un’azione del gruppo ridotto vista come una famiglia di endomorfismi di M

d: G~ —— Hom(M, M)

i . (2.7)
g —— 04 =0(g,idn)

tale che 6,6, = G4y per ogni g,¢' € G~. Infatti, grazie al lemma di
Yoneda, basta osservare che, per ogni supervarieta S, all’azione o € associata
un’azione del gruppo G(S) su M(S) (vedi (2.6)) e che 4 ¢ il morfismo
associato alla trasformazione naturale

~S
oy M(S) — M(S)
ps ———g.¢s
(g = golg) e dunque, poiché §.(¢'.ps) = (§- 7').¢s, si avra &5 o &5, = Nfg,.
Analogamente ad un’azione destra ¢’: M x G — M si pud associare
un’azione destra del gruppo ridotto

¢+ G~ —— Hom(M, M)

~/ !/ ~ (28)
g+——d,=0'(idn, g)
CON Gybor = Gy
In particolare se M = G e o = ¢’ = m abbiamo rispettivamente
lg =m(g,idg) (2.9)
e
rg = m(idg, g) (2.10)

che possiamo chiamare azione regolare sinistra e destra di G™ su G. Le due
azioni commutano, cioe
lyrg = Tg'ly

per ogni g,g € G~ (si pud mostrare utilizzando il lemma di Yoneda e
osservando che, per ogni supervarieta S, le azioni regolari sinistra e destra
del gruppo G(S) su se stesso commutano).

Passando ai pullback, dalla (2.7) abbiamo

G, = (evg@l)o” (2.11)
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e dalla (2.8)

5;* = (I®evg)a’*

Per come si comporta il pullback rispetto alla composizione di morfismi, sono
rispettivamente un’azione lineare destra e una sinistra di G™ sul superspazio
O(M). Entrambe le azioni sono pari, cioé preservano la gradazione. Per la
proposizione 1.25, le mappe

sono continue per ogni s € O(M).

Abbiamo visto al § 1.5 che O(M) & uno spazio di Fréchet. Per quanto
detto nella nota 2.8, g +— G,*
gruppo di Lie G™ nel superspazio vettoriale O(M).

€ una rappresentazione continua e pari del

2.5 Superalgebra di Lie di un supergruppo di Lie

Ad ogni gruppo di Lie G si associa un’algebra di Lie costituita dai campi vet-
toriali su G invarianti a sinistra (o a destra); si vede che essi costituiscono una
sottoalgebra di Lie finito-dimensionale dell’algebra di Lie dei campi vetto-
riali su G, isomorfa (come spazio vettoriale) allo spazio tangente all’identita.
Tutto cid puo essere trasferito ai supergruppi di Lie.

Nel caso classico I'invarianza a sinistra per un campo vettoriale X ¢ data
dalla richiesta che per ogni z,y € G

(dlx)yX\y = Xjay

con l: y — xy. Questa relazione puo essere riscritta in modo che si adatti
al caso supergeometrico. Un campo vettoriale X su un supergruppo di Lie
G & detto invariante a sinistra se soddisfa(®)

(I@X)m*=m'X

(®)Nel caso in cui G sia un ordinario gruppo di Lie si tratta effettivamente di una riscrit-
tura della relazione precedente. Se m & la moltiplicazione del gruppo e (z*), (y7) e (2%)
sono coordinate rispettivamente in un intorno di x, y e xy, si ha

9zF om 0
e () oS (),
e, per ogni f € C*(Q),

(1@ X)m" () (@,9) = ZX]’(:q)a%f(m(x,y)) -3 X' O ) )

Ty

or
(m*X(f) ZX wy) 57 (@y)
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con I ® X definito dalla (1.26). Analogamente un campo vettoriale X’ ¢
detto invariante a destra se soddisfa(®)

(X'@ I)m* =m*X’

I campi vettoriali invarianti a sinistra (o a destra) costituiscono una
sottoalgebra della superalgebra di Lie dei campi vettoriali su G. L’invarian-
za ¢ cioe preservata dalle usuali parentesi definite dalla (1.6); infatti per
X,Y € Lie(G)™

m X, Y]=I® X, IoY]m" = (I®[X,Y])m"

Cosl per i campi invarianti a destra.

Se e € G™ & l'identita di G ed m la sua moltiplicazione, per la (2.1b), la
relazione (1.29) ¢ soddisfatta per n = e e ¢ = m. Quindi, fissato un vettore
T € T.(G),

X ={I®7m)m" (2.12)
€ un campo vettoriale su G con la stessa parita di 7.

Teorema 2.9. Sia G un supergruppo di Lie.

1. La superalgebra di Lie g = Lie(G) dei campi vettoriali invarianti
a sinistra su G ¢ generata dai campi vettoriali del tipo (2.12) con
T e T.(G).

2. Lie(G) é una superalgebra di Lie delle stesse dimensioni di G.

3. La mappa
Te(G) _ Lie(G)

TH—— X, = (I ®@7)m"
e un isomorfismo di superspazi vettoriali e il suo inverso é
Lie(G) T.(G)

XrH——X,=eve X

Dimostrazione. Vediamo innanzitutto che X, e invariante a sinistra. Per
'associativita della moltiplicazione (2.1a) e per la (1.25) abbiamo

(I@m")ym* = (m" e I)m*

© Oppure (I ® X')m™ = m'*X’, con m’ definito nell’esempio 2.7.
(M1La seconda uguaglianza & immediata sugli elementi decomponibili fQg € 0(G)®O(G)
e quindi per la proposizione 1.24, come gia notato, vale su tutto O(G x G).
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e quindi

(I® X )m (I®(I® T)m*)m*
(I®I®T)(I®m")m*
(I®I®T)(m ® Im*
m*(I & 7)m
=m*X,
dove i vari passaggi sono giustificati dal solito argomento di densita.

La mappa 7 — X, & chiaramente un morfismo di superspazi vettoriali
(abbiamo gia visto che preserva la gradazione). Vediamo che per ognia € G~
il morfismo di superspazi vettoriali

Te(G) — Ta(G)
T hFH— X‘r|a
¢ iniettivo e che, per a = e, X;|, = 7; quest’ultima affermazione mostra in

particolare che 7 — X ¢ una mappa iniettiva con inverso sinistro X — X|..
Abbiamo innanzitutto

eve(I @ 7) = 7(evy ®I)
poiché, per f ® g € O(G) ® O(G),
evo(I®7)(f®g) = (1P ev,(f)r(g)
T(eve @I)(f ® g) = eva(f)7(9)
e evy(f) =0se p(f)=1. Quindi
Xrjo = eva(I @ T)Ym* = 7(evy @I)m* = 7(m(a,idg))" = 7l

dove [, ¢ dato dalla (2.9). Poiché [} ¢ un isomorfismo (con inverso [*_,),
Xrja # 0 se 7 # 0; inoltre, se a = e, X7 =T,

Per provare il teorema resta da mostrare che i campi vettoriali del tipo
X generano il superspazio vettoriale dei campi invarianti a sinistra. Sia
{7} una base omogenea di T.(G). Consideriamo i campi vettoriali X,,. Per
ogni a € G~, per quanto visto sopra, i vettori Xﬂ.l ., saranno linearmente
indipendenti. In [17, § 4.7] si afferma che questa ¢ una condizione sufficiente
perché i campi X, siano una base dell’O(G)-modulo dei campi vettoriali su
G. Quindi, per ogni X € T(G), si avra

X=> fiX, fi€0(G)

e, se T e T sono le proiezioni di G x G, per la (1.22)

I®X = ZWQ I ® Xy,)
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Se X ¢ invariante a sinistra dovra essere
ST @ Xo)m* =m* Y fiXs,
i i

Componendo entrambi i membri con I ® ev, e tenendo conto che I ® ev,
¢ un pullback e quindi un omomorfismo di algebre, (I ® eve)m* = I e
(I ® eve)my = eve, avremo

(I®eve) Y m(fiym Xy, = (I @eve)m Zfz .

Zfz‘w(e)XTi = Zfl Ti

Quindi, poiché i campi X, sono linearmente indipendenti su O(G), le f; sono
costanti e i campi X, sono una base di Lie(G) come spazio vettoriale. ]

Analogamente
X=(TI)m

con 7 € T¢(G) € un campo vettoriale invariante a destra. Al variare di
7 € T.(G) si ha la superalgebra di Lie dei campi invarianti a destra su G.

Proposizione 2.10. La superalgebra di Lie dei campi invarianti a destra é
Ualgebra opposta® della superalgebra di Lie dei campi invarianti a sinistra.

Dimostrazione. Vogliamo mostrare

[(Xr, Xole = =1+ X, 0 X]).
Notiamo innanzitutto che

Te® 1) = (~1)P"Pe(I @ 1)

Infatti sugli elementi decomponibili f ® g € O(G) ® O(G) abbiamo

e D)(f©g)=o(f)T(9)

oc(ITo7)(f ®g) = (~1)PTPDo(f)r(g)
e o(f) =0se p(o) # p(f). Quindi, poiché X; = ,X|. =7, cioe
eve(I@T)M* =eve(r@I)m* =71
si trova
eve[r X, o X] = 7(0 @ I)m* — (=1)PP) (7 @ 1)

= (-1 @ 7)— 71 ® 0)
= —eve[X,, X,] O

<8)L’algebra opposta di una superalgebra di Lie & definita al solito dal prodotto (1.4).
Come nel caso classico
[X7 Y] = 7[X7 Y]Dpp
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Vogliamo ora scrivere un campo invariante a sinistra X, in coordinate
locali. Consideriamo un aperto U C G con coordinate (y*) e fissiamo un
intorno V' di e con coordinate (z7). Ricordando che X, = (I®ev.)(I®Y )m*

con Y|, = 7, dalle (1.16), (1.26) e (1.28), per 7 = (8%’“)@’ avremo
X, Z <azk ) B (2.13)
dove (%)e ¢ la sezione ottenuta prendendo (m* (yr))\va in coordinate

(y', 27), derivando rispetto a 2z e sostituendo alle 27 il loro valore in e (in

particolare 0 per le coordinate dispari).

Esempio 2.11. Consideriamo il supergruppo G = GL(1]|1) (vedi esempio 2.6) e
scriviamo la sua superalgebra di Lie g nelle coordinate canoniche (z!, 22,6, 6%).
Indichiamo simbolicamente il prodotto con

:El 01 1,/1 0/1 :E"l 9//1
(92 x2) <012 le) = (9//2 :C/'2>
nel senso che

m*(:z:”l) 1 /1 +9 0/2 m*(elll) _ zlell +$/201
m*(m//Q) 2 /2 + 929/1 m* (9//2) — $/102 4 1‘29/2

La (2.13) permette di calcolare esplicitamente la mappa T.(G) — g, che sara data

da
0 9,0 0 , 0 0
(a:&)eHXl_xlazl”aeQ (aa)H o T g

0 0 1o} 0 1o} 0
(aﬂ)ﬁ)@ = w55 0 g1 <ae2>ﬁTﬂ =857 ¥ 5

{X1,X5} & una base di gg e {T1,T>} & una base di g;. Se si calcolano esplicitamente
le parentesi di Lie si trova

(2.14)

[X1,X2] =0 [Xth]:Tl
[Ty, T1] =0 [X1,Ts] =
[T2,T5] =0 (X2, Th] =
[T1,Tp] = —X1 — X» (X2, T3] = Tz

Esempio 2.12. Piu in generale vogliamo vedere che Lie(GL(p|q)) = gl(p|q), dove
al(plq) ¢ al solito End(RP%) con le parentesi (1.5). Se indichiamo con (y%) le
coordinate canoniche di GL(p|q) (pari e dispari), I'identificazione ¢ data da

gl(plg) T.(GL(plq))

ayy

con
-1 sei<pej>p

Aij = ) .

1 altrimenti
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Ad esempio per GL(1|1), mantenendo le notazioni dell’esempio precedente,
(60)— X1 (§9)— X2 (6%) =T (18) = T2
Prendiamo A, B € gl(p|q). Se Top = (ay%)e, avremo
eve XaXp(y") = A(I @ B)ym*(y")
per come & definita la moltiplicazione in GL(p|q)

:ZA I® B)(y* @ y")

k,m,n
poiché Ty (Y*) = mkdnj
= RLC )\TS)\/C]ATGB]C]TT‘S( k)

Z 1)PWew™) ), i\ Aik B
k

ed essendo (—1)p(yw)p(yik))\ik)\kj =\ij
= Aij (AB)y;
Quindi [X 4, Xp] = X(a,B]-

Se G e G’ sono supergruppi di Lie e ¢: G — G’ un morfismo di super-
gruppi, allora abbiamo la mappa

Dy: Lie(G) — Lie(G')
detta differenziale di @, definita da

(De(X)) s = dipe( X)) (2.15)
dove e ed €’ sono le identita di G e G'.

Teorema 2.13. Dy ¢ un morfismo di superalgebre.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che essendo ¢ un morfismo di super-
gruppi
pme = mer (¢ X p)
e per la (1.25)
mge" = (9" @ e )me (2.16)
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Quindi per 7,0 € T.(G)
eve(I @ T)mg(I ® o)mee™ = 7(I ® 0)(¢" @ " )mey

= 70" (I ® d(pe(a))m?;/
= dpe(r) (1 ® die(0))mts
=eve (I ®dee(T))me (I @ dpe(o))més

e dunque

dgoe([(l @T)m*, (I® O')m*]le) =
= [ I X ds@e(T))mEv/, (I X dg@e(o'))m*cr/] le/ ]

Corollario 2.14. Per un supergruppo di Lie G si ha Lie(G™) = Lie(G)o.

Dimostrazione. La mappa tangente dj. dell’immersione j: G~ — G & iniet-
tiva e preserva la parita, quindi dje (T.(G™)) C Te(G)o; inoltre dim To(G™) =
dim T¢(G)p. Dunque

Lie(G™) 2 T.(G™) 2 Tc(G)p = Lie(G)o
come spazi vettoriali. Per il teorema 2.13
Lie(G™) = Lie(G)o
come algebre di Lie. O

In [17, § 7.1] si afferma che per i supergruppi di Lie valgono molti dei
risultati noti per i gruppi di Lie e che tutti i problemi topologici riguarda-
no unicamente il gruppo ridotto G~. In particolare si enuncia il seguente
risultato.

Proposizione 2.15. Siano G e G' due supergruppi di Lie e g e g’ le rispetti-
ve superalgebre. Se ac: g — g’ & un morfismo (di superalgebre), allora perché
esista un morfismo ¢: G — G’ tale che Do = « & necessario e sufficiente
che esista un morfismo po: G~ — G'™ tale che Dyy = Qgo-



Capitolo 3

Super coppie di
Harish-Chandra

In questo capitolo introduciamo le super coppie di Harish-Chandra. Come
affermato in [5], esse costituiscono una categoria equivalente a quella dei
supergruppi di Lie. Quella di super coppia diventa cioé¢ una definizione di
supergruppo alternativa alla definizione incontrata nel capitolo precedente.
Le super coppie di Harish-Chandra sono oggetti relativamente semplici e il
loro utilizzo risultera particolarmente vantaggioso parlando di teoria delle
rappresentazioni. Negli ultimi due paragrafi vedremo esplicitamente il pas-
saggio da supergruppo a super coppia e come un’azione di un supergruppo
possa essere descritta nel linguaggio delle super coppie.

3.1 Definizione

Definizione 3.1. Si dice super coppia di Harish-Chandra una coppia (Go, g)
dove G € un gruppo di Lie classico e g € una superalgebra di Lie con le
proprieta che
1. Gg agisce su g con un’azione pari, cioe
Goxg——9
(9, X) —g.X
& un’azione lineare e continua(?) tale che, per ogni g € G, la mappa
X — ¢.X sia un omomorfismo di superalgebre, cioe preservi la parita

e soddisfi
g[X,Y]=1[9.X,9Y] X, Yecg

2. Lie(Go) = 90,

W Trattandosi di una rappresentazione di G nello spazio finito-dimensionale g & continua
se e solo se g — g.X & continua per ogni X € g (vedi nota 2.8).
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3. lazione di gg su g e il differenziale dell’azione di G, ossia se X € gg e
Y € g®

(X,Y] = <§texp(tX).Y)t_o (3.1)

Osservazione 3.2. In [15, § 2.11] si afferma che se G & un gruppo di Lie reale, allora
ogni rappresentazione 7: G — GL(V') in uno spazio vettoriale finito-dimensionale
V' & analitica se e solo se e continua. Il fatto che 'azione di Gy su g sia continua e
che g sia uno spazio vettoriale finito-dimensionale assicura che la (3.1) abbia senso.

Definizione 3.3. Un morfismo tra due super coppie di Harish-Chandra
(Go,9) e (Hp,bh) & una coppia di (¢, ) dove

1. ¥g: Gy — Hp € un omomorfismo di gruppi di Lie;

2. ¢: g — bh & un omomorfismo di superalgebre di Lie;

3. Vg, = d¥bo;

4. perognige Gpe X € g
¥(9-X) = 1ho(9)-P(X)

Osservazione 3.4. Nel caso in cui G sia un gruppo connesso la condizione 4
dipende dalle precedenti. Prendiamo X € gy e Y € g e consideriamo le funzioni

g R—h
f(t) = ¢(exp(tX).Y)
g(t) = o (exp(tX)).4(Y)

Essendo analitiche®) coincidono se coincidono per t = 0 con tutte le loro derivate.
Chiaramente f(0) = g(0) = ¢(Y). Essendo ¢ un omomorfismo di superalgebre e
(X)) = dipo(X), per la (3.1) abbiamo

B(X, V) = [B(X), 9()]
d d
w@ﬁm@mylﬂ(ﬁammmm»wm>

t=0
e poiché exp odyy = g o exp
d tX).Y _(4 tX Y
(Gotene0n)) = (Fulemen)om)

@1n particolare ’azione di Go su go € 'usuale azione aggiunta.
G Infatti
t— (g 5Y — exp(tX).Y)

¢ (h 57— wo(exp(tX)).Z)

sono rappresentazioni di R in g e h rispettivamente ed essendo continue, per ’osservazio-
ne 3.2, sono analitiche. Inoltre v ¢ analitica in quanto mappa lineare tra spazi vettoriali
finito-dimensionali.
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Per le derivate successive si procede allo stesso modo considerando che dalla (3.1)
si ha

(;:2 exp(tX).Y) L = [X,[X,Y]]

e cosi via. Quindi perogni X € ggeY € g

¥ (exp(X).Y) = o (exp(X)).1(Y)

e poiché gli elementi del tipo exp X generano la parte di Gy connessa all’identita
abbiamo quanto detto sopra.

Vedremo nel prossimo paragrafo che dato un supergruppo di Lie G, il
suo gruppo ridotto G™ e la sua superalgebra di Lie g costituiscono una super
coppia di Harish-Chandra.

In [5, § 3.8] si afferma che la categoria dei supergruppi di Lie e quella
delle super coppie di Harish-Chandra sono equivalenti(®, cio¢, a meno di iso-
morfismi, si puod associare a ciascun supergruppo di Lie una super coppia di
Harish-Chandra e a ogni super coppia di Harish-Chandra un supergruppo di
Lie di cui essa sia la corrispondente super coppia. Inoltre dato un morfismo
tra due supergruppi di Lie si puo associare un morfismo tra le rispettive su-
per coppie di Harish-Chandra, in modo che siano preservate le composizioni.
Analogamente per i morfismi tra super coppie di Harish-Chandra.

Le super coppie di Harish-Chandra sono oggetti molto piti semplici dei
supergruppi di Lie in quanto costituite da due oggetti classici; inoltre i mor-
fismi tra esse sono coppie di applicazioni tra insiemi e non piu famiglie di
infinite applicazioni. L’equivalenza tra le rispettive categorie permette di
pensare a un supergruppo di Lie indifferentemente come a una supervarieta
con struttura di gruppo o a una super coppia di Harish-Chandra.

3.2 La super coppia associata a un supergruppo

Se GG & un supergruppo di Lie e g la sua superalgebra dei campi invarianti a
sinistra, allora (G™,g) costituisce una super coppia di Harish-Chandra.

1. Definiamo 'azione di G~ su g come
9. X =rygXr geGTeXeg (3.2)

con ry dato dalla (2.10). Chiaramente € un’azione lineare sinistra su
T(G) ed & pari poiché ¢g.X ¢ una derivazione con la stessa parita di X;

)Due categorie C e D si dicono equivalenti se esistono due funtori (covarianti) F: C — D
e G: D — C tali che il funtore G o F' sia naturalmente isomorfo al funtore identico idc e il
funtore F oG sia naturalmente isomorfo al funtore identico idp (vedi § 2.2; la composizione
di funtori e il funtore identico sono definiti nel modo ovvio).
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infatti, poiché il pullback di un morfismo ¢ un omomorfismo di algebre

ergri =1 sest¢€ O(G) abbiamo

(9X)(s-t) =17 (X(r;_l (8)) -5 (1)
+ (~1PROPEE_ () -X(r;,l(t)))
= (g-X)(s) - t + (=1)PPPE)s . (9.X)(8)
Inoltre se X € g, anche ¢g. X € g; infatti, per la (2.1a),

(I@rym* = (I®(I®evg)m*)m*
(I®I®evg)(l®m ym
=T ®I®evy)(m” @ I)m
=m"(I ®evy)m
=m'r,

e quindi
I®gX)m"={I@r))({@X)I@r;)m" =m'r Xr,, =m"(9.X)

(al solito 1 vari passaggi sono immediati su O(G) ® O(G); vedi § 1.5).
La definizione ¢ percio ben posta.

Vogliamo ora verificare che la mappa
g—g9X

sia continua per ogni X € g. Se (y') sono coordinate in un intorno di

eeti=(-2) ,avremo (vedi teorema 2.9)
oy )’

g X = Z o; X7,
i

con a; = eve(g.X)(y') € R. Dal momento che g & finito-dimensionale,
e sufficiente verificare la continuita di

g eve(g.-X) (")

per ogni ¢. Osserviamo che

eve(9.X)(y") = eve TZXT;—l(yi)
=eve(I ®@evy)m* X(I ®evy—1)m*(y")
= evg(eve @M* X (I ® evy—1)m*(y")
=evy X(I ®evy-1)m” (v
=evy(I ®evy1)(X @ Im*(y')



3.2 La super coppia associata a un supergruppo 67

ed essendo evy (I ®evy-1) = ev(y -1y (¢ immediato dalla definizione)
= ev(g7gf1)(X ® I)m*(yi)
= (X ®Dm*(y") (9,97
Quindi, poiché
(X @ I)m*(y"))~ € C®(G™ x G™)

abbiamo quanto chiesto.

E infine immediato che 9.[X,Y] = [9.X,9.Y] per ogni g € G~ e per
ogni X,Y € g.

2. Per il corollario 2.14, Lie(G™) = go.

3. Fissiamo X € Lie(G™) = gp e Y € g. Analogamente a quanto detto
prima avremo

<jt exp(tX).Y> = ZZ: <;i eve (exp(tX).Y) (yi)> Xo

t=0 t=0
Consideriamo ora la mappa

F: R? R

*

(t1,t2) > Ve i)Y Toxp(tax) (Y')
cioe
F(ty,t2) = eve(I ® eVexp(, x))M"Y (I @ Ve, x))m " (y')
La mappa F' e differenziabile poiché, similmente a quanto visto sopra,
F(t1,t2) = ((Y ® I)m*(yi))N ( exp(t1X), exp(th))

Quindi, dal momento che per la proposizione 1.25()

d
— €Vexp(t S = e)(s S G G
<dt(I® x))( )>t:0 (I®X.)(s) € 0(G x G)

®)Qui e nel seguito indichiamo allo stesso modo un elemento in Lie(G™) e il rispettivo
elemento in go = Lie(G)o. In particolare nel membro a sinistra X appartiene a Lie(G™),
mentre in quello a destra & al posto di Dj(X) € go, j: G~ — G.
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(e eve ed Y sono operatori continui) avremo
@ v (exp(tX).Y) (o) 4 g, 1)
7. Ve X . = _ , —
dt P ’ t=0 dt t=0

(OF OF
() o (50)
= eve(I @ X )m*Y (y')

—eve Y(I ® X|e)m* (yl)
= eve[X, Y] (yl)

da cuila (3.1). In particolare se G ¢ un gruppo di Lie ordinario, la (3.2)
¢ I'usuale azione aggiunta.

Esempio 3.5. Vogliamo vedere come & fatta azione di GL(p|q)™ su gl(p|q). Pren-
diamo A € GL(plq)~ = GL(p) x GL(q) e B € gl(plq). Mantenendo le notazioni
dell’esempio 2.12 avremo

eve(A.XB)(y7) = every Xpri-: (y¥)
= everiXp(I @evy-1)(y* @ y*)
k

=D everaXp(y™) (A
k

= Y everi( @ By @) (A g
k,l

rs 7l .
= Z (*1)p(y p(y )eVe Tj\(yll)()‘rsBTSTTS(ylk))(Ail)kj

k,,r,s

> (1P PG ev, (I @ eva)(y™ © y™) (B ) (A~ iy

k,l,m

= D ()PP NG A B (A g
k,l,m

e poiché Ayp = (A" )ap=0sea<peB>poppurea>pe<p
= Xij(ABA™Y)y
Quindi A.Xp = X apa-1. Questo & esattamente quanto avviene nel caso classico.

Prendiamo ora un morfismo di supergruppi di Lie ¢: G — H e vediamo
che la coppia (¢, D) costituisce un morfismo

(™, Dy): (G™,9) — (H™,h)
1. ¥~ : G~ — H™ & un omomorfismo di gruppi di Lie.

2. DY: g — b & un omomorfismo di superalgebre di Lie (vedi teore-
ma 2.13).
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3. Chiedere che (Dv),, = d(¢™) significa chiedere che commuti

g0

Lie(G) —2 Lie(H)

] ]

Lie(G™) Y7, Lie(H™)

Il che & immediato poiché commuta

4

Gw — H”

4. Siano g € G™ e X € g e sia 7 = X|.. Ricordando la definizione di
differenziale (2.15), per la (2.16) e poiché

evg 1/)* = 6V¢~(g)

abbiamo
(D¢(9-X))|€H =
= deq ((9-X)),)
= eV, (9.X)Y"
= eveo (I @ evg)me(I @ T)me (I @ evg—1)mey)”
eVes (I @ evg)me(I @ T)me (I @ evy1) (Y™ @ ™ )my
= eveg (I @evg)me(I @ T)meb™ (I @ evy~(g-1))my
= evee (I @ evy)mGY™* (I @ dipe(7))mir (I ® evym (g-1y)mMiy

= €Vyr~(eq) (I ® ev¢~(g))m}‘q (I & d@/)e(T))m*H(I 0y eva(gfl))m}kq
= (¥ (9)-D¥(X))

lerr

Il passaggio inverso da una super coppia di Harish-Chandra a un super-
gruppo di Lie e invece un problema decisamente piu complesso. La ricerca
di una costruzione semplice ed esplicita e tuttora una questione aperta.

3.3 Azione di un supergruppo di Lie
In [5, § 3.8] si afferma il seguente risultato.

Teorema 3.6. Un’azione (sinistra) di un supergruppo di Lie G su una su-
pervarieta M e equivalente ad un’azione del gruppo ridotto G~ su M e ad
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un morfismo dalla superalgebra di Lie g di G all’algebra opposta della su-
peralgebra di Lie dei campi vettoriali su M che stano compatibili nel senso
che il differenziale dell’azione del gruppo ridotto nell’identita coincida con
la restrizione del morfismo alla sottoalgebra di Lie gg.

Seguendo alcune note di V. S. Varadarajan, vediamo come da un’azione
di un supergruppo di Lie su una supervarieta o: G x M — M si passi a
un’azione della super coppia (G™, g) nel senso del precedente teorema.

Abbiamo gia visto che ad un’azione sinistra o: G x M — M ¢ associata
un’azione del gruppo ridotto data dalla (2.7). Notiamo poi che I'azione o
soddisfa la (1.30) con n = e e ¢/ = o: preso un vettore 7 € To(G), (T @ I)o*
¢ una derivazione di O(M). Quindi abbiamo una mappa lineare

p: Te(G) —— T (M)
TH—— (T®I)c"

Consideriamo ora l'isomorfismo tra T,(G) e la superalgebra di Lie g" dei
campi invarianti a destra su G

Te(G) g

ThH—— X =(r@I)m"

Si ha dunque una mappa lineare g" — T(M). Vediamo che ¢ un omomorfi-
smo di superalgebre di Lie. Innanzitutto mostriamo che

X ®I)o* =0c"p(T) (3.3)

cioe che commuta

*

O(G x M) «~— O(M)

TX®Ij jP(T)

*

O(G x M) «Z— O(M)

Infatti dalla definizione 2.2 abbiamo che
(m*"@No*=1I®c")o"

e quindi

X ® I)o*

(roI)m*®I)c*
(T@II)(m"®I)d*
(TIH(I®o")oc"
(re@I)o”

“p(7)

g
g
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Indicando per comodita con ¢ il morfismo (é,idas): M — G x M, per la defi-
nizione 2.2, abbiamo ¢*c* = I. Componendo entrambi i membri della (3.3)
con * abbiamo

p(7) = 9" (-X & I)o"

La (3.3) mostra che I'immagine di O(M) rispetto a o* & stabile rispetto
a tutti i campi del tipo ;X ® I e quindi, poiché (J*¢*)|U*(O(M)) =1, per
7,0 € T.(G)

P(X ® DX ®N)o" = ¢" (X ® D)o*¢*(oX ® I)o* = p(r)p(o)

Da cio si vede che la corrispondenza (X ® I') — p(7) € un omomorfismo di
superalgebre. Lo stesso si ha chiaramente per ;X — (;X ® I) e quindi per
la mappa X — p(7).

Poiché, per la proposizione 2.10, g" = g°PP, si ha che la corrispondenza

g — T(M)

X7 = p(7)
€ un antimorfismo di superalgebre di Lie e quindi, a partire dall’azione o,
abbiamo costruito un omomorfismo di superalgebre g — T(M)°P? come

richiesto dal teorema.
Infine, per la (2.11) e per la proposizione 1.25, abbiamo che

(jt&;p(tx)<f>)t0 ~ (G (evamax 20" ()
= (Xje® Do™(f)
= p(Xe)(f)
per ogni X € Lie(G™) = g ed ogni f € O(M).
Analogamente, data un’azione destra o’: M x G — M, la (2.8) da un’a-

zione destra di G™ su M e, poiché ¢’ soddisfa la (1.29) conn =e e ¢ = o,
procedendo come sopra si trova un omomorfismo di superalgebre

t=0

g—— T(M)
(3.4)
Xr— (I®T1)0"™
compatibile con ¢’, cioe tale che
d ~ /% 1%
g1 0ex) () ) =T ® X )o(f) (3.5)
t=0

per ogni X € Lie(G™) = g ed ogni f € O(M).






Capitolo 4

Rappresentazioni di
supergruppi di Lie

In questo capitolo, seguendo [3], introduciamo la definizione di rappresenta-
zione e rappresentazione unitaria di un supergruppo di Lie. Per far questo
utilizziamo ’equivalenza tra supergruppi di Lie e super coppie di Harish-
Chandra. Definiamo quindi i supergruppi compatti come il sottoinsieme dei
supergruppi con gruppo ridotto compatto, dedicandoci successivamente al-
lo studio delle loro rappresentazioni unitarie. In particolare mostriamo la
possibilita di estendere ai supergruppi compatti il teorema A.4 riguardante
i gruppi compatti classici. Infine affrontiamo il problema della definizione
della rappresentazione regolare di un supergruppo, esaminando un possibile
approccio ed elencando le principali difficolta incontrate.

4.1 Definizione

Nota 4.1. Sia 7 una rappresentazione continua di un gruppo di Lie G in uno spazio
vettoriale V' localmente convesso e completo (vedi [18, § 4.4] oppure [14, § 0.2] per
rappresentazioni in spazi di Banach). Un vettore v € V' si dice liscio se g — 7(g)v
¢ una funzione liscia su G. L’insieme dei vettori lisci per 7 si indica con C*°(m).
Si dimostra che C°°(7) & un sottospazio denso in V' (in particolare i vettori di
una rappresentazione finito-dimensionale sono tutti lisci). Si dimostra inoltre che
dr(X), X € Lie(G), definito (dove ha senso) da

dr(X)u = <;lt7r(exth)u) (4.1)

t=0
soddisfa
dr(X)(C™(m)) € C* ()

dr([X,Y])u = [dr(X),dn(Y)]u

per u € C®(m) e X,Y € Lie(G). Quindi dr & una rappresentazione di Lie(G) in
C(r), detta rappresentazione differenziale di w. Chiaramente C'*°(w) & stabile
rispetto a 7.
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Vogliamo definire una rappresentazione di un supergruppo di Lie G in
un superspazio finito-dimensionale V. In particolare consideriamo V = RPl4.
Abbiamo visto nell’esempio 2.6che GL(p|q) = End(p\q)*(l) puo essere pen-
sato come un supergruppo di Lie. Viene quindi naturale definire una rap-
presentazione di G in V' come un morfismo (di supergruppi)

p: G — GL(plg)

Dal precedente capitolo sappiamo che ogni morfismo tra supergruppi di
Lie & equivalente a un morfismo tra le rispettive super coppie di Harish-
Chandra. Poiché Lie(GL(p\q)) = gl(p|q) (vedi esempio 2.12), il morfismo p
€ equivalente al morfismo

(0™, Dp): (G~,Lie(G)) — (GL(plg)~, gl(plq))

Ricordiamo che GL(p|q)™ ¢ lo spazio formato dalle matrici del tipo (6‘ Jg)
con A € GL(p) e B € GL(q). Cioe GL(p|q)™ & il gruppo degli elementi
invertibili di End(p|q) = End(p|q)o, che indicheremo con Aut(p|q).

Seguendo [3] identifichiamo supergruppi di Lie e super coppie di Harish-
Chandra. Una rappresentazione di un supergruppo G = (Go,g) in V = Rrla
sara un morfismo (di super coppie)

(w0, m): (Go,8) — (Aut(plq), al(plq))

Dalla definizione 3.3 di morfismo sappiamo che 7y € una rappresentazione
reale (nel senso classico) di Gg in V' con mp(g) pari per ogni g € Go, 7 € una
rappresentazione di g in V' (cioé &€ un omomorfismo di superalgebre tra g e
ol(plq)), mg, = dmo e w(g9.X) = mo(g).7(X) per ogni g € G e ogni X € g.
L’ultima relazione, per come ¢ definita I’azione di Aut(p|q) su gl(p|q) (vedi
esempio 3.5), diventa

m(g9.X) = mo(g).m(X) = mo(g)m(X)mo(g) "

In fisica si usano solitamente rappresentazioni in spazi vettoriali comples-
si. Se V' & un superspazio complesso finito dimensionale, Aut(V') sara un
gruppo di Lie complesso. Una rappresentazione pari del gruppo di Lie reale
Gp in V sara un morfismo Gy — Autg(V), dove Autr (V) ¢ Aut(V) visto
come gruppo di Lie reale di dimensione doppia (questo ¢ esattamente quello
che si fa parlando di rappresentazioni di gruppi reali in spazi complessi).
Allo stesso modo la superalgebra complessa gl(V') puo essere pensata come
una superalgebra reale, anch’essa di dimensione doppia. Si arriva percio alla
seguente definizione.

Definizione 4.2. Una rappresentazione finito-dimensionale di una super
coppia di Harish-Chandra (G, g) € una tripla (mo,m, V) dove

WEnd(p|q)* ¢ il gruppo degli elementi invertibili di End(p|q).
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1. V & un superspazio vettoriale di dimensione finita su C;

2. 7y € una rappresentazione di Gy in V continua e pari (cio¢ tale che
mo(g) sia pari per ogni g € Gy);

3. m ¢ una rappresentazione della superalgebra di Lie g in V, cioe una
mappa lineare pari g — End (V') tale che

T([X,Y]) = 7(X)n(Y) = (~1)PPOn(¥)m(X)

4. mg, = dmo;
5. 7(9.X) = mo(g)m(X)mo(g) ! per ogni g € Gpe X € g;?.

Da questo momento ci occuperemo esclusivamente di rappresentazioni in
superspazi vettoriali complessi. Se V & un superspazio di Hilbert®), si dice
che (mg,m, V) & una rappresentazione unitaria se 7(X)! = —7(X) per ogni
X € g. Cio equivale a chiedere che my sia una rappresentazione unitaria di
Gy (in senso classico) e che w(X)* = —im(X) per ogni X € g;. Quest’ultima
condizione puo essere riformulata imponendo che

p(X)=(r(X)  (=e" (4.2)

sia autoaggiunto per ogni X € g;.

Vorremmo ora estendere la definizione 4.2 al caso in cui V sia un super-
spazio topologico infinito-dimensionale, localmente convesso e completo. Il
problema ¢ che il differenziale (4.1) di una rappresentazione di un gruppo di
Lie non e sempre definito ovunque. In questo caso, cioe, se my € una rappre-
sentazione pari di Go in V, dmo(X), X € go, pud essere un operatore non
limitato e quindi & eccessivamente restrittivo chiedere che 7 sia una rappre-
sentazione di g in tutto V; infatti deve essere m(X) = dmo(X) per X € go
e m(X)? = ir([X, X]) = 3dmo([X, X]) per X € g;. Si modifica pertanto la
definizione in modo che 7 sia una rappresentazione di g in C*(m) C V4.
Si puo dare pertanto la successiva definizione.

@)Per X € go & automaticamente verificato. Infatti per la (4.1) e poiché

g.X =Ad, X = (%g(exth)gil>

t=0
si ha
_ d _
mlg)r(X)mo) " = (5 (septx)s ™)) = mle.X)
t=0

Se Go & connesso questa condizione & superflua anche per X € g1 (vedi osservazione 3.4).

®)Per la definizione di superspazio di Hilbert e di super aggiunto vedi § 1.1.

() Chiaramente C*(mo) = C*(mo|v,) ® C°°(mojv, ) e quindi & un sottospazio di V' nel
senso dei superspazi vettoriali.
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Definizione 4.3. Una rappresentazione di una super coppia di Harish-
Chandra (Gg, g) in uno spazio localmente convesso & una tripla (mg, 7, V)
dove

1. V & un superspazio vettoriale complesso, localmente convesso e com-
pleto;

2. my € una rappresentazione continua e pari di Gg in V;

3. 7 & una rappresentazione della superalgebra di Lie g in C°°(m);
4. mg, = dmo su C*°(mo);

5. 7(9.X) = mo(g)m(X)mo(g) ! su C(mg) per ogni g € Gg e X € g1.

Per T'unitarieta si richiede che V' abbia struttura di superspazio di Hil-
bert, mp sia una rappresentazione unitaria di Go in V' e p(X) = {m(X) con
dominio C'*°(mg) sia simmetrico(® per ogni X € g;. In questo modo si arriva
a una definizione che ¢ equivalente alla seguente.

Definizione 4.4. Una rappresentazione unitaria di una super coppia di
Harish-Chandra (Gy, g) € una tripla (mg, p, H) dove

1. 'H e un superspazio di Hilbert;

2. my € una rappresentazione unitaria pari di Gg in H;

3. p & una mappa lineare di g; in End (000(7'('0))1 tale che
(a) perogni g€ Gope X € gy

p(g-X) = mo(g)p(X)mo(g) ™" (4.3)

(b) p(X) con dominio C*°(mp) & simmetrico per ogni X € g;

(c) per ogni X,Y € gy
idmo([X,Y]) = p(X)p(Y) + p(V)p(X)  (44)

su C*°(m).

®)Se H & uno spazio di Hilbert, un operatore T con dominio D(T) C 'H denso si dice
simmetrico se D(T) C D(T™) = {v € H | |(Tu,v)| < Cy ||u|,Yu € D(T)} e T =T \p(ry;
autoaggiunto se & simmetrico e se D(T) = D(T™). Se T & simmetrico, ha una chiusura T,
cio® un operatore il cui grafico ¢ la chiusura del grafico di T; T ¢ a sua volta simmetrico.
Un operatore simmetrico T si dice essenzialmente autoaggiunto se T & autoaggiunto; in
questo caso T* =T (vedi [12, § 8.2]).
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In [3, § 2.3] si dimostra infatti che
p([Z, X])v = dmo(Z)p(X)v — p(X)dmo(Z)v

per ogni Z € gg, X € g1 e v € C*(m) e che quindi, essendo dmy una
rappresentazione di go in C*°(mg) e per la (4.4),

m: Xo+ X1 — dmo(Xo) + ¢ 'p(X1)  Xiegi

¢ una rappresentazione di g in C*°(mg). Si dimostra anche che p(X) con
dominio C*°(m) € essenzialmente autoaggiunto per ogni X € gj.

Osservazione 4.5. Per la (4.4), p(X)? = —idmy([X, X]). Se per qualche X € g;
si ha [X, X] = 0, allora p(X)? = 0. Per v € C*(m)

(p(X)?v,0) = (p(X)v, p(X)v) = [|p(X)v]* =0

e quindi p(X) = 0. Se esiste una base {X1,...,X,} di g1 per cui [X;, X;] = 0, deve
essere p = 0 e quindi la rappresentazione si riduce a una coppia di rappresentazioni
unitarie di G in Ho e Hy con dmojg, 4,1 = 0.

Esempio 4.6. Consideriamo la superalgebra su(2|2) (vedi [17, § 3.4]) definita come
la sottosuperalgebra di gl(C2/?) (C?? superspazio di Hilbert con 'usuale prodot-
to scalare) formata dalle matrici X per cui XT = —X, cio¢ stabili rispetto alla

coniugazione
—-T =T
A B —A iC
o: X = ——XT = = -
<C D) (iBT —DT>

e con supertraccia nulla, cioé tali che
strX =trA—trD =0

Gli elementi di s1(2|2)¢ possono essere scritti come

A 0\ [(A-trA 0
(0 D)( 0 D—trA)“rA

e quindi, ricordando che tr A = tr D,
s51(2(2)p = su(2) @ su(2) @ u(1)

(u(1) 2 R). Come gruppo ridotto dobbiamo prendere un gruppo di Lie che abbia
su(2|2) come algebra. In particolare consideriamo

Go = SU(2) x SU(2) x R

G} =~ SU(2) x SU2) x U(1)

Abbiamo rispettivamente un gruppo semplicemente connesso e un gruppo com-
patto. Occorre ora verificare che 'azione aggiunta di su(2|2)¢ su su(2|2); discen-
da da un’azione del gruppo ridotto. Per G non c’e¢ problema poiché, essendo
semplicemente connesso, tutte le rappresentazioni della sua algebra discendono da
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rappresentazioni del gruppo. Invece il sottogruppo di Gf isomorfo a U(1) non &
semplicemente connesso; si ha perd [X,Y] =0 per X € u(l) e Y € su(2|2) e quindi
lazione di u(1) discende dall’azione banale di U(1) su su(2|2). In entrambi i casi

avremo
w_ (U 0\ (A BY (U 0
94=\o0 v)\c b 0o vt

con X € su(2)2), g € Gy (g € Gy), g = (U,V,a) con U,V € SU2) e @ € R
(a € U(1)). Quindi, poiché X = —X|

U 0
mo: (U, V, ) — (O V)

A B A—trA B
7T.X:<C D)»—»X—trA:( C D—trA)

¢ una possibile rappresentazione unitaria sia per (Go, su(2[2)) che per (Gf, su(2[2)).
Osserviamo infine che (Gf,su(2|2)) & un supergruppo compatto secondo la defini-
zione che daremo nel prossimo paragrafo.

Se Il = (mg,w,V) e ' = (n(, 7', V') sono due rappresentazioni di una
super coppia (G, g), un morfismo A: IT — II’ & una mappa continua V" — V'
che intreccia 7y con 7(, (in particolare manda C*°(my) in C*°(n()) e 7™ con
7/. L’insieme dei morfismi di intreccio IT — II' si indica con Hom(II, IT').
Un isomorfismo ¢ un morfismo che ha un inverso continuo. Se esiste un
isomorfismo A: II — II’, si dice che II e II' sono equivalenti. Se A & unitario
si parla di equivalenza unitaria. Si puo dimostrare che I'equivalenza implica
l’equivalenza unitaria. Se V'’ & un sottospazio chiuso gradato di V invariante

rispetto a mg e m, si dice che
! !
II' = H‘V’ = (7T0|V/,7T|V/mcoo(7ro), Vv )

€ una sottorappresentazione di II. Una rappresentazione ¢ detta irriducibile
se non ha sottorappresentazioni non banali.

In [3, § 2.4] si dimostrano i seguenti risultati riguardanti rappresentazio-
ni unitarie. Il secondo ¢ una generalizzazione del lemma di Schur al caso
supergeometrico.

Proposizione 4.7. Se Il ¢ una rappresentazione unitaria e II' = Hmz una
sua sottorappresentazione, allora anche II'- = H‘Hu e una sottorappresen-
tazione di Il e

=1t (4.5)

Lemma 4.8. Una rappresentazione unitaria II é irriducibile se e solo se
Hom(II, IT) = C.
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4.2 1l caso dei supergruppi di Lie compatti

Vogliamo vedere se ¢ possibile estendere al caso supergeometrico alcuni dei
risultati classici sui gruppi compatti riportati in appendice. Poiché, co-
me gia detto, gli aspetti topologici di un supergruppo di Lie sono legati
esclusivamente al gruppo ridotto, diamo la seguente definizione.

Definizione 4.9. Un supergruppo di Lie compatto & un supergruppo di
Lie con gruppo ridotto compatto o equivalentemente una super coppia di
Harish-Chandra (Gp, g) con Gy compatto.

Notiamo innanzitutto che il teorema A.l non ha un analogo supergeo-
metrico. Infatti nel prossimo esempio vedremo che non per tutte le rap-
presentazioni di un supergruppo compatto in un superspazio di Hilbert vale
la (4.5) e quindi, a differenza del caso dei gruppi compatti classici, non tutte
le rappresentazioni sono unitarizzabili.

Esempio 4.10. Prendiamo la super coppia (Go, g) dove Gy ¢ il toro unidimensio-
nale che agisce banalmente su g = R'" (con parentesi banali). Chiamiamo X e

Y rispettivamente i generatori di go e g;. La rappresentazione in C!I' data dalla

rappresentazione banale di Gy e da 7(X) =0e n(Y) = (§ ) non & decomponibile.

Consideriamo una rappresentazione unitaria II = (m,p,H) di un su-
pergruppo di Lie compatto (G, g) e vediamo come, a partire dal risultato
classico enunciato nel teorema A.4, sia possibile costruire una sottorappre-
sentazione irriducibile finito-dimensionale non nulla.

1. 7 € una rappresentazione del gruppo compatto Gy in H. Essendo g
pari, Hg e H1 sono sottospazi mp-stabili e, per il teorema A.4, ognuno di
essi si decompone in somma diretta di sottospazi omogenei ortogonali
irriducibili finito-dimensionali 7g-stabili.

2. Fissiamo uno di questi sottospazi (indifferentemente contenuto in Hy
0 H1) e indichiamolo con V(%). Poiché V(% & finito-dimensionale, tutti
i suoi vettori sono lisci (vedi nota 4.1) e

VO C Cc®(m) CH (4.6)
3. Definiamo

V=3 p(X)VO = p(X)VO 4 4 p(X,) VO
Xem

V() — Z p(X)Vk=1)
Xen
dove {X1,...,X,} & una base di g;. La definizione & ben posta per
la (4.6) e perché p(X)C>®(my) C C*°(mp) per ogni X € g;; quindi
V) C C®(my) per ogni k.
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Tutti i V*) sono sottospazi omogenei finito-dimensionali di H di di-
mensione

dim v <
dim V) <

dim g - dim V(©
dim g; - dim V=Y < (dim g1 )* - dim V(©

e di parita
p(V®) = p(VO) 4k (mod 2) (4.7)

. Per ogni X € g4

p(X)2vO cyO
Infatti V(0 & my-stabile e, per la (4.4), p(X)? = —Ldmo([X, X]).
Per la (4.3)
mo(9)p(X)?v = p(g.X)*mo(g)v
per ogniv € VO X € g; e g € Gy. Quindi
> p(X)V©O

Xem

& un sottospazio mo-stabile di V() ed essendo V(©) irriducibile o

> px)VO =y (4.8a)
Xem

oppure
> p(x)*VO = {0} (4.8b)
Xem

Nel secondo caso
0= (p(X)%0,0) = (p(X)v, p(X)v) = [ p(X)v]?

per ogni v € V(© e quindi p(X)|V(o) = 0 per ogni X € g;; quindi
vk = {0} per £k > 1 e H|V(0> € una rappresentazione irriducibile
finito-dimensionale di (G, g).

. Supponiamo di essere nel caso (4.8a). Ogni v € V(©) pud essere scritto

come

v = Z aip(X;)?v;
i

con oy € C, v; € VO ¢ X; € g; opportuni e quindi, considerando
che gli elementi di V*) sono combinazioni lineari di elementi del tipo
p(X1) - p(Xp)veon X1,...,Xp€greve VO,

{ v ev®B . cv®ic . cH, o (4.9)

vOcy® c. . . cv@+th c ¢ Hyv )41
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6. Tutti i V) sono mg-stabili; infatti per la (4.3)

m0(9)p(X1)p(X2) - - p(Xk) = p(g9-X1)m0(9) p(X2) - - - p(X)

= p(9-X1)p(9-X2) - - - p(9-Xk)m0(9)

per ogni g € Gg e Xq,..., X € g1. Ovviamente

p(X)VE) C yktl)

7. Vediamo come, fissata una base B = {X;,..., X, } di g1, ogni vettore
di V) pud essere espresso come combinazione lineare di vettori della
forma

p(Xiy) - p(Xi, v (4.10)

conveVO r<keip <ip<...<ip, i; € {1,...,n}; ovviamente,
per la (4.7), r = k (mod 2).

Per k=0 ¢ k =1 & ovvio. Supponiamo sia vero per V* =1 ¢ V() ¢
mostriamo & vero per V*+1) Prendiamo w € V*) della forma (4.10)
e consideriamo p(X;)w con X; € B. Supponiamo i,_; < j < is. Per
la (4.4)

p(Xj)w = p(X;)p(Xiy ) p(Xiz) - - p(Xi, v
= —p(Xi,)p(X;)p(Xiy) -+ p(Xi, )v
— i dmo([X;, Xiy ) p(Xiy) - - p( X, v

Per il punto 6
—idmo([X;, X, )p(Xiy) -+~ p(Xi, Jo € VD
Dopo s — 1 passaggi si trova
p(Xj)w = (=1)°"1p(Xi,) -+ p(Xj)p(Xi,) -+ p(Xi, v+ w!

con w' € V=D Se j < iy abbiamo concluso; se j = i, conside-

rando che p(X;)? = —%dwo([Xj,Xj]), sempre per il punto 6 si ha che
p(XJ)w S Y (k=1),

In particolare deve essere r < n = dim g; e quindi

y(nt+l) — Zp(Xi)V(n) c yr-1
i=1

Per la (4.9), V(»=1) € V(*+1) ¢ quindi

yntl) — yn-l) (4.11)
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8. Per la (4.11)
V — V(n_l) fast V(”)

¢ un sottospazio gradato di H, finito-dimensionale e invariante per
I’azione di G e g1, cioe H|‘~/ € una sottorappresentazione di II.

9. Consideriamo un morfismo 7" € Hom (HIV’ HIV)’ Essendo V() mg-irri-
ducibile, per il lemma di Schur (lemma A.3), Tiy© = Al con A € C.
Preso w € V*) nella forma (4.10)

Tw="Tp(Xi,) - p(Xi,)v = p(Xi;) - p(X, ) Tv = Aw
Quindi T' = A e per il lemma 4.8, H\V ¢ irriducibile.

10. Concludendo abbiamo che o H|‘~, o} H\\/(O) (a seconda che sia verificata
la (4.8a) o la (4.8b)) & una sottorappresentazione irriducibile finito-
dimensionale di II.

Da cio in particolare vediamo che anche per i supergruppi compatti vale
un teorema analogo al teorema A.4.

Teorema 4.11. Se (Go,g) é un supergruppo di Lie compatto:
1. ogni rappresentazione unitaria irriducibile € finito-dimensionale;

2. ogni rappresentazione unitaria ¢ somma diretta di rappresentazioni
wrriductbili mutuamente ortogonali.

Dimostrazione. Per quanto detto sopra, ogni rappresentazione unitaria di
un supergruppo compatto ha una sottorappresentazione finito-dimensionale
non nulla e quindi ogni rappresentazione unitaria irriducibile ha dimensione
finita.

Per dimostrare la seconda parte del teorema si puo procedere come nel
caso classico. Consideriamo 'insieme costituito da tutte le famiglie di sot-
torappresentazioni di II irriducibili, finito-dimensionali e mutuamente orto-
gonali, parzialmente ordinate per inclusione. Ogni sottoinsieme di famiglie
totalmente ordinato € maggiorato dall’unione delle famiglie stesse, quindi per
il lemma di Zorn(® esistera una famiglia massimale {M,}. Sia N il com-
plemento ortogonale in H di @, M. Per la proposizione 4.7, ;& una
sottorappresentazione di I e quindi, per quanto detto sopra, se N' # {0} con-
terra una sottorappresentazione irriducibile finito-dimensionale non nulla,

contraddicendo la massimalita di {M,}. Quindi N'= {0} e
"= M. O

()11 lemma di Zorn afferma che ogni insieme non vuoto e parzialmente ordinato X, con
la proprieta che ogni sottoinsieme totalmente ordinato ha un maggiorante in X, possiede
un elemento massimale.
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Osservazione 4.12. La prima parte del teorema continua ad essere valida anche
per una rappresentazione non unitaria in un superspazio di Hilbert. Nella prece-
dente costruzione 'unitarieta viene usata solo per dimostrare le inclusioni (4.9) e
Iirriducibilita di H\V' Ai fini di dimostrare la prima parte del teorema ¢ perd suf-
ficiente trovare una sottorappresentazione finito-dimensionale non nulla: non & ne-
cessario che questa sia irriducibile. Si puo quindi considerare una rappresentazione
IT = (mp, 7, H), unitaria o meno, e procedere come prima (ovviamente sostituendo
p con (m). Infatti my & una rappresentazione pari di un gruppo compatto in un
superspazio di Hilbert e, per il teorema A.1, ¢ unitarizzabile e conterra sottorap-
presentazioni (irriducibili) omogenee finito-dimensionali non nulle. Fissata una di
queste rappresentazioni, che indichiamo al solito con V(9| costruiamo

oo
=0

conn = dimg;. I sard una sottorappresentazione finito-dimensionale (non neces-
sariamente irriducibile) di II. Quindi tutte le rappresentazioni di supergruppi com-
patti in superspazi di Hilbert contengono sottorappresentazioni finito-dimensionali
non nulle e pertanto tutte le rappresentazioni irriducibili sono finito-dimensionali.
La seconda parte del teorema vale invece solo nel caso unitario perché, come gia
osservato, esistono rappresentazioni in spazi di Hilbert non decomponibili, cio¢ per
cui non vale la (4.5).

Per proseguire nel nostro intento occorrerebbe definire cosa sia la rap-
presentazione regolare (destra) per un supergruppo di Lie. Vedremo nel
prossimo paragrafo che cio presenta diversi problemi.

4.3 1l problema della rappresentazione regolare

Vogliamo cercare un analogo della rappresentazione regolare di un gruppo
classico per un supergruppo di Lie. Se G & un gruppo topologico (localmente
compatto e separabile) e p la sua misura di Haar destra, si definisce una
rappresentazione di G in L?(G, ), detta rappresentazione regolare destra,
tramite

R(y): f(z) = f(zy)  wyeGefeLl’G.p)

R(y) & cioe il pullback dell’azione destra p(y):  — zy di G su G (notia-
mo che un’azione destra sul gruppo da un’azione sinistra sulle funzioni sul
gruppo). Si dimostra che la rappresentazione regolare ¢ continua e unitaria
nello spazio di Hilbert L?(G, ) (vedi [1, § 5.1]).

Se G & un gruppo di Lie (liscio reale) le funzioni naturali definite su G
sono le funzioni lisce C°°(G). In generale non ci sono relazioni di inclusione
tra C°°(G) e L*(G, p). Si possono perd considerare le funzioni lisce a sup-
porto compatto C°(G) C L?(G, ). In particolare la loro complessificazione
C®(G) @R C ¢ densa in L%(G, u) e stabile rispetto a R; si puo ciod definire
la rappresentazione regolare in C¢°(G) ®r C, introdurre la norma || - ||, e
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completare C°(G) ®g C a L?(G, i) secondo questa norma. Consideriamo
X € Lie(G@). Si dimostra(?)

IRX)() = (FREDN)  =X() [ecR@ e
t=
e quindi dR(X) = X. In particolare si dimostra C2°(G) @r C C C*(R).
Sia ora G un supergruppo di Lie e g la superalgebra dei suoi campi vetto-
riali invarianti a sinistra. Lo spazio delle funzioni lisce verra quindi sostituito
dallo spazio O(G) delle sezioni su G: ¢ a partire da qui che in qualche mo-
do vorremmo definire una rappresentazione regolare. Innanzitutto notiamo
che la moltiplicazione m: G x G — G puo chiaramente essere pensata come
un’azione destra di G su G (secondo la definizione 2.2), che possiamo chia-
mare azione regolare destra. Nel § 3.3 abbiamo visto che un’azione destra di
un supergruppo di Lie su una supervarieta € equivalente a un’azione destra
del gruppo ridotto (nel senso specificato al § 2.4) pitt un omomorfismo tra la
superalgebra del gruppo e la superalgebra dei campi vettoriali sulla super-
varieta. L’azione del gruppo ridotto & data dalla (2.8) (che in questo caso
coincide con la (2.10)), cio¢ G~ agisce su G mediante la famiglia di morfismi

r: G~ —— Hom(G, G)

g —— 1y =m{idg, g)

dove al solito § = golg. Poiché per g,¢' € G~, rgry = rgy (& un’azione
destra), passando ai pullback si ha

T,T. 1 =T,

k ok
g'g 99

Quindi g — ry definisce un’azione lineare sinistra di G™ sulle sezioni su G,
cioe una rappresentazione del gruppo di Lie G™ nel superspazio vettoriale
O(G). Abbiamo gia visto alla fine del § 2.4 che si tratta di una rappresenta-
zione pari e continua. Notiamo inoltre che il morfismo ridotto ry” ¢ l'usuale
azione regolare destra di G~ su G (in particolare ¢ un diffeomorfismo di

G™ in se stesso). La (3.4) diventa invece
g——7(G)
X, — (Io7m)m" =X,

cioe l'inclusione. Cio € analogo a quanto avviene nel caso classico. Infine,
per avere una rappresentazione in uno spazio complesso, si puo considerare
la complessificazione O(G) ®r C.

In questo modo abbiamo costruito una rappresentazione del supergruppo
G (o se si preferisce della super coppia (G™, g)) nel senso della definizione 4.3;
infatti

(MSi prova ciod che ¢t (R(exp tX)f — f) tende a X(f) in L*(G, ) per t che tende a 0.
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. O(G) ®r C ¢ un superspazio complesso di Fréchet, cioe localmente

convesso, completo e metrizzabile (vedi § 1.5);

. g1y = (I®evy)m*, g € G7, ¢ una rappresentazione pari del gruppo

ridotto G™ in O(G) ®r C ed ¢ continua,

X — X, X € g, e ovviamente una rappresentazione della superalgebra
g in tutto O(G) ®r C;

per la (3.5) con ¢/ = m, il differenziale della rappresentazione del
gruppo ridotto coincide con la rappresentazione di gg, cioe

(fiswen () =X

per ogni X € gg ed f € O(G) ®r C;

. le due rappresentazioni sono compatibili nel senso che g.X = ry X 1";,1

per g € G~ e X € gp: si tratta proprio della definizione dell’azione di
G~ su g data dalla (3.2).

Esempio 4.13. Prendiamo G = GL(1|1) (vedi esempi 2.6 e 2.11), il cui gruppo
ridotto & G~ = { (2!, 2?) € R? | 2'22 # 0} con moltiplicazione

(.1‘1,332)(33/1,33,2) — (1‘1$/1,.7321‘/2)

1

Preso (z',7?) € G™, Dazione di G™ su G si scrive simbolicamente come

(2t ot . b6t [zt 0\ _ [z'zt 0'z?
T(z1,z2)" 92 22 92 22 0o z2) 7~ \@2z! 2272

nel senso che

Quindi G~ agisce su O(G) come

.
(21,22

(folz',2?) + fi(z', 2*)0" + fo(2',2%)0% + f3(z",27)0'0°) =
= fo(a'z! xx)—i—fl(xxl 227?)z%0"
+ fo(ztz, 2?2207 + f3(2'zt, 222?) 2 220162

con f; € C*°(G"™). La superalgebra del gruppo agisce sulle sezioni con le derivazio-
ni (2.14).

Per analogia al caso classico si potrebbe inoltre pensare di restringersi
alle sezioni a supporto compatto O.(G) (vedi definizione 1.22) o alla loro
complessificazione O.(G) @ C. Chiaramente I'essere a supporto compatto
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¢ preservato dalle derivazioni (commutano con le restrizioni) e dall’azione di
5 (9 € G™); infatti(®)

suppr;(s) C (r5) ' (supp s)

e, poiché r7” & un diffeomorfismo, (ry’ )_1(supp s) & compatto.

Problemi aperti. A questo punto sorgono tutta una serie di ostacoli che
rendono difficile ’analogia col caso dei gruppi compatti classici. Alcuni di
questi ostacoli potrebbero essere superati, altri invece sono dovuti alla natura
intrinsecamente diversa di gruppi e supergruppi. In particolare vedremo che
dato un supergruppo di Lie (compatto o meno), la sua rappresentazione
regolare non potra in generale essere unitaria.

1. Un primo aspetto negativo dell’approccio fin qui seguito e costituito
dal fatto che, mentre la definizione di rappresentazione di supergrup-
po di Lie viene data in termini di super coppia di Harish-Chandra,
la rappresentazione descritta in questo paragrafo agisce sullo spazio
delle sezioni, concetto strettamente legato al supergruppo visto come
supervarieta e, per altro, assai poco maneggevole. Inoltre abbiamo vi-
sto al § 3.2 che, se il passaggio da supergruppo a super coppia & quasi
immediato, non esiste invece una costruzione semplice ed esplicita che
permetta il passaggio inverso. In altre parole dato un supergruppo
in termini di super coppia di Harish-Chandra non si saprebbe come
costruire la sua rappresentazione regolare. In [9] si afferma che se G ¢
un supergruppo di Lie di dimensione p|q, allora

O(G) 2 C™®(G™)® Alq)

vale globalmente (al solito A(q) & 'algebra esterna con ¢ generatori).
Sarebbe interessante studiare come un supergruppo agisca in questo
spazio mediante la sua azione regolare e, di conseguenza, definire la
rappresentazione regolare del supergruppo in un qualche spazio che
contenga, per esempio, la complessificazione di C°(G™) ® A(g). Una
tale definizione avrebbe il vantaggio di non coinvolgere la struttura di
supervarieta di G. D’altra parte definire la rappresentazione regolare
a partire dallo spazio delle sezioni renderebbe piu evidente le analogie
col caso dei gruppi classici.

®)Sja ¢: M — N un morfismo e s € O(N). Allora

supp ¢ (s) C (¢~) ' (supp s)

Infatti @ ¢ (¢~) ' (supp s) se e solo se esiste un intorno V di ¢~ () tale che sy = 0. In

questo caso (¢~) " (V) & un intorno di e, poiché i pullback commutano con le restrizioni
(vedi (1.7)),

(") (1) = #7(51v) = 0
Quindi x ¢ supp ¢*(s).
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2. Problema ben piu grave e che non c’e¢ nessun prodotto scalare naturale
tra le sezioni. Volendo procedere come nel caso classico bisognerebbe
fissare una coniugazione su O.(G) ®g C, cio¢ una mappa antilineare

o: OC(G) Rr C — OC(G) Rr C

cono?=1e 0|0.(G) = id, e poi, introdotto un integrale sul supergrup-
po, definire un prodotto scalare del tipo

(s,t) = /s ~o(t) s,t € 0.(G) ®r C

In effetti alla fine del § 1.4 abbiamo accennato all’esistenza di una
nozione di integrazione su una supervarieta data dall’integrale di Be-
rezin®. 11 problema perd & che I'integrale di Berezin ha un kernel
molto grande e pertanto non andrebbe bene per definire un prodotto
scalare tra le sezioni nel modo che abbiamo detto?). In questo ca-
so I'unica soluzione sarebbe considerare un qualche spazio quoziente,
allontanandosi decisamente da quanto avviene nel caso classico.

Se si trovasse un opportuno prodotto scalare, bisognerebbe a questo
punto completare O.(G) ®r C a superspazio di Hilbert secondo la
norma indotta dal prodotto. Si troverebbe uno spazio piu grande in
cui le derivazioni sarebbero in generale definite solo su un sottospazio
denso.

3. Anche se si riuscisse a fare tutto cio, non sarebbe possibile in gene-
rale costruire una rappresentazione unitaria (nel senso della definizio-
ne 4.4). Prendiamo per esempio GL(1|1). Abbiamo visto nell’esem-
pio 2.11 che la parte dispari della sua superalgebra di Lie ha una base
{Th,T>} per cui [T;,T;] = 0, i = 1,2. Dall’osservazione 4.5 sappiamo
che, per una tale supergruppo, I'unico modo di avere una rappresenta-
zione unitaria e che T; — 0, mentre nel nostro caso abbiamo T; — T;
(o T; — (T; usando la (4.2)). Nel prossimo esempio vedremo in un
caso molto semplice dove nasce il problema.

Esempio 4.14. Prendiamo R visto come supergruppo di Lie (vedi esem-
pio 2.5). Il gruppo ridotto & costituito dalla sola identita e e la sua superal-
gebra ¢ data da

Lie(R%") = {0} Lie(R"), ={\Z |\ e R}

) Per un supergruppo si potrebbe pensare in particolare di integrare le variabili pari
rispetto alla misura di Haar del gruppo ridotto.

(10)Supp0niamo di avere p+ ¢ coordinate globali (mi, Gj) e di aver fissato una coniugazione
o. Sia s € 0.(G) C O.(G)®r C una sezione del tipo s = sy 7# 0 con sy € C°(G™), cioe sia
s una sezione non nulla in cui non compaiano variabili dispari. Allora [ s-o(s) = [ 2 =0.
L’unico modo perché l'integrale non sia 0 & che s - o(s) contenga un termine del tipo
50" 0%, sq € C°(G™). Quindi (s, t) — [ s-0o(t) non pud essere un prodotto scalare.
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Chiaramente RO/! rientra nel caso considerato nell’osservazione 4.5 e, poiché
il suo gruppo ridotto ha solo la rappresentazione banale, I'unica rappresen-
tazione unitaria del supergruppo e proprio quella banale. Per quanto riguar-
da la sua rappresentazione regolare, consideriamo la complessificazione della
superalgebra delle sezioni sul gruppo

0.{e}) orC={a+p0|a,feC}=C =gt

Nella base canonica di C!I', X = % sard () §). Per avere una rappresenta-
zione unitaria l'operatore p(X) = (X (vedi (4.2)) dovrebbe essere hermitiano
rispetto a un qualche prodotto scalare, ma cio ¢ chiaramente impossibile. 11
prodotto scalare & per altro praticamente fissato dovendo essere C'1° ortogo-
nale a €O per la definizione di superspazio di Hilbert. Inoltre il fatto che
RO sia un supergruppo compatto, mostra che il problema in generale non si
risolve neppure per questi particolari supergruppi.

. Supponiamo per un momento che per qualche supergruppo di Lie com-

patto sia possibile definire una rappresentazione regolare unitaria e
torniamo al problema con cui terminava il paragrafo precedente, cioe
quello dell’estensione supergeometrica della teoria delle rappresenta-
zioni dei gruppi compatti. Classicamente si dimostra che la rappresen-
tazione regolare di un gruppo compatto G contiene tutte le rappresen-
tazioni unitarie irriducibili del gruppo, ognuna con molteplicita pari
alla sua dimensione. Per far questo si associa ad ogni rappresentazione
irriducibile (7, V') una famiglia di funzioni continue (e quindi a qua-
drato integrabile essendo il gruppo compatto) costituita dai cosiddetti
elementi di matrice

{e1,...,en} base ortonormale di V,

DI (x) = (w(x)e;, e;
”() (m(@)es, ea)y i,j€{l,....,ntexeG

Si mostra poi che, al variare di 7, i e j, esse costituiscono una base di

L?(G, 1) e che, per ogni rappresentazione 7 fissata, il sottospazio da

esse generato si decompone in n sottorappresentazioni equivalenti a 7.

Questo fatto non ha un’estensione evidente al caso supergeometrico.
Bisognerebbe infatti associare ad ogni rappresentazione unitaria irri-
ducibile una famiglia di sezioni e non piu di funzioni. La stessa mappa
x +— m(z) perde significato in questo contesto, poiché un supergruppo,
come piu volte notato a partire dall’osservazione 1.7, non ¢ un insieme.
Restringersi al solo gruppo ridotto vorrebbe dire perdere tutta I'infor-
mazione sulla rappresentazione della parte dispari della superalgebra
del gruppo. E possibile che un approccio del tipo ipotizzato al punto 1,
se da una parte renderebbe meno evidente ’analogia tra il ruolo delle
funzioni e quello delle sezioni, dall’altro possa risultare conveniente a
superare questo ostacolo.
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Scopo di questa tesi era studiare la possibilita di estendere alcuni tra i prin-
cipali risultati sulle rappresentazioni unitarie di gruppi compatti al caso dei
supergruppi di Lie compatti. Nel corso della trattazione abbiamo visto co-
me l'analogia tra le due teorie possa arrivare solo fino a un certo punto, a
conferma della sostanziale diversita che intercorre tra gruppi e supergruppi.

Il principale ostacolo e costituito dalla mancanza di una rappresentazio-
ne regolare unitaria per i supergruppi di Lie. Tale problematica, inserita
nel contesto piu generale dello studio delle rappresentazioni indotte, po-
trebbe essere oggetto di ulteriori indagini future. Nonostante cio € stato
possibile provare I’estensione ai supergruppi compatti almeno per il teorema
di completa decomponibilita delle rappresentazioni unitarie in sottorappre-
sentazioni irriducibili finito-dimensionali. Inoltre la rappresentazione nello
spazio delle sezioni esaminata al § 4.3, pur non essendo unitaria né tanto
meno definita in un superspazio di Hilbert, ¢ pur sempre una buona rap-
presentazione del supergruppo ed e la naturale estensione della definizione
classica di rappresentazione regolare. D’altra parte, come si ¢ visto con un
semplice esempio (vedi esempio 4.14 a pagina 87), puo persino verificarsi il
caso estremo in cui la sola rappresentazione unitaria di un supergruppo sia
quella banale. Cio induce a ritenere il requisito di unitarizzabilita eccessiva-
mente restrittivo e a considerare pertanto una classe di rappresentazioni piu
ampia. Determinare le caratteristiche di tale classe estesa € uno dei princi-
pali problemi aperti. Questa ¢ la differenza piu significativa rispetto al caso
classico.

Un sottoproblema ¢ lo studio delle proprieta del supergruppo che garan-
tiscono 'unitarizzabilita della rappresentazione regolare associata, oppure,
piu in generale, di rappresentazioni indotte da opportuni sottosupergruppi.
Un esempio in tal senso e stato dato in [3]. Per far cio, almeno per quan-
to riguarda la rappresentazione regolare, non si puo comunque prescindere
dal definire un prodotto scalare (eventualmente degenere) nello spazio delle
sezioni su un supergruppo o in un qualche spazio ad esso isomorfo.

Visti i successi derivanti dall’uso delle super coppie di Harish-Chandra
nello studio delle rappresentazioni dei supergruppi di Lie, sembra ragionevole
proseguire in questa direzione. In particolare sarebbe auspicabile definire
la rappresentazione regolare direttamente in termini di super coppia, come
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accennato nell’ultima parte del § 4.3.

Lo stesso rapporto tra supergruppi e super coppie merita di essere ap-
profondito: abbiamo infatti sottolineato che, sebbene i due concetti siano
equivalenti, non esiste una costruzione semplice ed esplicita del supergruppo
associato ad una super coppia data. Un approccio alla questione attualmen-
te in fase di studio e basato sull’uso del funtore dei punti. Non & escluso che
la soluzione di questo problema possa anche fornire ulteriori elementi nello
studio delle rappresentazioni di supergruppi.



Appendice A

Rappresentazioni unitarie di
gruppi compatti

Esaminiamo brevemente alcuni dei principali risultati classici della teoria
delle rappresentazioni dei gruppi topologici compatti [1, 6, 16].

Sia G un gruppo compatto e 7 una rappresentazione continua® di G in
uno spazio di Hilbert complesso e separabile H, con prodotto scalare (-, -).

. . 12 .
Teorema A.1l. FEsiste in H, un nuovo prodotto scalare (-, -)" che definisce
una norma equivalente a quella iniziale e che rende la rappresentazione w
unitaria.

Questo nuovo prodotto scalare ¢ dato dalla media sul gruppo

(u,v) = /G (7(z)u, 7(z)v) du(z) Vu,v € Hy

con du misura di Haar del gruppo (normalizzata a 1). Si puo quindi assumere
che tutte le rappresentazioni dei gruppi compatti in spazi di Hilbert siano
unitarie, a patto eventualmente di ridefinire il prodotto scalare.

Se m e p sono due rappresentazioni di G in H, e H, rispettivamente, si
indica con Hom(, p) lo spazio degli operatori di intreccio (cioé gli operatori
lineari continui 7': H, — H, per cui Tn(x) = p(x)T per ogni x € G). Se
Hom(m, p) contiene isomorfismi, 7 e p sono equivalenti. Una rappresenta-
zione ¢ (topologicamente) irriducibile se non contiene sottospazi invarianti
chiusi non banali.

Proposizione A.2. Se w ¢ una rappresentazione unitaria di un gruppo G
(non necessariamente compatto) in uno spazio Hx e M C Hy € un sotto-
spazio chiuso invariante, allora anche M & invariante e ™ ¢ somma diretta
di W\M € W‘ML .

W Vedi nota 2.8. Tutte le rappresentazioni considerate nel seguito sono continue.
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Lemma A.3 (di Schur).

1. Una rappresentazione unitaria w di un gruppo G (non necessariamente
compatto) é irriducibile se e solo se Hom(w, ) contiene solo multipli
scalari dell’identita.

2. Due rappresentazioni unitarie irriducibili my e wo sono equivalenti se
e solo se dimHom(7y,m2) = 1, altrimenti Hom(wy, m2) = {0}.

Teorema A.4. Se G ¢ un gruppo compatto:

1. ogni rappresentazione irriducibile € finito dimensionale;

2. ogni rappresentazione unitaria € somma diretta di rappresentazioni
wrriductbili mutuamente ortogonali.

Teorema A.5. Siano m, e s due rappresentazioni unitarie irriducibili di
dimensione d. e ds di un gruppo compatto G e siano {ep}, e {e}}, basi
ortonormali dei rispettivi spazi di Hilbert Hy,. e Hy,. Allora gli elementi di
matrice

D (x) = (mp(@)el, ) p=rys

appartengono a L*(G, ) (n misura di Haar) e soddisfano la relazione

D s 40 se mp s
i kL ) po e L§.§ _
(G,p) d, ik0jl  S€ Ty = Ts

Se G ¢ linsieme delle classi di equivalenza delle rappresentazioni unitarie
irriducibili di G, allora

{Vd.D | [r] € G,1<4,j <dr } C C(G) C L*(G, p) (A.1)
costituisce una famiglia ortonormale di funzioni.

Teorema A.6 (di Peter-Weyl). Le funzioni (A.1) sono una base di Hilbert
per lo spazio L2(G, ).

Consideriamo la rappresentazione regolare destra R di G in L%*(G, ),
ossia la rappresentazione definita da R(y)(f(z)) = f(zy) con z,y € G e
f € L*(G, ) (si dimostra essere continua e unitaria). Fissata una rappre-
sentazione 7 € G di dimensione d,; e i € {1,...,dr}, sia Hy; il sottospazio di
L?(G, u) generato dalle funzioni { @Dg | 1<j <dg}. Allora Ry, ¢una
sottorappresentazione (irriducibile) di R equivalente a 7 e quindi oghi rap-
presentazione unitaria irriducibile 7 di G compare nella decomposizione della
rappresentazione regolare destra con molteplicita pari alla sua dimensione:

dr
L*(G,p) = €D Hars

i=1

[r]eG
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