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Equazione di Schrödinger
Equazione di Schrödinger dipendente dal tempo (ESDT)

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∆ψ + Uψ (1)

dove



• ψ = ψ(r, t) funzione d’onda a valori complessi

• ~ = h/(2π), h costante di Planck

• m massa della particella

• U = U(r) energia potenziale del corrispondente sistema classico.

Equazione di continuità

∂ρ

∂t
+∇∇∇ • J = 0 (2)

dove
• ρ = ψ(r, t)ψ(r, t)

• J =
~

2mi

[
ψ∇∇∇ψ − (∇∇∇ψ)ψ

]
Se vale ∫

ψ(r, t0)ψ(r, t0)dV = C.te <∞ (3)



ad un qualche tempo t0 (dove l’integrazione è estesa a tutto lo spazio), allora∫
ψ(r, t)ψ(r, t)dV = C.te <∞ (4)

(stessa costante) a tutti i tempi t (dimostrazione nella lezione precedente).

Interpretazione statistica
Si ponga C.te = 1. Allora (Born 1927, vedi lezione precedente)

• ρ = ψ(r, t)ψ(r, t) (densità di) probabilità che la particella è in r al tempo t.

• J (densità di) flusso di probabilità.

Equazione di Schrödinger indipendente dal tempo
Stati stazionari ≡ modi normali: soluzioni della forma

ψ(r, t) = u(r)eiωt (5)
Sostituendo in (1):

∆u +
2m

~2
(E − U)u = 0 , E = ~ω (6)



Questa è l’equazione di Schrödinger indipendente dal tempo (ESIT),
del tutto analoga all’equazione di Helmholtz

∆u + k2u = 0 , k2 =
2m

~2
(E − U) (7)

che descrive onde monocromatiche di frequenza ω in un mezzo dispersivo (qual
è l’indice di rifrazione di tale mezzo?)
Notiamo che la quantità E = ~ω, che abbiamo identificato come l’energia

della particella, è un parametro libero nell’equazione (6). Quindi, se vogliamo
determinare la funzione d’onda per una particella con un valore specifico di E
che si sta muovendo in presenza di un potenziale U(r), tutto ciò che dobbiamo
fare è inserire questo valore di E nell’equazione con U appropriata e risolvere
per la funzione d”onda corrispondente. Nel fare ciò, troviamo che per diverse
scelte di E si ottengono soluzioni diverse per u(r). Possiamo sottolineare
questo fatto scrivendo u = uE(r) come soluzione associata a un particolare
valore di E. Ma non è così semplice come potrebbe sembrare. Per essere
fisicamente accettabile, la funzione d’onda ψ(r, t) = u(r)eiωt deve soddisfare
due condizioni,



• che la funzione d’onda ψ sia normalizzabile, cioè che∫
u(r)u(r)dV <∞ (8)

• e che il flusso di probabilità J sia continuo.

Insieme, questi due requisiti, portano a una notevole proprietà dei sistemi fisici
descritti da questa equazione che è di enorme significato fisico: la quantizza-
zione dell’energia. Da un punto di vista matematico, questo significa che la
(6) va interpretata come un’equazione agli autovalori , cioè della forma

ĤuE = EuE (9)

dove Ĥ è l’operatore

Ĥ = − ~2

2m
∆ + U

E è un autovalore di Ĥ e uE l’autovettore corrispondente. Si ricordi che
avevamo già sottolineato questo punto quando avevamo studiato l’equazione
di Helmholtz per le onde classiche.



Ĥ è chiamato operatore di Hamilton o operatore hamiltoniano o sem-
plicemente hamiltoniano in quanto è in corrispondenza con la funzione di
Hamilton classica

H(r,p) =
p2

2m
+ U(r)

• La continuità del flusso

J =
~

2mi

[
ψ∇∇∇ψ − (∇∇∇ψ)ψ

]
(10)

è verificata se

– La funzione d’onda ψ è continua
– La derivata (gradiente) ∇∇∇ψ è continua

• Una funzione d’onda che soddisfa la condizione∫
u(r)u(r)dV <∞ (11)

è detta funzione a quadrato integrabile.



Particella in una scatola unidimensionale
Consideriamo una particella classica
che si muove lungo l’asse x tra i pun-
ti x = 0 e x = L, dove L è la
lunghezza della "scatola". All’inter-
no della scatola la particella è libe-
ra; agli estremi, tuttavia, è soggetta a
forze intense che servono a contenerla.
Un semplice esempio è una palla che
rimbalza elasticamente tra due pareti
impenetrabili.

6.4 THE PARTICLE IN A BOX 201

contain it. A simple example is a ball bouncing elastically between two im-
penetrable walls (Fig. 6.5). A more sophisticated one is a charged particle
moving along the axis of aligned metallic tubes held at different potentials,
as shown in Figure 6.6a. The central tube is grounded, so a test charge in-
side this tube has zero electric potential energy and experiences no electric
force. When both outer tubes are held at a high electric potential V, there
are no electric fields within them, but strong repulsive fields arise in the
gaps at 0 and L. The potential energy U(x) for this situation is sketched in
Figure 6.6b. As V is increased without limit and the gaps are simultaneously
reduced to zero, we approach the idealization known as the infinite square
well, or “box” potential (Fig. 6.6c).

From a classical viewpoint, our particle simply bounces back and forth be-
tween the confining walls of the box. Its speed remains constant, as does its ki-
netic energy. Furthermore, classical physics places no restrictions on the values
of its momentum and energy. The quantum description is quite different and
leads to the interesting phenomenon of energy quantization.

We are interested in the time-independent wavefunction !(x) of our parti-
cle. Because it is confined to the box, the particle can never be found outside,
which requires ! to be zero in the exterior regions x " 0 and x # L. Inside the
box, U(x) $ 0 and Equation 6.13 for !(x) becomes, after rearrangement,

Independent solutions to this equation are sin kx and cos kx, indicating that
k is the wavenumber of oscillation. The most general solution is a linear

d2!

dx2 $ %k2!(x)  with  k2 $
2mE
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Figure 6.5 A particle of mass
m and speed v bouncing elasti-
cally between two impenetrable
walls.

Figure 6.6 (a) Aligned metallic cylinders serve to confine a charged particle. The in-
ner cylinder is grounded, while the outer ones are held at some high electric potential
V. A charge q moves freely within the cylinders, but encounters electric forces in the
gaps separating them. (b) The electric potential energy seen by this charge. A charge
whose total energy is less than qV is confined to the central cylinder by the strong re-
pulsive forces in the gaps at x $ 0 and x $ L. (c) As V is increased and the gaps be-
tween cylinders are narrowed, the potential energy approaches that of the infinite
square well.
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Un esempio più sofisticato è una particella carica che si muove lungo l’asse
di tubi metallici allineati tenuti a potenziali diversi, come mostrato in figura
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Il tubo centrale è collegato a terra, quindi una carica all’interno di questo
tubo non ha energia elettrica potenziale e non subisce alcuna forza elettrica.
Quando entrambi i tubi esterni sono mantenuti ad un alto potenziale elettrico
elettrico V , non vi sono campi elettrici al loro interno, ma si verificano forti
campi repulsivi negli spazi a 0 e L. L’energia potenziale U(x) per questa si-
tuazione è schematizzata nella figura (b). Man mano che V viene aumentato



senza limite e gli spazi vengono simultaneamente ridotti a zero, ci avvicinia-
mo all’idealizzazione nota come buca quadrata infinita o potenziale di
“scatola” mostrato in figura (c).
Siamo interessati alla funzione d’onda u(x) indipendente dal tempo della

particella nella scatola. All’interno della scatola, U(x) = 0 e l’equazione (7)
per u(x) diventa

u′′ + k2u = 0 (12)

k2 =
2mE

~2
(13)

Poiché è limitata alla scatola, la particella non può mai essere trovata all’e-
sterno, il che richiede che ψ sia zero nelle regioni esterne x < 0 e x > L. Per
continuità del flusso ψ deve annullarsi agli estremi, cioè

u(0) = u(L) = 0 (14)
Abbiamo già risolto il problema al contorno (12) (14) per l’equazione di Hem-
holtz e trovato la soluzione

k = kn =
nπ

L
, n = 1, 2, 3, . . . (15)

u = un = A sin knx (16)



A costante di normalizzazione (quanto vale?)
Sostituendo i valori quantizzati di k dati dalla (15) nella (13) otteniamo

n2π2

L2
=

2mE

~2
da cui otteniamo che i valori permessi dell’energia della particella sono

E = En =
n2π2~2

2mL2
, n = 1, 2, 3, . . . (17)
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Because the energy is all kinetic, E1 ! mv1
2/2 and the

minimum speed v1 of the particle is

This speed is immeasurably small, so that for practical
purposes the object can be considered to be at rest.
Indeed, the time required for an object with this speed
to move the 1.00 cm separating the walls is about

! 3.31 " 10#26 m/s

v1 ! √2(5.49 " 10#58 J)/(1.00 " 10#6 kg)

E1 !
(6.626 " 10#34 J$s)2

8.00 " 10#10 kg$m2 ! 5.49 " 10#58 J

EXAMPLE 6.5 Energy Quantization for a
Macroscopic Object

A small object of mass 1.00 mg is confined to move be-
tween two rigid walls separated by 1.00 cm. (a) Calculate
the minimum speed of the object. (b) If the speed of the
object is 3.00 cm/s, find the corresponding value of n.

Solution Treating this as a particle in a box, the energy
of the particle can only be one of the values given by
Equation 6.17, or

The minimum energy results from taking n ! 1. For
m ! 1.00 mg and L ! 1.00 cm, we calculate

En !
n2%2&2

2mL2 !
n2h2

8mL2

combination of these two,

'(x) ! A sinkx ( B coskx for 0 ) x ) L (6.15)

This interior wave must match the exterior wave at the walls of the box for
'(x) to be continuous everywhere.8 Thus, we require the interior wave to van-
ish at x ! 0 and x ! L:

'(0) ! B ! 0 (continuity at x ! 0)

'(L) ! A sin kL ! 0 (continuity at x ! L)
(6.16)

The last condition requires that kL ! n%, where n is any positive integer.9

Because k ! 2%/*, this is equivalent to fitting an integral number of half-
wavelengths into the box (see Fig. 6.9a). Using k ! n%/L, we find that the par-
ticle energies are quantized, being restricted to the values

n ! 1, 2, . . . (6.17)

The lowest allowed energy is given by n ! 1 and is E1 ! %2&2/2mL2. This is
the ground state. Because En ! n2E1, the excited states for which n ! 2, 3,
4, . . . have energies 4E1, 9E1, 16E1, . . . An energy-level diagram is given in
Figure 6.7. Notice that E ! 0 is not allowed; that is, the particle can never be at
rest. The least energy the particle can have, E1, is called the zero-point energy.
This result clearly contradicts the classical prediction, for which E ! 0 is an ac-
ceptable energy, as are all positive values of E. The following example illus-
trates how this contradiction is reconciled with our everyday experience.

En !
&2k2

2m
!

n2%2 &2

2mL2

4

1

2

3

E
n

er
gy

E4 = 16E1

E3 = 9E1

E2 = 4E1

E1
E = 0

Zero-point energy > 0

n

Figure 6.7 Energy-level dia-
gram for a particle confined to
a one-dimensional box of width
L. The lowest allowed energy is
E1, with value %2&2/2mL2.

8Although '(x) must be continuous everywhere, the slope of d'/dx is not continuous at the walls
of the box, where U(x) becomes infinite (cf. footnote 7).

9For n ! 0 (E ! 0), Schrödinger’s equation requires d2'/dx2 ! 0, whose solution is given by 
'(x) ! Ax ( B for some choice of constants A and B. For this wavefunction to vanish at 
x ! 0 and x ! L, both A and B must be zero, leaving '(x) ! 0 everywhere. In such a case the par-
ticle is nowhere to be found; that is, no description is possible when E ! 0. Also, the inclusion of
negative integers n ) 0 produces no new states, because changing the sign of n merely changes
the sign of the wavefunction, leading to the same probabilities as for positive integers.

Allowed energies for a
particle in a box
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 L’energia minima consentita è E1 =
π2~2/2mL2. Questo è lo stato fon-
damentale. Gli stati eccitati han-
no energie 4E1, 9E1, 16E1, . . . Si noti
che E = 0 non è consentito. La mini-
ma energia che la particella può avere,
E1, è chiamata energia del punto zero.
Questo risultato è diverso dal risultato
classico, per il quale E = 0 è un’energia
accettabile, come lo sono tutti i valori
positivi di E.



Particella in una scatola cubica8.1 PARTICLE IN A THREE-DIMENSIONAL BOX 261

rattle around inside such a box, colliding with the walls. At each collision, the
component of particle momentum normal to the wall is reversed (changes
sign), while the other two components of momentum are unaffected (Fig.
8.2). Thus, the collisions preserve the magnitude of each momentum compo-
nent, in addition to the total particle energy. These four quantities—!px !, !py !,
!pz !, and E —then, are constants of the classical motion, and it should be possi-
ble to find quantum states for which all of them are sharp.1

The wavefunction ! in three dimensions is a function of r and t. Again the
magnitude of ! determines the probability density P(r, t) " !!(r, t) !2, which
is now a probability per unit volume. Multiplication by the volume element
dV("dx dy dz) gives the probability of finding the particle within the volume
element dV at the point r at time t.

Since our particle is confined to the box, the wavefunction ! must be zero
at the walls and outside. The wavefunction inside the box is found from
Schrödinger’s equation,

(8.1)

We see that #2/#x2 in the one-dimensional case is replaced in three dimen-
sions by the Laplacian,

(8.2)

where U(r) is still the potential energy but is now a function of all the space
coordinates: U(r) " U(x, y, z). Indeed, the Laplacian together with its multi-
plying constant is just the kinetic energy operator of Table 6.2 extended to in-
clude the contributions to kinetic energy from motion in each of three mutu-
ally perpendicular directions:

(8.3)

This form is consistent with our belief that the Cartesian axes identify inde-
pendent but logically equivalent directions in space. With this identification of
the kinetic energy operator in three dimensions, the left-hand side of Equa-
tion 8.1 is again the Hamiltonian operator [H ] applied to !, and the right-
hand side is the energy operator [E] applied to ! (see Section 6.8). As it does
in one dimension, Schrödinger’s equation asserts the equivalence of these two
operators when applied to the wavefunction of any physical system.

Stationary states are those for which all probabilities are constant in time,
and are given by solutions to Schrödinger’s equation in the separable form,

" [Kx] $ [Ky] $ [Kz]

%
&2

2m
'2 " "%

&2

2m

#2

#x2 # $ "%
&2

2m

#2

#y2 # $ "%
&2

2m
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#z2 #

'2 "
#2

#x2 $
#2

#y2 $
#2

#z2

%
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2m
'2! $ U(r)! " i&
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#t

z

x
y

L

LL

Figure 8.1 A particle con-
fined to move in a cubic box of
sides L. Inside the box U " 0.
The potential energy is infinite
at the walls and outside the box.

1Recall from Section 6.7 that sharp observables are those for which there is no statistical distribu-
tion of measured values. Indeed, quantum wavefunctions typically are labeled by the sharp ob-
servables for that state. (For example, the oscillator states of Section 6.6 are indexed by the quan-
tum number n, which specifies the sharp value of particle energy E. In this case, the sharp values
of energy also are quantized, that is, limited to the discrete values (n $ )&(. It follows that any
sharp observable is constant over time (unless the corresponding operator explicitly involves
time). The converse—that quantum states exist for which all constants of the classical motion are
sharp—is not always true but occurs frequently enough that it can serve as a useful rule of thumb.

1
2

Figure 8.2 Change in particle
velocity (or momentum) dur-
ing collision with a wall of the
box. For elastic collision with a
smooth wall, the component
normal to the wall is reversed,
but the tangential components
are unaffected.

v′

v

v||

v⊥

v||

–v⊥

Schrödinger equation in
three dimensions
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Una particella confinata a muoversi in
una scatola cubica di lato L. All’in-
terno della scatola U = 0. L’ener-
gia potenziale è infinita alle pareti e
all’esterno della scatola.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
+ k2u = 0 (18)

u = 0 su tutte le facce del cubo (19)

k2 = k2x + k2y + k2z =
2mE

~2
(20)



Abbiamo già risolto il problema al contorno (18) (19)

u(x, y, z) = A sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz) (21)

A costante di normalizzazione (quanto vale?)

kx =
nxπ

L
, nx = 1, 2, 3, . . . (22)

ky =
nyπ

L
, ny = 1, 2, 3, . . . (23)

kz =
nzπ

L
, nz = 1, 2, 3, . . . (24)

E =
~2k2

2m
=

π2~2

2mL2

(
n2x + n2y + n2z

)
(25)

Quindi, il confinamento della particella in cubo comporta la quantizzazione
della sua energia Si noti che sono necessari i tre numeri quantici nx, ny, nz
per specificare lo stato stazionario, corrispondente ai tre gradi indipendenti di
libertà per una particella nello spazio.



Exercise 1 With what probability will the particle described by the wavefunction of
Example 8.1 be found in the volume 0 ! x, y, z ! L/4?

Answer 0.040, or about 4%

Exercise 2 Modeling a defect trap in a crystal as a three-dimensional box with edge
length 5.00 Å, find the values of momentum and energy for an electron bound to the
defect site, assuming the electron is in the ground state.

Answer !px ! " !py ! " !pz ! " 1.24 keV/c; E " 4.51 eV

The ground state, for which n1 " n2 " n3 " 1, has energy

There are three first excited states, corresponding to the three different combi-
nations of n1, n2, and n3, whose squares sum to 6. That is, we obtain the same
energy for the three combinations n1 " 2, n2 " 1, n3 " 1, or n1 " 1, n2 " 2,
n3 " 1, or n1 " 1, n2 " 1, n3 " 2. The first excited state has energy

Note that each of the first excited states is characterized by a different wave-
function: #211 has wavelength L along the x-axis and wavelength 2L along the
y- and z-axes, but for #121 and #112 the shortest wavelength is along the y-axis
and the z-axis, respectively.

Whenever different states have the same energy, this energy level is said to
be degenerate. In the example just described, the first excited level is three-
fold (or triply) degenerate. This system has degenerate levels because of the
high degree of symmetry associated with the cubic shape of the box. The de-
generacy would be removed, or lifted, if the sides of the box were of unequal
lengths (see Example 8.3). In fact, the extent of splitting of the originally de-
generate levels increases with the degree of asymmetry.

Figure 8.3 is an energy-level diagram showing the first five levels of a
particle in a cubic box; Table 8.1 lists the quantum numbers and degenera-
cies of the various levels. Computer-generated plots of the probability den-
sity !#(x, y, z) !2 for the ground state and first excited states of a particle in a
box are shown in Figure 8.4. Notice that the probabilities for the (degener-
ate) first excited states differ only in their orientation with respect to the
coordinate axes, again a reflection of the cubic symmetry imposed by the
box potential.

E211 " E121 " E112 "
6$2%2

2mL2

E111 "
3$2%2

2mL2

264 CHAPTER 8 QUANTUM MECHANICS IN THREE DIMENSIONS

Figure 8.3 An energy-level di-
agram for a particle confined to
a cubic box. The ground-state
energy is E0 " 3$2%2/2mL2,
and n2 " n1

2 & n2
2 & n3

2. Note
that most of the levels are de-
generate.
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None

Degeneracyn2

n2 " 2, n3 " 1 or n1 " 2, n2 " 1, n3 " 2 or n1 " 1,
n2 " 2, n3 " 2. The corresponding wavefunctions inside
the box are

'221 " A  sin" 2$x

L # sin" 2$y

L # sin" $z

L # e(iE221t/%

EXAMPLE 8.2 The Second Excited State

Determine the wavefunctions and energy for the second
excited level of a particle in a cubic box of edge L. What
is the degeneracy of this level?

Solution The second excited level corresponds to
the three combinations of quantum numbers n1 " 2,
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Lo stato fondamentale, per il quale nx = ny =
nz = 1, ha energia

E111 =
3π2~2

2mL2
≡ E0

Ci sono tre primi stati eccitati, corrispondenti al-
le tre diverse combinazioni di nx, ny e nz, i cui
quadrati sommano a 6. Cioè, otteniamo la stes-
sa energia per le combinazioni (2, 1, 1), (1, 2, 1) e
(1, 1, 2).

Il primo stato eccitato ha energia

E211 = E121 = E112 =
6π2~2

2mL2
= 2E0

Si noti che ciascuno dei primi stati eccitati è caratterizzato da una diversa
funzione d’onda: ψ211 ha lunghezza d’onda L lungo l’asse x e lunghezza d’onda



2L lungo gli assi y e z, ma per ψ121 e ψ112 la lunghezza d’onda più corta è
lungo l’asse y e l’asse z, rispettivamente.
Ogni volta che stati diversi hanno la stessa energia, si dice che questo livello

di energia è degenere. Nell’esempio appena descritto, il primo livello eccitato
è triplamente degenere. Questo sistema ha livelli degenerati a causa dell’elevato
grado di simmetria associato alla forma cubica della scatola. La degenerazione
verrebbe rimossa, o ridotta, se i lati della scatola fossero di lunghezze disuguali.

Problema 1. Determinare le funzioni d’onda (incluse le costanti di norma-
lizzazione) e l’energia per il secondo livello eccitato di una particella in una
scatola cubica di spigolo L. Qual è la degenerazione di questo livello?

Terminologia:

• stati legati (al potenziale)

• stati non legati (al potenziale)

Per la buca infinita tutti gli stati sono legati (al potenziale).



Particella in una buca finita
Il potenziale di buca infinita è una semplificazione eccessiva che non è mai
realizzata nella pratica. Con sufficiente energia, una particella può sfuggire
dalla buca. L’energia potenziale per una situazione più realistica è il pozzo
quadrato finito.
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degradation have decreased so markedly in CCDs that as many as 99.9999% of
the electrons are transferred in each well shift. This is crucial since image
readout involves thousands of such transfers.

Figure 6.14a shows a remarkable quadruply lensed quasar. The multiple
images result when light from a single quasar is deflected by gravita-
tional forces as it passes near an intervening galaxy on its journey to Earth.
Figure 16.14b shows the lensing galaxy, beautifully resolved by the CCD
imager on board the Hubble Space Telescope. These, and similar images of-
fer conclusive proof of the superior ability of CCDs to make extremely
accurate position measurements of faint objects in the presence of much
brighter ones.

6.5 THE FINITE SQUARE WELL

The “box” potential is an oversimplification that is never realized in practice. Given
sufficient energy, a particle can escape the confines of any well. The potential en-
ergy for a more realistic situation—the finite square well—is shown in Figure 6.15,
and essentially is that depicted in Figure 6.6b before taking the limit V : ! . A clas-
sical particle with energy E greater than the well height U can penetrate the gaps at
x " 0 and x " L to enter the outer region. Here it moves freely, but with reduced
speed corresponding to a diminished kinetic energy E # U.

A classical particle with energy E less than U is permanently bound to the region
0 $ x $ L. Quantum mechanics asserts, however, that there is some probability that
the particle can be found outside this region! That is, the wavefunction generally is
nonzero outside the well, and so the probability of finding the particle here also is
nonzero. For stationary states, the wavefunction %(x) is found from the time-
independent Schrödinger equation. Outside the well where U(x) " U, this is

with &2 " 2m(U # E )/'2 a constant. Because U ( E, &2 necessarily is positive
and the independent solutions to this equation are the real exponentials e)&x and
e#&x. The positive exponential must be rejected in region III where x ( L to keep
%(x) finite as x : !; likewise, the negative exponential must be rejected in re-
gion I where x $ 0 to keep %(x) finite as x : #!. Thus, the exterior wave takes
the form

%(x) " Ae)&x for x $ 0

%(x) " Be#&x for x ( L
(6.20)

The coefficients A and B are determined by matching this wave smoothly onto
the wavefunction in the well interior. Specifically, we require %(x) and its first deriva-
tive d%/dx to be continuous at x " 0 and again at x " L. This can be done only for
certain values of E, corresponding to the allowed energies for the bound particle.
For these energies, the matching conditions specify the entire wavefunction except
for a multiplicative constant, which then is determined by normalization. Figure
6.16 shows the wavefunctions and probability densities that result for the three low-
est allowed particle energies. Note that in each case the waveforms join smoothly at
the boundaries of the potential well.

The fact that % is nonzero at the walls increases the de Broglie wavelength in the
well (compared with that in the infinite well), and this in turn lowers the energy and
momentum of the particle. This observation can be used to approximate the 

d2%

dx2 " &2%(x)  x $ 0 and x ( L

I

E

L

U

II III

0

x

Figure 6.15 Potential-energy
diagram for a well of finite
height U and width L . The 
energy E of the particle is less
than U.
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Una particella classica con energia E > U può
penetrare negli spazi x < 0 e x > L dove si
muove liberamente, ma con una velocità ridotta
corrispondente ad una diminuita energia cinetica
K = E − U . Una particella classica con ener-
gia E < U è permanentemente confinata nella re-
gione 0 < x < L. Analizziamo il corrispondente
problema quantistico.

ESIT:

u′′ + k2u = 0 (26)



dove

k2 =

{
2m(E−U)

~2 in I e III
2mE
~2 in II

(27)

Studiamo il caso E < U

k2 =

{
−α2 = 2m(E−U)

~2 < 0 in I e III
κ2 = 2mE

~2 > 0 in II
(28)

Le soluzioni l.i. di u′′ − α2u = 0 sono e±αx, α =
√

2m(U − E)/~. Ma u
deve essere a quadrato integrabile, per cui deve andare a zero per x → ±∞.
Allora

u =

{
Aeαx per x < 0

Be−αx per x > L
(29)

Nella regione II:
u = C sinκx + D cosκx (30)

I coefficienti A, B, C e D sono determinati congiungendo la parte esterna e
quella interna dell’onda in modo che la densità di flusso sia continua. Nello



specifico, richiediamo che u(x) e la sua derivata prima du/dx siano
continue in x = 0 e x = L (4 equazioni per 4 incognite). Si può dimostrare
che ciò può essere fatto solo per determinati valori di E. Per queste
energie, le condizioni di congiungimento specificano l’intera funzione d’onda
ad eccezione di una costante moltiplicativa, che viene quindi determinata dalla
condizione di normalizzazione. La figura sotto mostra le funzioni d’onda per
le tre energie più basse consentite. Si noti che in ciascun caso le forme d’onda
si congiungono in modo liscio ai limiti della buca di potenziale.

allowed energies for the bound particle.10 The wavefunction penetrates the exterior
region on a scale of length set by the penetration depth !, given by

(6.21)

Specifically, at a distance ! beyond the well edge, the wave amplitude has fallen to
1/e of its value at the edge and approaches zero exponentially in the exterior re-
gion. That is, the exterior wave is essentially zero beyond a distance ! on either side
of the potential well. If it were truly zero beyond this distance, the allowed energies
would be those for an infinite well of length L " 2! (compare Equation 6.17), or

n # 1, 2, . . . (6.22)

The allowed energies for a particle bound to the finite well are given approximately
by Equation 6.22 so long as ! is small compared with L. But ! itself is energy depen-
dent according to Equation 6.21. Thus, Equation 6.22 becomes an implicit relation
for E that must be solved numerically for a given value of n. The approximation is
best for the lowest-lying states and breaks down completely as E approaches U,
where ! becomes infinite. From this we infer (correctly) that the number of bound
states is limited by the height U of our potential well. Particles with energies E ex-
ceeding U are not bound to the well, that is, they may be found with comparable
probability in the exterior regions. The case of unbound states will be taken up in
the following chapter.

En !
n2$2%2

2m(L " 2!)2

! #
1

&
#

%

√2m(U ' E)
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Approximate energies for a
particle in a well of finite

height

Penetration depth

IIIIII
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IIIIII
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(a) (b)

Figure 6.16 (a) Wavefunctions for the lowest three energy states for a particle in a
potential well of finite height. (b) Probability densities for the lowest three energy
states for a particle in a potential well of finite height.

10This specific approximation method was reported by S. Garrett in the Am. J. Phys.
47:195–196, 1979.
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Il fatto che u sia diverso da zero alle pareti aumen-
ta la lunghezza d’onda di de Broglie nella buca (ri-
spetto a quella nella buca infinita), e questo a sua
volta riduce l’energia e la quantità di moto della
particella. Questa osservazione può essere utiliz-
zata per approssimare le energie consentite per la
particella legata. La funzione d’onda penetra nel-
la regione esterna su una scala di lunghezza fissata
dalla profondità di penetrazione δ, data da

δ =
1

α
=

~√
2m(U − E)

(31)



Specificamente, ad una distanza δ oltre il bordo della buca, l’ampiezza dell’on-
da è scesa a 1/e del suo valore sul bordo e si avvicina allo zero esponenzialmente
nella regione esterna. Cioè, l’onda esterna è essenzialmente zero oltre una di-
stanza δ su entrambi i lati del pozzo potenziale. Se fosse veramente zero oltre
questa distanza, le energie consentite sarebbero quelle per una buca infinito di
lunghezza L + 2δ, ossia (dalla (17))

En =
n2π2~2

2m(L + 2δ)2
, n = 1, 2, 3, . . . (32)

Le energie consentite per una particella legata in una buca finita sono date
approssimativamente dall’eq. (32) finché δ è piccolo rispetto a L. Ma δ stesso
è dipendente dall’energia secondo l’eq. (31). Pertanto, l’eq. (32) diventa una
equazione implicita per E che deve essere risolta numericamente per un dato
valore di n. L’approssimazione è migliore per gli stati più bassi e cessa di
valere completamente quando E si avvicina a U , dove δ diventa infinito. Da
ciò deduciamo che il numero di stati legati è limitato dall’altezza U della buca.
Le particelle con energie E > U non sono legate alla buca, cioè possono essere
trovate con probabilità comparabili nelle regioni esterne.
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