
MECCANICA ONDULATORIA

Corso di Fisica Moderna



1 L’ipotesi di de Broglie
Il primo passo coraggioso verso una nuova meccanica dei sistemi atomici fu
preso da Louis Victor de Broglie nel 1923. Nella sua tesi di dottorato ipotizzò
che, poiché i fotoni hanno caratteristiche di onda e particella, forse tutte le
forme di materia hanno anche proprietà delle onde e delle particelle. Questa
era un’idea radicale senza conferma sperimentale in quel momento. Secondo
de Broglie, le particelle hanno una doppia natura di onda e particella. Ad ogni
particella è associata un’onda (non un’onda elettromagnetica!), che guida, o
“pilota”, la particella nello spazio.
Più precisamente, se l’onda associata è monocromatica e di lunghezza d’onda

λ, allora la velocità v della particella è data dalla relazione

v =
h

mλ
(1)

dovem è la massa della particella e h è la costante di Planck. Equivalentemen-
te, se m e v sono la massa e la velocità della particella, la lunghezza d’onda



dell’onda associata è

λ =
h

mv
(2)

Infine, introducendo il vettore numero d’onda k e il vettore quantità di moto
p = mv possiamo scrivere la relazione di de Broglie come

p = ~k (3)

Verifica sperimentale dell’ipotesi di de Broglie
De Broglie aveva già suggerito nel 1924 che un flusso di elettroni che attraversa
una piccola apertura dovesse mostrare fenomeni di diffrazione.
Dalla teoria della diffrazione che abbiamo sviluppato nelle lezioni preceden-

ti, segue che l’effetto di diffrazione è osservabile se la lunghezza d’onda λ è
dell’ordine dell’apertura a della fenditura (se λ� a l’effetto non si vede).

Problema 1. Qual è la lunghezza d’onda di una palla da baseball di 140 g che
si muove alla velocità di 27 m/s?



Soluzione.

λ =
h

p
=

6.63× 10−34 J · s
0.14kg (27 m / s )

= 1.7× 10−34 m

Anche un nucleo (la cui dimensione è 10−15 m) è troppo grande per difrarre
questa lunghezza d’onda incredibilmente piccola! Questo spiega perché tutti
gli oggetti macroscopici appaiono come particelle.

Problema 2. Una particella di carica q e massa m viene accelerata da riposo
attraverso una piccola differenza di potenziale V . (a) Trovare la sua lunghezza
d’onda di de Broglie λ (assumendo che la particella sia non relativistica). (b)
Calcolare λ se la particella è un elettrone e V = 54.0V.

Soluzione. (a) Quando una carica viene accelerata dal riposo attraverso una
potenziale differenza V , il suo guadagno in energia cinetica, mv2/2 deve essere
uguale alla perdita di energia potenziale qV , vale a dire,

1
2mv

2 = qV



Poiché p = mv, possiamo esprimere questo nella forma

p2

2m
= qV ossia p =

√
2mqV

Sostituendo questa espressione per p nella relazione de Broglie si ottiene

λ =
h

p
=

h√
2mqV

(b) La lunghezza d’onda di de Broglie di un elettrone che accelera in una
differenza di potenziale di 54.0 V è

λ =
h√

2meqeV

=
6.63× 10−34 J · s

2(9.11× 10−31kg)(1.6× 10−19C )(54.0V)
= 1.67× 10−10 m = 1.67

◦
A

Questa lunghezza d’onda è dell’ordine delle dimensioni atomiche e la spazia-
tura tra gli atomi in un solido. Tali elettroni a bassa energia vengono abitual-
mente utilizzati negli esperimenti di diffrazione elettronica per determinare le
posizioni atomiche su una superficie.



L’esperimento di Davisson e Germer

La prova chiara della natura ondulatoria degli elettroni fu ottenuta nel 1927
dal lavoro di Davisson e Germer negli Stati Uniti e George P. Thomson in
Inghilterra.
L’esperimento cruciale di Davisson e Germer fu una conseguenza di un tenta-

tivo di comprendere la disposizione degli atomi sulla superficie di un campione
di nichel mediante diffusione di un fascio di elettroni a bassa velocità da un
bersaglio di nichel policristallino.



with predetermined crystallographic orientation. Even these experiments were
not conducted at first as a test of de Broglie’s wave theory, however. Following
discussions with Richardson, Born, and Franck, the experiments and their
analysis finally culminated in 1927 in the proof that electrons experience dif-
fraction with an electron wavelength that is given by ! " h/p.
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Figure 5.5 A polar plot of scattered intensity versus scattering angle for 54-eV elec-
trons, based on the original work of Davisson and Germer. The scattered intensity is
proportional to the distance of the point from the origin in this plot.
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Figure 5.4 A schematic diagram of the Davisson–Germer apparatus.
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 Il loro dispositivo permetteva la varia-
zione di tre parametri sperimentali: l’e-
nergia qeV degli elettroni ; l’orienta-
mento α del bersaglio di nickel; e an-
golo di diffusione φ. Prima che si ve-
rificasse un incidente fortuito, i risulta-
ti sembravano abbastanza scontati Per
energie di elettroni costanti di circa 100
eV, l’intensità diffusa diminuiva rapi-
damente con l’aumento di φ. Ma poi
qualcuno per errore fece cadere un con-
tenitore di aria liquida sull’apparato
rompendo il vuoto e ossidando il ber-
saglio di nichel, che era stato ad alta
temperatura.

Per rimuovere l’ossido, il campione fu ridotto riscaldandolo in una corrente
di idrogeno che scorre. Quando l’apparato fu ricomposto, si trovarono risultati



molto diversi: furono osservate forti variazioni nell’intensità degli elettroni
dispersi con angolo, come mostrato nella figura sotto.



with predetermined crystallographic orientation. Even these experiments were
not conducted at first as a test of de Broglie’s wave theory, however. Following
discussions with Richardson, Born, and Franck, the experiments and their
analysis finally culminated in 1927 in the proof that electrons experience dif-
fraction with an electron wavelength that is given by ! " h/p.
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Il riscaldamento prolungato aveva evi-
dentemente ricotto il bersaglio del ni-
chel, provocando lo sviluppo di ampie
regioni monocristalline nel campione
policristallino. Queste regioni cristal-
line fornivano il reticolo regolare esteso
necessario per osservare la diffrazione
elettronica. Una volta che Davisson e
Germer realizzarono che si trattava del-
la dispersione elastica di singoli cristal-
li che producevano risultati così inso-
liti (1925), iniziarono un’indagine ap-
profondita dello scattering elastico da
grandi cristalli singoli con orientamento
cristallografico predeterminato.

Tuttavia, anche questi esperimenti non furono condotti all’inizio come test
della teoria ondulatoria di de Broglie. Dopo discussioni con altri scienziati, gli



esperimenti e le loro analisi culminarono infine nel 1927 nella dimostrazione
che gli elettroni sperimentano una diffrazione con una lunghezza d’onda di
elettroni che è data da h/p.

Analisi dettagliata dell’esperimento finale (1927)

Davisson e Germer hanno calcolato la lunghezza d’onda degli elettroni da una
semplice formula di diffrazione e hanno confrontato questo risultato con la for-
mula di de Broglie h/p. Sebbene abbiano testato questo risultato su un’ampia
gamma di orientamenti target ed energie di elettroni, consideriamo solo il caso
semplice α = 90.0◦, V = 54.0V e φ = 50.0◦. Dal problema 2, abbiamo

λ = 1.67× 10−10 m = 1.67
◦
A

La lunghezza d’onda sperimentale può essere ottenuta considerando gli ato-
mi di nichel come reticolo di diffrazione di riflessione, come mostrato in figura.



The idea that electrons behave like waves when interacting with the atoms
of a crystal is so striking that Davisson and Germer’s proof deserves closer
scrutiny. In effect, they calculated the wavelength of electrons from a
simple diffraction formula and compared this result with de Broglie’s formula
! " h/p. Although they tested this result over a wide range of target orienta-
tions and electron energies, we consider in detail only the simple case shown
in Figures 5.4 and 5.5 with # " 90.0$, V " 54.0 V, and % " 50.0$, correspond-
ing to the n " 1 diffraction maximum. In order to calculate the de Broglie
wavelength for this case, we first obtain the velocity of a nonrelativistic elec-
tron accelerated through a potential difference V from the energy relation

Substituting into the de Broglie relation gives

(5.8)

Thus the wavelength of 54.0-V electrons is

The experimental wavelength may be obtained by considering the nickel
atoms to be a reflection diffraction grating, as shown in Figure 5.6. Only the
surface layer of atoms is considered because low-energy electrons, unlike 
x-rays, do not penetrate deeply into the crystal. Constructive interference oc-
curs when the path length difference between two adjacent rays is an integral
number of wavelengths or

d sin % " n! (5.9)

As d was known to be 2.15 Å from x-ray diffraction measurements, Davisson
and Germer calculated ! to be

! " (2.15 Å)(sin 50.0$) " 1.65 Å

in excellent agreement with the de Broglie formula.

" 1.67 & 10'10 m " 1.67 Å

! "
6.63 & 10'34 J(s

√2(54.0 V)(1.60 & 10'19 C)(9.11 & 10'31 kg)

! "
h

mev
"

h

√2Veme

v " √2Ve/me

1
2 mev

2 " eV
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Figure 5.6 Constructive interference of electron matter waves scattered from a single
layer of atoms at an angle %.

φ
φ
B

A

d

AB =  d sin     = nλφ

Figure 5.7 Diffraction of 50-kV
electrons from a film of
Cu3Au. The alloy film was
400 Å thick. (Courtesy of the late
Dr. L. H. Germer)
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Viene considerato solo lo strato su-
perficiale di atomi perché gli elettroni
a bassa energia, a differenza dei rag-
gi X, non penetrano profondamente
nel cristallo. L’interferenza costrutti-
va si verifica quando la differenza di
lunghezza del percorso tra due rag-
gi adiacenti è un numero intero di
lunghezze d’onda, ossia d sinφ = nλ.

Poiché dalle misurazioni di diffrazione dei raggi X era noto che d fosse 2.15 Å,
Davisson e Germer calcolarono che λ doveva essere

λ = (2.15Å)(sin 50.0◦) = 1.65Å

in eccellente accordo con la formula di de Broglie.



Universalità dell’ipotesi di de Broglie

Se il postulato di de Broglie è vero per tutta la materia, allora qualsiasi oggetto
di massa m ha proprietà ondulatorie e una lunghezza d’onda h/p. Negli anni
successivi alla scoperta di Davisson e Germer, gli sperimentatori testarono il
carattere universale del postulato di de Broglie cercando la diffrazione di altri
fasci di particelle. Negli esperimenti successivi, è stata osservata diffrazione
per gli atomi di elio (Estermann e Stern in Germania) e gli atomi di idrogeno
(Johnson negli Stati Uniti). Dopo la scoperta del neutrone nel 1932, è stato
dimostrato che i fasci di neutroni dell’energia appropriata mostrano anche dif-
frazione quando incidono su un bersaglio cristallino.



The Electron Microscope

The idea that electrons have a controllable wavelength that can be made much
shorter than visible light wavelengths and, accordingly, possess a much better
ability to resolve fine details was only one of the factors that led to the develop-
ment of the electron microscope. In fact, ideas of such a device were tossed
about in the cafés and bars of Paris and Berlin as early as 1928. What really made
the difference was the coming together of several lines of development—elec-
tron tubes and circuits, vacuum technology, and electron beam control—all pio-
neered in the development of the cathode ray tube (CRT). These factors led to
the construction of the first transmission electron microscope (TEM) with mag-
netic lenses by electrical engineers Max Knoll and Ernst Ruska in Berlin in 1931.
The testament to the fortitude and brilliance of Knoll and Ruska in overcoming
the “cussedness of objects” and building and getting such a complicated experi-
mental device to work for the first time is shown in Figure 5.10. It is remarkable
that although the overall performance of the TEM has been improved thousands
of times since its invention, it is basically the same in principle as that first de-
signed by Knoll and Ruska: a device that focuses electron beams with magnetic
lenses and creates a flat-looking two-dimensional shadow pattern on its screen,
the result of varying degrees of electron transmission through the object. Figure
5.11a is a diagram showing this basic design and Figure 5.11b shows, for compari-
son, an optical projection microscope. The best optical microscopes using ultravi-
olet light have a magnification of about 2000 and can resolve two objects sepa-
rated by 100 nm, but a TEM using electrons accelerated through 100 kV has a
magnification of as much as 1,000,000 and a maximum resolution of 0.2 nm. In
practice, magnifications of 10,000 to 100,000 are easier to use. Figure 5.12 shows
typical TEM micrographs of microbes, Figure 5.12b showing a microbe and its
DNA strands magnified 40,000 times. Although it would seem that increasing
electron energy should lead to shorter electron wavelength and increased resolu-
tion, imperfections or aberrations in the magnetic lenses actually set the limit of
resolution at about 0.2 nm. Increasing electron energy above 100 keV does not
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Neutrons with a
range of velocities

Disk A

0.5 m

Disk B

ω

Figure 5.9 A neutron velocity selector. The slot in disk
B lags the slot in disk A by 10!.

Exercise 2 Monochromatic Neutrons. A beam of neutrons
with a single wavelength may be produced by means of a
mechanical velocity selector of the type shown in Figure
5.9. (a) Calculate the speed of neutrons with a wave-
length of 1.00 Å. (b) What rotational speed (in rpm)
should the shaft have in order to pass neutrons with
wavelength of 1.00 Å?

Answers (a) 3.99 " 103 m/s. (b) 13,300 rev/min.

Ernst Ruska played a major role
in the invention of the TEM. He
was awarded the Nobel prize in
physics for this work in 1986.
(AIP Emilio Segre Visual Archives,
W. F. Meggers Gallery of Nobel
Laureates)
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 Problema 3 (Neutroni monocromatici).
Un fascio di neutroni con una singola
lunghezza d’onda può essere prodotto me-
diante un selettore di velocità meccanico
del tipo mostrato in figura.(a) Calcolare
la velocità dei neutroni con una lunghez-
za d’onda di 1.00 Å. (b) Quale velocità di
rotazione (in rpm) dovrebbe avere l’albe-
ro per passare i neutroni con lunghezza
d’onda di 1.00 Å?

Spiegazione di de Broglie dell’atomo di Bohr
Il modello dell’atomo di Bohr aveva molti difetti e problemi. Ad esempio,

• poiché gli elettroni ruotano attorno al nucleo, come si può comprendere il
fatto che sono consentite solo determinate energie elettroniche?

• Perché tutti gli atomi di un dato elemento hanno esattamente le stesse
proprietà fisiche indipendentemente dalla varietà infinita di velocità iniziali



e posizioni degli elettroni in ogni atomo?

La grande intuizione di De Broglie fu di riconoscere che una teoria ondula-
toria può rendere conto di questi problemi mediante l’interferenza. Ad esem-
pio, una corda di chitarra pizzicata, sebbene inizialmente soggetta a un’ampia
gamma di lunghezze d’onda, supporta solo onde stazionarie che hanno nodi a
ciascuna estremità. Quindi, solo un insieme discreto di lunghezze d’onda
è consentito per le onde stazionarie, mentre altre lunghezze d’onda
non incluse in questo insieme discreto scompaiono rapidamente per
interferenza distruttiva. Questo stesso ragionamento può essere applica-
to alle onde di de Broglie piegate in un cerchio attorno al nucleo. Sebbene
inizialmente possa essere presente una distribuzione continua delle lunghezze
d’onda, corrispondente a una distribuzione delle velocità iniziali degli elettroni,
la maggior parte delle lunghezze d’onda e delle velocità muoiono rapidamente.
Le forme d’onda residue rappresentano quindi la natura identica di
tutti gli atomi di un dato elemento e mostrano che gli atomi sono
più simili ad un tamburo con modi di vibrazione discreti che ad un
sistema solare in miniatura.



Quantizzazione del momento angolare

where ! " (1 # v2/c2)#1/2 and v is the object’s speed. Equations 5.1 and 5.2
immediately suggest that it should be easy to calculate the speed of a de
Broglie wave from the product $f . However, as we will show later, this is not
the speed of the particle. Since the correct calculation is a bit complicated, we
postpone it to Section 5.3. Before taking up the question of the speed of
matter waves, we prefer first to give some introductory examples of the use of
$ " h/p and a brief description of how de Broglie waves provide a physical
picture of the Bohr theory of atoms.

De Broglie’s Explanation of Quantization
in the Bohr Model

Bohr’s model of the atom had many shortcomings and problems. For exam-
ple, as the electrons revolve around the nucleus, how can one understand
the fact that only certain electronic energies are allowed? Why do all atoms
of a given element have precisely the same physical properties regardless of
the infinite variety of starting velocities and positions of the electrons in
each atom?

De Broglie’s great insight was to recognize that although these are deep
problems for particle theories, wave theories of matter handle these problems
neatly by means of interference. For example, a plucked guitar string,
although initially subjected to a wide range of wavelengths, supports only
standing wave patterns that have nodes at each end. Thus only a discrete set
of wavelengths is allowed for standing waves, while other wavelengths not
included in this discrete set rapidly vanish by destructive interference. This
same reasoning can be applied to electron matter waves bent into a circle
around the nucleus. Although initially a continuous distribution of wave-
lengths may be present, corresponding to a distribution of initial electron
velocities, most wavelengths and velocities rapidly die off. The residual stand-
ing wave patterns thus account for the identical nature of all atoms of a given
element and show that atoms are more like vibrating drum heads with discrete
modes of vibration than like miniature solar systems. This point of view is
emphasized in Figure 5.2, which shows the standing wave pattern of the
electron in the hydrogen atom corresponding to the n " 3 state of the Bohr
theory.

Another aspect of the Bohr theory that is also easier to visualize physically
by using de Broglie’s hypothesis is the quantization of angular momentum.
One simply assumes that the allowed Bohr orbits arise because the elec-
tron matter waves interfere constructively when an integral number of
wavelengths exactly fits into the circumference of a circular orbit. Thus

n$ " 2%r (5.5)

where r is the radius of the orbit. From Equation 5.1, we see that $ " h/mev.
Substituting this into Equation 5.5, and solving for mevr, the angular momen-
tum of the electron, gives

(5.6)

Note that this is precisely the Bohr condition for the quantization of angular
momentum.

mevr " n&
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r

λ

Figure 5.2 Standing waves fit
to a circular Bohr orbit. In this
particular diagram, three wave-
lengths are fit to the orbit, cor-
responding to the n " 3 energy
state of the Bohr theory.
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La figura mostra il modello di onde stazio-
narie dell’elettrone nell’atomo di idrogeno
corrispondente allo stato n=3 della teoria
di Bohr. In generale deve valere

2πr = nλ n = 1, 2, 3, . . .

ma λ = h/(mv), quindi

mvr = n
h

2π
= n~ n = 1, 2, 3, . . .

(4)
che é proprio la quantizzazione del momento angolare proposta da Bohr.

Quantizzazione dell’energia

Usando la (4), e ipotizzando di considerare solo orbite circolari, possiamo ora
calcolare i livelli di energia consentiti e le lunghezze d’onda di emissione del-



l’atomo di idrogeno. Ricordiamo che l’energia potenziale elettrica del sistema
è data da U = qV = −ke2/r dove k (la costante di Coulomb) ha il valo-
re 1/(4πε0). Quindi, l’energia totale dell’atomo, che contiene sia il termini
cinetico che potenziale di energia, è

E = K + U = 1
2mev

2 − ke2

r

Dalla legge di Newton
ke2

r2
=
mev

2

r

segue che

K = 1
2mev

2 =
ke2

2r
(5)

da cui
E = −ke

2

r



Dalle (4) e (5) (2 equazioni per le incognite r e v) si ottiene

r = rn =
n2~2

meke2
n = 1, 2, 3, . . . (6)
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Substituting this value of K into Equation 4.25 gives the total energy of the
atom as

(4.27)

Note that the total energy is negative, indicating a bound electron–proton
system. This means that energy in the amount of ke2/2r must be added to the
atom to remove the electron to infinity and leave it motionless. An expression
for r, the radius of the electron orbit, may be obtained by eliminating v
between Equations 4.24 and 4.26:

n ! 1, 2, 3, . . . (4.28)

Equation 4.28 shows that only certain orbits are allowed and that these
preferred orbits follow from the nonclassical step of requiring the electron’s
angular momentum to be an integral multiple of . The smallest radius occurs
for n ! 1, is called the Bohr radius, and is denoted a0. The value for the
Bohr radius is

(4.29)

The fact that Bohr’s theory gave a value for a0 in good agreement with the
experimental size of hydrogen without any empirical calibration of orbit size
was considered a striking triumph for this theory. The first three Bohr orbits
are shown to scale in Figure 4.23.

The quantization of the orbit radii immediately leads to energy quantiza-
tion. This can be seen by substituting rn ! n2a0 into Equation 4.27, giving for
the allowed energy levels

n ! 1, 2, 3, . . . (4.30)

Inserting numerical values into Equation 4.30 gives

(4.31)

The integers n corresponding to the discrete, or quantized, values of
the atom’s energy have the special name quantum numbers. Quantum
numbers are central to quantum theory and in general refer to the set of
integers that label the discrete values of important atomic quantities,
such as energy and angular momentum. The lowest stationary, or nonradiat-
ing, state is called the ground state, has n ! 1, and has an energy
E1 ! "13.6 eV. The next state, or first excited state, has n ! 2 and an en-
ergy E2 ! E 1/22 ! "3.4 eV. An energy-level diagram showing the energies
of these discrete energy states and the corresponding quantum numbers
is shown in Figure 4.24. The uppermost level, corresponding to n ! # (or
r ! #) and E ! 0, represents the state for which the electron is removed
from the atom and is motionless. The minimum energy required to ionize

En ! "
13.6

n2  eV  n ! 1, 2, 3, $ $ $

En ! "
ke2

2a0
! 1

n2 "

a0 !
%2

meke2 ! 0.529 Å ! 0.0529 nm

%

rn !
n2%2

meke2

E ! "
ke 2

2r

9a0

4a0

– e

a0
+ e

rn  = n2a0 n  =  1, 2, 3,...

Figure 4.23 The first three
Bohr orbits for hydrogen.

Radii of Bohr orbits in
hydrogen

Energy levels of hydrogen

Quantum numbers
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Questa equazione mostra che solo alcu-
ne orbite sono permesse Il raggio più
piccolo si verifica per n = 1, ed è chia-
mato il raggio di Bohr, ed è denotato
a0. Il valore per il raggio di Bohr è

a0 =
~2

meke2
= 0.529 Å (7)

La teoria fornisce un valore per a0
in buon accordo con la dimensione
sperimentale dell’idrogeno.



La quantizzazione dei raggi dell’orbita porta immediatamente alla quantiz-
zazione dell’energia:

E = En = −ke
2

2a0

(
1

n2

)
n = 1, 2, 3, . . . (8)

Inserendo i valori numerici nell’equazione si ottiene

En = −13.6

n2
eV n = 1, 2, 3, . . .

Gli interi n corrispondenti ai valori discreti o quantizzati dell’energia dell’a-
tomo hanno il nome speciale di numeri quantici. Lo stato stazionario più
basso è chiamato stato fondamentale, ha n = 1 e ha un’energia E1 = 13.6 eV.
Lo stato successivo, o primo stato eccitato, ha n = 2 e un’energia E2 = 3.4
eV.



the atom (that is, to completely remove an electron in the ground state
from the proton’s influence) is called the ionization energy. As can be
seen from Figure 4.24, the ionization energy for hydrogen based on Bohr’s
calculation is 13.6 eV. This constituted another major achievement for the
Bohr theory, because the ionization energy for hydrogen had already been
measured to be precisely 13.6 eV.

Equation 4.30 together with Bohr’s third postulate can be used to calculate
the frequency of the photon emitted when the electron jumps from an outer
orbit to an inner orbit:

(4.32)

Because the quantity actually measured is wavelength, it is convenient to con-
vert frequency to wavelength using c ! f " to get

(4.33)

The remarkable fact is that the theoretical expression, Equation 4.33, is identi-
cal to Balmer’s empirical relation

(4.34)

provided that the combination of constants ke2/2a0hc is equal to the experi-
mentally determined Rydberg constant, R ! 1.0973732 # 107 m$1. When
Bohr demonstrated the agreement of these two quantities to a precision of
about 1% late in 1913, it was recognized as the crowning achievement of his
quantum theory of hydrogen. Furthermore, Bohr showed that all of the
observed spectral series for hydrogen mentioned previously in this section
have a natural interpretation in his theory. These spectral series are shown as
transitions between energy levels in Figure 4.24.

Bohr immediately extended his model for hydrogen to other elements in
which all but one electron had been removed. Ionized elements such as He%,
Li2%, and Be3% were suspected to exist in hot stellar atmospheres, where fre-
quent atomic collisions occurred with enough energy to completely remove
one or more atomic electrons. Bohr showed that several mysterious lines
observed in the Sun and stars could not be due to hydrogen, but were
correctly predicted by his theory if attributed to singly ionized helium. In
general, to describe a single electron orbiting a fixed nucleus of charge %Ze,
Bohr’s theory gives

(4.35)

and
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Figure 4.24 An energy-level
diagram for hydrogen. In such
diagrams the allowed energies
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enough to show allowed transi-
tions. Note that the quantum
numbers are given on the left.
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Diagramma dei livelli di energia che mostra
le energie di questi stati di energia discreti
e i corrispondenti numeri quantici. Il livel-
lo più alto, che corrisponde a n = ∞ (o
r = ∞) ed E = 0, rappresenta lo stato
per cui l’elettrone viene rimosso dall’atomo
con zero energia cinetica. L’energia minima
richiesta per ionizzare l’atomo (cioè per ri-
muovere completamente un elettrone nello
stato fondamentale dall’influenza del pro-
tone) è chiamata energia di ionizzazione.
Come si può vedere dalla figura, l’energia
di ionizzazione per l’idrogeno è 13.6 eV.



2 Dall’ottica geometrica
alla meccanica ondulatoria

Abbiamo detto che la grande intuizione di De Broglie fu di riconoscere che
una teoria ondulatoria può rendere conto dei fenomeni di quantizzazione in
maniera molto naturale e a prevedere nuovi fenomeni, quali la diffrazione delle
particelle.
Vogliamo adesso comprendere come sia possibile che fenomeni meccanici ab-

biano un aspetto ondulatorio. In effetti, era chiaro ben prima dell’ipotesi del
quanto di luce di Einstein che i fenomeni associati alla propagazione luce aves-
sero un aspetto meccanico, e che la meccanica, opportunamente riformulata,
avesse un aspetto ondulatorio.

Ottica geometrica e principio di Fermat
L’ottica geometrica descrive la propagazione della luce in termini di raggi.
Passando attraverso uno strumento ottico, come un telescopio o un obiettivo
fotografico, un raggio di luce viene sottoposto a un cambiamento di direzione in
corrispondenza di ogni superficie rifrangente o riflettente. Il percorso dei raggi



può essere costruito se conosciamo le due semplici leggi che governano i cam-
biamenti di direzione: la legge di rifrazione di Snell e la legge della riflessione
già nota ad Archimede.

Come semplice esempio, la figura sotto mostra la rifrazione dovuta ad una



lente in accordo con la legge di Snell.

Fermat ha caratterizzato il percorso di un raggio di luce in un modo molto
più generale. In mezzi diversi, la luce si propaga con velocità diverse e di
tutti i possibili cammini che un raggio di luce può percorrere per
andare da un punto a un altro, esso segue il cammino che richiede
il tempo più breve. La minima deviazione dal percorso effettivamente com-
piuto significherebbe un ritardo. Questo è il famoso principio di Fermat
del minimo tempo di percorrenza della luce, che con un solo enunciato include
anche il caso più generale, quando la natura del mezzo non varia non repenti-



namente in corrispondenza di singole superfici, ma gradualmente da un posto
all’altro. Prima di occuparci di questo caso più generale, è utile far pratica
con il principio di Fermat, derivando da esso le leggi della riflessione e della
rifrazione.

Riflessione e rifrazione dal principio di Fermat
Esercizio 1 (La legge della riflessione).Consideriamo il raggio di luce mostrato
in figura.
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  Fermat’s Principle and the Laws of Reflection and Refraction 
 
 
Fermat’s principle states that “light travels between two points along the path 
that requires the least time, as compared to other nearby paths.”  From Fermat’s 
principle, one can derive (a) the law of reflection [the angle of incidence is equal 
to the angle of reflection] and (b) the law of refraction [Snell’s law].   This is 
problem 32-81 on page 864 of Giancoli.  The derivations are given below. 
 
 

(a)   Consider the light ray shown in the figure.  A ray of 
light starting at point A reflects off the surface at point P 
before arriving at point B, a horizontal distance l from 
point A.  We calculate the length of each path and divide 
the length by the speed of light to determine the time 
required for the light to travel between the two points. 
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To minimize the time we set the derivative of the time with respect to x equal to 
zero.  We also use the definition of the sine as opposite side over hypotenuse to 
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Un raggio di luce che parte dal punto A si riflette sulla superficie nel punto
P prima di arrivare al punto B, ad una distanza orizzontale ` dal punto A.



Calcoliamo la lunghezza di ciascun percorso e dividiamo la lunghezza per la
velocità della luce per determinare il tempo T impiegato dalla luce per viaggiare
la tra i due punti.

T =

√
x2 + h21
c

+

√
(`− x)2 + h22

c

Per minimizzare il tempo imponiamo che la derivata del tempo rispetto a x sia
uguale a zero.

dT

dx
=

x

c
√
x2 + h21

+
−(1− x)

c
√

(`− x)2 + h22
= 0

da cui
x

c
√
x2 + h21

=
(1− x)

c
√

(`− x)2 + h22
Ma il primo membro è sin θ1 e il secondo è sin θ2 (si veda la figura sopra).
Quindi sin θ1 = sin θ2, cioè

θ1 = θ2

che è la legge della riflessione già nota ad Archimede. �



Per ottenere la legge della rifrazione dal principio di Fermat, ricordiamo
preliminarmente che la velocità vn di propagazione della luce in un mezzo con
indice di rifrazione n è

cn =
c

n

Esercizio 2 (La legge della rifrazione). Consideriamo un raggio di luce che
viaggia dal punto A al punto B in mezzi con diversi indici di rifrazione, come
mostrato in figura.

(b)   Now we consider a light ray traveling from point A 
to point B in media with different indices of refraction, 
as shown in the figure.  The time to travel between the 
two points is the distance in each medium divided by 
the speed of light in that medium. 
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Il tempo del viaggio tra i due punti è la distanza in ciascun mezzo divisa per
la velocità della luce in quel mezzo:

T =

√
x2 + h21
c/n1

+

√
(`− x)2 + h22
c/n2

Per minimizzare il tempo imponiamo che la derivata del tempo rispetto a x sia
uguale a zero.

dT

dx
=

n1x

c
√
x2 + h21

+
−n2(1− x)

c
√

(`− x)2 + h22
= 0

da cui
xn1

c
√
x2 + h21

=
n2(1− x)

c
√

(`− x)2 + h22

Quindi
n1 sin θ1 = n2 sin θ2 ,

che è la legge della rifrazione di Snell. �



Indice di rifrazione variabile
Passiamo ora al caso generale in cui la natura del mezzo varia gradualmente
da un punto ad un altro. L’atmosfera della terra ne fornisce un esempio. Più
profondamente un raggio di luce penetra in essa dall’esterno, più lentamente
progredisce in un’aria sempre più densa. Sebbene le differenze nella velocità di
propagazione siano molto piccole, il principio di Fermat in queste circostanze
richiede che il raggio di luce debba curvare verso terra, in modo che rimanga
un po’ più a lungo negli strati "più veloci" e raggiunga la sua destinazione
più rapidamente rispetto al percorso rettilineo più corto, come mostrato nella
figura seguente.



Per la stessa ragione, quando il sole quando è in profondità sull’orizzonte
sembra non essere circolare ma appiattito: il suo diametro verticale sembra



accorciato. Anche questo fenomeno è il risultato della curvatura dei raggi.

Esercizio 3 (Rifrazione in un mezzo con indice di rifrazione variabile). In
figura è mostrato il cammino di tempo minimo di un raggio luminoso dal punto
A0 al punto A4 che passa attraverso quattro regioni con indice di rifrazione
variabile che diminuisce nella direzione positiva delle y e quindi con velocità v



crescenti.



Ogni cammino intermedio AjAj+2 (j = 0, 1, 2) è un cammino di tempo minimo
tra i punti Aj and Aj+2 . Quindi, per la legge di Snell

v1
sin θ1

=
v2

sin θ2
=

v3
sin θ3

=
v4

sin θ4
= cost.

Ora, se al posto delle regioni discrete avessimo un continuum con velocità v(y)
essendo una funzione crescente progressiva regolare di y , allora al posto del
percorso rettilineo a tratti si avrebbe una curva continua liscia

v(y)

sin[θ(y)]
= v(y)

√
1 + tan2 θ = v(y)

√
1 +

(
dy

dx

)2

= v(y)
√

1 + y′ 2 = cost.

Ora
v(y) =

c

n(y)

dove c è la velocità della luce nel vuoto e n(y) è l’indice di rifrazione variabile.
Quindi, per trovare il percorso y = y(x) per la funzione data n(y) dobbiamo



risolvere la seguente equazione differenziale√
1 + y′ 2

n(y)
= cost.

Notiamo che caso in cui v(y) =
√

2g y questa equazione diventa√
y (1 + y′ 2) = constant (05)

Questa è l’equazione della brachistocrona. La brachistocrona è il percorso della
luce in una regione con indice di rifrazione variabile

n(y) =
costante
√
y

�

Principio di Fermat e teoria ondulatoria della luce
Secondo la teoria ondulatoria della luce, i raggi luminosi sono le traiettorie
ortogonali ai fronti d’onda, che puntano nella direzione normale alla superficie



d’onda in cui quest’ultima avanza. La figura sotto mostra il caso più semplice
raggi ortogonali a onde piane.

Un altro caso semplice sono le superfici d’onda sferiche concentriche con raggi
associati anch’essi rettilinei.



In generale, i fronti d’onda possono essere tali che i raggi risultano curvi come
illustrato sotto.
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infinitesimal, Fermat’s principle in these circumstances demands that the
light ray should curve earthward (see Fig. 2), so that it remains a little longer
in the higher "faster" layers and reaches its destination more quickly than
by the shorter straight path (broken line in the figure; disregard the square,

Fig. 2.

WWW1W1 for the time being). I think, hardly any of you will have failed
to observe that the sun when it is deep on the horizon appears to be not circular
but flattened: its vertical diameter looks to be shortened. This is a result of
the curvature of the rays.

According to the wave theory of light, the light rays, strictly speaking,
have only fictitious significance. They are not the physical paths of some
particles of light, but are a mathematical device, the so-called orthogonal
trajectories of wave surfaces, imaginary guide lines as it were, which point in
the direction normal to the wave surface in which the latter advances (cf.
Fig. 3 which shows the simplest case of concentric spherical wave surfaces
and accordingly rectilinear rays, whereas Fig. 4 illustrates the case of curved

Fig. 3. Fig. 4.Dal punto di vista della teoria ondulatoria, si può comprendere la curvatura
del raggio di luce come una deviazione del fronte d’onda, che deve e verificarsi
quando le parti vicine di un fronte d’onda avanzano a velocità diverse. In effet-
ti, il principio di Fermat è una conseguenza della teoria ondulatoria
della luce.



Derivazione matematica del principio di Fermat
Incominciamo col considerare un’onda piana

uk(r, t) = Ae−iωteik·r = Aei(k·r−ωt)

Il luogo dei punti investiti all’istante t dalla perturbazione ondulatoria è un
piano ortogonale al vettore k. Tale piano rappresenta il fronte d’onda i cui
punti vibrano con la stessa fase Φ(r, t) = k • r − ωt. Il fronte d’onda si
sposta nel tempo avanzando nella direzione di k e il suo moto è descritto dalla
condizione

Φ(r, t) = k • r− ωt = cost.

per cui il fronte d’onda avanza con velocità di fase ω/k. I raggi di luce si
muovono ortogonalmente al fronte d’onda come mostrato nella figura
sopra. Lo stesso vale per le onde sferiche

1

r
eikr−ωt



dove adesso i punti che vibrano con la stessa fase sono superfici sferiche con-
centriche descritte dalla condizione

Φ(r, t) = kr − ωt = cost. ,

cioè
Φ(r, t) = k

√
x2 + y2 + z2 − ωt = cost.

Adesso il numero d’onda cambia da punto a punto e il numero d’onda locale
risulta

k = ∇Φ0(r)

dove Φ0(r) = k
√
x2 + y2 + z2. I raggi di luce si muovono nella direzione di k,

cioè ortogonalmente alle superfici sferiche, che è proprio la direzione del
vettore ∇Φ0(r).
In un mezzo materiale omogeneo e isotropo (per esempio l’aria in condizioni

costanti di pressione e temperatura), la velocità di fase vale c/n, dove n(> 1)
è l’indice di rifrazione del mezzo. Di conseguenza si riduce anche la lunghezza
d’onda, ma un’ onda piana rimane un’onda piana nel suo propagarsi e lo stesso
vale per un’onda sferica.



Se il mezzo non è omogeneo, l’indice di rifrazione varia da punto a punto
influenzando la dipendenza da r della fase Φ(r, t) = Φ0(r) − ωt. Se un’onda
piana penetra in un tale mezzo il fronte d’onda nel mezzo non è più un piano
k · r, ma è dato dalla condizione

Φ0(r) = cost.

e il suo avanzamento nello spazio è regolato dalla condizione di fase costante,

Φ(r, t) = Φ0(r)− ωt = cost.

Principio di Huygens

Da un punto di vista geometrico, l’avanzamento del fronte d’onda può essere
ricostruito ricorrendo al principio di Huygens, in base al quale ogni punto del
fronte d’onda Σ diventa a sua volta sorgente di luce per il mezzo circostante,
emettendo onde in tutte le direzioni, che si propagano con velocità v = c/n,
come mostrato nella figura sotto.



Dopo un tempo dt, a partire dal fronte d’onda Σ si può costruire un fronte
d’onda Σ′’, ottenuto come inviluppo di tutte le superfici sferiche di raggio vdt,
centrate nei vari punti di Σ. Il raggio luminoso, che è partito dal punto P su
Σ, ha raggiunto il punto P ′ su Σ′ muovendosi in direzione perpendicolare al
fronte d’onda Σ.



Perciò il vettore d’onda locale risulta

k = ∇Φ0(r) (9)

Per individuare il cammino percorso da un raggio di luce monocromatica per
andare da un punto P0 al generico punto P , durante l’intervallo di tempo finito
T , conviene considerare un sistema di fronti d’onda generati dalla superficie
Σ0 cui appartiene P0 come mostrato in figura.



Il tempo necessario al raggio di luce per andare da P0 a P è dato da:

T =

∫ P

P0

ds

v
=

1

c

∫ P

P0

n ds ≡ 1

c
L (10)

dove L è la lunghezza del cammino ottico percorso dal raggio di luce da P0 a
P . Se, in accordo con la (9), la propagazione viene descritta secondo traiet-
torie sempre perpendicolari al fronte d’onda, nella (10) il contributo n ds va
preso nella direzione del vettore k , cioè perpendicolarmente al fronte d’onda.
Dato che ogni altro contributo nds′ = nds/ cos θ risulta non inferiore a nds
(| cos θ| ≤ 1, vedere figura sopra) nella (10) l’intervallo di tempo T risulta mi-
nimo lungo la traiettoria effettivamente descritta dal raggio di luce. Questo è
il principio di Fermat, che in termini variazionali si esprime nel modo seguente:

δL = δ

∫
n ds = 0

Ne consegue che il gradiente del cammino ottico, diretto come k, ha compo-
nenti pari ai coseni direttori di k moltiplicati per n e quindi

(∇L)2 = n2
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