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1
Geometria e aritmetica complessa

1.1 Introduzione storica

Non sono state le equazioni quadratiche ax? + bx + ¢ = 0, la cui
formula risolutiva & nota sin dall’antichita,

v —b+Vb? —4ac
o 2a !

a portare ai numeri complessi. Il valore negativo del discriminante

b* — 4ac non fu mai considerato come il segnale dell’esistenza di un
nuovo tipo di numeri, per i quali v/—1 ha senso. Fu invece sempre
interpretato come un’indicazione che la parabola y = ax? e la retta

y = —bx — c non hanno punti di intersezione. Occorre tenere presente
che fino all’800, si son sempre cercate le soluzioni reali o positive
delle equazioni algebriche.

In effetti, furono le equazioni cubiche a portare ai numeri comples-
si. In breve, la storia & la seguente. Girolamo Cardano, basandosi sui
lavori di Niccold Tartaglia e Scipione Del Ferro, pubblica nel suo Ars
Magna (1545) la formula

per l'equazione di terzo grado’

x> =3px+2g

La formula (1.1) non era nota nell’antichita.> Pochi decenni do-
po, Raffaele Bombelli si rese conto che c’era qualcosa di strano e
paradossale riguardo a questa formula.

Bombelli considerd 'equazione x> = 15x + 4, per cui la formula di
Cardano fornisce

x=v2+11i + V2 — 11i,

(con la notazione moderna i = +/—1 introdotta da Leonard Euler
circa duecento anni dopo Bombelli). Ma Bombelli sapeva che x = 4

Girolamo Cardano (1501-1576?) & stato
un matematico italiano. Parte della
soluzione dell’equazione cubica, che
pubblico nella sua opera Ars Magna

gli era stata comunicata da Tartaglia.
Cardano sostenne di averne pubblicato
il testo solo quando era venuto a sa-
pere che Tartaglia avrebbe appreso la
soluzione da Scipione Del Ferro.

* Esercizio: Mostrare che ogni equazio-
ne cubica puo essere sempre ridotta a
questa forma.

* A questo proposito, citiamo un passo
di Richard Feynman: “... lo sviluppo di
piit grande importanza per la matematica
in Europa fu la scoperta di Tartaglia che si
puo risolvere un’equazione cubica: sebbene
di poco uso in sé stessa, questa scoperta
deve essere stata meravigliosa da un punto
di vista psicologico. Aiutd molto nel
Rinascimento a liberarsi dall’ intimidazione
da parte degli antichi. [What Do you Care
What Other People Think?]”
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e soluzione dell’equazione. Come metter d’accordo questo con la
formula di Cardano?

La congetturare ardita di Bombelli fu che v/2+11i = 2+ ni e
V2 —11i = 2 — ni, dove n & un numero da determinarsi. Se fosse
cosi, x = 4 sarebbe conseguenza della formula di Cardano. Ma quali
devono essere le regole algebriche di manipolazione per “numeri”
del tipo A = a + id, in modo che sia davvero cosi? Queste:

(1) A+B=(a+ia)+ (b+ib) = (a+b)+i(a+b).

(2) AB = (a+id)(b+ib) = ab+i(ab+ ab) + i*ab = (ab — ab) + i(ab + ab).

(avendo usato i = —1). Se si utilizzano queste regole si pud mostrare
facilmente che (2 +i)% = 2 4 11i (esercizio).

L'importanza del lavoro di Bombelli fu questa: fece maturare la
consapevolezza che problemi, formulati completamente nell’ambito
dei numeri reali e di cui si cercavano soluzioni reali, per essere risolti
richiedevano comunque un’aritmetica complessa come strumento
di calcolo, un’aritmetica basata sulle regole algebriche (1) e (2). Cio
nonostante, questa nuova aritmetica rimase abbastanza misteriosa
fino a che, con Jean-Robert Argand e Carl Friedrich Gauss, non si
diede una rappresentazione geometrica nei numeri complessi come
punti del piano R? per i quali le operazioni di somma e prodotto
hanno un chiaro significato geometrico. Si vedano le figure 1.1 e 1.2.

La figura 1.2 mostra che la somma di due numeri complessi A
e B ¢ data dall’'usuale regola del parallelogramma per la somma
dei vettori corrispondenti. Dalla regola algebrica (2), si dimostra
facilmente (esercizio) che il prodotto AB & il numero complesso che
forma un angolo con l’asse reale pari alla somma degli angoli di A e
B e la cui lunghezza é il prodotto delle lunghezze di A e B.

yA yh 4AB
A+ B
B B
A A
T T

1.2 Terminologia, notazioni e pratica

Con riferimento alla figura 1.1, terminologia e notazioni per i numeri
complessi sono riassunte dalla seguente tavola:

z=x+ 1y

Z=x—1y

Figura 1.1: Rappresentazione
geometrica dei numeri complessi.

Figura 1.2: Somma e prodotto di
numeri complessi, visti come vettori nel
piano R2.
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Nome Significato

Notazione

modulo di z lunghezza r di z

argomento (o fase) di z angolo 0 di z
parte reale di z coordinata x di z
parte immaginaria di z coordinata y di z
numero immaginario multiplo reale di i
asse reale insieme dei numeri reali
asse immaginario insieme dei numeri immaginari

piano complesso insieme dei numeri complessi

complesso coniugato di z | riflessione di z rispetto all’asse reale

NI

Si osservi dalla figura 1.1 che il numero complesso z = x + iy pud
essere anche rappresentato in termini delle sue coordinate polari r e
8. Per esprimere questo simbolicamente, scriviamo

z=r/0,

dove il simbolo £ serve a ricordare che 6 & I’angolo di z (con I’asse
reale). Nella rappresentazione polare, la regola del prodotto risulta
particolarmente semplice:

(r£60)(R4p) = rRZ(6 + ¢) .

Prima di continuare, si raccomanda vivamente una certa prati-
ca con le nozioni elementari sui numeri complessi. Ci si convinca,
ad esempio, della validita dei seguenti fatti, con ragionamenti sia

L'ALGEBRA
OPERA

DiRaract Bomariirda Bologna
Diuifa in ere Libri.

(on e quale ciofeun de fepotsi e inperfetia
coguiicne dellaseorica dell Arimtica.
Convaa Tauols copiafa defie materie,che

Pofc hoa in duoe 3 benaficit dell Badid
i diira pn{‘ﬂu’e +

IN BOLOGNA,
Pes Giouanrsi Roi, MDLXXEX.
Con bicenza de’ Swperiori

Raffaele Bombelli (1526-1572) é stato

algebHCI sla geometricl: un matematico e ingegnere italiano. La

1 1 sua opera fondamentale, L'algebra, fu
Re(z) = 5 (z+2) Im (z) = % (z—2) |z| =4/ x2 + y2 pubblicata nel 1572.
Im (z) _ 2 .
tan(arg(z)) = 2Z = |z| rZ0 = r(cosf +isin6)

Re(z)
Definito (1/z) come quel numero complesso tale che (1/z)z =1,
ne segue che

1 1 1
Py I R
Ecco altre formule su cui fare pratica:
RZp R, 11 x .y
r/0 _rl((P %) z  x+iy  x24y? lx2+y2
A+i=-4  (A+)P=-2001+i) (1+iV3)°=2°
(1+iv3)3 (1+1i)° 3 —
s = — ——— = —V2/4(—71/12 rZ8 =rZ(—0

21 +22=21+2 Zizo=21 22 z21/22=21/72.

Infine, la disuguaglianza triangolare generalizzata:
|z1 + 20+ .. 2| <z1| + |22 + ...+ |24l -

Esercizio: quando si ha uguaglianza?
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1.3 Traslazioni e rotazioni

Una traslazione del piano complesso € data dalla trasformazione
z—z+Db, (1.2)

dove b & un numero complesso. Per ogni complesso 4, la trasforma-
zione
Z > az (1.3)

rappresenta uno “stiramento” del piano complesso di un fattore |a|
(compressione o espansione a seconda se [a| < 10 |a| > 1), com-
binata con una rotazione del piano di un angolo pari ad arg(a) (si
osservi che sia la dilazione sia la rotazione sono centrate nell’origine).
Potremmo chiamare la (1.3) una stiro-rotazione. Una stiro-rotazione
puo essere raffigurata nel modo seguente:

A

60°

\j

\j
\j

Abbiamo scelto 2 = 1.5/(60°). Consideriamo 1’azione della (1.3)
su un triangolo. La prima figura a sinistra rappresenta la dilatazione
(con fattore di scala 1.5), rispetto all’origine, che trasforma il triangolo
di partenza giallo nel triangolo blu. La figura nel centro rappresen-
ta la rotazione di 60° di quest'ultimo, sempre rispetto all’origine. Il
triangolo rosso e 'effetto finale della trasformazione, come mostra-
to nell’ultima figura a destra. Si osservi che dilatazioni e rotazioni
commutano: avremmo potuto prima ruotare e poi dilatare e sarem-
mo comundque arrivati allo stesso risultato. E la ragione e chiara: il
prodotto tra numeri complessi ha l'usuale proprieta commutativa del
prodotto tra numeri.

1.4 La formula di Eulero

Una delle formule pit importanti dell’algebra complessa ¢ la formula

0

"% = cos @ +isin6 (1.4)




GEOMETRIA E ARITMETICA COMPLESSA 5

scoperta da Eulero intorno al 1740. Con questa formula la moltipli-
cazione dei numeri complessi diventa ovvia. Da essa si ha infatti
z=r/0 = re'?, da cui, usando le proprieta dell’esponenziale

(rei6> (Rei"’) — rRe!(019)

Per spiegare la formula di Eulero, occorre in primo luogo doman-
darsi: che cosa il simbolo “e'®” significa? Per capire questa domanda,
occorre aver chiaro che le regole dell’algebra (somma e prodotto di
numeri complessi) non ci dicono nulla su che cosa si debba intendere
con il simbolo “¢”. In conseguenza di cid, 'approccio moderno & di
considerare la (1.4) una definizione di “¢'%”. Da un punto di vista logi-
co, questo modo di procedere & ineccepibile. Ma, da un punto vista
concettuale, ne risulta una carenza nella comprensione della formula.
Comprendere la formula, significa capirne il senso e in che modo pud
essere giustificata (non dimostrata!). Dopo tutto, la (1.4) fu per Eulero

una scoperta e non semplicemente una definizione!

Una prima giustificazione si basa sul noto sviluppo di Taylor
Leonhard Euler, noto in Italia come

dell esponen21ale reale, Eulero (1707-1783), & stato un matema-

2 3 tico e fisico svizzero. E noto per essere
e =14+x+ X + X 4 tra i pitt prolifici di tutti i tempi ed ha
2! 3! fornito contributi cruciali in svariate
. L. . . aree: analisi infinitesimale, funzioni
Se congetturiamo che questa formula continui a valere per immagi- speciali, meccanica razionale, meccani-
nari puri e sostituiamo x = i6, otteniamo ca celeste, teoria dei numeri, teoria dei
grafi.
i0)2 i0)3
0 _ 1, . (0)°  (i6)
eV =1+if+ o + 30 +...
Se adesso usiamo le proprieta algebriche dell’elevazione a potenza
dell’unita immaginaria 2=—-1 P =ixi?=—i *=ixi®=

1, ¥ = ixi* =i, ...eraggruppiamo i termini nello sviluppo di

Taylor, otteniamo

i9_192 6+  6° ‘993 6 ¢

Riconosciamo la prima parentesi come lo sviluppo in serie del coseno
e la seconda come quella del seno. Quindi,
e = cosf+isinf.

C’e un’altra giustificazione della formula, che & particolarmente
interessante perché basata su un ragionamento cinematico: si assuma
che Z = Z(t) = e descriva 'orbita di un punto nel piano, con
condizione iniziale Zy = Z(0) = 1. Allora la velocita del punto &

V = ie!t =iZ. Questo significa che Z soddisfa I’equazione

daz .
T iZ. (1.5)
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Per quanto visto nella sezione precedente, la moltiplicazione per i
equivale ad una rotazione antioraria di 90°, il che vuol dire che la
velocita del punto & pari al raggio vettore del punto ruotato di 90°.
Tenuto conto della posizione iniziale, la velocita iniziale ¢ allora

W = i. C’¢ un solo movimento che ha queste caratteristiche: il moto
circolare uniforme di raggio 1 con velocita angolare unitaria. Questo fatto e
illustrato dalla figura 1.3. La legge oraria dell’orbita ¢ dunque

Z(t) = cost+isint
e la formula di Eulero risulta cosi giustificata.

Esercizio 1.1. Convincersi di quanto riprodotto in figura 1.3, risolven-
do numericamente la (1.5) con 'algoritmo di Eulero che, in linguaggio
moderno, é espresso dal seguente pseudo-codice:

define V(Z)= I*Z

input t0=0 and Z0=1

input step size, h and the number of steps, n
for j from 1 to n do

Vo = I

Z1 = Z0 + hxVO
tl =10 + h
Print t1 and Z1
t0 = tl1

20 = 71

end

1.5 Operazioni vettoriali

La seguente definizione
aeb=nab. (1.6)

fornisce una buona nozione di prodotto scalare tra numeri complessi
che si riduce all'usuale quadrato del modulo quando a = b ( e quindi
alla norma usuale per i numeri complessi). Si osservi l'invarianza
del prodotto scalare (1.6) per rotazioni: u = e’ produce una rotazione
di un angolo 6 attorno all’origine, e quindi

(ua) e (ub) = ua(ub) = uaub = (uu)ab=ab=aeb.

E interessante osservare che il prodotto scalare complesso contiene
informazione sia sul prodotto scalare reale sia sul prodotto vettore
dei vettori a e b associati ai numeri complessi a e b. Si ha infatti

aeb=aeb+i(axb), (1.7)

Figura 1.3: Formula di Eulero e moto
circolare uniforme di raggio 1 con
velocita angolare unitaria.

Notare che a differenza dell’'usuale
prodotto scalare reale,a ¢ b # b e a.
Sihainfatti, bea = ba = aeb. Il
prodotto scalare complesso e 1’'esempio
pitt semplice di forma hermitiana o
sesquilineare. Si veda la sezione 2.4.
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dove (a x b) qui denota il numero reale che rappresenta ’area (con
segno) del parallelogramma definito dai due vettori (la sua direzione

e ortogonale al piano, si veda la figura 1.4). b
a X

EsErcizio 1.2. Dimostrare la (1.7). b

a
Figura 1.4: Il prodotto vettore e 1’area
(con segno) del parallelogramma
definito dai due vettori ed & nella
Nella sezione 1.3 abbiamo incontrato le funzioni lineari z — az + b. direzione ortogonale al piano.

1.6 Funzioni complesse come trasformazioni

Come abbiamo visto, possono essere interpretate come trasforma-
zioni del piano complesso (traslazioni, rotazioni e stiramenti). Subito
dopo, in ordine di difficolta, c’é la funzione quadratica z — Z2 il-
lustrata nella figura 1.5 e poi l'elevazione ad una potenza intera e

positiva,
z—w=2z". (1.8)

Figura 1.5: Illustrazione del tipo di
trasformazione operato dalla funzione

z — w = z", nel caso particolare di

n = 2. Il fatto che un quadratino piccolo
mantenga la forma di un quadratino,
come mostrato in figura, appare, al
momento solo una curiosita. In verita,

e un fatto molto importante che, come
vedremo nel seguito, & la caratteristica
saliente delle funzioni analitiche.

Scrivendo z = re', la (1.8) diventa w = "¢, per cui l'effetto
della trasformazione & di elevare all’n-esima potenza la distanza e
di moltiplicare per n I'angolo. La figura 1.5 intende rendere vivido
questo fatto, mostrando 1’effetto della trasformazione su alcuni raggi
e archi centrati nell’origine (per n = 2).

Passiamo adesso ad un fatto elementare di algebra complessa che
pud essere compreso in maniera semplice dal punto di vista delle
funzioni complesse come trasformazioni del piano in sé stesso. 1l

fatto e il seguente:

Le soluzioni dell’equazione z" = 1 sono i vertici dell’ennagono
regolare iscritto nel cerchio unitario con uno dei vertici nel (1.9)

punto 1.

Preliminarmente, osserviamo che se w = f(z) = 2", allora le
soluzioni di z" = 1 sono i punti del piano-z che sono trasformati
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da f nel punto w = 1 del piano-w. Se consideriamo una particella
che si muove lungo il cerchio unitario nel piano-z, poiché 1" = 1
anche la particella immagine nel piano-w si muovera lungo il cerchio
unitario |w| = 1, ma con una velocita angolare che & n volte quella
della particella nel piano-z (in quanto, sul cerchio unitario, w = e™?).
La (1.9) segue da questa semplice osservazione, come illustrato in
figura 1.6 per n = 3.

z w ==z

<

-

1.7 Polinomi

Concludiamo con qualche osservazione sui polinomi. Sia
- k 2
Py(z) = Eckz =0+ 1z4 2%+ 32 + ...+ cuz",
k=0

dove ¢, k =0,1,...,n sono costanti complesse. Il teorema fondamen-
tale dell’algebra stabilisce che:

Ogni equazione algebrica Py(z) = co+c1z+ ... +cnz" =0, (1.10)

cn # 0, possiede almeno una radice.

Si osservi che dalla (1.10) segue che P, (z) ha n radici (magari
alcune coincidenti). Infatti, se z; & la radice di P,(z) la cui esistenza &
garantita dal teorema, allora P, (z) fattorizza nel prodotto di (z — z;)
per un polinomio P,_1(z) di grado n — 1. Applicando il teorema
a P,_1(z) e iterando la procedura, si conclude che esistono numeri
complessi zy, . .., z,, eventualmente coincidenti, che (posto ¢, = 1,
senza perdita di generalita) forniscono la fattorizzazione completa del
polinomio,

Pu(z) = (z—21)(z—22) -~ (2 — zn). (1.11)

Figura 1.6: Poiché la particella nel
piano-w ha una velocita 3 volte maggio-
re, quando essa compie un angolo giro,
la particella z ha solo percorso 1/3 della
circonferenza (arco blu); quando la par-
ticella nel piano-z percorre il successivo
1/3 di circonferenza (arco magenta),

la particella nel piano-w ha fatto un
altro giro completo, e lo stesso accade
nell’ultimo tratto (arco rosso). I tre
punti terminali dei tre archi formano un
triangolo equilatero. Il ragionamento si
estende ad un n qualunque. Risulta cosi
dimostrato che le soluzioni di z" =1
sono i vertici dell’ennagono regolare
iscritto nel cerchio unitario con uno dei
vertici nel punto 1.

Evariste Galois (1811-1832) & stato un
matematico francese. Giovanissimo,
determinod un metodo generale per
scoprire se un’equazione e risolvibile
0 meno con operazioni quali somma,
sottrazione, moltiplicazione, divisione,
elevazione di potenza ed estrazione di
radice.

3 Ma non esiste un algoritmo generale
per determinarli, quando n > 4, come
dimostro Galois.
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1.8 Visualizzazione delle funzioni complesse

E difficile visualizzare una funzione da un piano ad un piano. Un

modo e quello che abbiamo gia usato: data la funzione w = f(z), fare
un disegno di come certe figure nel piano-z si trasformano nel piano-

w, come, ad esempio, i triangoli che nella sezione 1.3 abbiamo usato
per visualizzare z + az, o i raggi e archi centrati nell’origine che ab-
biamo usato in figura 1.5 per mostrare l'effetto della trasformazione
z 22

Un secondo modo, & quello di fare un grafico del modulo della
funzione f(z), come nella figura sotto per f(z) = z2. La superficie
cosl ottenuta e detta superficie modulare di f(z). Naturalmente, rap-
presentando una funzione con la sua superficie modulare si perde
informazione sulla sua fase.

N\

A ——

Un terzo modo, consiste nel disegnare le curve di livello della
parte reale u = Re (w) e della parte immaginaria v = Im (w) di
w = f(z) = u+iv. Posto z = x + iy, u e v sono funzioni reali delle
variabili x e y,

u=u(xy), v="0(x,Yy).

Ad esempio, per w = z% si ha
w = (x+iy)* = x* — y* + i2xy

e quindi

u=x*—y*, v = 2xy

Le curve di livello di queste due funzioni sono mostrate in figu-

ra 1.8. Questo modo di visualizzare una funzione complessa & molto

utile perché ci mostra quali regioni del piano-z si trasformano nei
rettangoli della “griglia cartesiana” del piano-w, come mostrato in
figura 1.9.

Figura 1.7: Superficie modulare di

w = z2. In figura sono mostrate le curve
di livello e la loro proiezione sul piano
complesso. Colori uguali nel piano,
caratterizzano numeri z che hanno la
stessa distanza dal centro.

Figura 1.8: Curve di livello u(x,y) =
cost. (in rosso) e v(x,y) = cost. (in blu)
diw=u+iv=(x+iy)>
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Ys+ Figura 1.9: La regione del piano (xy),
racchiusa dalle linee rosse e blu in
grassetto (a sinistra) & trasformata da
w = z? nel rettangolo col bordo rosso e

2 v blu in grassetto (a destra).
1
- -
0O 1 > s 8 -6 -4 20| 2 1 ¢ 38
€T u

Le figure che si ottengono sono esteticamente piacevoli, come, ad
esempio, in figura 1.10. Ma cid che & rilevante da un punto di vista
matematico € che sia in figura 1.8 sia in figura 1.10 le curve di livello
delle u e delle v sono ortogonali. Questo ha fatto implicazioni molto

importanti, che approfondiremo nel seguito.

Figura 1.10: A sinistra: curve di livello
per w = z* A destra: curve di livello per
1/z. (In entrambe le figure, u = cost., in
rosso e v = cost., in blu).

Infine, ¢’¢ un quarto modo per visualizzare le funzione comples-
se, in termini di opportuni campi vettoriali ad esse associati. Que-
sto ¢ il modo piu efficace e pitl interessante. E anche di questo ci
occuperemo, e molto in dettaglio, nel seguito.



1.9 PROBLEMI

ProsrLEMA 1.1. [J Utilizzando l'algebra complessa e
la formula di Eulero, dimostrare le seguenti identita
trigonometriche:
(@) cos30 = 4cos®0 —3cosf
(b) sin30 = —4sin®6 + 3sin @
(c) cos*f = {(cos40 +4cos26 +3)
3tanf — tan®0
1—3tan?0
ProBLEMA 1.2. [J Per determinare la formula risolu-

(d) tan36 =

tiva dell’equazione cubica x> = 3px + 2g, procedere
nel modo seguente:

(i) Fare la sostituzione x = s + t, e dedurre che x
risolve la cubica se st = p e s> + 13 = 2g.

(if) Eliminare t in queste due equazioni e ottenere

un’equazione quadratica in s>.

(iii) Risolvere la quadratica per ottenere i due pos-
sibili valori di s3. Per simmetria, quali sono i
possibili valori di 3?

(iv) Dato che s® + > = 2g, dedurre la formula (1.1).

ProBLEMA 1.3. O Un fatto di base nella teoria dei
numeri € questo: se due interi possono essere espressi
come somma di due quadrati, allora lo stesso vale per il
loro prodotto. Sottinteso che ogni simbolo seguente
denoti un intero, questo significa che se M = a2 + b?
e N = ¢+ d?, allora MN = p? + g*. Dimostrare
questo fatto considerando |(a + ib)(c + id)|?.
ProBLEMA 1.4. [J Siano A, B, C, D quattro punti sul
cerchio unitario. Se A + B+ C + D = 0, mostrare
che i punti devono formare un rettangolo.
PROBLEMA 1.5. [1Se z = ¢/ # —1, allora

z—1= (itani) (z+1).

Dimostrare questo sia con il calcolo sia
geometricamente facendo un disegno.

ProBLEMA 1.6. [ Poiché se ne fara gran uso, dimo-
strate che la somma di un progressione geometrica
complessa &

z" -1

z—1"

14+z4224... 42" 1=
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Quindi rispondete alle seguenti domande:

(@) In quale regione di C deve stare z affinché la
serie infinita 1+ z + z* + ... converga?

(b) Se z sta in questa regione, a quale punto del
piano la serie infinita converge?

(c) Aiutandovi con un calcolatore, fate un disegno
della serie infinita nel caso z = (1/2)(1+1i) e
verificate che converge al punto previsto in (b).

ProBLEMA 1.7. [J Sia
S = cosf +cos30 + cos560 + ...+ cos(2n — 1)6.

Dimostrare che

__sin2nf
~ 2sin@
o, equivalentemente,
sin n6 cos no
S=———
sin 6

ProsLEMA 1.8. [ Servirsi di un disegno per mo-
strare che se a e b sono dati numeri complessi, allora
|z—al=|z—0

é 'equazione di una retta.
PrOBLEMA 1.9. [ Si consideri 1'equazione

(z—-1)10 =210,

(a) Senza tentare di risolvere I’equazione, mostrare
geometricamente che tutte e nove le soluzio-
ni (perché non dieci?) devono stare sulla retta
verticale Re (z) = 1/2 (si veda il problema 1.8).

(b) Dividendo ambo i membri dell’equazione per
Z10, I'equazione assume la forma w" = 1, dove
w = (z —1)/z. Risolvere quindi I'equazione
iniziale.

ProBLEMA 1.10. [J Disegnare il cerchio |z — 1| = 1.

Trovare l'equazione polare dell'immagine di questo

cerchio rispetto alla trasformazione z + z? e darne

una rappresentazione grafica (la curva cosi ottenuta

e detta cardioide).
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PROBLEMA 1.11. —

Si consideri la famiglia di trasformazioni
complesse
Z s My(z) = =2
Tz -1

(i) Dimostrare che M;[M,(z)] = z. In altra parole
M, e idempotente.
(i) Dimostrare che M, trasforma il cerchio
unitario in se stesso.
(iii) Mostrare che se |a| < 1, allora M, trasforma il
disco unitario in se stesso.
Aiuto: Usare |q|> = g7 per verificare che

3z =12 — |z —a? = (1~ |a*)(1 ~ |2?).

ProBLEMA 1.12. [0 Dimostrare che la famiglia di
trasformazioni

_az+b

Z = Mu,b,c,d (Z) - m ’

ad —bc #0

trasforma linee e cerchi in linee e cerchi.
Aiuto: a|z|? + B(z +Z) +iy(z —Z) + 5 = 0 & l'equa-
zione di un cerchio o di una linea in C. Investigate
f(z) = 1 escrivete

az+b _a ad—bc 1

cz+d ¢ c cz+d’




2
Successioni e serie

2.1 Successioni e serie infinite

Il limite di una successione di numeri reali s, 55,53, ... &, intuitiva-
mente, quell'unico numero s (se esiste) a cui i numeri della succes-
sione si avvicinano arbitrariamente. Piltt precisamente, si dice che

la successione di numeri reali {s,} converge al numero reale s se
limy, e 54 = s, il che significa, come & ben noto dalle prime lezioni
di ANALISI, che per ogni numero reale € > 0, piccolo a piacere, esiste
un numero intero N tale che, per tutti glim > N, siha |s —sp,| < €.
Nel seguito, per brevita di scrittura, scriveremo s, — s per denotare il
limite di s, per n — oo.

Chiarita la nozione di limite di una successione, passiamo alla
nozione di somma infinita o serie infinita di numeri reali o, sempli-
cemente, serie. Supponiamo di voler dare un senso alla somma che
compare nell’analisi del paradosso di Achille e la tartaruga

1 1 1

1
§+Z+§+R+...

Si costruisca la successione di somme parziali

1
Sl—i
52—1—F1:§:1—l
2 4 4 22
1 1 1 7 1
B tytgTs Tl
"1 1
=Ll

La serie infinita 0 somma infinita s = )}, u risulta definita come
limite della successione {s; }5._, delle somme parziali'. Nel caso

* Si osservi che & convenzionale far
partire la serie da zero o da uno; nel
seguito, per comodita, faremo sempre
partire le serie da zero.
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considerato, la successione &

137 1 1

> ag T
e, come si vede facilmente, il limite di questa successione ¢ il numero
1. Infatti, dato un qualunque € > 0, si prenda N tale che 1/2N < ¢; in
questo modo si avra che per tutti gli m > N

1
|1—sm]=2—m<€.

In generale, 'espressione formale
(e )
)
k=0

¢ detta serie o somma infinita. Quando la successione delle somme
parziali s, = Y u;, converge, la serie infinita & detta convergente,
quando non lo ¢, e detta divergente.

Quanto detto poc’anzi, grosso modo, & tutto quello che c’e da di-
re sulla nozione di serie infinita in quanto tale. (Quasi) tutto il resto
della trattazione dell’argomento riguarda lo sviluppo di criteri che
ci permettano di stabilire se una data serie & convergente oppure no.
Nel far questo, risultera utile introdurre alcune distinzioni riguar-
danti la nozione di serie convergente e, al contempo, estendere la
nozione di serie ad ambienti piti generali dell'insieme dei numeri
reali—ambienti che, al pari dei numeri reali, hanno buone proprieta
di completezza metrica.

CONCLUDIAMO questa sezione con una sottolineatura (per il momen-
to del tutto marginale). E importante aver chiaro che, per quanto la
definizione di somma infinita data sopra appaia molto naturale, &
pur sempre una definizione: non e l'unica possibile, né 1'unica rile-
vante in analisi e in matematica applicata. Ad esempio, la nozione di
somma infinita di Cesaro, che & il limite, quando esiste, delle medie
aritmetiche delle somme parziali,

i S0FSIH sy

lim
n—oo n-+1

svolge un ruolo altrettanto importante, ad esempio nella teoria del-
le serie di Fourier e nella fisica matematica dei processi diffusivi. Ernesto Cesaro (1859-1906) & sta-

Si osservi che quando si cambia la nozione di sommabilita, una se- to un matematico italiano. Ha dato
importanti contributi alla geometria
differenziale e alla teoria delle serie

pio, Y2 o (—1)k & divergente secondo la definizione usuale, ma & infinite.

rie che prima era divergente puo diventare convergente. Ad esem-

sommabile secondo Cesaro.

Esercizio 2.1. Qual é la somma di Cesaro della serie Zl‘f’:o(—l)k?
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2.2 Condizioni fondamentali per le serie convergenti

Incominciamo con la definizione ovvia di errore
Ey = |s — sy

della serie convergente s = } ;7 , uy con somme parziali s, = Y '_ g,
n=20,12,...

1. Si vede facilmente che la convergenza a zero dell’errore,
E, — 0,

e condizione necessaria per la convergenza della serie: infatti, se s, — s
allora

E,=|s—sy| = |s—s|=0.
La sufficienza della condizione & immediata: se esiste un reale s
tale che |s —s,| — 0, questo significa che per n sufficientemen-
te grande si ha |s — s,| < € per ognie > 0, che & proprio la
condizione di esistenza del limite s;;, — s.

2. uy — 0 é condizione necessaria per la convergenza della serie. 11 che si
vede subito considerando che u;, = s, —s,_1: se la serie converge
ad s, allora s, e 5,,_1 convergono ad s per n — oo, da cui segue che
uy deve convergere a 0 per n — co.

La condizione u,, — 0 & necessaria, ma non sufficiente, come si vede

facilmente con il contro-esempio della serie armonica

1 n 1
2 3
Il termine n-esimo di questa serie tende a zero per 1 — oo, ma

1
1+ +.ooo =4
n

la serie diverge. Infatti, si raggruppino i termini della serie nel
seguente modo

Trat (rr ) (et it s ) bt (o b ot ) 4
2°\3 "4 56 7 '8) T\ g1 Ty )

Ogni parentesi & maggiore di 1/2 perché contiene 2"~! termini
tutti maggiori di 1/2". Quindi
1+l—|—1+ +1+ > 1+1+1+1+
sty Tt o+ 3Tyt s+
e poiché la serie a destra ovviamente diverge anche quella sinistra

deve divergere.

3. Criterio generale di convergenza di Cauchy: Condizione necessaria e
sufficiente perché una serie sia convergente ¢ che, dato un qualun-
que € > 0 piccolo a piacere, esista un intero N tale che per ogni
n > N si abbia

|Snip —sn| < €.

15
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IL VANTAGGIO DEL CRITERIO DI CAUCHY é che in esso non non figu-
ra il limite della successione, cioe il criterio di convergenza dipende
soltanto dai termini della successione delle somme parziali. Non ci si
dovrebbe mai stancare di mettere in risalto 'importanza del criterio
di Cauchy, non solo per la sua importanza per successioni convergen-
ti di numeri reali, ma anche perché esso fornisce una robusta nozione
di convergenza per successioni di punti appartenenti a spazi piu
generali della retta reale. Ritorneremo su questa nozione di conver-
genza pill avanti, dopo avere esteso quanto detto finora a spazi pit
generali e, in particolare, al piano complesso.

Per il momento, vediamo di capire perché il criterio di Cauchy
fornisce una condizione necessaria per la convergenza di una se-
rie. Se la successione {s,} converge a s, allora esiste un N tale che
|s —sn| < e pern > N e quindi, a maggior ragione, varra la disu-
guaglianza |s — s, 1| < €. Sommando membro a membro queste due
disuguaglianze si ha

|s —sn| 4|5 — sutp| < 2e.
D’altro canto,
|sn = sntpl = |(s = 5n) + (Sn4p — )| <[5 —su| + [sntp — 5] <2€

e cosi la condizione di Cauchy risulta dimostrata. Si osservi che il
fattore due ¢ inessenziale: aviemmo potuto incominciare il ragiona-
mento scrivendo |s — s,| < €/2 oppure si potrebbe mettere un 2 nel
criterio di Cauchy e scrivere fin dall’inizio

|Sntp —su| < 2€.

Per varie ragioni, preferisco questo secondo modo.

Per capire la sufficienza del criterio di Cauchy, dimentichiamoci
per un momento delle serie e concentriamoci sulla nozione di succes-
sione di Cauchy in quanto tale: una successione {x, } & detta di Cauchy
se |Xpyp — Xn| < € per tutti gli n dopo un certo N, p > 0, qualunque sia
e arbitrariamente scelto. Detto in breve, una successione & di Cauchy
se i suoi elementi diventano arbitrariamente vicini man mano che la
successione progredisce. Si veda la figura 2.1.

II fatto che una successione di Cauchy converga é al cuore dell’a-
nalisi reale, proprio perché i numeri reali possono essere costruiti
completando i razionali con successioni di Cauchy di razionali. Se si
sceglie questa strada per caratterizzare i reali, la convergenza delle
successioni di Cauchy e tautologica e si stabilisce cosi che i reali for-
mano uno spazio completo, il che significa: uno spazio in cui tutte le

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
¢ stato un matematico e ingegnere
francese che ha avviato il progetto
della formulazione rigorosa dei teo-
remi dell’analisi infinitesimale basato
sull’utilizzo delle nozioni di limite

e di continuita e ha dato importanti
contributi alla teoria delle equazioni
differenziali. B il padre della teoria
delle funzioni di variabile complessa.

Figura 2.1: Grafico di una successio-

ne di Cauchy {x,}. Se lo spazio che
contiene la successione di Cauchy e
completo, il punto d’arrivo della suc-
cessione, cioe il limite della successione,
esiste.



successioni di Cauchy convergono. (Questa nozione di completezza,
basata sulle successioni di Cauchy, & fondamentale per la caratteriz-
zazione di spazi pil1 generali della retta reale, ad esempio gli spazi di
Banach o gli spazi di Hilbert.) Alternativamente, partendo dall’assio-
ma di Dedekind, detto anche assioma di continuita oppure assioma
di completezza (che afferma che ogni insieme di numeri reali che non
sia vuoto e che sia limitato superiormente possiede un estremo supe-
riore) e utilizzando il teorema Bolzano-Weierstrass (secondo cui ogni
successione di numeri reali limitata ammette almeno una sottosuc-
cessione convergente) si stabilisce la completezza dei numeri reali —
ogni successione di Cauchy di numeri reali converge ad un numero
reale.

Ritorniamo adesso alle serie e alla sufficienza del criterio di
Cauchy. Se la successione delle somme parziali e di Cauchy allo-
ra converge ad un numero s, che & proprio la somma della serie.
Concludiamo questa sezione con un esempio.

Esemrio 2.1 (La serie geometrica). Si dice geometrica la serie il cui
termine n-esimo € u, = x". Tale serie puo essere considerata come la
somma di una progressione geometrica illimitata avente come ragio-
ne x e primo termine 1. Essa € convergente per |x| < 1 e divergente
altrimenti, come si puo constatare facilmente. Infatti, si ha

sn=14+x+22+3+.. . +x"

da cui
Xsp=x+ x4+ +. x4 =5, — 14
e quindi
1 xn+1
Sy = —
1—-x 1—x

Il limite di s, per n — oo & evidentemente finito ed uguale ad 1/ (1—
x) per |x| < 1in quanto, in tal caso, l'errore

xn+1

1—x

tende a zero. Se |x| > 1, i termini della serie non vanno a zero e
quindi la serie non converge. Per —1 < x < 1 la somma della serie &
(si veda la figura 2.2)

1

s=1+x+x2+x3+...= .
1—x

(2.1)
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I
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Figura 2.2: Somma della serie geome-
trica al variare della ragione x tra —1

el

o

T
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2.3 Il mistero delle serie di potenze reali

Molte funzioni reali si possono esprimere (per esempio, mediante il
teorema di Taylor) come serie di potenze:

oo
F(x) = chxk =cgtox+ox®+exd+...,
k=0
dove i ¢; sono costanti reali. Usualmente, queste serie infinite con-
vergono a F(x) solo in qualche intervallo di convergenza centrato
nell’origine —R < x < R. Ma la domanda profonda eé:

In che modo il raggio di convergenza R é determinato da

F(x)? (2.2)

Come vedremo nel seguito, questa domanda ha una risposta sem-
plice e bella, ma solo se ne cerchiamo la risposta nel piano complesso. Se
invece ci limitiamo alla retta reale, la relazione tra R e F(x) & comple-
tamente misteriosa. Storicamente, e stato proprio questo mistero che
ha portato Cauchy a far progredire 1’analisi complessa.

Per vedere che c’e un mistero, consideriamo le serie di potenze
delle due funzioni

1 1

G(x):m H(x):m.

La serie geometrica equazione (2.1) fornisce immediatamente la
risposta

dove entrambe le serie hanno lo stesso intervallo di convergenza
-1<x<1

E facile comprendere questo intervallo di convergenza della serie
per G(x) se guardiamo la figura 2.3. La serie diventa divergente
nei punti x = =£1 perché questi punti sono delle singolarita della
funzione stessa, cioe sono luoghi in cui |G(x)| diventa infinito. Ma
se guardiamo al grafico di H(x) in figura 2.4, sembra che non ci sia
ragione perché qualcosa vada storto per x = +1. Perd qualcosa in
effetti va storto.

Per incominciare a capire perché, espandiamo queste funzioni in
serie di potenze centrate in x = u, cio¢ in serie di potenze } ;7 cka,
dove X = (x — u) misura lo spostamento di x dal centro u. Otteniamo
questo sviluppo con i seguenti passaggi:

1 1 1 1
1—x2 2|1—-x —-1-—x|"

yA

|—|+|?—|+|—>|

1 2
X

Figura 2.3: Grafico del modulo della

funzione G(x).

O T | T ']
1 2

X

Figura 2.4: Grafico del modulo della

funzione H(x).



ma
SO S | 1
a—x_a—(X—O—u)_(a—u){l L}
a—u
da cui
1 = Xk
=) T seesolose |X| < |a—ul.
a—x [=h(a—u)
Quindi
1 1& 1 1 .

ek

_ xXx,
= (1 _ M)k+1 (_1 _ u)k+1

dove | X| < |1 —u| e |X| < |1 + u|. Percio l'intervallo di convergenza
|X| < R & dato da

R = min{|1 —u|, |1+ u|} = DISTANZA DI u DALLA
SINGOLARITA PIU VICINA DI G
Questo risultato ¢ illustrato dalla figura 2.5 (si ignori il disco per il
momento). L'analogo compito per H(x) & lasciato come esercizio:

EsErcizio 2.2. Dimostrare che il raggio di convergenza R dell’espansione
in serie di potenze della funzione

1

HO) =1

intorno al punto u é

R=+v1+u? (2.3)

(L'esercizio e difficile se si usano solo metodi reali, facile se si usano metodi
complessi.)

La formula R = v/1 + u? & la chiave di volta per capire in che mo-
do il piano complesso entra in gioco: se immaginiamo la retta reale
immersa nel piano, il teorema di Pitagora ci dice che R = /1 + u?
deve essere interpretato come la distanza dal centro u dell’espansione
ad uno dei due punti, fuori dalla retta reale, che stanno a distanza 1
dalla retta stessa in una direzione ad essa ortogonale. Si veda la fi-
gura 2.6. Se si pensa al piano come a C, allora questi punti sono a £i
e

R = distanza di u da =i

Il mistero incomincia a svelarsi quando passiamo alla funzione

complessa
1
h(z) = ——
(2) 14 22
che ¢ identica a H(x) quando z e ristretto all’asse reale del piano

complesso. In effetti — in un senso che non possiamo ancora rendere
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1 —u=

Figura 2.5: Raggio di convergenza della
serie di G(x) centrata nel punto .

—1
Figura 2.6: Raggio di convergenza della
serie di H(x) centrata nel punto u.
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esplicito — h(z) & la sola funzione complessa che concorda con H(x)
sull’asse reale.:

Mentre la figura 2.4 mostra che h(z) si comporta bene per valori
reali di z, & chiaro che h(z) ha due singolarita nel piano complesso,
unaaz = ielaltraaz = —i. Queste sono illustrate come delle
piccole esplosioni in figura 2.7.

Il mistero incomincia a svelarsi: quanto visto finora suggerisce la
seguente risposta alla domanda (2.2):

1l raggio di convergenza ¢ la distanza dalla singolarita piit (2.4)

vicina.

Nelle lezioni seguenti chiariremo il senso matematico preciso di
questa risposta. Per il momento ha solo lo statuto di una “buona
congettura”.

Concludiamo questo argomento con un esercizio:

ESERCIZIO 2.3. Dimostrare che ¢(z) = 1/(1—22) e h(z) = 1/(1+z?)
sono “essenzialmente” la stessa funzione, cioé sono ottenute I'una dall’altra
mediante una rotazione del piano complesso.

2.4 Successioni e serie in spazi vettoriali metrici*

Uno spazio vettoriale metrico & uno spazio vettoriale 27, che assume-
remo sul corpo C dei complessi, tra i cui elementi & ben definita una
nozione metrica di distanza.

La natura vettoriale dello spazio fa si che risulti ben definita la

n
Sy = Z uj
k=0

Per poter parlare di somma infinita o serie
o0
Y
k=0

occorre una nozione di convergenza della successione di vettori {s }.

somma finita di vettori

A sua volta, la nozione di convergenza risulta definita se tra due
vettori x e y di 2~ & ben definita una nozione di distanza d(x,y).
Astrattamente, la distanza d(x,y) & una funzione reale su 2~ x 2

che soddisfa le seguenti proprieta (“sse” = “se e solo se”):

(i) d(x,y) > 0 (positivita)

Ossex=y

(xy
(i) d(x,y
(i) d(x,y
(

)
) =
) = d(y,x) (simmetria)

(iv) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (disuguaglianza triangolare)

Figura 2.7: Grafico del modulo della
funzione complessa h(z).

*Questa sezione pud essere omessa sen-
za pregiudicare la comprensione delle
sezioni successive di questo capitolo e
dei capitoli prima del capitolo 16.

Figura 2.8: Una serie & una somma
infinita di vettori. Vale comunque la
regola del parallelogramma per la
somma, come mostrato in figura. La
figura illustra anche che s, = 5,1 + uy.
11 vettore in rosso s & la somma di tutti
i vettori u, in blu (se la serie converge!
Naturalmente, nella figura mancano
molti vettori!).



Queste proprieta vanno intese come ottenute per processo di astra-
zione dall’usuale nozione di distanza tra punti dello spazio eucli-
deo tridimensionale. Sono quanto basta—niente di pili, niente di
meno—per caratterizzare la nozione di distanza in spazi vettoriali
generali.

Con una nozione di distanza ben definita, la nozione di conver-
genza ¢ quella ovvia: diciamo che la successione {x;} converge a x, e
scriviamo x, — X, se se d(x,,x) — 0 per n — c0.> Analogamente per
Cauchy: {x,} & una successione di Cauchy se d(x,, x,) < € per tutti
gli n e m dopo un certo N, qualunque sia il valore di e.

Quando tutte le successioni di Cauchy convergono in 2, lo spazio
Z e detto spazio metrico completo.

Se 2" e IR, siritrova la nozione di convergenza vista all'inizio della
sezione 2.1, in quanto i numeri reali formano uno spazio vettoriale
con metrica data dal modulo della differenza tra numeri. Un altro
esempio e dato da R?,d > 1, con distanza indotta dal prodotto
scalare naturale di R?. Qualche chiarimento sul senso di quest’ultima
frase & d’obbligo.

Uno. Dati due vettori u = (uq,...u3) ev = (v1,...7v;) di R, il
loro prodotto scalare naturale &

uev — U 01 +...+uUj0,4.

Se d = 3, si ha l'usuale prodotto scalare tra vettori della F1sica. Nel
seguito useremo anche un’altra notazione per denotare il prodotto
scalare a cui @ bene abituarsi fin d’ora:

(u|v) =ugoy + ... ugoy

Astrattamente, uno spazio vettoriale con prodotto scalare € uno spazio
vettoriale equipaggiato con una funzione (e | o) da 2" x 2" a valori
in C e avente le seguenti proprieta:

(i) (x]y) = (x|y) (simmetria coniugata)

(i) (u|ax+ By) = a(u|x) + B(uly) (linearita nel secondo
argomento3)
(iii) (x|x) > 0 (= 0sse x = 0) (positivita)

DuE. Per distanza indotta dal prodotto scalare si intende la funzio-

ne distanza cosi definita:
d(u,v) =/{u—v|u—v) (2.5)

(Si lascia come esercizio mostrare che le quattro proprieta della di-
stanza sopra indicate risultano verificate.) A questo proposito & utile
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2 Piti pedantemente: x ¢ il limite della
successione {x, } per n — oo se per ogni
numero reale € > 0, piccolo a piacere,
esiste un numero intero N tale che, per
tutti gli m > N, si ha d(x,, x) < €.

Una funzione su 2~ x £ avaloriin
C che soddisfa le condizioni (i), (ii) e
(iii) del prodotto scalare & detta forma
sesquilineare o forma hermitiana.

3 convenzionale richiedere la linearita
rispetto al primo o al secondo argo-
mento. Nella letteratura matematica, la
linearita e rispetto al primo argomento.
I fisici tendono a seguire la convenzione
opposta e qui non faremo eccezione.
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osservare che il secondo membro della precedente equazione non &
altro che la lunghezza o norma o modulo del vettore u — v. Per deno-
tare quest’ultima, si usano di solito una o due sbarrette da entrambi i
lati del simbolo del vettore. Usiamone due. Allora I'equazione

V(W w) = [[w]] (2.6)

stabilisce che il prodotto scalare induce una nozione di norma (o
lunghezza o modulo). Si puo dimostrare (ma non lo faremo) che
gli spazi R? e C? sono spazi metrici completi rispetto alla distanza
definita dall’equazione (2.5) (cioe le successioni di Cauchy hanno
limiti che stanno in questi spazi). Come esempio di spazio metrico
non completo, si consideri I'insieme Q dei razionali con metrica
usuale (modulo della differenza tra numeri): successioni di Cauchy
di razionali non necessariamente convergono ad un razionale.

SI OSSERVI CHE BASTA UNA NORMA per definire una distanza: se
sullo spazio fosse definita una norma, ma non un prodotto scalare,
risulterebbe lo stesso definita una distanza (la distanza indotta dalla
norma) e quindi risulterebbero ben definite le nozioni di successione
convergente e di successione di Cauchy. Uno spazio vettoriale munito
di una norma & detto spazio normato. Come esempio di norma non
indotta da un prodotto scalare, si consideri in C? la norma

(e, 12, - ug) || = max{[ul, [ual, ., |ugl}

Astrattamente, uno spazio vettoriale normato € uno spazio vetto-
riale su cui e definita una funzione a valori in R avente le seguenti
proprieta:

@ ||x|| >0sex#0
(i) [lax|| = |a| ||x|| (x € C e |a| denota il suo modulo)
(i) [|x+y|| < ||x|]| + |ly]| (disuguaglianza triangolare?)

A questo punto, per far pratica con le nozioni introdotte, & utile
fare il seguente esercizio:

EsERrc1z1O 2.4. (a) Dimostrare che la norma indotta dal prodotto scalare
soddisfa tutte le proprieta della norma.>

(b) Dimostrare che la distanza indotta dalla norma soddisfa tutte le proprie-
ta della distanza.

(c) Dimostrare che la funzione su C? a valori reali

[(ur, 12, - ug) || = max{[m], [ual, .., |ugl}

soddisfa tutte le proprieta della norma.

4La somma delle lunghezze di due lati
di un triangolo & maggiore o uguale
della lunghezza del terzo lato.

5 A partire dalle proprieta (i) (ii) e
(iii) del prodotto scalare e dalla
(2.6), si dimostri preliminarmente la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

[(ulv) < [[ul] []v]] .



(d) Inventatevi un’altra norma su C? (diversa dalla precedente e da quella
indotta dal prodotto scalare); naturalmente, dovete dimostrare che le
proprietd della norma sono soddisfatte..

2.5 Successioni e serie nel piano complesso

Il punto di partenza & completamente analogo a quello della sezio-
ne 2.1: la successione di numeri complessi s1, 52, 53, ... converge al
numero s se per ogni dato € positivo, comunque piccolo, esiste un
intero N tale che |s — s,| < €; la sola differenza con il caso reale & che
adesso il modulo® va inteso nel senso del modulo dei numeri com-
plessi. Come nel caso reale, siamo interessati ad una serie di numeri
complessi ) 7, uy e quindi alla convergenza della successione delle
somme parziali s, = Y ;' -

Poiché i numeri complessi sono rappresentati da punti del piano,
visualizziamo la successione come in figura 2.9. La figura mostra
che e tutto € molto pitt semplice di quel che sembra: tutto quel che
si intende con la nozione di convergenza di una successione & che
una volta che si raggiunge un certo punto sy della successione, tutti
i punti successivi stanno dentro un disco arbitrariamente piccolo di
raggio € con centro in s.

11 criterio di Cauchy si estende al piano complesso e anch’esso
ha un semplice giustificazione geometrica. Si veda la figura 2.10: se
n > m > N, allora entrambi s, e s,; stanno dentro al disco e conse-
guentemente la distanza tra loro deve essere inferiore al diametro del
disco:

lthyi1 + Ui + oo+ Uy| = |5y — sm| < 2€ (2.7)

Viceversa, si pud dimostrare (esercizio) che se vale I'equazione equa-
zione (2.7), allora {s, } converge. Abbiamo cosi ritrovato il criterio

di Cauchy che puo essere cosi riformulato: la serie complessa Y 3. u
converge se e solo se esiste un N tale che vale la disuguaglianza (2.7) (per €
arbitrariamente piccolo) ogni qual volta m e n sono maggiori di N.

2.6 La nozione di serie assolutamente convergente

La serie complessa

[e9)
s= ) up=tup+u+uy+uz+...
k=0

e detta assolutamente convergente se la serie reale

§= Z [ug| = |uo| + |ug| + |ua| + |us| + ...
k=0

SUCCESSIONI E SERIE 23

¢ Nel linguaggio della sezione 2.4, il
modulo coincide con la norma di R%:
2l = VA2 = [[(x,9)]] e questa
induce nel piano l'usuale distanza tra
punti.

S1

Figura 2.9: Significato geometrico della
convergenza di una successione di
numeri complessi.

e — ¢
Figura 2.10: Significato geometrico del
criterio di Cauchy.
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e convergente. La convergenza assoluta & certamente differente dalla
convergenza ordinaria. Per esempio, la serie

0o (_1)k
L

& convergente, ma non ¢ assolutamente convergente (perché?). In
effetti il requisito di assoluta convergenza e pit1 forte della semplice
convergenza. Si ha infatti:

Se una serie é assolutamente convergente allora é anche (28)
2.
convergente.

Per stabilire la proposizione (2.8), supponiamo che

[e9)
s=Y ug=up+u+up+uz+...
k=0

sia assolutamente convergente, il che significa che

o
5= ) lugl = luol + ] + 2] + |us| + ..
k=0
& convergente. Denotiamo con §, le somme parziali di 5. Se § & con-
vergente, allora, per il criterio di Cauchy, vuol dire che per valori
sufficientemente grandi di m e n, possiamo rendere |3, — 5| piccolo
quanto vogliamo. Ma, riferendoci alla figura 2.10, vediamo che

‘gn _5~7n‘ = |”m+1| + |”m+2‘ +..+ |un|

e la lunghezza totale del viaggio da s;; a s, che passa per i punti
Sm+1, Sm+2 € cosl via. Poiché s, — s;,| € la lunghezza del viaggio piti
breve da s;; a sy,

|Sn —5m| < |§n —§m|

Quindi |s,, — 5| deve diventare arbitrariamente piccolo per m e n
sufficientemente grandi. Fine della dimostrazione.

2.7 Serie di potenze nel piano complesso

Dalle nozioni di successione e serie si passa a quelle di successione di
funzioni e di serie di funzioni semplicemente permettendo che i termini
delle successioni e delle serie dipendano da una variabile che varia in
un certo dominio. Per esempio, se facciamo dipendere i termini uy da
una variabile reale, cioé se abbiamo u, = u(x), la serie Y ;2 tx(x)
potra convergere per alcuni valori di x e non per altri. Il problema
interessante ¢ dunque quello di determinare per quali valori di x la
serie converge.
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Abbiamo gia incontrato questo problema nell’ ESEMPIO 2.1 e nella
sezione 2.3. In generale, si avra che sull'insieme dei valori x in cui
la serie converge risulta associata una funzione f(x) che & la somma
della serie.

Adesso ci vogliamo occupare del caso in cui i termini u; dipenda-
no da una variabile complessa z e siano pure a valori complessi. In
particolare, ci vogliamo occupare del caso pitt semplice di dipenden-
za: up(z) = cxz¥, dove ¢ sono costanti complesse. In questo modo,
si arriva alla nozione di serie complessa di potenze P(z) (centrata
nell’origine):

[e)
s=P(z) = chzk =co+cz4+zt+ 32+ ...,
k=0
dove ¢, sono costanti complesse e z € una variabile complessa. Le
somme parziali di questa serie sono polinomi ordinari,

n
sn="Py(z) =) iz =co+c1z+ 2+ 3B+ ..+ cpZ”,
k=0
Fissato il punto z, ad esempio z = a, per la convergenza della se-
rie in a (convergenza puntuale) vale ovviamente quanto visto in
precedenza per successioni e serie nel piano complesso.
Vogliamo stabilire I'importante risultato:

Se P(z) converge in z = a, allora converge dappertutto dentro

al disco |z| < |a|. @9

Per stabilire questo, dimostreremo che P(z) & assolutamente
convergente dentro al disco |z| < |a|, cioe che la serie reale

divergente

P(z) = Z |ckzk| = [eo| + |e1z| + |c22?] + |e3Z®| + ...
k=0

incertezza

¢ convergente. Se mostreremo questo, la proposizione (2.9) risultera ’ :
dimostrata in virtu della (2.8).

Per la dimostrazione della proposizione (2.9), faremo riferimento
alla figura 2.11 e denoteremo con P, (z) 1'n-esima somma parziale di
b(z).

Per dimostrare la convergenza di P(z) per |z| < |a|, in primo luogo
si osservi che se P(a) converge, allora la lunghezza |c,a"| di ciascun
termine della serie deve andare a zero quando 7 va all’infinito (per-

che? si riveda quanto visto per il caso reale). In particolare, deve

esistere un numero M tale che |c,a"| < M per tutti gli n. Se |z| < |a], Figura 2.11: Convergenza e divergenza

allora p = |z|/]a|] < 1 e di conseguenza |c,z"| < Mp". Percio, per di una serie di potenze.
n>m>N,7 7 Infatti,
- N M Pu(z) = Pu(z) < M(p" ' +p"+2 4 ... 0")
Bu(z) = Pulz) < — [p" 1 —p"*1] (210 L ’
17p :Mpm+1 (1+p+.‘.+pn7(m+1))

1 n—m

— m+1 _,0

=Mp (1—9 1—9)
M

m [anrl _ pn+1} .
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dove 'ultimo membro pud essere reso piccolo quanto si vuole per 7 e
m sufficientemente grandi. Fine della dimostrazione della (2.9).

Se P(z) non converge ovunque nel piano, ci deve essere alme-
no un punto d dove diverge. Si supponga che P(z) converga in un
punto p piu lontano dall’origine di d. Si veda la figura 2.11. Allora,
per 'equazione (2.9), P(z) convergerebbe dappertutto dentro al di-
sco |z| < |p| e, in particolare, convergerebbe in d, contraddicendo
lI'ipotesi. Risulta cosi stabilita la proposizione:

Se P(z) diverge in z = d, allora diverge dappertutto fuori dal (2.11)

cerchio |z| = |d|.

A questo punto abbiamo risposto alla domanda sulla convergen-
za, eccetto nell’anello bianco tra i due cerchi centrati nell’origine, il
cerchio passante per a e quello passante per d. Si veda la figura 2.11.
Supponiamo adesso di prendere un punto g a meta strada in questo
anello, cioe il cerchio |z| = (|a| + |d|)/2, e di verificare se in questo
punto la serie converge. Qualunque sia la risposta, le (2.9) e (2.11) ci
permettono di ridurre 'anello di “incertezza”. Per esempio, se P(g) &
convergente, allora P(z) & convergente per |z| < |g| e il nuovo anello
di incertezza diventa |g| < |z| < |d|. Ripetendo questa procedura
nel nuovo anello, dimezzeremo nuovamente lo spessore dell’anello
di incertezza. Continuando in questo modo, I'anello di incertezza
si restringera ad un cerchio definito di raggio R (chiamato il cerchio
di convergenza) tale che P(z) converge dappertutto dentro a questo
cerchio e diverge dappertutto fuori dal cerchio. Si veda la figura 2.12.
Il raggio R & chiamato raggio di convergenza e 1'interno del cerchio e
chiamato disco di convergenza.

Si osservi che questo argomento non ci dice nulla riguardo alla
convergenza di P(z) sul cerchio di convergenza. In linea di principio,
tutto puo accadere: divergenza, convergenza oppure convergenza in
alcuni punti del cerchio di convergenza e divergenza negli altri. Al
riguardo, si veda il problema 2.2.

TUTTI 1 RISULTATI PRECEDENTI si generalizzano banalmente a serie
di potenze centrate in un arbitrario punto u del piano complesso,
vale a dire a serie della forma P(z) = ¥_cx(z — u)X. Dunque:

Data una serie complessa di potenze P(z) centrata in u, esiste
un cerchio |z — u| = R, con centro in u, tale che P(z) con-
verge (assolutamente) dappertutto dentro al cerchio e diverge
dappertutto fuori dal cerchio.

(2.12)

Questo teorema ¢ dovuto a Niels Abel.

divergente

.~ disco

/ 1 \
ll convergenza \l

‘R

Figura 2.12: Disco e raggio di
convergenza di una serie di potenze.

Niels Abel (1802-1829) & stato un
matematico norvegese. Indipenden-
temente da Galois, sviluppo la teoria
di gruppi e dimostrd I'impossibilita
di risolvere una generica equazione
di quinto grado con un algoritmo al-
gebrico. (In un capitolo successivo

ci occuperemo del metodo di Abel
per regolarizzare somme e integrali
divergenti.)



2.8 Che cosa succede sul cerchio di convergenza*

Mediante cambiamento di scala globale z +— z/R, senza perdita di
generalita, possiamo assumere che il disco di convergenza sia il disco
unitario ID e il cerchio di convergenza sia il cerchio unitario T. Posto
z = €%, quest’ultimo @& identificato in modo naturale con l'intervallo
(=7, 7). Per z = e

, una serie di potenze
[e)
3 e
n=0
diventa una serie a valori complessi nella variabile reale 6 € (—m, 7],

00 .
_ E CnelnG
n=0

Si osservi che (qui e in generale) la convergenza della serie complessa

=u(f) +iv(0).

e equivalente alla convergenza delle sue parti reale e immaginari u e

.
Ora,
1 & ) .
u() = 5 Z [cnemg + Cre 1”9]
n=0
1 (e )
=5 Y [en (cosnb + isinnf) + ¢, (cos n6 — isinno)]
n=0
=) CntCn cosnf + ([ =) sinng
— 2 2i
n=0
quindi
u(f) = Z an cos nf + by, sinnf] , (2.13)
dove
Cn+Cy Cn —Cn
an:%,..., e bn:—%,.... (2.14)
Analogamente, si trova
(e )

—by, cosnf + a, sinnd] . (2.15)
La serie a secondo membro della (2.13) & detta serie di Fourier.8
Lo studio delle serie di potenze su T diventa dunque lo studio delle
serie di Fourier nell'intervallo (—7, 7], di cui ci occuperemo nel
capitolo 16.

LA cONVERGENZA delle serie di potenze sul cerchio di convergenza
€ un problema di grande interesse, specialmente in vista dello studio
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*Questa sezione puod essere omessa
senza pregiudicare la comprensione dei
capitoli successivi.

i

Joseph Fourier (1768-1830) e stato un
matematico e fisico francese noto per
aver introdotto nel 1807 le serie e gli
integrali che prendono il suo nome ed
averli applicati a problemi di condu-
zione del calore e ai sistemi vibranti.
Da grandi matematici del tempo, il suo
lavoro fu inizialmente giudicato poco
rigoroso e carente di giustificazioni.

8 Naturalmente, anche la (2.15) & una
serie di Fourier.
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delle serie di Fourier. Alla fine sella sezione 2.7 abbiamo detto che sul
cerchio di convergenza la serie pud convergere o divergere dapper-
tutto o in alcuni punti convergere e in altri divergere. Una domanda
legittima (!) & chiedersi se esistano dei criteri che permettano di valu-
tare la convergenza di P(z) per |z| = 1.9 In S.2.2 & stato dimostrato
che la serie

1 1 1
z+ EZZ + 523 + 124 +... (2.16)
converge ovunque sul cerchio |z| = 1, fatta eccezione per il punto

z = 1. Dalla dimostrazione in S.2.2, ci si puo rendere conto facilmente
che la forma esplicita dei coefficienti ¢, = 1/n non gioca alcun ruolo
in quella dimostrazione, conta soltanto il fatto che ¢, — 0 (per potere
applicare il criterio di Cauchy). Risulta cosi dimostrato il teorema
generale:™°

Sia ) cyz" una serie di potenze che converge nel disco unitario
D. Se ¢, — 0 per n — oo, allora la serie converge per |z| = 1,|| (2.17)

z # 1.

Anche questo teorema, come il teorema 2.12, &€ dovuto a Abel.

9 Si raccomanda caldamente di svolgere
il problema 2.2 [domanda (ii)], e leggere
la soluzione completa in S.2.2.

°Si osservi che il teorema NON afferma
che la serie divergeinz = 1. Perz = 1
il criterio semplicemente non si applica
(questo e chiaro dalla dimostrazione

in S.2.2) . La convergenza per z = 1 va
dunque stabilita con altri metodi.



2.9 PROBLEMI

ProsrLEMA 2.1. O Utilizzando i metodi dell’analisi
complessa trovare il raggio di convergenza dello
sviluppo in serie della funzione

1

HO =152

nell’intorno del numero reale u, dove —1 < u < 1.
PrROBLEMA 2.2. [ Mostrare che ciascuna delle se-
guenti serie ha il cerchio unitario come disco di

convergenza,
[ 00 Zn 00 Zr’l
OIS DELN D D (R Dk
—_ n n
n=0 n=1 n=1

Investigare quindi la convergenza delle serie sul
disco |z| = 1.
PrOBLEMA 2.3. [ Si consideri la serie geometrica

P(z) = i Z
j=0

che converge a
1

1—z

dentro il disco unitario. I polinomi approssimanti in

questo caso sono

Pu(z) = i 2z
j=0

N

(a) Mostrare che l'errore E;,(z) = |P(z) — Py(z)| &

dato da

‘Z|m+1

En®) =
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(b) Se z & un punto qualunque dentro il disco di
convergenza, che cosa accade all’errore quando
m — oo?

(c) Se fissiamo m, che cosa succede all’errore
quando z si avvicina al bordo |z| = 1?

(d) Supponiamo di volere approssimare questa
serie nel disco |z| < 0.9 e supponiamo inoltre
che l'errore massimo che vogliamo tollerare &
€ = 0.01. Trovare il polinomio Py,(z) di grado
pit basso che approssima P(z) in tutto il disco

con la precisione desiderata.

PROBLEMA 2.4. [0 Data una funzione reale f(6),
—m < 6 < 7, laregola di calcolo esplicita per
determinare i coefficienti della sua serie di Fourier

f(0) =ao+ Z [y cosn@ + by, sinné] ,

n=1

(2.18)

(0%

w= o [ FO)0,
oy = % / " £(6) cos(n6)de ,
by = % /_" £(6) sin(n6)do .

Ottenere questa regola (formalmente, cioé senza
preoccuparsi di questioni di scambio di integrali con
serie).

Aiuto: Per prima cosa verificate che

f fn cos mb sin n0 d@ si annulla, e che anche

ffn cosmf cosnfdf e ffﬂ sinmf sin n6 d e si
annullano, a meno che non sia m = n.
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2.70 COMPLEMENTI

2.10.1  Geometria delle serie di potenze

Una serie di numeri complessi, per quanto infinita, & pur sempre una somma di vettori nel piano. E dun-
que utile farsene una rappresentazione geometrica, nello stesso spirito con cui Feynman, nel capitolo 30
del volume 1 delle sue ‘Lectures on Physics”, determina la diffrazione di una grata sommando geometrica-
mente 1 sorgenti con stessa differenza di fase tra termini successivi, e stessa intensita.

Siamo interessati al caso in cui 7 diventa infinitamente grande, e quindi al caso in cui la lunghezza dei
vettori (= modulo = norma) varia, in particolare, diventa sempre pitt piccola man mano che n aumenta. Co-
me nel caso della diffrazione di una grata, consideriamo il caso pitt semplice di serie con stessa differenza
di fase tra termini successivi, cioe la serie geometrica

1+z4+224+23+....

La studieremo graficamente con un programma di grafica vettoriale (Asymptote), usando il seguente
codice elementare:
pair 0= (0,0); //origine nel piano complesso
pair z = r* dir(theta); // r e theta sono rispettivamente modulo e angolo di z
int m ; // numero di iterazioni (m-esima somma parziale della serie)
pair [ ] s= new pair[m];
s[0] = (1,0);
for(int n=1; n<=m-1 ; ++n)
s[n] = s[n-1] + z*n ;
for(int n=1; n<=m-1 ; ++n)
draw(s[n-11--s[n], Arrow);
Incominciamo con un vettore dentro il disco unitario. Abbiamo scelto = 0.8 e § = 60°. Ecco la figura
che si ottiene

I primo vettore della serie ¢ 1, il secondo € z. In figura ne abbiamo indicato la lunghezza. Il vettore in
rosso denota la somma dei vettori (solita regola del parallelogramma). Facendo variare m si vede che il
risultato numerico si stabilizza attorno alla somma

1
1—0.82(600)
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Adesso facciamo avvicinare z al bordo del disco. Ecco i risultati per r = 0.9 (figura a sinistra) e r = 0.95
(e 6 = 30°):

Com’era da aspettarsi, la convergenza per r = 0.95 € molto pilt lenta. Adesso mettiamo a confronto z
vicinissimo al cerchio unitario e z sul cerchio per 8 = 60°:

Nel primo caso (r = 0.98, a sinistra) la convergenza ¢ lentissima: m = 100, ma la serie non si a ancora
stabilizzata (potete indovinare dove finira?). La figura a destra mostra che per z = 1 non ci potra mai
essere convergenza: I'“orbita”della serie & periodica e 1’esagono regolare & percorso indefinitivamente
all’laumentare di m, senza che mai ci sia stabilizzazione della somma. Ecco un altro esempio dello stesso
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tipo, per 6 = 90°:

y X A
Y —E‘ 0.9 I
0.8 0.8 1
0.7 0.7 1~
0.6 0.6 I
05 @ 05 1
0.4 0.9 04T
0.3 0.3
0.2 0.2 =
90(] T 90[)
+::::}::::v‘ ‘::::}::::vﬂ‘wﬁ
0 ot
0.5 1 0.5 1
T T

II fatto che quando z & sul cerchio, compaia un poligono regolare non & generico: & solo dovuto al fatto
che 60 e 90 sono divisori interi di 360. Per una diversa scelta dell’angolo, ’orbita cessa d’essere periodica.
Ecco i risultati per 8 = 57°: nella figura a sinistra, m = 20, in quella a destra, m = 80:

Y4
: 0

La figura a destra mostra che al crescere di m 1’orbita copre uniformemente un anello circolare (si potreb-

T

be dimostrare che lo compre densamente, ma questo esula dai nostri scopi). Quindi non ci puo essere
convergenza.

Infine, appena z esce dal disco, la serie tende all’infinito. Ecco due casi: per r = 1.0l e r = 1.1 (6 = 40° in
entrambi i casi):

[/ —1000
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2.10.2 Regolarizzazione di Abel

Abel invento anche un metodo per regolarizzare serie divergenti sul cerchio T. Introdusse quella che oggi
€ nota come sommabilita o regolarizzazione di Abel,

(o] o0
Ay cpe™ = lim ) cpr'e?
n=0 1 n=0

In altre parole, il valore di Abel della serie sul cerchio unitario nel punto ¢ & quello ottenuto come limite

r — 1, lungo la direzione 6, della serie dentro al disco. La sommabilita secondo Abel ¢ molto liberale e
rende finite somme che sarebbero altrimenti infinite come limite delle somme parziali. Ad esempio, per la
seriel—14+1—-14+1—-1+...siha

[e9)

- 1" =1 """ =11 = —
An;o( 1) }13}”;0( 1)"" = lim 7

Valgono i seguenti teoremi:
® Se una serie ¢ sommabile nel senso usuale, allora ¢ sommabile secondo Abel.

¢ Se una serie & sommabile secondo Abel, allora @ sommabile secondo Cesaro (ma non necessariamente
viceversa).

Il metodo di Abel si applica non solo allle serie, ma anche agli integrali divergenti. La regolarizzazione
di Abel per gli integrali &
A—/f(x)dx =lim [ eMf(x)dx

ALO

In fisica, il metodo di Abel per regolarizzare serie e integrali & piti usato di quello di Cesaro — forse perché
la sommabilita secondo Abel ¢ ancora pit liberale di quella secondo Cesaro.






3
Convergenza uniforme e serie di potenze

3.1 Convergenza uniforme

Nella lezione precedente abbiamo visto che quando il termini
di una serie non e costante, ma é funzione di una variabile z (reale
o complessa), si ha una serie di funzioni s = Y3 ui(z). Ci siamo
poi occupati delle serie di potenze e abbiamo stabilito I'importante
risultato di Abel.

Per studiare la natura delle funzioni s(z) definite mediante serie
di altre funzioni uy(z) va precisata e approfondita la nozione di con-
vergenza uniforme. Scopo del problema 2.3 era proprio quello di ren-
dere familiare questa nozione in un caso molto semplice. Se lo avete
svolto, sapete gia (quasi) tutto quello che c’e da sapere al riguardo.

Ripartiamo comunque (quasi) da zero. Abbiamo visto che per
una serie a termini costanti la condizione di convergenza & espressa
dall’annullarsi, nel limite, dell’errore,

En:|S*Sn|*>O, (31)

il che equivale a dire che, dopo un certo s, tutti i punti successivi
della successione stanno dentro un disco arbitrariamente piccolo di
raggio € con centro in s, cioé

|s —sn| <€

(si veda la figura 2.9). Quando i termini della serie sono funzioni di
z, per ciascun valore di z deve essere ancora valida la (3.1). In altre
parole, fissato un punto z = z, la serie converge al valore sy = s(zp)
quando, fissato € > 0, esiste un intero Ny tale che

En(z0) = [s(z0) —sn(20)| < €

Per un altro valore z; di z, per cui la serie converga al valore s; =
s(z1), varra ancora la stessa proposizione, ma, in generale, restando
€ lo stesso di prima, essa sara valida a partire da un altro valore

Nj # Np. In questo caso, si parla di convergenza puntuale della serie.
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Considerando ora tutti i possibili valori di z per cui la serie con-
verge, ci si pud domandare se ve ne € uno tra essi in cui il numero
N ha un valore massimo N*? Se cosi fosse N* potrebbe essere sosti-
tuito a tutti gli altri numeri Ny, N1, N, .. ., trovati per gli altri valori
di z, e affermare che, per qualunque valore di z per cui la serie con-
verge, dato € > 0 piccolo a piacere, la disuguaglianza E,(z) < € &
soddisfatta a partire da un valore N*, indipendentemente dal valore di z.

Quando questa situazione si verifica, si parla di convergenza uni-
forme della serie e la serie & detta uniformemente convergente. Intuiti-
vamente, la convergenza uniforme corrisponde ad una velocita di
convergenza uniforme in tutti i punti in cui la serie converge (passato
un certo N*, la velocita ha lo stesso valore costante per tutti i punti).
La nozione di convergenza uniforme & piu forte della convergenza
puntuale, come illustrato dal seguente esempio.

EsEMPIO 3.1 (Serie convergente puntualmente ma non uniformemen-
te). Consideriamo la serie reale (non di potenze!)

fx)=x+x(x—1)+22(x—1)+...+x"(x—1)+...
nell’intervallo 0 < x < 1. La sua somma parziale n-esima &

1 _ n
sp=x+x(x—1)(1+x+...+x" :x+x(x—1)ﬁ =x"
(Si veda 'esempio 2.1.) Pertanto, la serie converge a 0, per 0 < x < 1,
mentre per x = 1 la serie si riduce al primo termine e vale 1, cioe,

nell’intervallo [0, 1] la serie converge alla funzione (discontinua)

s(x) = 0 se 0<x<«1
1 se x=1

Consideriamo adesso le prime 5 somme parziali s, della serie; si
veda la figura 3.1. La curve rappresenano anche i primi cinque errori,
in quanto E, = |s —s,| = x". Fissiamo a piacere un numero ¢,
diciamo 0.3. Allora, come mostrato in figura, per x = 0.5, tutti gli
errori, dal secondo in poi, sono minori di 0.3, quindi N = 2. Ma per
x = 0.75, soltanto gli errori successivi al quinto sono sono minori di
0.3 e quindi N = 5. Quanto pil1 x si avvicina a 1, tanto pit1 grande
diventa N. Si vede che non esiste alcun N* massimo: infatti, se vi

fosse, dovrebbe essere En+ = xN*
1/N*

< € per qualunque valore di x
. Ma, per quanto grande si prenda
N*, esisteranno sempre dei valori di x compresi tra e!/N" e 1.

compreso tra0e 1, cioe x < €

Conclusione: la serie non ¢ uniformemente convergente in [0, 1] (pur
essendo ivi convergente puntualmente alla funzione s(x)).

0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9

Figura 3.1: Le prime 5 somme parziali
della serie che coincidono con i primi
cinque errori.

X

1



CONVERGENZA UNIFORME E SERIE DI POTENZE

3.2 Criterio di convergenza uniforme

Una serie di funzioni & uniformemente convergente in una regione
del piano complesso se la serie formata con i moduli dei suoi ter-
mini &, in qualunque punto della regione, maggiorata da una serie
convergente a termini costanti.

Se infatti la serie maggiorante & Y M, con errore E dalla somma
M =Y M,, e la serie di funzioni & ) uy(z) con errore E,(z) dalla sua
somma s(z), si ha

En(z) < EJ.

Ma, prefissato un € piccolo a piacere, esiste un N* a partire dal quale
EY < ¢, e quindi a partire da tale N* (costante), si ha anche

En(z) <e.

Dunque, la serie & uniformemente convergente.
La condizione ¢ sufficiente, ma non necessaria, ed & nota come
Criterio M di Weierstrass.

3.3 Approssimare una serie di potenze con un polinomio

Implicito nella nozione di convergenza € un fatto semplice ma im-
portante che val la pena di ripetere: se la serie converge in un punto,
allora in quel punto puo essere approssimata dalla somma parziale
m-esima e, scegliendo un valore grande di m, possiamo rendere 1’ap-
prossimazione tanto accurata quanto vogliamo. Restringiamo adesso
la nostra attenzione alle serie di potenze e utilizziamo le notazioni
introdotte nella sezione 2.7. Combinando 'osservazione precedente
con il teorema (2.12), si perviene alla morale del problema 2.3 per
una generica serie di potenze:

In ogni punto z nel disco di convergenza, la serie di po-
tenze P(z) puo essere approssimata con una precisione (32)

Lo o . 2
arbitrariamente elevata da un polinomio Py, (z) di grado 3

sufficientemente elevato.

Per semplicita, consideriamo il caso in cui
0 .
P(z) =) cjz
j=0
¢ centrata nell’origine. L'errore

En(z) = |P(z) _Pm(z)‘

¢ la distanza tra la risposta esatta e I'approssimazione. Per un valore
fissato di m, l'errore variera quando z si muove nel disco di conver-
genza. Chiaramente, poiché E;(0) = 0, I’errore sara estremamente

37
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piccolo quando z & vicino all’origine, ma che cosa accade quando z si
avvicina al cerchio di convergenza? La risposta dipende dalla parti-
colare serie di potenze considerata, ma puo accadere che l'errore di-
venti enorme; si veda il problema 2.3. Questo non contraddice quanto
detto poc’anzi. Infatti, per ogni z fissato nel disco di convergenza,
non importa quanto vicino al cerchio di convergenza, 1’errore E,(z)
diventa sempre arbitrariamente piccolo quando m tende all’infinito.

Supponiamo adesso di restringere z al disco |z| < r, dove r < R.
In questo disco, risulta che 1’errore puo essere controllato in modo
uniforme per tutti i punti. (Per apprezzare quanto segue, & utile aver
svolto e digerito il problema 2.2.) Infatti,

Em(2) = [P(2) = Pu(2)| = em12"™ ! + empaz™ 2 4|
< lemsr 2™+ lemyaz™ 2| + ..
Da cui
En(z) < lcmit|™ T + |empa|r™ 2 4 ... = e(m, 1)

Ma, per ogni €, si puo trovare un m, tale che e(m, r) < €. Percio, a
partire da tale m, si avra E,(z) < €, per tutti gli n > m. Il che significa
che nel disco |z| < rla serie & uniformemente convergente. Risulta
quindi stabilito il seguente teorema:

Se la serie di potenze P(z) (centrata nell’origine) ha disco
di convergenza |z| < R, allora P(z) & uniformemente (3-3)
convergente nel disco chiuso |z| < r, dove r < R.

3.4 Unicita delle serie di potenze

Se una funzione complessa puo essere espressa come serie di poten-
ze, allora la serie € unica: non possono esserci due serie distinte che
esprimano la stessa funzione. Vale infatti il seguente teorema:

Se due serie di potenze, centrate in zero, concordano (a) in
un intorno (comungque piccolo) dello zero, oppure (b) su un
segmento di curva che passa per lo zero (non importa quanto (3-4)
piccolo) o, infine, (c) su una successione di punti che converge

a zero, allora sono identiche.

Per convincerci della (3.4), incominciamo con (a). Se
CQ+C12+C222+...:d0+d12+d222+.... (3.5)

in un piccolo interno dello zero, allora ponendo z = 0, otteniamo
co = do, che quindi possiamo cancellare da entrambe le parti. Adesso

Figura 3.2: Due serie che coincidono
in un intorno dello zero (regione
grigia), o lungo un piccolo tratto di
curva passante per lo zero (in blu) o
nei punti di una successione di punti
che si accumula nello zero (in rosso),
coincidono ovunque.



CONVERGENZA UNIFORME E SERIE DI POTENZE 39

dividiamo ambo i membri di (3.5) per z e ripetiamo la procedura,
otterremo c1 = ¢y, e cosi via. Fine della dimostrazione della (a).*

Per quel che riguarda la (b) e la (c), il ragionamento ¢ essenzial-
mente lo stesso, soltanto che invece di porre a zero entrambi i mem-
bri della (3.5), adesso occorre prendere il limite z — 0 lungo la curva o la
successione di punti.

Siamo adesso in grado di rendere esplicito il senso dell’afferma-
zione fatta a pagina 20 che i(z) = 1/(1+z?) & la sola funzione
complessa che concorda con H(x) = 1/(1 + x?) quando z & ristretto
all’asse reale del piano complesso. Il senso ¢ il seguente: h(z) ¢ la so-
la funzione complessa che (i) concorda con H(x) sull’asse reale e (if)
puo essere espressa come serie di potenze in z. Senza questa qualifi-
cazione, la nostra affermazione di pagina 20 sarebbe falsa (esercizio:
trovare un contro-esempio).

3.5 Manipolazione delle serie di potenze

II fatto che le serie di potenze possono essere approssimate con
precisione arbitraria da polinomi implica che:

Due serie di potenze con lo stesso centro possono essere (36)
3.

sommate, moltiplicate e divise, come se fossero polinomi.

A scopo di illustrazione ecco alcuni esempi.

Esemrio 3.2.

1
E:1+z+z2+z3+z4+25+...

4

1
7:1—24—22—23—0—2 —25—|—...

14z

1 1/2 12
1-22 1—-2z 14z

Sommando le serie dei due termini a destra, possiamo verificare la
formula che

* Contrariamente a quanto possa sem-
brare, la dimostrazione é rigorosa,

e non utilizza alcun passaggio al

limite. Per chiarire questo punto,
rivediamo il ragionamento. Se le fun-
zioni g(z) = co+c1z+ 22 +...e
h(z) = do + diz + dpz? + ... sono
uguali in un piccolo intorno U del-

lo zero (che include lo zero), allora

sono uguali nello zero, da cui si de-
duce ¢y = dp e quindi che le funzioni
g1(z) = g(z) —co e hi(z) = h(z) —dp
sono uguali in U. Ma se queste funzioni
sono uguali in U, lo sono anche le fun-
zioni g2 (z) = g1(z)/z e ha(z) = h1(2) /2,
in particolare, essendo regolari, sono
uguali nello zero, da cui segue che

c1 = dj. E cosi via. Nessun passaggio al
limite z — 0.

1
1_22:1+zz+z4+z6...,
Esemrio 3.3.
1 [ 1 1
1—-22  |1-z] [1+z
M4z+2 428+ 4224+l —z+22 -2+ -2+ J=1+z+2+ 2+ 420+

=1+1-1z+1-1+121-14+1-1)2 +[1-1+1-1+1]z2*+...

14224244204+,
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3.6 Come trovare il raggio di convergenza

Ci sono diversi modi per trovare il raggio di convergenza R di una
data serie di potenze P(z) = Y cz¥. Sono formalmente identici a
quelli usati per le serie reali e anche le loro dimostrazioni sono molto
simili, quindi non le faremo. Ecco i criteri standard:

(a) Criterio del rapporto

R = lim

n—oo

(se il limite esiste)

Cn+1

(b) Criterio della radice

R = lim

1
n—o00 "/‘Cn|

(c) Criterio di Caucly-Hadamard

(se il limite esiste)

1

R=———
limsup {/|cy|

Se (a) fallisce, si usi (b). Se anche (b) fa cilecca, non ci resta che (c),
che & per palati (matematici) fini. Tuttavia, (c) non verra mai usato in
questo corso.

CONCETTUALMENTE BEN PIU SODDISFACENTE ¢ il seguente fatto:

Se f(z) puo essere espressa come una serie di potenze centrata
in u, allora il raggio di convergenza R ¢é la distanza tra u e la (3.7)
singolarita di f(z) pii vicina a u.

Un caso particolare di funzioni che possono essere espresse come
serie di potenze sono le funzioni razionali, cioé funzioni del tipo

fe) = 2, 68)

dove Q,; e P, sono polinomi di grado m e n rispettivamente. Per
queste funzioni, si pu6 dimostrare la (3.7), sulla base delle risorse che
entrano in gioco nella soluzione del problema 2.1.

La soluzione di questo problema parte dall’osservazione che quan-
to visto nella sezione 2.3 si estende a 1/(a — z), per z complesso, cioe

1 _i zk
a—z 2 (a—u)ktl

sse |Z|<l|la—ul e Z=z—u (3.9)

Poiche

1 1 1 1 1
h(z) = 1122 (z—i)(z+1) ~ 2 [—i—z_i—z]
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applicando (3.9) a entrambi i termini a secondo membro si ottiene

1 i 1 1 1 7k (3.10)
1422 Z2 [(—i—u)Hl (i —u)kt!
Ciascuna delle due serie a secondo membro deve convergere, cioe A
devono essere soddisfatte entrambe le condizioni
|z —ul <z —u| (3.11)

Z9
|z —u| < |z —uf (3-12)

dove z; = —iezy = i (ci teniamo generali perché vogliamo capire v

qual ¢ la lezione per un polinomio quadratico qualunque).
Si osservi che |z — u| = r (reale positivo) & I'equazione di un

\j

cerchio di raggio r centrato nel punto u (nel senso della geometria 0

analitica: il luogo dei punti z la cui distanza |z — u| da u & pari a r).
Figura 3.3: z1 e z; sono le radici del

polinomio P(z) = 22 +bz+c, e

nel punto u, di raggir = |z — u| e rp = |z — u] rispettivamente. quindi le singolarita (esplosioni!) della
funzione f(z) = 1/P,(z). Il punto u ¢ il
centro di espansione.

Quindi (3.11) e (3.12) sono le equazioni dei dischi concentrici, centrati

Ne segue che (3.11) e (3.12) sono entrambe soddisfatte nel disco pilt
piccolo, cioe il disco il cui cui raggio R e la distanza tra u e la singola-
rita pilt vicina a u. 5i veda la figura 3.3. (Nel caso in cui u & sull’asse
reale,z1 = —iez; =i, R = v1+u2)
Per un polinomio quadratico P,(z) = 22 4+ bz + ¢, con radici z; e zo,
si ha
1 A B

Py(z) _zl—z+zz—z'

Le serie geometriche dei due fratti semplici a secondo membro, devo-
no entrambe convergere. Si perviene pertanto alla stesse conclusioni
di prima, illustrate dalla figura 3.3.

Analogamente, per il teorema fondamentale dell’algebra, 1/ P, (z)
si riconduce alla somma di # serie geometriche, per cui converge
laddove tutte le condizioni di convergenza di queste serie sono sod-
disfatte. Dunque, come prima, converge nei punti z che sono comuni
agli n cerchi concentrici centrati in u e il suo raggio di convergenza ¢,
come prima, la distanza tra u e la singolarita piti vicina a u.

Chiaramente, la moltiplicazione di 1/P,(z) per un polinomio
Qm(z) non modifica questo fatto. Eventualmente, pud cambiare R.
Questo accade se Qy, € divisibile per uno o piu dei fattori (z; — z) di
P,. Fine della dimostrazione di (3.7) per funzioni del tipo (3.8).

3.7 La funzione esponenziale

Facciamo il punto della situazione. E banale dire che una funzione
complessa associa ad un numero complesso un numero complesso.
Ma un conto & parlare di funzioni in generale, altro conto & conside-
rarne casi particolari, avere cioe regole per associare ad un numero
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complesso un numero complesso. Sia chiaro, stiamo parlando di re-
gole esplicite, ad esempio istruzioni che possono essere scritte in un
linguaggio di programmazione e fornite ad un calcolatore.

La cassetta degli attrezzi per costruire funzioni & quella fornita
dalle regole algebriche di somma e prodotto. I materiali da costruzio-
ne con cui incominciare sono i polinomi, che sono somme di potenze
intere, cioe somme di prodotti tra numeri. E questo € quello che ab-
biamo fatto. A partire dai polinomi, ci siamo mossi in due direzioni:
(a) abbiamo considerato i rapporti tra polinomi, cioe le funzioni ra-
zionali (e per questo basta 1’algebra); (b) abbiamo esteso i polinomi a
serie di potenze, che sono limiti di polinomi (approssimabili con pre-
cisione arbitraria da polinomi dentro il loro disco di convergenza) (e
per questo occorre 'analisi, la cui essenza e distillata nel criterio di
convergenza di Cauchy). Nella sezione precedente abbiamo poi visto
il legame tra serie di potenze e funzioni razionali.

ADESso vogliamo sapere se nel mondo dei complessi esiste qualcosa
analogo alla funzione esponenziale del campo reale. Nel capitolo 1
abbiamo fornito due giustificazioni per la formula di Eulero, cioe
per 'esponenziale di un immaginario puro. Possiamo procedere in
modo analogo per un generico complesso z? Chiaramente, la giu-
stificazione cinematica non puo funzionare, ma, come vedremo tra
breve, funziona molto bene la caratterizzazione di ¢ mediante serie
di potenze.3

SI DEFINISCA €% come serie:

. 22 2zt
e:1+z+§+§+ﬂ+”" (3.13)
allora, per la (3.4), €* € la sola funzione nel piano complesso che ge-
neralizza la funzione reale ¢* ai numeri complessi (¢ la sola funzione
che coincide con 'esponenziale reale sull’asse reale). Questa € una
proprieta molto importante!

Due esercizi:
EsErcizio 3.1. Dimostrare che il raggio di convergenza di e ¢ infinito.

Esercizio 3.2. Usando la 3.6, dimostrare che

at+b _ eﬂeb (314)

e
per numeri complessi a e b.

Si osservi che dalla (3.14) segue che

e =" = e%e = e* cosy +ie“siny

2 Quindji, in un senso che non intendo
qui approfondire, anche le serie di
potenze si possono insegnare ad un
calcolatore

3 Consideriamo il seguente ragionamen-
to: usando le regole dell’esponenziale,
so che ¢ = e¥¢'Y, ma e* & noto dal-
l'analisi reale e per ¢ uso la formula

di Eulero. Quindi so che cosa ¢ ¢* e lo
posso insegnare ad un calcolatore. Qual
¢ il difetto del ragionamento? E questo:
¢* = ee¥ & al pii1 una DEFINIZIONE del
primo membro in termini del secondo.
Non posso dire che 1'uguaglianza &
conseguenza delle usuali regole dell’e-
sponenziale, perché ancora non so che
cosa si debba intendere con il simbolo
¢*. Si pensi alla prima volta che ci &
stato spiegato che /a = a'/2.
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LE PROPRIETA dell’esponenziale complesso sono rese vivide dalla
figura 3.4. Si consiglia caldamente di capire la figura e le relazioni
che esprime (il modo migliore per ottenere questo e di ricostruirsela
da soli).

Altre due figure sono particolarmente utili per comprendere che
tipo di funzione & 'esponenziale complesso, la 3.5 e la 3.6: la pri-
ma rappresenta un rettangolo nel piano z, la seconda mostra come
questo rettangolo e trasformato nel piano w = ¢*. I colori aiutano a
capire dove finisce chi: il rosso va nel rosso, il verde nel verde e cosi
via. Anche capire come si trasforma un movimento aiuta:

(1) Con riferimento alle due figure a lato, immaginiamo che z parta
da 1 e viaggi a velocita costante v verso l'alto con legge oraria
z(t) = 1+ ivt. Allora la legge oraria di w & w(t) ~ ¢/, il che vuol
dire che w ruota con velocita costante v attorno all’origine. Dopo
che z ha percorso una distanza di 27r, w ritorna alla sua posizione
iniziale.

(2) Adesso immaginiamo che z viaggi verso sinistra con velocita
costante v: se parte da 1 + ai (a reale), ha legge orariaz = 1 —
vt + ia. Allora si avra w(t) ~ e el vale a dire, w viaggia verso
'origine con velocita che diminuisce costantemente. Viceversa,
se z viaggia verso destra con velocita costante s, w si allontana

dall’orgine con una velocita in costante aumento.

Combinando (1) e (2), si vede che I'intero piano-w (con 1’eccezione
di w = 0) e riempito dall'immagine di una striscia orizzontale, nel
piano-z, di altezza 27. E lasciato come esercizio dimostrare che linee
rette nel piano z si trasformano in spirali nel piano w.

3.8 Funzioni trigonometriche e iperboliche

Ci limitiamo alle definizioni (per maggiori dettagli, si vedano i
problemi dedicati a queste funzioni).

SENI E COSENT:

eiz 4 eiz ) eiz _ efiz
c0sz=——F— e sinz= —————
2 27
equivalentemente
_ 22zt 2 . 2 2
cosz = —E—i—ﬁ—a—i—... e smz—z—ﬁ—f—a—ﬁ—i—...

SENI E COSENI IPERBOLICI

e“+e . e —e
coshzzT e smhzzT

S v -
T —]
ol 1
Figura 3.4: La funzione esponenziale.
YT 14 2mie g
2m
O I

Figura 3.5: Piano z.

Figura 3.6: Piano w = €.
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3.9 PROBLEMI

ProOBLEMA 3.1. [J Dimostrare che la serie
z(1-2)+22(1—2)+28(1—2) +...

converge per |z| < 1 e trovarne la somma.
ProBLEMA 3.2. [J Trovare la regione di convergenza
della serie (non di potenze!)

z N z 2+ z 3+
1+z 1+z 1+z

ProBLEMA 3.3. [ Si consideri la serie del

1+

problema 3.1.

(a) Dimostrare che la serie converge
uniformemente alla somma z per |z| < 1/2.

(b) La serie converge uniformemente nel disco
chiuso |z| < r,r < 1? Spiegare. Che cosa si pud
dire per r = 17

PrOBLEMA 3.4. [ Si consideri la successione

1
1+nz

, n=0,123,...

(a) Dimostrare che la successione & uniformemente
convergente a 0 per ogni z tale |z| > 2.

(b) Sipuo estendere la regione di uniforme
convergenza data in (a)? Spiegare.

ProBLEMA 3.5. O Dimostrare che la funzione som-
ma del problema 3.1 & discontinua per z = 1 e che il
limite del problema 3.4 € discontinuo in z = 0.
ProBLEMA 3.6. O Dimostrare che la funzione som-
ma del problema 3.1 & assolutamente convergente
per |z| < 1.

ProBLEMA 3.7. U Dimostrare che

oo o1
n;;) n(n+1)

converge assolutamente per |z| < 1.

ProBLEMA 3.8. [ Verificare 'uniforme convergenza
della serie

s n

z

n; nyn+1

nella regione |z| < 1.
PROBLEMA 3.9. [J Verificare 'uniforme convergenza

della serie
= 1
Lo
21 52
—nttz
nella regione 1 < |z| < 2.
PrOBLEMA 3.10. [ Verificare I'uniforme convergenza

della serie

i Cos 1z
3
n=1
nella regione |z| < 1.
ProBLEMA 3.11. [ Trovare la regione di convergenza
della serie

472
(1-2z)°

1 n 2z
1—z (1-2)?

+ +...
ProBLEMA 3.12. [J Dare un esempio di una coppia
di serie di potenze centrate nell’origine, diciamo
P(z) e Q(z), tali che il disco di convergenza del
prodotto P(z)Q(z) e maggiore di ciascuno dei due
dischi di convergenza di P(z) e Q(z).

Aiuto: Pensare in termini di funzioni razionali (ad
es., z2 /(5 — z%)) che, come & noto, possono essere
espresse come serie di potenze.

ProBLEMA 3.13. [ Determinare il raggio di
convergenza della serie binomiale complessa

(14+z2)"=14nz+ an!_ 1>z2
nn—1)(n—-2
RECEDUEDN
+n(n—1)(n4!—2)(n—3)z4+.”

dove n @ un numero reale arbitrario.
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Punti di diramazione e punto all'infinito

4.1 Multifunzioni, punti di diramazione e rami

Una multifunzione® § (o funzione polidroma o funzione a piut valori
o funzione a valori negli insiemi) ¢ una funzione che associa ad ogni
elemento del suo dominio un insieme che contiene uno o piti elemen-

ti. Di solito, le multifunzioni emergono come “funzioni”?

inverse di
funzioni che non sono iniettive. Ad esempio, nel campo reale la rela-
zione inversa dell’elevazione al quadrato € la multifunzione “radice

quadrata”,
f(x) = 212 = {Vx, =/},

dove, come sempre, \/x denota l'usuale radice quadrata positiva di x.
Le due determinazioni di f, w1 = /x e wy = —/x, sono dette rami (o
branche) di f. Naturalmente, nel campo reale, f(x) & solo definita per
valori positivi di x.

Le multifunzioni di variabile complessa presentano un carattere di
continuita sconosciuto alle multifunzioni di variabile reale. L'esem-
pio molto semplice della radice quadrata puo chiarire la differenza
essenziale esistente tra di esse e mostrare come solo dal punto di
vista complesso, una multifunzione possa essere considerata come
un tutto, anche quando, dal punto di vista reale pud apparire come
composta di varie parti distinti tra loro.

Nel campo reale, i due rami w; = /x e wy = —/x possono a
ragione essere considerati due funzioni completamente distinte in
quanto, variando con continuita x tra 0 e 400, ognuna delle due va-
ria separatamente dall’altra e quando ci si restringe ad una di esse,
per esempio wq, l’altra non entra mai in considerazione. La funzio-
ne w; = /x & usualmente detta ramo principale di f(x). Analogo
discorso vale per altre multifunzioni reali, quali le potenze frazio-
narie f(x) = x"/™, per n, m interi o 'arcotangente (figura 4.2.) In
effetti, proprio perché nel campo reale & impossibile passare con con-
tinuita da un ramo all’altro di una multifunzione, la nozione stessa

1 Finche il concetto non sara chiaro,
useremo il carattere speciale “§” per
denotare una multifunzione, in modo
da non confonderla con una funzione.
Quando tutto sara chiaro, ritorneremo

ai soliti simboli.

2 Tra virgolette, perché, per definizione,
una funzione associa ad un “ingresso”
una e una sola “uscita”.

\/a____

_\/a____

Figura 4.1: Multifunzione “radice

quadrata”.

o
S

Figura 4.2: La multifunzione atctg(x)
con infiniti rami. L'usuale funzione ar-
cotangente (arctg(x)) & il ramo principale,
quello tra —7t/2 e 71/2.
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di multifunzione risulta di scarsa utilita e di solito non & neanche
menzionata.

Le differenze che emergono quando si passa al campo complesso
sono notevoli. Innanzi tutto, nel campo reale la radice ¢ solo defi-
nita per valori positivi di x, mentre nel campo complesso ¢ definita
ovunque (I'estensione della radice ai negativi ¢ il marchio di fabbrica
dell’algebra complessa!). Ancora pitl rilevante é il fatto che nel cam-
po complesso i rami di una multifunzione “comunicano” tra loro.
Spieghiamo come.

Consideriamo nel piano complesso un punto p arbitrario, ma
fissato, di angolo ¢ e lunghezza p. Le due radici di p sono

\/ﬁ€i¢/2 e \/ﬁei((P/Z)-‘rin' — _\/ﬁei(l)/z.

Variando adesso z = re’? tra tutti i complessi, si ha la multifunzione
f(Z) = Z1/2 — {WeiG/ZI _\/;ei9/2}’

A prima vista, la situazione sembrerebbe del tutto analoga al quel-
la reale e, come nel caso reale, sembrerebbe naturale associare a f(z) i
due rami

wy = fi(z) = Vre®? e wy = fo(z) = —/re??

e poi restringersi, come nel caso reale, ad un ramo solo, il ramo
principale wy. Ma le cose non sono cosi semplici.

Scelto inizialmente il ramo f; per il punto p, cosicché la sua imma-
gine ¢ wy = \/ﬁei‘l’/ 2, consideriamo un punto z = z(t) che si muove
lungo una qualunque curva chiusa C che circonda l'origine e che
parta da p. Durante il suo movimento, I’angolo del punto varia dal
valore iniziale ¢ al valore finale ¢ + 277. In conseguenza di questa
variazione di fase A¢ = 27, quando z(t) ritorna al punto iniziale, si
ha

W1 finale = \/ﬁez[than]/Z = _\/5314)/2 = W5 iniziale-

II che vuol dire che un movimento continuo di punto del piano, lun-
go una curva chiusa che circonda l'origine, fa passare con continuita
() la sua immagine da un ramo all’altro della multifunzione. Si tratta
di un fenomeno che non ha nulla di analogo nel campo reale! Un po’
come quando alla fine dell’800 si spiegavano le apparizioni e spari-
zioni improvvise dei fantasmi come salti nella quarta dimensione, qui
abbiamo che cid che appare come un salto discreto nel mondo dei
reali e in realta il frutto di un movimento continuo nel mondo piit
vasto dei complessi. Questo fatto & schematizzato dalla figura 4.3.

Sia chiaro, la scelta iniziale del ramo & arbitraria (come e arbitrario
scegliere nel caso reale \/x anziché —/x per la funzione radice): se
avessimo scelto inizialmente w,, alla fine del viaggio il punto z si

p

Figura 4.3: Ad un punto p del piano,
una multifunzione §(z) associa due
(per la radice quadrata) o pit1 (per

una multifunzione generica) punti nel
piano w. In figura, quest'ultimo piano
e stato rappresentato come una linea
rossa (chiaramente, non & possibile
disegnare un piano). wq = fi(p) e

wy = fo(p) sono le due immagini di
p. In particolare, se p e sulla retta reale
positiva, w; e w; sono le sue due radici.
Scelto inizialmente il ramo f;, man
mano che z si muove lungo una curva
chiusa (in blu) che circonda l'origine,
la sua immagine w si muove con
continuita fino a portarsi in w, = fo(p)
alla fine del viaggio. Se adesso si fa
compiere al punto z un altro giro,
I'immagine w ritorna al suo valore
iniziale w; (linea verde).

9 M
Figura 4.4: Per un doppio avvolgimento

attorno all’origine w ritorna al suo
valore di partenza, A¢ = 0.
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sarebbe ritrovato in wq. Questo fatto ¢ illustrato in figura 4.3: se alla
fine del viaggio si fa fare al punto un altro giro intorno all’origine,
I'immagine ritorna al valore di partenza (linea verde). Naturalmente
non ¢ necessario che il punto ripercorra esattamente i suoi passi:

un movimento lungo una curva arbitraria che si avvolge due volte
attorno all’origine fa ritornare w al suo valore iniziale (figura 4.4).

Si osservi che se la curva chiusa C non racchiude l'origine il fe-
nomeno non si manifesta: in questo caso la variazione di fase Ag
dell'immagine & zero. Si veda la figura 4.5. Si osservi inoltre che la
variazione di fase & la stessa per tutti i punti sulla curva: & quindi
pit informativo scrivere A@(C, O), per mettere in evidenza la sua
dipendenza dalla curva chiusa C e dall’origine O. Si osservi infine
che se la curva racchiude anche solo di un pelino I’origine, allora
A@(C,0) = 27t (cfr. figura 4.6). E dunque spontaneo chiamare 1’o-
rigine punto di diramazione (o di ramificazione) per la multifunzione
f(z) = z1/2 in quanto in esso vengono a coincidere i due valori di w,
distinti per ogni altro valore z, come se dall’origine si diramassero i
due rami della multifunzione.

Per farla breve, una multifunzione complessa, a differenza di una
reale, € un tutt'uno che poco si presta ad essere tagliato in rami in un
modo che non sia arbitrario.3 Cid nonostante, ci si puo porre la do-
manda se ci sia comunque un modo ottenere due funzioni ordinarie
(cioe ad un sol valore) dalla multifunzione a due valori f(z) = z'/2.

Per rispondere, si proceda cosi. Si scelga un punto z = p # O e, ar-
bitrariamente, uno dei due valori di f(p), diciamo wy; quindi si lasci
z libero di muoversi. In questo modo si ottiene un unico valore f;(Z)
associato con ogni cammino che parte da p e finisce in Z, a patto che il
cammino non giri intorno al punto di diramazione z = 0 (il dettaglio
della forma del cammino ¢ irrilevante). Cosi si puo ottenere una fun-
zione f1 ad un sol valore restringendo z ad un INSIEME CONNESSO S
che contiene p, ma non contiene il punto di diramazione (figura 4.7).
Se inizialmente avessimo scelto ’altro valore w,, mediante una co-
struzione analoga, avremmo ottenuto una differente funzione ad un
sol valore, f,.

Stabilito questo, la domanda successiva &: come estendere il domi-
nio S dei rami in modo da ottenere le radici quadrate di qualunque
punto del piano? Uno sguardo alla figura 4.7 suggerisce immedia-
tamente la risposta: si avvicinino i due archi fino a toccarsi, quindi
si faccia tendere a zero il raggio piccolo e all'infinito quello grande.
Quello che resta & il piano senza una semiretta dall’origine all’infini-
to; quest’ultima e usualmente chiamata taglio o linea di diramazione.

Si ha cosi un’estensione di S al piano senza la curva C. Questo evita
che ci siano in S cammini chiusi intorno al punto di diramazione. In
conclusione, risultano ben definiti in S due rami f; e f;.

)

Figura 4.5: Se la curva chiusa non
racchiude l'origine, la variazione di fase
Ag del movimento che parte da p e
ritorna in p e zero.

\J

)

Figura 4.6: Basta che la curva C rac-
chiuda anche di poco l'origine perché si
abbia Ag = 27t.

3 Non ci sono le “giunture naturali”
dove il macellaio puo tagliare, come
direbbe Platone.

Figura 4.7: A partire da un punto arbi-
trario p (ma non l'origine) si costruisce
una funzione ordinaria nell'insieme
connesso S, propagando la scelta di
ramo in p a tutti i punti Z di S che si
possono raggiungere mediante cammini
che partono da p (e rimangono in S).
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Ma S pud anche essere esteso a tutto il piano. Per giungere a que-
sto risultato, si consideri un punto e sul taglio. Immaginiamo che z
viaggi lungo un cerchio centrato nell’origine che passa per e. La figu-
ra 4.8 mostra che f1(z) si avvicina a due valori differenti a seconda
che il movimento di z sia orario o anti-orario: per un avvicinamento
antiorario a e,

fi(z) = 2,

mentre per uno orario,

—2m+6)/2 i0/2

fi(z) = pell = —pe

A questo punto, se arbitrariamente stipuliamo che f;(e) sia il valore
ottenuto per un avvicinamento antiorario, f; risulta definita uni-
vocamente su C e quindi su tutto il piano complesso. Similmente,
possiamo estendere a tutto il piano il dominio di f,. Il prezzo che si
paga per questa estensione € che f1 e f, risultano funzioni discontinue
sul taglio C.

Seguono alcune osservazioni.

LA SORGENTE PRIMARIA DI POLIDROMIA* ¢ la funzione 6 = arg(z),
I'angolo di un numero z. Questa funzione ¢ in effetti la quintessen-
za della polidromia, in quanto i valori 6 + 27tn, al variare di # fra

gli interi positivi e negativi, forniscono tutti una misura equivalen-
te dell’angolo di un numero complesso. E prassi comune in analisi
complessa restringere I'angolo al dominio —7t1 < 6 < 7, che de-
finisce cid che usualmente & detta la parte principale dell’angolo (o
dell’argomento), usualmente denotata Arg(z).

LA SCELTA DEL TAGLIO E ARBITRARIA. Il solo requisito & che sia
una curva semplice che parte dal punto di diramazione e va all’in-
finito (non e richiesto che sia una semiretta!). Come dice Needham,
la multifunzione & inconsapevole del nostro desiderio di tagliarla in
rami. Se z si muove lungo un cammino, f varia in modo continuo: se
z attraversa il taglio, il valore di f salta da un ramo ad un altro. Se si
incomincia con f1(z), e z si muove in senso anti-orario, quando attra-
versa il taglio, f1(z) salta in f,(z) e quindi, dopo un giro completo,
f2(z) saltera in f1(z).

Di solito, come taglio si sceglie 1’asse reale negativo, il che risul-
ta nella restrizione —t < 6 < 7. Questa scelta definisce il ramo
principale della funzione f, a volte denotato con [f].5

TUuTTE LE NOZIONI introdotte per la radice si estendono al caso ge-
nerale. Naturalmente il punto di diramazione puo essere in un punto
diverso dall’origine; per esempio, f(z) = +/z —i ha un punto di

Figura 4.8: Avvicinamento orario e
antiorario di z (che parte da p) ad un
punto e sul taglio C.

+ Terminologia colta per caratteriz-
zare la proprieta di una funzione di
assumere pit1 valori per uno stesso
valore della variabile indipendente.

A

Figura 4.9: Parte principale dell’angolo:

—nt<0<m

5 Da adesso in poi non useremo piit
il carattere speciale f per denotare

le multifunzioni. Se sara chiaro dal
contesto, eviteremo anche 1'uso della
parola “multifunzione” (decisamente
bruttino) e diremo semplicemente
“funzione”.
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diramazione in i. Inoltre, una funzione puo avere pitt punti di dira-
mazione, per esempio f(z) = Vz2+1 = /z—i\/z +i. Nel caso
generale si ha la seguente definizione:

Il punto q é un punto di diramazione di una multifunzione f
se, fissatow = f(p) in qualche punto p, esiste un cammino

ritorna al suo valore iniziale w dopo una rivoluzione lungo il
cammino.

In particolare, se f(z) ritorna per la prima volta al suo valore ini-
ziale dopo N rivoluzioni attorno a g, si dice che g & un punto di di-
ramazione algebrico di ordine N — 1; per esempio, per f(z) = /z,
l'origine z = 0 e di ordine 1. I punti di diramazione algebrici di or-
dine 1 sono detti punti di diramazione semplici. Se f(z) non ritorna
mai al suo valore iniziale, si dice che g € un punto di diramazione
logaritmico.

IL RUOLO DEI TAGLI & di estrarre dalla multifunzione delle funzioni
ordinarie (cioe¢ ad un solo valore) definite ovunque nel piano com-
plesso (fatta eccezione per eventuali singolarita della funzione). Co-
me sottolineato sopra, la loro scelta e aribitraria. A questo riguardo,
si osservi che 'esclusione di piccoli intorni dei punti di diramazione
non genera un dominio in cui la funzione ha un sol valore; infatti la
polidromia non ¢ legata al punto di diramazione, ma alla possibili-
ta di girare attorno ad esso. L'arte del “fare i tagli giusti” si basa in
effetti solo su questo: eliminare la polidromia, cioé bloccare con de-
gli ostacoli (linee di diramazione) la possibilita che ci siano cammini
chiusi che producano polidromia.

Per esempio, se la funzione ha due punti di diramazione, intro-
ducendo due tagli come in figura 4.10, si elimina la polidromia. In
questo modo si impediscono cammini chiusi attorno ai punti di
diramazione. Si osservi che in questo modo si impediscano anche
cammini attorno ai due punti. Ora, buon senso vuole che si proibisca
quanto serve allo scopo, niente di meno, ma neanche niente di piu.
Sembrerebbe quindi che una scelta di taglio piti economica, come
quella mostrata in figura 4.11, sia sufficiente. Si noti che tale scelta
impedisce i cammini chiusi attorno a ciascun punto di diramazione,
ma non ad entrambi. Il fatto & che anche girando attorno ad entrambi
si pud produrre polidromia e la cautela & d’obbligo. Per un caso in
cui la ricetta della figura 4.11 & adeguata, si veda 'esempio 4.3 pit
avanti; si veda il problema 4.1 per un caso in cui questa ricetta non ¢
adeguata.

chiuso attorno a q che inizia e finisce in p tale che f(z) non (4.1)

- / ’ - \
O 4 , a N
#}) \
/ N \
-_ -

I - \
|
! !
\ -7 !

OO <\ / N /
. 3) /

\ b /

Figura 4.10: a e b: punti di diramazione
di una funzione. Se si scelgono come
tagli le semirette parallele all’asse

reale con estremi a e b, tutti i cammini
attorno a 2 o b 0 a entrambi sono

proibiti (che siano rette e che siano
parallele & convenzionale, I'importante
e che vadano all’infinito).

Figura 4.11: a e b: punti di diramazione
di una funzione. Si sceglie come taglio
il segmento tra a e b. Con questa scelta,
solo i cammini attorno a ciascun punto
di diramazione sono proibiti, mentre

il cammino attorno ai due punti di
diramazione & permesso.
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4.2 Qualche esempio

ESEMPIO 4.1. Le potenze frazionarie, w = zP/1 (con p e g primi tra loro)
sono multifunzioni. Perché?

O Per la stessa ragione per cui la radice quadrata & una multifun-
zione: l'origine & un punto di diramazione. In fatti, la specificazione
dell’angolo di z a meno di multipli interi di 277 diventa rilevante
quando la eleviamo alla potenza p/q:

w = 1P 9P/ D) O+2n70) _ (p/q,i(p/9)0,i(2npm) /9 — 0 1,2,

Essendo p e g primi tra loro, si hanno g possibili valori distinti di w,

wy, = rP/1ei(p/9)0,i2npm)/q ) — 1,2,...,q

(passato g non si trovano nuovi valori). Quindi, per questa funzione,
l'origine € un punto di diramazione algebrico di ordine g — 1.

EsEmPIO 4.2. Sia w = f(z) = +/z. Introdurre i tagli e caratterizzare il
suo ramo principale [/z]. Trovate nulla di strano?

O Per quanto visto sopra, z = 0 & un punto di diramazione algebrico
di ordine 2. Per il taglio, seguiamo la consuetudine di scegliere 'asse
reale negativo, per cui il ramo principale e caratterizzato dalla con-
dizione —71 < 6 < 7. La stranezza & questa: [{/z] concorda con la
radice cubica reale sull’asse positivo, ma non su quello negativo, dove
si ha [/—1] = /3.

Si osservi che gli altri due rami possono essere espressi in termini
del ramo principale come ¢27/3[¥/z] e ¢"47/3[¥/z).

ESEMPIO 4.3. Siaw = f(z) = Vz2 + 1.
(a) Dimostrare che z = =%i sono punti di diramazione per f(z).

(b) Dimostrare che un giro completo attorno ad ambedue i punti di
diramazione non produce alcun cambiamento di ramo per f(z).

(c) Quali tagli si possono fare per definire i rami di f(z) su tutto il
piano?

O (a) Per prima cosa osserviamo che
w=f(z)=V2+1=

E quindi abbastanza naturale aspettarsi che i e —i siano punti di di-

(z+1)(z—1i).

ramazione. Per mostrare che i &€ un punto di diramazione dobbiamo
trovare un cammino chiuso C attorno a i, che parte da un punto z

Figura 4.12: Nel ramo in cui si ha
V1 =1 (ramo principale, —7 < 8 < 77)

siha /—1 = ¢i™/3.
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dove & stato scelto w = f(z) e che ha la seguente proprieta: muoven-
do la funzione lungo , al ritorno in z la funzione cambia valore. Lo
stesso va fatto per —i.

La situazione e descritta nella figura 4.13 dove e disegnata (in blu)
una curva C che avvolge i e passa per un generico punto z. La figura
mostra che z puo essere espresso come (solita regola della somma di
vettori)

z=—i+re® oppure z=i+re?,

Naturalmente, sia 6; sia 6 sono a meno di multipli interi di 277, un
fatto che diventa rilevante quando del numero si prendano potenze
frazionarie (come & stato sottolineato sopra)®. Per cui se scriviamo

w=\/(z41)(z—i) = \/rirpe!O1T02)/2 — [ ei01 /2610272 (4 5y

il numero a secondo membro & solo uno dei possibili valori nella
funzione in z. Ma quel che conta, per dimostrare che i &€ un punto di
diramazione, ¢ fissare un valore della multifunzione e poi muovere il
punto lungo la curva.

I dettagli della curva sono irrilevanti: conta soltanto la variazione
angolare (cerchio verde della figura). Dopo un giro completo si ha

pif2/2 pi(02+27) /2 _ _,i02/2

~

i6,/2 com-

Per poter concludere che questo cambiamento di segno di e
porta un cambiamento di w, dobbiamo vedere che cosa succede agli
altri fattori a secondo membro della (4.2): /7172 € la radice usuale

di un numero positivo e ovviamente non cambia e che cosa accade a
¢%1/2 ce 1o mostra la figura: mentre z si muove lungo C, 'angolo 6
va avanti e indietro: raggiunge un valore massimo a sinistra e poi,
quando z ritorna al suo valore iniziale, anch’esso ritorna al suo valore

i#1/2 hon cambia.

iniziale; dunque, e
In definitiva, w cambia di segno. Poiché mutatis mutandis lo stes-
so ragionamento si applica a —i, concludiamo che +i e —i sono punti

di diramazione della funzione (4.2).

(b) Deformiano il cammino della figura 4.13 in un cammino che giri
attorno anche al punto —i come in figura 4.14. Per quel che riguarda
6>, valgono gli stessi ragionamenti di prima e la stessa conclusione:

ei@z/z —~ ei(92+27'[)/2 — _ei92/2
Ma non per 6;. Adesso, quando il punto si muove lungo C e comple-
ta il giro ritornando al punto di partenza, anche 6; ha una variazione

angolare di 27. Percio,

ei91/2 —~ ei(91+27'[)/2 — _ei91/2’

¢ Per il momento non ci restringiamo
alla parte principale dell’angolo, questo
lo faremo pit1 avanti.

—1
Figura 4.13: Cammino C (in blu) lungo
cui la funzione cambia ramo.

Figura 4.14: Cammino C (in blu) che
avvolge i e —i.
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di conseguenza,
w— r1r2e191/2e192/2 - rits {76191/2} [78192/2} —w

In conclusione, il movimento lungo una curva che racchiude entrambi
i punti di diramazione della funzione f(z) = /z% + 1 non comporta un
cambiamento di ramo della funzione stessa.

(c) La scelta pitt semplice per i tagli & quella di prendere un taglio
da i all'infinito (che impedisce di girare attorno al punto i) e un altro
taglio da —7 all’infinito, per la stessa ragione. La figura figura 4.15
mostra una scelta particolarmente importante e comune: linee che
vanno a Ovest. Se non permettiamo a z di attraversare i tagli, pos-
siamo restringere 1’angolo 6; = arg(z + i) al suo valore principale,
nell'intervallo —m < 6; < 7. Se 6, = arg(z — i) & similmente ristretto
al suo valore principale nell’intervallo —7r < 6, < 7, allora la (4.2)
diventa il ramo principale di f(z), di solito denotato [f](z). L'altro
ramo & semplicemente —[f](z).

Sulla basa della conclusione di (b) & possibile fare una scelta di
tagli piti economica: quella mostrata nella figura 4.16. In questo caso
la ricetta illustrata dalla figura 4.11 funziona proprio perche per una
curva che gira intorno a entrambi i punti di diramazione, come la C
in figura, non fa cambiare ramo alla funzione.

4.3 Rilevanza per le serie di potenze

Gia Newton conosceva la serie binomiale per n numero reale arbitrario

(14 x)" :1+nx+$x2
gz V=) o nn DD =8y

L'intervallo di convergenza della serie ¢ —1 < x < 1 (cfr. proble-
ma 3.13).

Come spiegare questo intervallo di convergenza, per esempio per
n = 1/3? 1l criterio 3.7 sembra non funzionare in quanto la funzione
f(x) = ¥/1+ x non ha singolarita. A differenza della funzione 1/(1 +
x?), il mistero non scompare quando si passa alla funzione complessa

iz)=(1+2)"°

perche f(z) non ha singolarita. Perd non ¢ una funzione ordina-
ria, € una multifunzione con punto di diramazione di secondo or-

dine in z = —1: per esempio, i suoi tre valori in 0 sono: f(0) =
(1, e27/3,¢=27/31,

c, ot

0y = arg(z — 1)

z
01 = arg(z +1)

—1
Figura 4.15: C — 1 e Cy: tagli standard
per la funzione w = f(z) = vz2 + 1.

Figura 4.16: Un solo taglio per la
funzione w = f(z) = Vz2 + 1.

Isaac Newton (1642-1727) é stato uno
dei pitt grandi e pit influenti scienziati
di tutti i tempi. Di lui si sa tutto (o
quasi). Meno noto, forse, & che la serie
binomiale fu una delle sue armi segre-
te nello sviluppo del Calcolo (serie che
giocd un ruolo altrettanto importante
nel lavoro di Eulero).
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La multifunzione f(z) & definita ovunque nel piano complesso e i
suoi tre rami, dopo aver introdotto un taglio, ad esempio quello stan-
dard —oo < x < —1, sono anch’essi definiti ovunque. Al contrario, la
serie

(1+z)% :1+lz—lzz+iz3+...
39 81

e centrata nello zero e ha raggio di convergenza R = 1. Poiché la
serie vale 1 nello 0, essa rappresenta solamente il ramo di f(z) in cui si
ha §(0) = 1.

Quest’ultima osservazione ¢ la chiave per risolvere il mistero.
Poiché una serie di potenze non puo essere polidroma, un punto
di diramazione & un ostacolo reale” per la convergenza di una serie 7Nel senso di “un pericolo reale”
tanto quanto lo & una singolarita®. Se ne conclude che se il ramo di 8 Intesa come un punto in cui la
una multifunzione pud essere espresso come una serie di potenze, funzione esplode
il disco di convergenza della serie non puo essere tanto grande da
contenere i punti di diramazione della multifunzione.

Alla luce di questo, il criterio (3.7) va cosi modificato:

Se una funzione complessa f(z) o un ramo di una multifun-
zione §(z) possono essere espressi come una serie di potenze
centrata in u, allora il raggio di convergenza é la distanza tra
u e la singolarita o il punto di diramazione piii vicino.

(4-3)

4.4 La funzione logaritmo

ogaritmo puod essere introdotto come l'inverso di €%,
111 t trodott I di e*

elos(z) — -

Quindi (esercizio)
log(z) = In|z| +iarg(z)

Dungque il logaritmo & una multifunzione che assume infiniti valori,
p-es.,

log(2 +2i) = 1n2\f2+z§ Fonmi, n=+1,42,...

La ragione di questa polidromia & abbastanza ovvia, se si riconsidera-
no le figure 3.5 e 3.6, che rappresentano la trasformazione z + e*: nel
mondo complesso 1’esponenziale non & pitl iniettivo e tutte le volte
che z viaggia verticalmente di 271, e compie una rivoluzione e ritorna
al suo valore originario.

Chiaramente, z = 0 € un punto di diramazione. Si osservi che,
differenza di quelli algebrici, girandoci intorno non si ritorna mai
al punto di partenza. E un punto di diramazione logaritmico (que-
sto spiega la terminologia). Il ramo principale della multifunzione

53
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logaritmo é di solito denotato con Log,

Log(z) = In|z| +iArg (z), —T<Arg(z)<m

Senza usare il teorema di Taylor, si pud mostrare che (complemen-
ti 4.8.1):
2 73 -4 79 -6

z
LOg(1+Z)—Z—E+§—Z+€—Z+...

Usando il criterio del rapporto, si puo vedere che questa serie con-
verge nel disco unitario. In effetti, si pud anche mostrare che questa
serie converge sul cerchio unitario, eccetto z = —1.9 Ponendo z = 1 si
trova
ln2:1—1—0—1—1—0—1—1—0—...
2 3 4 5 6
Ci sono altri casi speciali interessanti. Ponendo z = i e uguagliando

le parti reale e immaginaria, si ottiene

1 1 1 1 1 1
ln\/i—i—zl‘i‘g—g‘i‘ﬁ E+
Tt 1 1t 1 o1
4 3'5 7 9 11 '

Per verificare la prima serie, si osservi che se z = 1, allora In V2 =
$In(1+2).

4.5 La sfera di Riemann

Adesso cambiamo registro e ci occupiamo di un’idea semplice ma
profonda che ebbe Riemann.

Il punto di partenza & una banale osservazione: man mano che
z si allontana dall’origine (in qualunque direzione) il punto 1/z si
avvicina sempre piti all’origine. E come se z si avvicinasse and un
singolo punto all’infinito, scritto co, la cui immagine rispetto alla
funzione 1/z & lo zero (I'osservazione sembra banale, ma merita un
attimo di riflessione: stiamo dicendo che non c¢’¢ un infinito di un
tipo quando il movimento di z & lungo 1’asse reale, un altro lungo
I'asse immaginario e infiniti altri quando si sceglie una qualunque
altra direzione, come accade quando si considera lo spazio R? e si
passa allo spazio proiettivo reale). Percio, per definizione, questo
punto oo soddisfa le seguenti equazioni

— =0, 5 = 0. (44)

L'aggiunta di questo singolo punto all’infinito trasforma il piano
complesso nel cosiddetto piano complesso esteso C. Alcuni vantaggi
sono immediati, per esempio, possiamo dire che la funzione z +—

9 Questo perché la serie di —Log(1 — z)
e proprio la serie di cui si & stabilita la
convergenza sul cerchio unitario in S.2.2

Bernhard Riemann (1826-1866) ¢ stato
un matematico tedesco la cui opera ha
avuto un’influenza profonda sullo svi-
luppo della matematica e della fisica.
Ha dato contributi duraturi all’analisi
e alla geometria. Trasformo la teoria
delle superfici di Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) nella moderna geometria
differenziale che ¢ alla base della teoria
della relativita generale. Matematico
con un profondo senso della fisica,

fu il primo a pensare che la gravita
avrebbe potuto essere spiegata in ter-
mini delle proprieta geometriche dello
spazio.
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1/z & un’applicazione uno-a-uno del piano complesso esteso su sé
stesso. Se una curva passa per z = 0, allora (per definizione) la curva
immagine rispetto alla trasformazione z — 1/z passa per il punto
all’infinito. Viceversa, se la curva passa per 0, allora la curva originale
passa per co.

Tutto cio € molto pulito, ma lascia un po’ perplessi. Siamo abituati
a pensare il simbolo oo associato ad un processo di limite, non come
un punto un ben definito. In effetti, le equazioni (4.4) sembrano in
conflitto con quanto ci & stato insegnato e con tutte le raccomanda-
zioni su come trattare il simbolo co. La risposta bella e profonda di
Riemann a queste perplessita fu di interpretare i numeri complessi
non come punti sul piano, ma come punti su una sfera X, la sfera di
Riemann appunto. Per vedere come questo sia possibile si posizioni
il piano complesso orizzontalmente, diciamo passante per l'equatore
della sfera si orienti il piano complesso in modo tale che una rotazio-
ne di 90Y dello spazio ruoti 1 in i. La sfera sia centrata nell’origine e
abbia raggio unitario. Dette X, Y, Z le coordinate spaziali e z = x + iy
un punto del piano complesso, la corrispondenza tra punti della sfera
e punti del piano e data dalla proiezione stereografica illustrata nella
figura 4.17.

Figura 4.17: Proiezione stereografica:
(X,Y,Z), conil vincolo X2 + Y? + 72 =
1, sono le coordinate di un punto sulla
sfera unitaria; z = x + iy € un generico
punto nel piano complesso. La figura
mostra la corrispondenza tra queste
coordinate.

Le equazioni di trasformazione possono essere lette dalla figu-
ra 4.18, come semplice proporzionalita tra lati di triangoli simili,
1:1-Z=z:X+1iY,dacui

X +iY )
1z 45
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. . . s 1
Usando le coordinate sferiche X =sinfcos¢, Y =sinfsin¢g, Z =
cos B, si ottiene (esercizio) z = ¢'¢ cot % . Si perviene alla stessa conclu- ﬂ X +iY

sione dopo avere ragionato sui triangoli della figura 4.19 (dopo aver

mostrato che I'angolo al polo Sup ¢ 6/2). 0 z
La morale e che in questo modo co & diventato un punto come gli
altri: e il polo NoRp della sfera!

Figura 4.18: Sezione verticale della
4.6  Singolarita e punti di diramazione all’infinito proiezione sterggrafica.

Poiché grazie a Riemann l'infinito & un punto come gli altri, & utile 7 k X +iY
conoscere le proprieta di una funzione nell’intorno di questo punto.
Per studiare una funzione nell’intorno di oo, si considera il cam- -
biamento di variabile { = 1 e si studia la funzione g({) = f(1/7) 0
nell'intorno di { = 0. Ad esempio, f(z) = z & singolare all’infinito, 0/
mentre f(z) = \/z ha un punto di diramazione semplice in 0, ma
1

anche all’infinito (dove & anche singolare). -

X

La rappresentazione dei numeri complessi come punti della sfera Figura 4.19: Sezione verticale della
di Riemann rende ancora piti manifesto che una funzione complessa proiezione stereografica.
ha un carattere di continuita sconosciuto nel campo reale. Conside-
riamo, ad esempio, una funzione che, come w = z2 4+ 1, ha due
punti di diramazione, diciamo a e b. Sulla sfera complessa, il taglio
€ sempre una curva tra a e b. La differenza tra le due possibilita con-
siderate sopra, diventa la possibilita che il taglio passi o no per oo. Si

veda la figura 4.20.

Figura 4.20: Il taglio (in blu) passante
per o corrisponde al taglio della
figura 4.15; quello passante per 0 a
quello della figura 4.16.

Per far pratica, prima si risponda alla domanda se w = v/z> + 1 ha
un punto di diramazione all’infinito, ragionando sulla figura 4.20, poi
si passi ai problemi assegnati.



4.7 PROBLEMI

PrROBLEMA 4.1. O Si consideri la multifunzione
f(z) = vz + 1v/z — i. Dove sono i punti di dira-
mazione e qual ¢ il loro ordine? Perché non & pos-
sibile usare un solo taglio per definire i rami della
multifunzione?

PrOBLEMA 4.2. [0 Si consideri la multifunzione
f(z) = Vz2 — 1. Trovare i punti di diramazione e il
loro ordine. L'infinito & un punto di diramazione?
Quali tagli si possono fare per definire i rami della
multifunzione su tutto il piano?

PrOBLEMA 4.3. J Si considerino le multifunzioni

(@) sin4/z
(b) Vsinz
() Vzsiny/z
(d) Vsinz2.
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Trovare i punti di diramazione e il loro ordine.
PROBLEMA 4.4. O Trovare i punti di diramazione di
f(z) = V/z3 — z. Introdurre i tagli.

PROBLEMA 4.5. [J Costruire un ramo di f(z) =

V22 + 1 tale che f(0) = 1(~1+iv/3)

ProBLEMA 4.6. [ Trovare i punti di diramazione sul
piano complesso esteso (C U o) delle multifunzioni

(a) log(z2—1), (b) log (i i 1)
e introdurre tagli per rendere le funzioni ad un solo
valore.

N. B. Nella risoluzione di alcuni esercizi ¢ utile
utilizzare la regola dell’Hospital (punto “uno” di
7.7) e tenere presente che la nozione di limite in C &
la stessa di R?.
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4.8 COMPLEMENTI

4.8.1  La serie del logaritmo

Vogliamo ricavare la serie per la parte principale del logaritmo. Preliminarmente, osserviamo che usando
il binomio di Newton (la serie binomiale per n intero € un polinomio di grado n), mediante una diversa
definizione di esponenziale, si arriva alla stessa funzione esponenziale: si definisca

‘= lim (1—5—%)71 ,

n—oo

(103)" = 1en ] 2 [ s YD

=14z+ (12!;)224— (1711)3!(1%)23+...,

per cui, passando al limite n — oo si ritrova la funzione esponenziale definita dalla serie

2= 22 B A
Adesso, sia

L(z) = (Log)(1+2z),
allora, essendo il logaritmo definito come funzione inversa dell’esponenziale,

1
n

L\" | L 1
1+E =e"=(14z) = 1+;¢::(1+z)

1
n

Ci sono n rami di (1 + z)% nel disco unitario, ma poiche L(0) = 0, ci serve il ramo di (1 4 z)# che vale 1

quando z = 0. Usando la serie binomiale,

SURNEREICE IS (R S I
da cui
) B, ()G )G,
Infine, passando al limite di 1 che tende all'infinito,
(Log)(1+z):z—i+i—i+i—£+...

2 3 4 5 6

4.8.2  Serie di potenze e serie di Fourier

Vogliamo mostrare che, solo sulla base di quanto ¢ stato fatto finora, senza neanche aver incominciato lo
studio delle serie di Fourier, siamo in grado di mostrare (rigorosamente!) come alcune funzioni possano
essere analizzate (e sintetizzate) mediante serie di Fourier. Propedeutica alla discussione seguente & la
sezione 2.8.
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Consideriamo la serie della parte principale del logaritmo appena ricavata, cioe la serie per L(z) =
(Log)(1+ z). Per quanto visto nella sezione 2.8 tale serie & convergente per z = ¢'?, § # —. Ora,

Log(1+2z) =In|1+z| +iArg(1l +z)

dove ® = Arg(1 + z) e la parte principale dell’angolo di 1 + z, dove, per definizione, § = Arg(z), varia
nell’intervallo —7t < 0 < 7.
Ragionando sulla figura

si vede che I’angolo di z + 1 & la meta dell’angolo di z,

1
@(9)259, <0<,
da cui

ImLog(1+z) = %0,

Quindi, per confronto con lo sviluppo in serie di Log(1 + z) per z = ¢

, si ottiene lo sviluppo di Fourier

1 . sin20 sin30 sin4f6 sin50
@(9)—59—sm€— 5 + 3 4 + 5

Adesso, usando un semplice programmino, si puo fare un grafico delle somme parziali della serie di
Fourier. Sommando i primi 8 termini, si ottiene

N o N

e

Aumentando il numero dei termini, si puo vedere l'effetto magico della convergenza di una somma di

onde sinusoidali completamente liscie all’onda discontinua a dente di sega. A Fourier era completamente
chiara la potenza di calcolo offerta dal suo metodo. Tuttavia, i primi sommatori efficienti furono costruiti
nella seconda meta dell’800. Uno dei primi sommatori meccanici di serie di Fourier fu costruito dal Michel-
son (il fisico che esegui con Morley gli esperimenti per rivelare il movimento della terra rispetto all’etere).
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11 dispositivo di Michelson sommava circa 100 termini. Oggi, con un piccolo portatile, e in una frazione di
secondo, se ne possono sommare molti di pitt. Nel nostro caso, sommandone 500, si ottiene

o1
/"/ & // - T

T

Si osservi che nei punti di discontinuita le somma parziali tendono a fare la media dei limiti destro e

sinistro (questo & un fatto che ricevera la dovuta attenzione a tempo debito).
Due commenti. Primo: non & necessario usare una serie di potenze sul cerchio di convergenza per
ottenere una serie di Fourier. Si consideri, per esempio, la serie geometrica

1

1+z4+22+28+... =
11—z

esipongaz = %ei‘g. Sostituendo questo valore e prendendo la parte immaginaria di ambo i membri
dell’equazione, si ottiene la serie di Fourier
2sin@ 1 1 1
————— = ~sinf + 5 sin20 + 5 sin30 + ...
5—4cosf 2 22 23
Secondo: data una funzione f(#), la regola di calcolo esplicita per determinare i coefficienti della sua se-
rie di Fourier ¢ data nel testo del problema 2.4. Ma che ci sia una regola non vuol dire che sia sempre facile
da usare (il calcolo degli integrali potrebbe essere complicato). E dunque importante (non solo concettual-
mente, ma anche ai fini del calcolo) non sottovalutare il metodo sopra descritto (che funziona quando si
riesce a riportare f(0) alle parti reale o immaginaria di una serie di potenze di cui si conosce la somma).



5
Funzioni analitiche

5.1 Descrizione locale di trasformazioni del piano

E interessante osservare che le rappresentazioni grafiche delle trasfor-

mazioni indotte da funzioni complesse, come 72

, 2", 0 I'esponenziale
complesso €%, hanno tutte la proprieta che “quadratini” si trasforma-
no in “quadratini”. Questo vale, per esempio, per le figure 1.5, 1.9,
1.10, 3.5 e 3.6. Si potrebbe pensare che questa proprieta sia dovuta
alla particolare scelta della regione nel piano z, ad esempio, per la
funzione w = 22, alla particolare scelta della regione angolare nel
piano z nella figura 1.5 Ma non & cosi: per una diversa scelta, come

per esempio nella figura sotto, si osserva lo stesso fenomeno.

Come chiariremo tra breve, ogni coppia di curve ortogonali & in

effetti trasformata in una coppia di curve ortogonali.
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Spiegare la figura 1.8 (che riportiamo a lato) & banale: sia w =
u+ivez=x-+iy, allora

utiv=w=2%=(x+iy)? = (x* — y?) + i2xy
Possiamo interpretare questa trasformazione come un cambiamento di
coordinate nel piano reale

-y
v = 2xy
In effetti, u e v sono coordinate ortogonali, come si verifica facil-
mente mostrando che le curve u = cost e v = cost sono ortogonali:
mediante differenziazione implicita si vede immediatamente che
hanno il prodotto delle pendenze pari a -1,

x*—y* = cost = x—yy=0 = y = +4y/x
2xy = cost = y+xyy=0 = y = —y/x

Vogliamo adesso mostrare gli angoli tra curve arbitrarie passanti
per un generico punto z sono lasciati invariati dalla trasformazione.
Preliminarmente, ricordiamo che per la funzione vettoriale

f:r=(xy)—w=(u,0).

da R? a IR?, il significato geometrico della matrice Jacobiana J, & di
traformare vettori infinitesimi in r in vettori infinitesimi in w,

dw = Jdr.

In componenti,

du\  (0dyu dyu dx = Oy dyu
dv] \ow oyv) \dy)’ \ o 0yv

Per w = f(z) = z% si ha

J= <2x 2y> _ o (c?se sin9>
2y 2x sinf  cos6
L'effetto locale della trasformazione & dunque di “stirare” i vettori
infinitesimi e di ruotarli: & una stiro-rotazione (sezione 1.3). Quindi,
necessariamente, preserva gli angoli." Una trasformazione che, come
22, preserva localmente gli angoli, & detta conforme (cfr. sezione 5.5).
Se usiamo la notazione complessa per i vettori infinitesimi nei
puntiz e w,
dz =dx+idy, dw=du+idv

vediamo che 1'effetto dello Jacobiano su (dx, dy) & semplicemente la
moltiplicazione per il numero complesso 2z, cioe

dw = (2z)dz

* Fatta eccezione per z = 0, dove
J = 0 e dove, in effetti, 'angolo risulta
raddoppiato.



Se, invece di z2, avessimo considerato la funzione w = z", avremmo
trovato

dw = nz""dz,

che e quello che si ottiene applicando formalmente le regole della
derivazione, cioe

dw = f'(z)dz.

Sembrerebbe che analisi, algebra e geometria si stiano fondendo in
un’unica struttura!

5.2 Geometria delle trasformazioni analitiche

L’effetto locale delle trasformazioni appena considerate, cioe 1'effetto
sui vettori infinitesimi nel punto z & quello illustrato in figura 5.1:
una rotazione combinata con uno stiramento.

In generale, I'amplificazione e la rotazione sono diverse per di-
versi vettori infinitesimi nel punto z, quando sono le stesse come in
figura 5.2, la trasformazione f & detta analitica (o olomorfa).

Le trasformazioni analitiche sono precisamente quelle il cui
effetto locale & uno stiro-rotazione: tutti i vettori infinitesimi (5.1)
che emanano da un singolo punto sono amplificati e ruotati '

nello stesso modo.

Se una trasformazione € analitica, cerchi e quadrati infinitesimi si
trasformano rispettivamente in cerchi e quadrati infinitesimi, ma, in
generale, questo non vale per cerchi e quadrati finiti, che risultano
deformati. Una stiro-rotazione locale in z & la moltiplicazione per un
numero complesso che dipende da z e che denoteremo f'(z),

dw = f'(z)dz.

La funzione f’(z) & detta la derivata della funzione f nel punto z (dz &
espanso di |f/(z)| e ruotato di arg[f’(z)]).
Ecco alcuni esempi.

* f(z) = z? & analitica e f'(z) = 2z (incluso z = 0, dove perd I’angolo
viene raddoppiato).

* f(z) =z non & analitica: lo stiramento & uguale per tutti (e vale 1),
ma la rotazione no: la figura 5.3 mostra che ¢ deve essere ruotato
di —2¢ per ottenere un vettore immagine con angolo —¢. Quindi
differenti vettori devono essere ruotati di quantita differenti, e
quindi f(z) = Z non & una stiro-rotazione.
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Figura 5.1: Significato geometrico di
dw = f'(z)dz.

Figura 5.2: Azione locale di una funzio-
ne analitica: i tre vettori a sinistra sono
tutti e e tre ruotati dello stesso angolo e
allungati della stessa quantita.

Figura 5.3: La coniugazione comples-
sa & una riflessione rispetto all’asse
reale che preserva il valore assoluto
dell’angolo, ma non il suo segno; non e
analitica.
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Si osservi che il presupposto implicito della definizione (5.1) & ov-
viamente che 1’azione locale della funzione sia ben definita. Questo
significa che, per f(z) = u +iv, z = x + iy, la funzione

f:R2 -5 R?: (x,y) — (u(x,y),v(x,y))

e differenziabile, il che, a sua volta, significa che esistono i differen-

ziali
ou ou
du — adx + @dy
dJu Ju
do a—dx + @dy

A questo proposito ricordiamo che la continuita delle derivate prime
di u e v & condizione SUFFICIENTE ma non necessaria per l'esistenza
dei differenziali.

5.3 Le equazioni di Cauchy-Riemann
Alla moltiplicazione per un numero complesso
(x +iy) — (a+ib)(x +iy) = (ax — by) + i(bx + ay)
e associata la trasformazione vettoriale
|_>
y boa)\y

Quindi, affinché la trasformazione z = x 4+ iy — w = u + iv sia
analitica, la matrice Jacobiana

= Oxu  dyu
0x0  9yv
a —b
b a

oxtt = +0yv

deve essere della forma

cioe

0y = —dyu

Queste sono le famose equazioni di Cauchy-Riemann. Forniscono un
criterio per riconoscere una funzione analitica.

La derivata ¢, localmente, la moltiplicazione per il numero com-
plesso a + ib che rappresenta lo stiro-giro, quindi

f'(z) = a+ib = dxu +i0y0 = 3y (u + iv) = 9x f
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Per Cauchy-Riemann abbiamo anche
f'(z) = 9yv —idyu = —idy(u + iv) = —id, f
In altre parole (per dx e dy infinitesimi reali),

oy flz+0x) = f(z) _ f(z+idy) — f(z)
fz)= ox - isy

il che non & sorprendente, visto che LO STIRO-GIRO DEI VETTORI IN-
FINITESIMI IN z E LO STESSO PER TUTTI, se la funzione ¢ analitica.
Quindji, anche per un arbitrario Jz in z, si avra
fy - FET 0D~ f2)
0z
Questo giustifica il fatto che le usuali regole di calcolo delle derivate

reali si estendono pari-pari alle derivate delle funzioni analitiche
(notazione di Leibniz inclusa):

dzi’l Z

n-1, dsinz cosz e
dz ’ dz "odz ’

5.4 Questioni di analisi

Usualmente, la nozione di funzione analitica ¢ introdotta definendo
prima la differenziabilitd complessa in un punto:

Sia U un sottoinsieme aperto del piano complesso C. Una
funzione f : U — C é differenziabile in senso complesso in un
punto z se esiste il limite (5.2)

Segue la definizione di funzione analitica:

Una funzione f : U — C é detta analitica (o olomorfa) su U

se ¢ differenziabile in senso complesso in ogni punto di U. (5:3)

Questa definizione ¢ del tutto equivalente alla caratterizzazione
geometrica (5.1).

Dalla (5.1) o dalla (5.3) si deducono le regole di calcolo della de-
rivata complessa e le proprieta della derivata, che sono del tutto
analoghe a quelle della derivata reale, per esempio,

la regola di Leibniz (fg) = f'g+ f¢' e

. dw  dwdj
la regola della funzione composta = &z

65
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Per una funzione complessa f = u + iv in un dominio U, le rela-
zioni tra differenziabilita reale (I’esistenza dei differenziali di u e v,)
analiticita, equazioni di Cauchy-Riemann e continuita delle derivate
prime di u e v sono espresse dai seguenti teoremi:

(1) Le equazioni di Cauchy-Riemann in U e la continuita delle deri-
vate prime di # e v in U sono condizioni necessarie e sufficienti
per l'analiticita di f in U.

(2) Sia f differenziabile reale. Allora f e analitica se e solo se le
equazioni di Cauchy-Riemann sono soddisfatte in tutto U.

Mentre (1) & facile da dimostrare, (2) non lo é (teorema di Goursat).
Un teorema sorprendente che dimostreremo nel seguito ¢ il seguente:

(3) Se f e analitica, allora ha derivate complesse di ogni ordine (cioe,
se f & derivabile una volta lo & infinite volte).

5.5  Conforme = analitico

Se una trasformazione F preserva l’angolo, incluso il suo segno, tra
qualunque coppia di curve che passano per il punto p, si dice che
la trasformazione & conforme nel punto p. Se la trasformazione & con-
forme in tutti i punti della regione in cui & definita, si dice che la
trasformazione & conforme. Se il valore numerico dell’angolo & preser-
vato, ma il segno e invertito, la trasformazione & detta anti-conforme.
Ad esempio, z —+ z & anticonforme. Stiro-rotazioni e traslazioni so-
no conformi (perché sono proprio le trasformazioni di similitudine
del piano euclideo, cfr. sezione 1.3, che come & noto dalla geometria
elementare, lasciano intatti gli angoli).

Dalla (5.1) segue immediatamente che se una trasformazione &
analitica, & anche conforme. Cerchiamo di capire in che senso vale il
viceversa. Guardiamo la figura sotto.

C

II triangolo finito (non infinitesimo) abc e trasformato conformemente
nel triangolo ABC: i lati si distorcono, ma gli angoli restano invariati.

Edouard Goursat (1958-1936) & stato
un matematico francese. Fu il primo a
notare che il teorema generalizzato di
Stokes poteva essere scritto nella forma
semplice

w:/ dw,
IR R

dove w & una p- forma e R & una re-
gione (p + 1)-dimensionale. Contribui
a rendere esplicite le ipotesi minime
per la validita del teorema di Cauchy
in analisi complessa.

Figura 5.4: Trasformazione conforme.
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Si immagini adesso, mediante trasformazione di scala, di comprimere
il triangolo abc verso un punto arbitrario dentro la regione. Mentre
facciamo questo, i lati delle immagini dei triangoli diventano sempre
pitt linee rette, mentre gli angoli, ovviamente, non cambiano. Percio
un triangolo infinitesimo a sinistra & trasformato in un triangolo infi-
nitesimo simile a destra. Quindi e ottenuto mediante stiro-rotazione
dall’originale. Quindi la trasformazione e analitica. Percio, se una tra-
sformazione é conforme in un intorno comunque piccolo del punto p, allora é
analitica in p. In particolare,

¢ L’inversione complessa z — 1/z & analitica (essendo conforme, cfr.
problema 5.2).

e Le trasformazioni di Mobius

az+b
cz+d

sono analitiche (essendo conformi, cfr. problema 5.3).

e L’inversione z — 1/Z non @ analitica.

Si osservi che una funzione puo non essere conforme in un punto, bt D
pur avendo derivata complessa in quel punto ed essendo analitica
. . . . . o o 2
in qualunque intorno di quel punto; per esempio, w = f(z) = z August Ferdinand Mbius (1790-1868)
e conforme dappertutto eccetto che nei due punti criticiz = Oe ¢ stato un matematico tedesco. Noto

principalmente per la scoperta di una
superficie bidimensionale non orien-
analitica in qualunque dominio che contenga lo zero (per z = co non tabile, il nastro di Mobius. Contribui
allo sviluppo della geometria proietti-
va, dove le trasformazioni di Mobius
svolgono un ruolo importante.

z = oo, dove gli angoli sono raddoppiati, ma e derivabile nello 0 ed e

¢ analitica). In generale:

Una funzione analitica f puo non essere conforme nei punti

critici della trasformazione, cioé nei punti c in cui f'(c) = 0. (5:4)

5.6 Funzioni armoniche

Per essere analitica, la funzione f = u + iv deve soddisfare le
equazioni di Cauchy-Riemann
oy = +0yv

E se queste sono soddisfatte le funzioni u e v devono essere funzioni
armoniche, cioeé essere entrambe soluzioni dell’equazione di Laplace
nel piano. Questa proprieta si verifica facilmente:

0x0xU = 0x0y0 = 0y0dy0 = —dydyu

0x0x0 = —0xdylU = —dydyxlh = —0y0y0
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Quindi
Au Ea§u+8§u =0 e sza§v+a§v=0

Le proprieta generali delle funzioni armoniche, sono richiamate
nei complementi a questo capitolo (sezione 5.8.1).

E molto istruttivo dedicare un po’ di spazio a raccontare la storia
di come il legame tra funzioni armoniche e funzioni analitiche fu
compreso. Sorprendentemente, questo legame fu intuito quando
I'analisi complessa muoveva i suoi primissimi passi e fu scoperto con
ragionamenti di fisica-matematica.

Nei suoi saggi sull’idrodinamica del 1757, d’Alembert studia il
moto di un corpo che si muove attraverso un fluido ideale incompri-
mibile e non viscoso. In linguaggio moderno, le equazioni del campo
di velocita V di tale fluido in condizioni stazionarie sono

VeV =0 (incomprimibilita)

V xV =0 (irrotazionalita)

La seconda equazione stabilisce che deve esistere un campo scalare
u (potenziale) tale che V. = Vu, per cui, tenuto conto della prima,
essendo 3 3

— +—5 =A,

9x2  9y?

si conclude che u deve essere una funzione armonica, cioé deve

VeV =

soddisfare 1’equazione di Laplace

Au=20.

Studiando il problema in due dimensioni, d’Alembert si rese con-
to che per determinare una funzione armonica bastava partire da
una “funzione complessa” e prenderne la parte reale. Per capire la
scoperta di d’Alembert, occorre tenere presente che per “funzione
complessa” d’Alembert e i suoi contemporanei intendevano (senza
neanche renderlo esplicito tanto era ovvio per loro) cio che si ottiene

da z = x + iy applicando una regola ben definita; per esempio, z>

o

z 4+ 1/z, cioé funzioni che oggi sappiamo essere analitiche. (In effetti,
come vedremo nel seguito, & proprio z 4 1/z la funzione analitica che
fornisce il moto del fluido attorno ad un corpo (di forma circolare)
immerso nel fluido, che era il problema fisico che d’Alembert voleva

risolvere.)

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) €
stato un fisico e matematico francese.
Editore con Diderot dell’Enciclopedia,
diede importanti contributi allo svi-
luppo della meccanica analitica, della
fisica dei fluidi e dei sistemi vibranti.
Noto per aver detto “Allez en avant, et
la foi vous viendra” a chi riteneva le
regole del calcolo differenziale oscure e
non rigorose.



5.7 PROBLEMI

ProBLEMA 5.1. [J Dimostrare (eventualmente con
metodi puramente geometrici) che I'inversione
geometrica z — 1/z & anti-conforme.

ProBLEMA 5.2. O Dimostrare che l'inversione
complessa z — 1/z & conforme.

ProBLEMA 5.3. [ Dimostrare che le trasformazioni
di Mébius sono conformi. (Si veda il problema 1.12
e i complementi alla fine di questo capitolo).
PrROBLEMA 5.4. [J Mostrare che nessuna scelta della
funzione reale v = v(x,y) puo rendere la funzione
f(x+iy) = (x? +y?) + iv analitica.

PROBLEMA 5.5. [J Per z # 0, sia f(z) = f(x +iy) =
xy/z.

(a) Mostrare che f(z) tende a 0 quando z tende ver-
so qualunque punto dell’asse reale o dell’asse
immaginario, inclusa l'origine.

(b) Avendo stabilito che f = 0 su entrambi gli assi,
dedurre che le equazioni di Cauchy-Riemann
sono soddisfatte nell’origine.
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(c) Malgrado questo, mostrare che f non & analitica
in 0 (lo si mostri in termini di caratterizzazione
geometrica: localmente, su vettori infinitesimi
nello 0, f non agisce come una stiro-rotazione)

PROBLEMA 5.6. [J Mostrare che f(z) = ¢* soddisfa le
equazioni di Cauchy-Riemann e trovare (e?)’.
ProBLEMA 5.7. [ Si consideri I'inversione complessa
I(z) =1/z.

(@) Sez = x+iyel = u+iv, esprimere u e v in
termini di x e y.

(b) Mostrare che le equazioni di Cauchy-Riemann
sono soddisfatte dappertutto eccetto che nell’o-
rigine, cosicché I ¢ analitica ovunque eccetto che
nell’origine (¢ analitica all'infinito?).

(c) Determinare la matrice Jacobiana e, usan-
do coordinate polari, determinare 1’effetto
geometrico locale di I.

(d) Usare f'(z) = 0xf per mostrare che la derivata
& —1/22, come nell’usuale calcolo. Utilizzare

questo per confermare il risultato di (c).
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5.8 COMPLEMENTI

5.8.1  Proprieta generali delle funzioni armoniche

L’EQUAZIONE DI LAPLACE nello spazio euclideo n-dimensionale
Ap =0,

dove
n 2

d . . .

A=VeV =V?= Z — (in coordinate cartesiane)

= 0x;

= 1
si presenta in questioni di svariatissima natura. Ogni sua soluzione regolare (cioe finita e continua con le
sue derivate prime e che ha derivate seconde) in una regione R si chiama funzione armonica in ‘R. Partico-
larmente rilevanti per la fisica sono i casi n = 2 e n = 3. Come abbiamo visto, il caso n = 2 & associato con
le funzioni analitiche, nel senso che le parti reale e immaginaria di una funzione analitica sono funzioni ar-
moniche. Richiamiamo qui alcuni aspetti del caso n = 3, cioe dell’equazione di Laplace nello spazio fisico

tri-dimensionale.

TEOREMA DELLA MEDIA. Una prima ed importante proprieta dell’equazione di Laplace ¢ la seguente: Ia
media, ¢g, dei valori che una funzione armonica ¢ in ‘R assume su di una sfera qualsiasi interna a R, e uguale al va-
lore che @ assume al centro di tale sfera. Vale a dire, se P, r e S sono rispettivamente centro, raggio e superficie
della sfera considerata e ¢(P) ¢ il valore di ¢ al centro di P, e se si pone

1

Ps = 12 /S ¢ds, (5:5)

il teorema (della media di Gauss) afferma che ¢ ¢ indipendente da r e precisamente si ha
¢(P) =95

Per dimostrarlo, assumiamo coordinate sferiche r, 8, ¢ (con 1'usuale convenzione della fisica che 6 ¢ la co-
latitudine e ¢ la longitudine). Allora
dS = r*sin 0 dd¢

da cui

_ 1 27T P T .
P~ an /H 4’/9:0¢(r,0,4>) sin 66

Questa quantita, fissato il punto P, risultera funzione, al piti, di r. Studiamo come varia questa funzione
nella direzione radiale n, il versore normale alla sfera, cioe studiamo la derivata direzionale V, di ¢,

Vigs =ne Vg, = /SVgoondS
Detta V' la sfera piena, 0V = S, usando il teorema della divergenza otteniamo
v ds:/v v dV:/A av =0

/s gen v * Vg v %

perché ¢ ¢ armonica in P. Allora @g ¢ una costante che non dipende dal raggio. Per determinare la costan-
te, passiamo al limite r — 0 nella (5.5) ottenendo cosi

?s = o(P),
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che & quanto si voleva dimostrare.

Un corollario notevole & che: ¢(P) e pure la media dei valori che ¢ assume nei punti interni della sfera S. Basta
infatti supporre di calcolare tale media servendosi di strati sferici di spessore infinitesimo e concentrici alla
sfera S.

TEOREMI DEL VALORE MASSIMO E MINIMO. Un altro corollario molto importante e che: una funzione ar-
monica ¢ in una regione R, non puo avere dentro R punti di massimo e di minimo. Infatti, se nel punto P interno
a R vi fosse, per esempio, un massimo, esisterebbe un intorno di P tale che in tutti i suoi punti sarebbe
¢ < @(P) e quindi per una sferetta di centro P interna ad esso si avrebbe ¢ < ¢(P), contrariamente a
quanto e stato appena dimostrato. Il massimo e minimo dei valori di ¢ dovranno dunque necessariamente
trovarsi sul bordo oR.

Da questo corollario e dalla continuita di ¢ segue che: se ¢ ha un valore costante su tutta una superficie
chiusa S = OR, allora ha quello stesso valore in tutto lo spazio R interno ad S. In particolare, se ¢ é zero sul bordo
di R, allora é zero in in tutto R.

UNICITA DELLE SOLUZIONI DELL'EQUAZIONE DI LAPLACE. Vista la grande importanza di quest'ultimo
teorema, ne diamo un’altra dimostrazione che si presta meglio a generalizzazioni. Applichiamo il teorema
della divergenza al campo F = ¢V ¢, ottenendo

/VoFdV:/ FondS:/ oVgends,
R IR IR

e ricordando l'identita vettoriale
Ve(9Vp) = ¢VeVo+VpeVg=ghp+ (V)

e che Ap = 0in R, se ne deduce che

v ZdV:/ Vo ends.
/R( ?) R PVoen

Se, ora, ¢ = 0 su tutto il bordo dR, il secondo integrale si annullera e si avra

/R(V(p)de —0 (5.6)

e quindi, poiché la funzione integranda non pud mai essere negativa,
V=0 ossia ¢ = cost. (inR)

Si pud ora dimostrare il teorema di unicita: se di una funzione ¢, armonica dentro la regione finita ‘R, si
assegnano i valori sul contorno oR, la funzione é univocamente determinata in tutto R. Infatti, supponiamo che
esistano due funzioni ¢ e ¢;, regolari, armoniche dentro R e con lo stesso valore assegnato g sul bordo,

P1lor = P2lor = 8-

Allora, poiché Ap; = 0 e Apy = 0, anche la loro differenza i = ¢ — @, sara armonica: sara Ay = 0 dentro
R e ¢ si annullera sul bordo. Per il teorema precedente ¢y = 0, cioe ¢1 = ¢», la soluzione ¢ unica, che e
quanto si voleva dimostrare.
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PROBLEMI DI DIRICHLET E DI NEUMANN. Il problema di determinare una funzione ¢ armonica den-
tro la regione R, quando sono noti i valori che assume sul contorno di R, va sotto il nome di problema di
Dirichlet. In altre parole il problema é risolvere il problema al contorno

Ap=0 in R
p=g in R

Il teorema precedente ci dice che il problema non pud ammettere piti di una soluzione. Ben piut difficile
& dimostrare che esista una soluzione. Al riguardo, in fisica si tende ad utilizzare il metodo costruttivo di
Green. Questo metodo verra studiato nel corso di MMF 2. In una lezione seguente si risolvera in maniera
completa e rigorosa il problema di Dirichlet nel piano.

Servendosi della (5.6) & pure possibile dare un altro teorema di unicita [esercizio]: se di una funzione
@, armonica dentro la regione finita R, si assegnano i valori della sua derivata normale V¢ sul contorno oR, la
funzione é determinata in tutto R a meno di una costante additiva arbitraria.

Il problema di determinare una funzione ¢ armonica dentro la regione R, quando sono noti i valori
della sua derivata normale sul contorno, va sotto il nome di problema di Neumann.

Il senso dei due problemi risulta chiaro se si fa riferimento all’elettrostatica: il problema di Dirichlet
equivale a determinare il potenziale elettrostatico in una regione di spazio priva di cariche quando & asse-
gnato il potenziale sul bordo della regione: chiaramente la soluzione & unicamente determinata dai valori
del potenziale sul bordo. Il problema di Neumann corrisponde a determinare il potenziale in una situa-
zione analoga, quando pero sul bordo (immaginiamo una superficie conduttrice) ¢ assegnato il campo
elettrico (che & normale alla superficie conduttrice). In questo caso, & chiaro che il potenziale & determinato
a meno di una costante additiva arbitraria.

5.8.2 Inversione geometrica

La funzione complessa

I iz 7=

N|| =

(5:7)
trasforma un generico punto del piano P con coordinata complessa z = re’ nel punto P individuato da

-~ 1.
szele
r

Si ha cosi che punti P e P corrispondenti sono allineati con I'origine O e tali che si abbia
—
OD|[0P| =1,

il che permette di definire la corrispondenza in questione indipendentemente dalle funzioni di variabi-
le complessa. E chiaro che tutti i punti del cerchio T di raggio 1 sono trasformati in se stessi, che tutti i
punti interni a T sono trasformati in punti esterni (e viceversa) e che all’origine O corriisponde il punto
all’infinito.

Questa trasformazione € nota in geometria come inversione geometrica rispetto al cerchio T o anche tra-
sformazione per raggi vettori reciproci. Il punto O & detto centro di inversione e il punto P si dice immagine di
P rispetto a T. Questa trasformazione ¢ anche utilizzata in elettrostatica per risolvere problemi mediante il
metodo delle immagini.
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La proprieta pilt notevole di questa corrispondenza é che essa trasforma cerchi in cerchi, purché an-
che le rette si considerino come dei cerchi di raggio infinito e passanti per il punto all’infinito. Lo si puo vedere in
maniera analoga al caso z — 1/z trattato in S.1.12: nella generica equazione di un cerchio,

alz* +B(z+2) +iy(z—2)+5=0, (5.8)
sostituiamo z = 1/7Z,
wy Bz +2) + i
2T RETE T
quindi moltiplichiamo per |z|? = zZ,
a+B(Z+2)+iv(Z—2)+6Z* =0,

che & ancora ancora un’equazione della forma (5.8).

INVERSIONE DI UN CERCHIO. Nell'inversione .#, un cerchio I' di raggio R si trasforma in un cerchio I', ma
il centro C del primo non si trasforma nel centro D del secondo. Possiamo vedere quale punto D interno a
I si trasforma nel centro D di I'. Si consideri la figura:

T

Sia O il punto di inversione e C il trasformato di C: i punti C, 6, D e D saranno allineati con O e la OC
tagliera T e I’ in punti, pure corrispondenti, M e M, N e N. Se indichiamo con a la distanza OC del centro
diI' da O, possiamo scrivere

. 1 1 ~ 1
OM=6M~a-r" VNTiir
e quindi
~ OM-ON R S~ a 1 R?
R = = D= R=—5—— D=—=a0a——
2 a2 — R2’ © ON+ a2 — R2’ © oD 4 a
Si avra cosi per la distanza dal centro C di I' del punto D
2
DC:a—OD:%

Il punto D ¢ dunque 'immagine di O rispetto a I".
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COSTRUIRE PUNTI INVERSI USANDO CERCHI ORTOGONALI. Vale la proposizione seguente:

Nell'inversione .%, ogni cerchio ortogonale a T e trasformato in se stesso. (5.9)

Per capire perche, si consideri la figura sotto.

Il cerchio I' taglia il cerchio di inversione T ad angolo retto nei punti a e b. In altre parole, la tangente T
(per esempio) in a passa per O. Nell'inversione a e b non cambiano e la tangente T é trasformata in se
stessa. Percio I'immagine di I' deve essere ancora un cerchio che passa per a e b e che & anch’esso ortogo-
nale a T. Ma chiaramente c’e solo un cerchio con queste proprieta, cioé I stesso. Fine della dimostrazione
della (5.9).

La figura sopra illustra due importanti conseguenze della (5.9). Primo, il disco limitato da I' € anch’esso
trasformato in se stesso e le regioni in blu e rosso sono scambiate dall’inversione. Secondo, una retta da O
ad un punto z su I' interseca I per la seconda volta nel punto inverso z = .7 (z).

5.8.3 Il gruppo delle trasformazioni di Mobius

La trasformazione b
az +

— = M =,

rmw (2) cz+d

e iniettiva e surgettiva: dato w, esiste (uno e uno solo) z che e trasformato in w. Questo si mostra esplicita-

ad —bc #0

mente calcolando la trasformazione inversa:

dz—Db

M (z) = ——
—cz+a

M é detta normalizzata se ad — bc = 1. Si osservi che se M & normalizzata, anche M~ ! lo e.
Si consideri M = M, o M, dove

a>z + by a1z + by
M ===, M = —
2(2) 2z +dj 12) €1z +dq
Si verifica facilmente che anche M ¢ una trasformazione di Mobius, cioe della forma
(2) = Az+ B
~ Cz+D

(non & algebricamente ovvio che se M; e Mj sono non-singolari anche M & non singolare, cioé AD — BC #
0. Tra poco vedremo un approccio algebrico che rende questo ovvio.)
Morale: Le trasformazioni di Mobius non singolari formano un gruppo. Questo perché:
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1. La trasformazione identica E(z) = z appartiene all’insieme.
2. La composizione di due elementi dell’insieme fornisce un elemento dell’insieme.
3. Ogni membro dell'insieme ha un inverso che & anch’esso nell’insieme.

O

Si osservi che i coefficienti a, b, ¢ e d di una trasformazione di Mobius non sono unici. Se k € una costan-
te non nulla, ka, kb, kc e kd definiscono la stessa trasformazione.

LE TRASFORMAZIONI DI MOBIUS COME GRUPPO DI MATRICI. Consideriamo la corrispondenza

M(z) = az+b s [M] = [a Z]

cz+d

Si osservi che da destra a sinistra ce unicita, ma non viceversa: k[M] e [M] corrispondono alla stessa
trasformazione M. Se M & normalizzata, ad — bc = 1, allora [M] & unica a meno di un segno: [M] e —[M]
danno la stessa trasformazione di Mobius. Questo ha un profondo significato fisico su cui torneremo pitt
avanti nel corso. Si hanno le corrispondenze seguenti:

GHH=E2]

.. a b
o =[]

(iii) [M~1] = [M] !
(iv) [Mzo Mi] = [Mz][M;]

La (ii) mostra che [M] ha inverso sse det([M]) = ad — bc & non nullo. Dalla (iii) segue immediatamente che
se [M;] e [M;] sono non singolari (determinante non nullo), allora anche [M; o M;] & non singolare (perché
det(AB) = det(A) det(B)).

Questo gruppo di matrici e di solito chiamato GL(2, C). Le trasformazioni di Mobius normalizzate for-
mano un sottogruppo (perché?) e il gruppo di matrici corrispondente & un sottogruppo di GL(2, C), di
solito chiamato SL(2,C).
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6
Teorema di Cauchy

6.1 Integrazione

Sull'integrazione complessa in quanto tale c’e poco da dire. Anche

se non sembra, € gia nota: dato un cammino regolare C nel piano
complesso dal punto z; al punto z;, e una funzione complessa f(z) =
u + iv, 'integrale di linea si f lungo C,

@z,

(0%

[ f@)dz = [ (utio)(ax+idy) = [ udx—ody+i [ udy+odx.
C o o o 6.0
La nozione di integrale di una funzione complessa & dunque ri-
condotta a quella di integrale di linea nel piano, che si assume noto
dall’analisi reale. Le nozioni di continuita della curva e di regolarita
sono le stesse sia che si guardi il piano come C sia come R?.

C’¢ invece molto da dire sulla (6.1). Innanzi tutto, la riscriviamo in
modo che il suo significato geometrico sia manifesto. Si introduca il
campo vettoriale

f=(u,—0). (6.2)
Allora
/(;udx—vdy: /C‘uder(—v)dy: /Cfodr, dr = tds = (dx, dy)

/Cudy+vdx:/cudy+(—v)(—dx):/Cfonds, nds = (dy, —dx)

In queste formule, ds = |dr| = +/(dx)? + (dy?) & la lunghezza di
un arco di curva infinitesimo; t e n sono rispettivamente il versore
tangente e il versore normale alla curva.

Figura 6.1: Pilt precisamente, la (6.1)
¢ definita come limite di somme di
Riemann:

N
In =) f(zi)Az; =Rely +ilmIy,
i

dove le parti reale e immaginaria di Iy
convergono agli integrali di linea reali a
secondo membro della (6.1).
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In coordinate polari il significato geometrico di fdz & ancora pit
trasparente. Siano B e a gli angoli di f e dz rispettivamente, allora

fdz = fe'Pei®ds.

Detto 6 & I’angolo tra f e dz, si vede facilmente dalla figura figura 6.2
che
fe'Pel®ds = |f|eds,

e quindi che

f| cos 0 + i|f| sin 9} ds

[
[foH—f.n} ds
fedr+fends

Riassumendo,

/Cf(z)dz:/cfodr+i/Cfonds. (6.3)

Figura 6.2: Relazioni angolari tra £ft
n e dr.

6.2 Campo vettoriale associato ad una funzione complessa

La ragione per cui alla f risulta associato NoN il campo f = (u,v),
ma il campo coniugato f = (u, —v) & I'invarianza per rotazioni del
prodotto scalare complesso (1.6). Data una funzione f = u + iv, la
quantita invariante per rotazioni ¢ f e dz = fdz e non fdz. Ha quindi
significato geometrico invariante

fedz = (u—iv)(dx+idy) = udx +vdy+i(udy —vdx) = fedr+ifends,

’d:/ d:/f d+‘/f ds
/sz Cfoz Corlcons

che & esattamente la (6.3) con f e f scambiati di ruolo.

da cui

Sia come sia, entrambe le associazioni f <> fe f <> f sono le-

gittime e ammissibili, ma la seconda risulta essere quella naturale.* * Forzando un po’ la mano, si potrebbe
anche anche parlare di campo f asso-

z . . . N . K ciato alla funzione f, ma col seguente
f permettono la visualizzazione pit1 profonda e utile della funzio- avvertimento: per “campo f” si deve

ne f, mettendone in evidenza proprieta altrimenti nascoste (questo intendere f NON come funzione com-
plessa, ma come funzione vettoriale
reale che ha u come componente x e —v
tegrazione di funzioni complesse lungo curve chiuse. Due esempi di come componente y.

Come vedremo nel seguito, le linee di forza (o di flusso) del campo

risultera piti chiaro nel seguito), soprattutto quando si considera l'in-

ritratti di fase di campi di funzioni complesse sono dati nelle figure
6.3 € 6.4.

Infine, osserviamo che la rappresentazione di una funzione com-
plessa mediante il ritratto di fase di un campo vettoriale non solo va



incontro alla concretezza fisica, ma anche a quella matematica: getta
un ponte tra la teoria delle funzioni complesse e quella dei sistemi
dinamici con spazio delle fasi il piano (cioé sistemi di due equazioni
differenziali ordinarie del prim’ordine).

6.3 Circuitazione e Flusso

Consideriamo adesso il caso in cui il cammino d’integrazione sia un
circuito, descritto da una curva regolare (= la tangente esiste) semplice
(= non ci sono intersezioni) e chiusa C, come in figura 6.5. In parti-
colare, questo significa che la regione di piano R racchiusa da C
semplicemente connessa. Allora

]gcf(z)dz:fcfotds—kifcfonds (6.4)

I due integrali a secondo membro della (6.4) sono noti: il primo &
la circuitazione di f lungo la curva chiusa C,

CIRCUITAZIONE ( 7{ fedr. (6.5)
Per il il teorema di Green-Stokes,
CIRCUITAZIONE (f, C) / V x f edS, (6.6)

dove dS ¢ il vettore “elemento infinitesimo di superficie nel piano
che e sempre parallelo alla direzione verticale (immaginando il piano
complesso identificato con il piano xy dello spazio tridimensionale),
e quindi sempre nella stessa direzione di V x f. Questi due vettori
possono avere, al pitt una discordanza di verso, e quindi

V x fedS=+|V x fldS.

1l secondo integrale della (6.4) ¢ il flusso di f attraverso la curva
chiusa C,

FLUsso (f,C) E]{:fonds:/RVode,

dove dS e l’elemento infinitesimo di area (I'analogo in due dimensio-
ni del volume). Per la seconda uguaglianza ¢ stato usato il teorema
di Gauss in due dimensioni. (Siamo in due dimensioni e il bordo di
una regione & una curva chiusa: si veda la figura 6.9 piti avanti, che
mostra che si tratta proprio del flusso attraverso la superficie laterale
del cilindro con base C, quando si identifica il piano complesso con il
piano xy dello spazio tri-dimensionale.) In definitiva,

% f(z)dz = circurrazione (f,C) + i FLusso (f,C) (6.7)
c
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Figura 6.3: Ritratto di fase del campo
della funzione z — z, cioé del campo
vettoriale (x,y) — (x, —y), equivalente-
mente, del campo vettoriale f(z) = Z.
Sono stati disegnati solo i vettori del
campo per punti sul cerchio unitario.

—
e
/ /A\:::// ' ¢\
— 74! ”“Q\
4—3 b
SNal o

/
//f

/
i/ A
==

Figura 6.4: Ritratto di fase del campo
della funzione z ~ 22 cioé del campo
(x,y) = (x* —y?, —2xy) (cfr. sezio-

ne 5.1), equivalentemente, del campo
vettoriale f(z) = z2. Sono stati disegnati
i vettori del campo per diverse distanze
dall’origine. La proprieta nascosta nelle
altre visualizzazioni, ma qui del tutto
manifesta, e 'invarianza per rotazioni
di 7t/3.

=

Figura 6.5: Curva regolare semplice che
racchiude una regione semplicemente
connessa.
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Siamo cosi in grado di calcolare integrali di funzione complesse
lungo curve chiuse con metodi noti: basta calcolare circuitazione e
flusso del loro campo coniugato.

E inteso che nella (6.7) I'orientamento della curva C & positivo.
Ricordiamo la convenzione sull’orientamento positivo: si dice che
il bordo C di una regione R & percorso in senso o verso positivo se
camminando lungo quella direzione, la regione risulta sempre a
sinistra. Per un cerchio la direzione positiva risulta essere quella
anti-oraria. La normale n & la normale diretta verso 'esterno, e quindi a
destra di chi cammina lungo C.

La (6.7) vale anche per il contorno C = 0% di una regione mol-
teplicemente connessa #, cioé quando Il contorno (o bordo) della
regione e 'unione di pitt curve semplici, C = C; UC U ... (figu-
ra 6.6). In questo caso, l'orientamento positivo di C e ancora fissato
dalla regola ricordata sopra: questo richiede che le curve “interne”,
come C; e C3 in figura 6.6, siano percorse in senso orario (per avere la
regione a sinistra).

E utile rendere manifesta la natura algebrica dei cammini ed espri-
mere una curva chiusa che delimita una regione molteplicemente
connessa come somma algebrica delle curve che la delimitano piuttosto
che come unione: se la curva semplice C & percorsa in senso anti-
orario, scriveremo +C o semplicemente C, e se € percorsa in senso
orario, scriveremo —C. Per esempio, per la curva C (non semplice)
che delimita la regione R in figura 6.6, si ha

C=C-C—-GCs.

Per gli integrali vale allora la seguente regola

% = ]{ +ap +...,
a1Cy+aCo+... C Cy

dove aq,ay,... possono assumere i valori 1.

EseEmr1o. Vediamo la (6.7) in un caso semplice. Calcoliamo

}{ zdz
C

per C curva chiusa attorno all’origine. Il campo coniugato associato a
f(z) =z & f(r) = r. La circuitazione & chiaramente zero, ma il flusso &
positivo (escono pitli linee di forza, di quante ne entrino). In effetti, si
ha
Vxr =
Ver =

]fczdz - 2//R ds = 2iA(C)

dove A(C) e l'area della regione di piano racchiusa da C.

N O

Quindi

Figura 6.6: C = C; UC, U C3. L'orienta-
mento di C & positivo se C; & percorso
in senso antiorario, e Cp, C3 in senso
orario.

W

My

- =z
I

—_—

/

o7 ‘\\\\\\

Figura 6.7: Linee di forza del campo
vettoriale z <> r associato alla funzione
complessa z — z. dal disegno & ovvio
che la sua circuitazione ¢ nulla. 11

suo flusso attraverso un cerchio di
raggio R e pari alla sua divergenza
costante, uguale a 2, x 1’area della
ragione racchiusa dal cerchio. Quindi
FLUSSO = 27R2.



6.4 Significato fisico delle funzioni analitiche

Sorprendetemente, come aveva gia intravvisto d’Alembert, si ha:
FUNZIONI ANALITICHE = CAMPI SOLENOIDALI E IRROTAZIONALI NEL
PIANO, vale a dire:

Il campo vettoriale coniugato della funzione complessa H é
solenoidale (divergenza nulla) e irrotazionale (rotore nullo) sse | (6.8)
H ¢ analitica.

Questa proposizione &€ molto importante e la sua verifica € un sempli-
ce calcolo:

Vxf = 0x(—v) —dyu = —(0y0+ dyu)
Vef = 09u+09y(—0)

Oxtt — 9y0

Quindi, divergenza e rotore si annullano se e solo se sono soddisfatte
le equazioni di Cauchy-Riemann.

Questo significa che possiamo attribuire alle funzioni analitiche un
significato fisico diretto e trasferire ad esse le conoscenze fisiche al
riguardo.

ELETTROSTATICA. Consideriamo il campo elettrico E nel piano in
condizioni stazionarie, e quindi governato dalle equazioni:

VxE = 0 ovunque
VeE = 0 dovenon cisono cariche
Al campo elettrico E = (Ey, Ey) & quindi associata la funzione

analitica f(z) = Ex — iE,. Per la legge di Gauss si ha
rLusso (E,C) = 7{ Eends =2m) g;
¢ i

La scelta di 27t a secondo membro & per avere

ge, = g (cos Bey + sinfe,)) (6.9)

come campo prodotto da una carica puntiforme g posta nell’origine.
La funzione complessa associata al campo elettrico prodotto da
una carica q posta nell’origine & dunque

ﬂ(cosQ—isin@): =2
r
MAGNETOSTATICA. Equazioni per il campo magnetico in condizioni
stazionarie:

V xB = 0 dovenon cisono correnti

VeB = 0 ovunque (non cisono cariche magnetiche)

TEOREMA DI CAUCHY 81

Figura 6.8: Linee di forza del campo
elettrico generato da una carica nel
piano. L'origine & una SORGENTE.

Figura 6.9: Le cariche elettriche nel
piano vanno pensate come le sezioni di
fili indefiniti, perpendicolari al piano,
con densita lineare di carica costante,
come mostrato in figura. Il campo
elettrico generato da una carica nel
piano va dunque come 1/ e non come
1/72.
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Possiamo procedere come prima, ma adesso i ruoli di circuitazio-
ne e flusso si scambiano: abbiamo cariche di “circuitazione”, cioe
correnti I, e linee di flusso prive di pozzi e sorgenti.

Il campo generato da una corrente I lungo un filo infinitamente
sottile passante per 1’origine e perpendicolare al piano (cfr. figu-
ra 6.10 &

= |~

(—sinfe, + cos fey)
per cui la sua funzione complessa (coniugata) associata

1 iR
_-=—

z r

FLUIDO PERFETTO STAZIONARIO. Equazioni per il campo di velocita
del fluido:

V xV = 0 dovenon cisono vortici

VeV = 0 dovenon cisono pozzi o sorgenti

Per “cariche” (pozzi o sorgenti e vortici) puntiformi, oltre alle linee
di flusso gia viste per campi elettrici e magnetici, adesso sono anche
possibili configurazioni tipo quella in figura 6.11, per cui l'origine &
sia una sorgente sia un vortice.

6.5 Teorema di Cauchy

Questo teorema stabilisce quanto segue:

Sia f(z) analitica in una regione R e sul suo bordo C. Allora

j{cf(z)dz =0 (610)

E il teorema pitt importante dell’analisi complessa, ma, sorpren-
dentemente, risulta automaticamente dimostrato sulla base di quanto
e stato esposto finora. Grazie alla (6.8), e ai teoremi di Gauss e Am-
pére (e di Green e Stokes) noti dalla fisica e dall’analisi reale, non ¢
richiesto alcun sforzo ulteriore per dimostrarlo.

6.6  Formula di Cauchy

Ritorniamo alla (6.9). Se nel piano ci sono altre cariche, per il campo
elettrico totale si ha

E= ger + Eext

Figura 6.10: Linee di forza del campo
magnetico generato da una corrente
elettrica che scorre lungo un filo indefi-
nito perpendicolare al piano. L'origine &
un VORTICE.

Figura 6.11: Linee di forza di un fluido
in moto vorticoso attorno all’origine.
L'origine ¢ sia sorgente sia vortice.
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dove Egy & il campo generato dalle cariche esterne. Detta g(z) la
funzione associata a E.y, la funzione complessa associata a E &

11 5(z) = q +zg(2)

Se prendiamo una curva C che racchiude solo I'origine, per la legge
di Gauss abbiamo

FLusso (E,C) = %:Eonds =2mq

In generale

j{:f(z)dz = CIRCUITAZIONE (f,C) + iFLUsso (f,C)

ma nel nostro caso la circuitazione CIRCUITAZIONE & zero, quindi
+2zg(z .
j{ qig()dz = 2rtig (6.11)
c z

Osserviamo che g(z) & analitica (perché & il campo elettrico generato
da cariche fuori da C), ma per il resto € arbitraria. Quindi quello che
abbiamo a numeratore della funzione integranda € una funzione
analitica f(z) nella regione racchiusa da C tale che f(0) = g, che

e la quantita che compare a secondo membro moltiplicata per 27ti.
Quindi, facendo astrazione dal significato fisico, quello che abbiamo &

]!C @ — 27if(0)

Aver posto la carica nell’origine era del tutto arbitrario, I’avessimo
posta in un generico punto p avremmo ottenuto

A Zf(_zi?dz = 27if(p) (6.12)

Questa formula e nota come formula di Cauchy e vale sotto l'ipotesi
che f(z) sia analitica all’interno e lungo una curva semplice chiu-
sa C; p € un punto qualsiasi all'interno di C. Anche questa & una
pietra miliare dell’analisi complessa e nel seguito vedremo come
molte proprieta delle funzioni analitiche sono conseguenza di questa
formula.

II fatto che nel caso considerato g sia reale non ¢ essenziale: la
formula vale anche per g complesso. Vista la sua importanza, diamo
della (6.12) anche una dimostrazione diretta. Sia

f@)

HE) = 12

83
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dove f(z) e analitica. Poiché H(z) & analitica eccetto che in p, rotore
e divergenza del campo H saranno nulli ovunque eccetto che in p.
Percid se C & un un circuito attorno a p, tutto il flusso e circolazione
emanano da un piccolo intorno di p. Se f(p) = A + iB, in questo
piccolo intorno (piccolo a piacere) avremo

A—iB 1 i

H="——-=A —B ,
Z—p

N
|
AN
N
|
<

da cui

Z(Z;dz = crrcurTazioNE (f,C) + i FLusso (f,C)
Ccz—

= —2nB+i2mA = 2mif(p).

Se questa dimostrazione sembra troppo veloce, si veda la figura 6.12
e si proceda come segue.

Sia Ce un piccolo cerchio di raggio € che circonda il punto p. Nella
regione del piano tra la curva C e la curva I' la funzione

f(2)

z—p
e analitica. Il bordo di questa regione & C — Cc. Allora, per teorema di
Cauchy, si ha

74 f(2) _ f(z)dz+ ﬂdzzo
c

—CeZ2—Pp cz—p —CeZ2—Pp
Quindi
z V4 z
f@) . f@ g fE,
CcCZzZ— —C. Z — C.Z—
. . P ‘ P . ¢ . p . Figura 6.12: C, & un piccolo cerchio di
Ma il cerchio Ce puo essere preso con raggio arbitrariamente piccolo. raggio e che circonda un qualunque
Allora punto p nella regione delimitata da C.
f(2) dz
dz ~ f(p) ]f :
Ccz—p CczZ—p

con “~” che diventa “=", nel limite ¢ — 0. Calcoliamo l'integrale a

secondo membro, tenuto conto che z — p = eel?:

27 i6) 27t 4 (eet? 27 4 (o0 27 ;10 27
j{ dz :/ d(p+ ee :/ (ee )_/ (e )_/ ie°d0 [T
C 0 0 0 0 0

zZ—p cel® cel® oif oif

Conclusione (nel limite € — 0):

J&) 2mif (p)

cz—p

che era proprio quello che si voleva dimostrare.



6.7 PROBLEMI

ProsLEMA 6.1. [0 Usando il teorema di Cauchy (e
non la formula), dimostrare direttamente che

d
j{—zz2m‘,
Cc z

dove C e una qualunque curva chiusa che circonda
l'origine.

Aiuto: si proceda come nell’ultima dimostrazione
della formula di Cauchy data nella sezione 6.6.
ProOBLEMA 6.2. [ Dimostrare che

dz
i
fczz—l-l

dove C e una qualunque curva chiusa che contenga
ipuntiie —i.

Aiuto: Dopo aver decomposto la funzione inte-
granda in somma di fratti semplici, la si interpreti
fisicamente in termini dei campi vettoriali coniugati
ad essa associati. Quindi si proceda ad una verifica
analitica usando la formula di Cauchy.

ProBLEMA 6.3. [0 Sia Jr I’arco di raggio R centra-
to nell’origine e che va dal punto R al punto —R.
Calcolare al prim’ordine in 1/R l'integrale

/ dz
RZ2+1°

(N.B. C non & una curva chiusa.)
PrROBLEMA 6.4. [0 Sia Lg il cammino da —R a R
sull’asse reale. Calcolare al prim’ordine in 1/R

/‘ dz
Lgz2+1°

ProBLEMA 6.5. [1 Mostrare che dai due pro-

I'integrale

blemi precedenti risulta verificata 'uguaglianza
(perlomeno al prim’ordine 1/R)

/‘ dz -
Jep 2241
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dove Cgr = Jr + Lg.
PrROBLEMA 6.6. [0 Si consideri

dz
Il’l = TR
cz"
dove C & una qualunque curva chiusa che racchiude
l'origine.

(a) Mostrare che pern > 2siha I, =0.

(b) Fornire una spiegazione fisica dell’annullarsi di
I, associando a 1/z? il campo di un dipolo (si
avvicinino 1'una all’altra due cariche di segno
opposto tenendo costante il momento di dipolo
p = qd, dove d ¢ il raggio vettore da una carica
all’altra).

(c) Estendere la spiegazione fisica ad ogni n > 2.

Morale. Se C & una qualunque curva chiusa che rac-
chiude il punto p (poiché 'origine non & speciale e
quel che vale per cammini intorno ad essa vale per
cammini intorno a qualunque altro punto), allora

(1) %:(Z—P)"dZZOPern:0,1,2,3...
(2) %(Z— p)'dz = 2mipern = —1
C

(3) fc(z—p)”dz:OPern: -2,-3,—4...

Queste equazioni sono tutte conseguenza del teore-
ma di Cauchy: la (1) vale perché pern =0,1,2,3...,
(z — p)" & analitica ovunque nella regione delimitata
da C; la (2) perché in p c’e una carica unitaria (caso
particolare della formula di Cauchy); la (3) perche la
carica totale nell’origine & zero.
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6.8 COMPLEMENTI

6.8.1  Dipoli e quadrupoli

1l dipolo con momento sull’asse delle x e centrato nell’origine & dato dalla funzione f(z) = 1/z? a cui &

associato il campo

-1
f=—,
22

Sotto sono riportati il suo ritratto di fase sul disco unitario (tratteggiato) e I'andamento delle sue linee di
forza

f:

7

NL| =

e N

NN




7
Teorema dei residui

Nella lezione precedente abbiamo visto che la legge di Gauss nel
piano é I'impalcatura su cui si basa il teorema di Cauchy e da cui
discende immediatamente la formula di Cauchy. In questa lezione
mostriamo che vale anche il viceversa. L'analogo della legge di Gauss
per le funzioni analitiche & noto come teorema dei residui.

7.1 Antiderivata di una funzione analitica

Sia f(z) una funzione analitica in una regione semplicemente connes-
sa R. Si vuole calcolare I'integrale

I:/C.f(z)dz

dal punto A al punto B, lungo la curva C, come mostrato in figu-
ra 7.1.
Poiché la funzione e analitica, per il teorema di Cauchy si ha

%Lf(z)dz =0

dove L & il circuito L = C' — C e C’ & un altro cammino da A a B.
Ne segue che

I:/Cf(z)dz:/C/f(z)dz

e quindi che l'integrale da A a B non dipende dal cammino. Scrivere-
mo dunque

1= /jf(z)dz

omettendo il riferimento alla curva C.
Se l'integrale di linea non dipende dal cammino tra A e B, deve
esistere una funzione V = V(z) tale che

[ iz =vim) - via)

Figura 7.1: L'integrale di linea da A a B
di una funzione analitica non dipende
dal cammino.
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La funzione V & chiamata anti-derivata o primitiva in matematica e
potenziale in fisica (a meno di un segno irrilevante in questa sede); in
entrambi i casi, € data a meno di una costante additiva.

Come di consueto, il potenziale V(z) & costruito scegliendo arbitra-
riamente un punto P e il valore V(P) (la “terra”), quindi V' & definito
in ogni punto Z di R nel seguente modo:

V(2)=V(P)+ [ f@z,

dove C & un qualunque cammino da P a Z. Si verifica facilmente che
V e una funzione analitica, che vale il teorema fondamentale del calcolo

(la convenzione usata in fisica € che la derivata del potenziale cam-
biata di segno sia pari al campo) e che

[ £z = (v(P) ~ V(A)) + (V(B) - V(P) = V(B) - V(4)

Per I'antiderivata possiamo usare il simbolo di integrale indefinito,
e scrivere

V(z) = / F(2)dz

Dovrebbe essere abbastanza chiaro che le regole note dall’analisi

Figura 7.2: L’antiderivata & definita
a meno di una costante arbitraria,

] ] o o o ad esempio il suo valore in un punto
reale si estendono pari pari all’integrale delle funzioni analitiche, ad arbitrario P.

esempio (a meno di una costante additiva),

Zh+1 " dz
/z”dz = (n#-1), /coszdz =sinz, /ezdz = ¢%, /— =Inz,...
n+1 z

Concludiamo questa parte del discorso sugli integrali con un’utile
disuguaglianza che vale sia per integrali di funzioni analitiche sia per
integrali di funzioni non analitiche

. f(z)dz| <[ valore massimo di |f(z)| lungo C] x [ lunghezza di C] .
R

(7.1)
Questa disuguaglianza ¢ intuitivamente ovvia (discende immedia-
tamente dal significato di integrale complesso come integrale di
linea).

7.2 Qualche esempio

Esemrio 7.1. Si vuole calcolare

[ %
A z2°
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Se A e B sono in una regione semplicemente connessa R che
non include l'origine, la risposta & immediata: in R la funzione
integranda & analitica, la primitiva ¢ —1/z e quindi

/B@_l_l
Aaz22 A B

Ci si rende facilmente conto che la restrizione a R come in figu-
ra 7.3 non & necessaria: possiamo farci passare ’ansia della singo-

larita z = 0 perché, essendo la primitiva —1/z una funzione ad un

solo valore, tutti i cammini nel piano complesso da A a B danno lo stesso Figura 7.3: Il camminoda A a B &in
,e . .. .. una regione che non include lo zero.
valore per l'integrale (ovviamente vanno esclusi i cammini che passano

attraverso z = 0). Dunque

/B@_l_l
Az2 A B

¢ un’identita del tutto generale.

dz
ﬁ?—o

qualunque sia il circuito C (sia che la singolarita z = 0 sia dentro

In particolare,

il circuito o fuori). Analogo discorso vale per potenze negative di z,
eccetto la potenza —1, e per singolarita arbitraria z = a,

c (z—a)"

Per la funzione 1/(z — a) il discorso e diverso: la primitiva @ il
logaritmo, e il logaritmo & una multifunzione, quindi

j{ dz _o,
cz—a

se C & una curva semplice chiusa che non include il punto a4, ma se

C lo racchiude, dopo un giro completo si guadagna un fattore 27i e
quindi

dz .
7{ =27 seaédentro C
cz—a

Si osservi che avremmo potuto ottenere questo risultato applicando
direttamente la formula di Cauchy

fla) = o § L%

C2miJcz—a
alla funzione f(z) = 1. Passiamo adesso a due esempi un po’ pit
complicati.
EsemPIO 7.2. Si vuole calcolare §- f(z)dz per
5
flz) = 112

dove C & la curva mostrata in figura 7.4.
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Scrivendo il numeratore come [(z + 1) — 1], otteniamo

1 1
=(z+1)° - 12 +1 1)-1 -
f(z) =(z+1)°=5(z+1)*+10(z+ 1) 0+5L+1] CEE
Sulla base di quanto abbiamo discusso sopra (tutte le potenze
positive e negative eccetto la potenza —1 danno contributo nullo
all’integrale), e poiché la curva racchiude il punto 2 = —1, I'unico

contributo proviene dall’inversione complessa 5/(z + 1) = 5/[z —
(—1)]. Si ottiene

Figura 7.4: In —1 la funzione & singo-
lare (ha un polo, come vedremo tra

dz poco).
zdz:5% =5 x 2mi = 107i
fcf ) cz+1
EsEMPIO 7.3. Si vuole calcolare §. f(z)dz perf(z) = sinz/z% e per la C
curva mostrata in figura 7.5.
Ricordiamo lo sviluppo in serie del seno:
s 13, 15 15
smz—z—iz +az —ﬁz + ...

Allora Fi il ino C hiud

. gura 7.5: cammino raccniude

% — l _ L l 1 _ l + l Z3 - I'origine, dove la funzione integranda e
Z6 z5 3123 5! |z 7! 9! singolare (ha un polo).

Per le stesse ragioni di prima, essendo il punto a = 0 dentro la curva,
I'unico contributo proviene dall’inversione complessa:

1 dz 2711
fef@dz—a T T E

Il segno negativo & dovuto al fatto che la curva e percorsa in senso
negativo (orario).

7.3 Calcolo di integrali

Dagli esempi precedenti traiamo la seguente morale: se nell'intorno
del punto 4 la funzione f(z) ha la forma

fO) = G ot Gt )

+cotci(z—a)+c(z—a)?+c3(z—a)+...

(7.2)

allora
?{ f(z)dz = 2mic_4
C

per ogni curva semplice chiusa C percorsa in senso positivo, che
racchiude il punto 4, e al cui interno f(z) & analitica (fatta eccezione,
ovviamente, per il punto a). Naturalmente, se C ¢ percorsa in senso
negativo, il valore dell'integrale ¢ —27ic_;.

Questa e una regola potente per calcolare integrali lungo linee
chiuse di funzioni della forma (7.2). Poiche c_; & la sola parte della
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funzione che rimane dopo che integriamo, & chiamato il residuo della
funzione nella singolarita z = a ed & denotato Res (f,a). Nell'in-
terpretazione fisica della lezione precedente, il residuo & una carica:
la sua parte reale & la sorgente (0 pozzo) del campo f e la sua parte
immaginaria e la corrrente ( o vortice).

Il trucco per estrarre Res(f,a) = c_1 da una funzione che potrebbe
essere della forma (7.2), ma non ¢ data in tale forma, & presto trovato.
Si moltiplichi per (z — a)™ ambo i membri dell’equazione, in modo
da ottenere una serie di potenze

g2 =z—a)"fz)=cmtcpmi1(z—a)+...+ca(z—a)" 2+
ci(z—a)" T 4co(z—a)" +c1(z—a)" T +cp(z—a)" 2+ ...

In una serie di potenze, il coefficiente di (z — a)" & ottenuto con la
regola di Taylor: si deriva n volte la serie, si divide per n! e si calcola

la serie cosi ottenuta nel punto z = a. Allora, essendo Res(f,a) = c_;
¢ il coefficiente della potenza (z — a)™~! della serie, si avra

m—1
Res(f,0) = gy 2] (G- 902 7

zZ=a

Riassumendo, se f(z) & della forma (7.2), allora il suo residuo in
a & dato dalla (7.3), per un m opportuno, e I'integrale di f lungo un
circuito in un intorno di 2 in cui f & analitica & 27tiRes (f,a). Resta
aperta la domanda riguardo a quali caratteristiche f(z) debba avere
per essere della forma (7.2). Ci occuperemo di questo nella prossima
sezione.

7.4 ‘Teorema dei residui

Una singolarita a e detta isolata se esiste un intorno finito di a in cui
non ci sono altre singolarita. Se a & una singolarita isolata di f(z)
ed & uno zero di F(z) = 1/f(z) , allora & chiamata polo (si osservi
che 1/ f(z) esiste poiché f & analitica). Le singolarita delle funzioni
considerate poc’anzi (z = —1 e z = 0 per gli esempi UNO e DUE della
sezione 7.2 e z = a per una funzione della forma (7.2)) sono dei poli.
I poli sono le singolarita di gran lunga piti comuni nelle appli-
cazioni dell’analisi complessa. Se la funzione f(z) tende all'infinito
quando z tende ad 4 da qualunque direzione, allora a € un polo di
f(z). Un polo si vede bene in un grafico della superficie modula-
re della funzione: in prossimita del polo, la superficie ha un picco
che tende all'infinito man mano che ci si avvicina al polo. Per esem-
pio, come abbiamo gia visto, la superficie modulare della funzione
1/(1+ z?) mostra nitidamente i due poli +ie —i.
Se a & uno zero di F(z) = 1/f(z) allora

F(z) = (z—a)"G(2) (7.4)
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dove G ¢ analitica e non nulla in 4 e m & la molteplicita dello zero. Ne
segue che il comportamento locale di f vicino ad a & dato da
8(z)
flz) = z—a)m

dove ¢(z) = 1/G(z) & analitica e non nulla in 4. Il numero m & la
molteplicita algebrica o ordine del polo. Diciamo un polo semplice,
doppio, triplo, etc., a seconda che sia m = 1,2,3 etc.. Dalla (7.4) segue
che m el ordine della prima derivata non nulla di F = 1/ f calcolata
inz=a.

In una delle prossime lezioni dimostreremo che se una funzione é
analitica in a, allora esiste il suo sviluppo di Taylor in z = a. Quindi g(z) &
sviluppabile in serie di Taylor in z = g,

§(z) =do+di(z—a)+...+dpu(z—a)" +dpi1(z—a)" ' +..., do#0,
dunque, nell'intorno di 4, f(z) & della forma (7.2), cioe

8(z)  _ dy+di(z—a)+...+duz—a)" +dpi1(z—a)" 1 4.

&=y o
__
= m+...+dm+dm+1(z—a)+...
Se ne conclude che per una funzione f(z) essere della forma (7.2)
vuol dire avere in a un polo di ordine m e si perviene quindi alla

conclusione seguente:

Sia a un polo di ordine m della funzione f(z) e C una curva
semplice chiusa che racchiude a, percorsa nel verso positivo e
tale che f(z) e analitica al suo interno (fatta eccezione per il

punto a). Allora (7.5)

}éf(z)dz = 2miRes(f,a)

dove il residuo Res (f,a) & dato dalla (7.3).

7.5  Funzioni meromorfe

Una funzione & detta meromorfa in una regione R, se le sue singo-
larita sono solo dei poli e se, fatta eccezione per i poli, la funzione &
analitica nella regione.

Vediamone alcuni esempi. Tutte le funzioni razionali, come
22 -2z410

f@) = 22 +3z—1

sono meromorfe sull’intero piano complesso C. Lo stesso vale per le
funzioni )
sinz

f(z):f € f(Z): (2_1)2'




Anche la funzione Gamma
I'(z) = / - le~tdt
0

(estesa per continuazione analitica® a tutto C) & meromorfa sull’intero
piano complesso C. E cosi ¢ la funzione zeta di Riemann, ottenuta
per continuamento analitico della serie

1
el Re(s) > 1.

hgk

n=1

La funzione

f(z) = /2
non ha un polo in z = 0, ma una singolarita essenziale (vedi sotto). E
meromorfa (persino analitica) in C — 0. La funzione

1
f(Z):Sin(TZ)

non & meromorfa sull’intero piano complesso C, poiché z = 0 & un
punto di accumulazione di poli.

Dalla (7.5) segue immediatamente la regola di calcolo per 'in-
tegrale di una funzione meromorfa lungo un cammino chiuso:

Sia f(z) meromorfa e la curva C (semplice chiusa) orientata
positivamente. Allora

7@ f(z)dz = 2711} Res(f,a;) (7.6)

dove la somma a secondo membro é estesa solo ai poli a; dentro
C, come mostrato nella figura a lato.

La (7.5) o la (7.6) sono il teorema dei residui. Interpretate fisica-
mente non sono altro che il teorema di Gauss (e di Ampere) del-
la fisica: flusso e circolazione del campo f sono pari 271i x somma
delle carcihe contenute in C (le parti reali sono le sorgenti, quelle
immaginarie correnti o vortici).

7.6 Singolarita essenziali

In aggiunta ai poli, una funzione altrimenti analitica, puo avere quel-
le che sono chiamate singolarita essenziali. In prossimita di una sin-
golarita essenziale a il comportamento di f & abbastanza selvaggio

e strano: infatti, se f fosse limitata, 2 non sarebbe una singolarita, e
se f andasse all'infinito man mano che ci si avvicina da qualunque
direzione, a sarebbe un polo.

TEOREMA DEI RESIDUI

*In una lezione successiva chiarire-
mo che cosa sia la “continuazione
analitica”.
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Consideriamo 1'esempio standard g(z) = e!/Z, che chiaramente
ha una singolarita di qualche tipo nell’origine. Se scriviamo z = re?,

allora

82)] =&

La figura 7.6 ne mostra la superficie modulare Se z si avvicina a 0
lungo 'asse immaginario, allora ¢(z) tende a 1. Ma se 1’avvicinamen-
to avviene lungo un cammino a sinistra dell’asse immaginario, dove
cosf < 0, allora g(z) tende a o. Infine, se z si avvicina lungo un cam-
mino a destra dell’asse immaginario, ¢(z) tende all'infinito. In effetti,
in questultimo caso, non solo f(z) tende all'infinito, ma la velocita
con cui ci va ¢ al di la della comprensione di qualunque polo.

Se a e una singolarita essenziale, non esiste alcun m tale la molti-
plicazione per (z — a)™ possa annullare 1’esplosione della funzione
in a. In particolare, per mostrare che questo & vero per g(z), basta

ricordare dall’analisi reale che

. . ey Figura 7.6: Superficie modulare di
lim x™e!/* = lim — = oo g(z) = et/
x—0 y—roo Yy
qualunque sia il valore di m.
Se a & una singolarita essenziale NON significa che

f(;f(z)dz = 2miRes(f,a)

cessa di valere, ma che non abbiamo pili una formula semplice per
calcolare il residuo in 4. Se a & una singolarita essenziale, a volte il
residuo puo essere calcolato usando sviluppi in serie gia noti. Ad
esempio, possiamo ottenere lo sviluppo in serie di g(z) = e!/? a
partire da quello di e* per u = 1/z, vale a dire, sviluppiamo in serie
¢(z) nel punto all'infinito (poiché lo sviluppo in serie di e ha raggio
infinito, lo stesso varra per lo sviluppo di g(z)),
1 1 1
el/Z:1+E+ﬁ+ﬁ+...
Essendo il residuo il coefficiente dell’inversione complessa, si ha
immediatamente
Res(e'/?,0) =1

7.7 Ci sono modi “veloci” per calcolare i residui?

In un certo senso calcolare i residui @ un’arte, ma ci sono delle
tecniche che possono velocizzare il calcolo. Eccone alcune.

UNo. Mai sottovalutare la regola di I’'Hospital per funzioni analitiche,
che ¢ la stessa dell’analisi reale: se f(z) e g(z) sono analitiche in una



TEOREMA DEI RESIDUI 95

regione che contiene a e f(a) = g(a) =0, ma g'(a) # 0, allora
z

lim f(2) = )
z—ag(z)  g'(a)

DUuE. Se a & un polo di ordine m, allora

lim(z —a)"f(z) =b, dove b, #0,

z—a
ma la difficolta del gioco e trovare m per una data f e un dato punto
a. Possiamo allora procedere per tentativi ed errori: Scegliamo noi k,
per esempio k = 1, e consideriamo il limite lim,_,(z — a)¥f(z). Se a &
un polo, ci sono tre possibilita

: k —
;;ma(z—a) f(z) = 0 = m<k
o = m>k

A meno che non sia chiaro che m > 1, conviene applicare la regola
partendo da k = 1.

TRE. Se f(z) & della forma f(z) = Q(z)/P(z) inz=acon Q(a) #0e
P'(a) # 0, allora z = a & un polo semplice e

L z—a Q(a)
Res (f,a) = lim Q(z) P(z) — P'(a)

Avendo applicato la regola dell’'Hospital. Situazioni analoghe, ma piit

complicate, si trattano applicando la regola dell’Hospital piit volte.

QuartTroO. Il residuo di una funzione in un punto a (singolarita

isolata) ¢ il coefficiente c_; del suo sviluppo? 2 Detto di Laurent, che in una lezione
successiva dimostreremo essere unico.

B C—m C—m+1 €2 €1
L ey A ey T SRR cepuey A )

+cootci(z—a)+e(z—a)?+e3(z—a)’+...

(7.7)

Talvolta & facile determinare questa serie sia a partire da serie gia
note (Es. e!/?) sia facendo delle sostituzioni.

CINQUE. Se a & una singolarita isolata e y & un piccolo cerchio at-
torno a a che non contiene alcun punto singolare della funzione,
allora

Res (f,a) =c_1 = ZLm ﬁf(z)dz

Si ponga z = a + e¢' e si faccia tendere € a zero. A volte questo & un
metodo efficiente per calcolare il residuo. Si tenga sempre presente
che il gioco & sempre quello del teorema di Cauchy, per cui

£=21, =2 (5], ) =R () = Do
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7.8 Residuo all’infinito

Sia f(z) una funzione che ¢ analitica, fatta eventualmente eccezio-
ne per z = oo, al di fuori del cerchio Cg di raggio R (orientato
positivamente). Il residuo all’infinito e cosi definito

1
2711

Res (f,00) = f() = f() (7.8)

2m

Si osservi che questa definizione & coerente con 1'usuale nozione
di residuo in un punto che e rispetto ad un circuito attorno al punto
percorso in senso antiorario: —Cpg € antiorario attorno all’infinito
poiché Cr e antiorario attorno all’origine.

Per una funzione f(z), la natura della singolarita all’infinito & la
stessa della natura della singolarita di f(1/w) in w = 0. In particola-
re, 00 & una singolarita isolata di f(z) se 0 & una singolarita isolata di
f(1/w). Mediante il cambiamento di variabile w = 1/z I'integrale a
secondo membro della (7.8) e trasformato nell'integrale di contorno
nel piano w,

o, ()£ ()

Si osservi che la prima uguaglianza segue dal fatto che I'immagine

del cerchio |z| = R rispetto all'inversione w = 1/z, & il cerchio
dato da |w| = 1/R percorso nel senso orario (e ovviamente da dz =
[—1/w?] dw).

Allora,

Res (f,00) = 5 of () do = 5 f. swde ¢

2mi Jey ,p w2 \w 27 .
dove
-1 1
stw) = 2 (3 (7.10

In conclusione, tenuto conto del segno negativo nella (7.8), la for-
mula per la circuitazione complessa lungo Cr (orientato positivamen-

j{cR f(z)dz = 27ti Res [O, %f (30)] (7.11)

Si osservi che mentre una funzione analitica in un punto nel pia-

te) risulta

no complesso finito ha un residuo zero in quel punto, una funzione
che non e singolare all’infinito, puo avere in esso un residuo non
nullo. Per esempio, 1/z ¢ analitica all’infinito ma ha un residuo pa-
ri a —1. Questo fatto, che puo apparire paradossale, ¢ chiarito nei
complementi 7.11.1.

I3
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7.9 Tabella riassuntiva delle singolarita di una funzione

Un punto 2 in cui una funzione, altrimenti analitica, non & analitica &
detto punto singolare o singolarita.

SINGOLARITA ISOLATA: se esiste un intorno finito di 2 in cui non ci
sono altre singolarita.

Poro: se nell'intornodiasihal/f(z) = (z—a)"Q(z), dove Q) &

analitica e non nulla in 4. Il numero m & detto ordine del polo.

PUNTO DI DIRAMAZIONE: Se un giro completo attorno ad a fa cambia-
re il valore di f(z). Se ci vogliono non meno di N giri per tornare
al valore di partenza, 2 € un ppD algebrico di ordine N — 1; se non
si torna mai al valore di partenza, a &€ un PpD logaritmico.

SINGOLARITA ELIMINABILE: se lim f(z) esiste.
zZ—a

SINGOLARITA ESSENZIALE: se f(z) diverge in 4, ma non & un polo.
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7.10 PROBLEMI

PrOBLEMA 7.8. [J

PrROBLEMA 7.1. [J Calcolare
i i — 43 2 . Cos 7z
Sia C la linea y = x° — 3x“ +4x — 1 che congiunge j{ ———dz
i ti (1,1) e (2,3). Determinare il valore di cz -1
tpunit e lungo un rettangolo con vertici in: (a) 2 £, —2 £ i;
/ (1222 _ 4ZZ)dZ (b) —i, 2 - i, 2 + i/ l
c PRrROBLEMA 7.9. [J
PROBLEMA 7.2. [J Siano
Calcolare 1 Cosz 1
P(z) = , =—, R(z)=——.
C

lungo i cerchi (a) 2] = 1 e (b) |z — 1| = 1. Trovare i poli di P, Q e R e il loro ordine.

PrOBLEMA 7.3. [J ) o ‘
I problemi che seguono sono un training sui fonda-

Calcolare
247 4 224z mentali per poter affrontare esercizi piit difficili (inclusi
C alcuni dei precedenti). Procedere passin passetto, I'ordine
lungo la curva C definita da z% + 22z + 22 = e grosso modo di difficolta crescente. Non fare salti, le
(2—-2i)z+ (2+2i)ztrailpuntoz=1ez=2+2i.  soluzioni di esercizi precedenti possono essere d’aiuto per
PROBLEMA 7.4. [ esercizi successivi. Per comodita, vengono date le risposte
Determinare e classificare tutte le singolarita di in parentesi quadrate (ma non sono date le soluzioni in
z appendice).
(a) ey pp )
1 ProBLEMA 7.10. Classificare le singolarita di f(z) nei
(b) sec 7’ punti indicati.
© In(z —2) , (I) f(z) =cotz inz=0.
(22 + 2z 4 2)2

[Polo semplice.]

sin/z

(d) : 1+cosz .
\/E (II) f(Z) = (Z—iﬂ_')z mz = r7t.
PROBLEMA 7.5. [J o
Calcolare . [Eliminabile.]
7{: (zLiinzﬂdz () f(z)=sin(1/z) inz=0.

Singolarita iale.
dove C e il cerchio |z| = 4. , [Singolarita essenziale ]
PROBLEMA 7.6. [ v N 2 T2 ina—_1

Calcolare 4 ) 7(z) 22+l
e [Polo di ordine 2.]
7{ —iz
cz (V) f(z) =z 3sinz inz=0.
dove C & il cerchio |z| = 2. Polo di ordi
PROBLEMA 7.7. [J [Polo di ordine 2.]
Dimostrare che (VI) f(z) = (cscz)(cotz) inz=0.
1 et , [Polo di ordine 2.]
= 7{ dz = sint
2mi Je 22 +1

PROBLEMA 7.11. Trovare i residui di g(z) nei punti
per t > 0 e C il cerchio |z| = 3. indicati.



1

[Res = i]
(I ¢(z) = Z—; inz=0.

[Res = %]
(I) g(z) =tanzinz = 7/2.

[Res = —1]
+2 .

(IV) g(Z) = (ZZ—ZZTW mz = 1

[Res =0]

(V) g(z) = f(z)/h(z)inz = acon f(a) # Oe
h'(a) # 0. Dimostrare che z = a & un polo
semplice e trovare il residuo.

[Res = f(a)/H (a)]

ProBLEMA 7.12. Le singolarita delle funzioni sot-
to sono tutte poli semplici. Determinare e usare
7.11(V) per trovare i residui in esse.

22 -1
D g(z) = - —e
[i e 4i. Res; = (—2/3)i e Resp = (17/3)i]
() g(z) =tanz.

[(n+ %)7‘[[ n = Olill j:Z, ReSn = _1]

2
z
11T = .
( ) g(z) Z3 _ 8
[2, 26%7/3 @ 2647/3 Res = 1/3]
v4
(IV) g(Z) = SinZ.
[nt, n=0,41,42,.... Res, = (—1)"e""]
sinz
\% ==
W) &) = r—5, 15

[1e2. Res; = —sin1 e Resy = sin2]
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PROBLEMA 7.13.

Usare il metodo dei residui per calcolare gli in-
tegrali seguenti. Quando possibile, potete usare i
risultati degli esercizi precedenti

2
z
I j{ ———dz, dove C (percorso in senso an-
@ = e (p
tiorario) e il cerchio di raggio 1 e centro
3/2.

[27ti/3]

(In)

2
z .
dz, dove C (percorso in senso
cz®—38

antiorario) e il cerchio di raggio 3 e centro o.

[277i]

2
(1II) }1{ 327012, dove C (percorso in senso
cz’>—8

antiorario) e il cerchio di raggio 1 e centro o.
[0]

2
z-—1
v f ——————dz, dove C & una qualunque
) cz?—5iz—4 1 d
curva semplice chiusa (percorsa in senso anti-
orario) che include i seguenti punti: (a) solo i,

(b) solo 4i, (c) sia i sia 4i, (d) né i né 4i.

[(a) 47t/3, (b) —347t/3, (c) —107, (d) o]

é* . .
V) f ——dz, dove C (percorso in senso anti-
csinz

orario) ¢ il rettangolo con vertici —7t/2 — i,
570/2—1i, —mt/2+2ieb5n/2+2i.

senso orario) & il semicerchio nel semipiano

(VI) dz, dove C (percorso in

superiore che ha centro o, raggio R > 2 e
diametro collocato lungo ’asse reale.

[—7m/6]
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7.11 COMPLEMENTI

7.11.1  Campi all'infinito

Incominciamo con il campo piti noioso che ci sia: il campo costante f = @ associato funzione complessa
f(z) = a, dove a & un numero complesso. Se pensiamo ad un fluido e ci mettiamo nell’origine, & come se
avessimo un fiume di larghezza infinita con un flusso d’acqua costante che arriva dall’orizzonte nella dire-
zione —a per poi andare verso 1'orizzonte nella direzione +a, come se all’infinito ci fosse sia una sorgente
sia un pozzo. Similmente, se pensiamo in termini di campo elettrico, &€ come se avessimo un campo gene-
rato all’infinito da una carica le cui linee di forza diventano parallele al finito per poi finire in una carica di
segno opposto, anch’essa all’infinito.

Per capire 'andamento all’infinito del campo costante, proiettiamo stereograficamente le linee di flusso
del campo sulla sfera di Riemann. Invertendo la (4.5) si ottiene

Xiy— ZXE2Y o vyl (712)
1+ x2+y2 24y +1

Applicando questa trasformazione a due linee di flusso, si ottengono due cerchi passanti per il polo nord
della sfera di Riemann (cioe per il punto all'infinito):

(la figura e stata ottenuta con un programmino numerico, ma ci si pud convincere di questo studiando
come la (7.12) trasforma rette nel piano). Le due rette in figura sono nel I quadrante; passando al quarto, le
rette si trasformeranno in cerchi che sono immagine speculare dei primi. In breve, I'andamento del campo
all'infinito & quello di un dipolo!
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Questo fatto & totalmente nascosto nella funzione stessa (dopo tutto, una costante, diciamo 7+i5, ha lo
stesso valore ovunque, incluso l'infinito!), ma & manifesto nella formula (7.10) che fornisce la funzione

stw) = 27 (3

da utilizzare per descrivere, in un intorno di w = 0, i flussi e le circuitazioni nell’intorno di z = co. Per una

f costante e uguale a 4, si ha
—a
g(w) = 2
e nei complementi 6.8.1 abbiamo visto che il campo associato a questa funzione & proprio quello di un
dipolo.

Se adesso consideriamo il campo coulombiano associato alla funzione q/z, cioé il campo di una carica
q posta nell’origine e lo proiettiamo stereograficamente sulla sfera, vediamo che linee di forza radiali che

emanano dall’origine diventano meridiani che convergono al polo nord, come nella figura sotto.

Nuovamente, questo € cio che segue dalla (7.10), poiché in questo caso si ha

W)= —qw=—.
glw)=—7quw=—

Quindi un campo coulombiano all’infinito € ancora coulombiano, ma con una carica di segno oppo-
sto. Questo cambiamento di segno & cid che garantisce la conservazione del flusso: per una sorgente
nell’origine ci deve essere un pozzo all’infinito, che & proprio cio che mostra la figura sopra.
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8
Calcolo di integrali

8.1 Il metodo dei residui

Riconsideriamo il problema 6.5, dal punto di vista del teorema dei
residui. Adesso sappiamo che

= 27iRes [1 i} (8.1)

% dz
Lg+Ci 1422 1+22

dove Ly + CE e il cammino mostrato in figura 8.1
Poiché

1 1 _(=1/2)i | (1/2)i

1+22  (z—i)(z+i)  z—i z+i

la funzione ha un polo in 7 e uno in —i. Dal secondo membro, si vede
che il residuo in i & (—1/2)i e quindi che l'integrale & 7, conferman-
do il risultato del problema 6.5.

L'osservazione semplice ma cruciale & che possiamo trasformare
quanto abbiamo appena visto in un metodo generale per calcolare
integrali reali. Nel caso in esame, possiamo calcolare

©  dx
w/—oo 1 + x2 (82)

con la (8.1). Infatti, per R — oo,

dz
[
ci 14z

e il primo membro della (8.1) diventa 1'integrale reale (8.2) e quindi

/oo X oiRes |— i | = 2mi x [(=1/2)i] = 7
w1t 1+22"" |~ -

Si osservi che avremmo potuto procedere in modo analogo consi-
derando il cammino in figura 8.2. Il cammino & adesso orario, il che
comporta un cambiamento di segno a primo membro,

A
Cy

iF

‘R Ol Lr R

—1

Figura 8.1: C & il semiarco di cerchio
di raggio R nel semipiano superiore.

Figura 8.2: Cy & adesso il semiarco
di cerchio di raggio R nel semipiano
inferiore.
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Non importa, quindi, se decidiamo di chiudere il cammino sull’asse
reale nel semi-piano superiore o in quello inferiore. Dobbiamo solo
fare attenzione ai segni.

Naturalmente, poiché la primitiva di 1/(1 + x2) & I'arcotangente,
I'integrale reale (8.2) si calcola immediatamente con metodi reali. Ci
sono tuttavia casi in cui il metodo dei residui permette di calcolare
integrali reali altrimenti intrattabili. Storicamente, & stato proprio il
successo di Cauchy nel valutare integrali reali intrattabili con i meto-
di tradizionali uno dei primi segni tangibili della potenza delle sue
scoperte. In passato, nell’'insegnamento dell’analisi complessa, si dava
largo spazio a questo metodo. Oggi, di fronte ad un integrale intrat-
tabile, & pit1 probabile che un matematico, un ingegnere o un fisico
usino un programma di calcolo numerico o simbolico per risolverlo,
piuttosto che calcolarlo a mano con il metodo dei residui. Cid nono-
stante, conoscere questo metodo e saperlo usare & un ottima palestra
di addestramento al calcolo, specialmente per un fisico.

8.2 Qualche esempio

Esemrio 8.1.
[— /°° dx ? T
AT
Si consideri
1 1
f&) = e = eripe =iy
che ha due poli, uno in +i e l'altro in —i. Si prenda lo stesso cammi-
no della figura 8.1. Allora
d 1 -2 T
z)dz = 2miRes|f,i| = 21— —— My =
./LR+C,§ f@) fi) dz (z+1)%|,_; (23 2
Ma
[ e [ (@)
z)dz = T T z)dz
Lr+Cj; /@) ~r (14x2)2 c;f
L'integrale lungo Cj; tende a zero quando R tende all’infinito, infatti
Ig = / f(z)dz = / .;iReiedG — 0per R = o
CIJ{ C;{r (RZeZZG +1)2 /N\\
Quindi ’ \
oo gy s |\
I= sy = li dz = —~
~/foo (1+ x2)2 Rgrc}o Lr+Cy f(z)dz 2 / \\
Esemrio 8.2. #
2m 46 cosf 4 1.2
I= / —, a>1 ~_
0 cosf—+a B —
> o
ﬁ 2



Si proceda con la sostituzione

i0

z=¢" =cosf+isinf,
allora
N R R | 1
costz[e +e }72 Z—i—z (8.3)
. 9 . dz
dz =ie"df =izdd = df= = (8.4)
L’integrale iniziale risulta cosi trasformato
j{ (dz/iz) o f dz
B 5 z4+(1/2)] + cz242az+1"
dove C @ il cerchio unitario. Le radici di z% + 2az + 1 sono g = —a +

Va2 —1ep = —a— va?— 1. Poiché soddisfano pg = 1, solo una, g,

sara dentro C e quindi

]_ 4 47 2
C-nGe-9'T T q-p V-1 Va-1

I = 47tRes [

Esemrio 8.3.

0o ot
I:/ smxdx
0 X

In integrali di questo tipo (integrali estesi all'infinito di funzio-
ni trigonometriche divise per polinomi), il trucco & di passare dalla
funzione trigonometrica all’esponenziale e poi ritornare all’integrale
iniziale usando le definizioni delle funzioni trigonometriche in termi-
ni di esponenziale. Passiamo quindi a f(z) = ¢/*/z. Poiche la sin x/x
e pari, I'integrale richiesto sara meta del valore dell’integrale ta —occ a
+oo0.

La prima idea che viene in mente & di considerare, come nel-
I'esempio 1, il cammino della figura 8.1. Nel limite R — oo, non
c’e contributo dal cammino sul semicerchio Cg dove z = R =
R cos B + iR sin 6. Infatti, si ha

/+ i _ / = 19 chosG RsmGlRezGdG _ 1/7'[ eiRcosﬂefRsinGdG
Cx 4 e 0

e il modulo di quest’integrale va a zero per R — co.

Tuttavia, c’e un problema: la singolarita z = 0 e sul cammino. 1l
trucco (che si applica ad una miriade di altri problemi simili a que-
sto) e quello di aggirare la singolarita con un giretto di raggio € at-
torno ad essa (e preoccuparci alla fine di € — 0). Passiamo quindi al
cammino chiuso mostrato in figura 8.4. Poiche non ci sono singolarita
dentro il cammino

iz —€ Lix iz R ,ix iz
fidz :/ i+ e—dz—l—/ “axt [ Cdz=o0
z -R X Ce 2 e X ct z

R
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dz = izdf

1 1
Figura 8.3: cos0 = 5 [z + E}' req
radici del denominatore; poiché pg =1,
una e fuori e l'altra & dentro.

v+
(/R

-R R

Figura 8.4: C @ il semiarco di cerchio
di raggio R.
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Poniamo a zero 'ultimo termine, avendo gia mostrato che per R — oo
non da contributo. Facciamo la sostituzione da —x a x nel primo
integrale a secondo membro e combiniamo con il terzo. Otteniamo

R o iz
. sin x e
21/ dx = —/ —dz
€ X e Z

Calcoliamo l'integrale a secondo membro ponendo z = ee

cosi

i6

1Z 7T .
. icelt e—0 .
— —dz:z/ e do =5 i
0

C z
e quindi
/°° sinxd w7
0 X 2i 2
EsemrIO 8.4.
+o00 e—zkx
_/oo 1+x2 *0°<k<+00

Un integrale di questo tipo, con la funzione integranda = g(x) x
e** (oppure xe~*¥), & detto integrale di Fourier. Se impariamo a risol-
vere questo integrale, impariamo tecniche che sono utili per calcolare
altri integrali di questo tipo.

La funzione
e~ ikz
flz) = 1+22
ha due poli semplici in +i e —i. Proviamo lo stesso cammino della
figura 8.1. Se I'integrale lungo C# va a zero per R che va all'infinito,
siamo a posto. Consideriamo questo integrale ponendo z = Re’ =
Rcosf +iRsin#,

7l'kZ 7T 1 . ) .

/ A ¥ ¢~ ikReos0+kRsin6; p,i0 19
ci1+22 0 1+ R2%e2?

La situazione & analoga a quella incontrata nell’esempio 3, ma c’e¢ un

ma: il modulo di questo integrale va a zero per R che va all’infinito

solo se k & un numero negativo, in quanto nell’esponenziale e*Rsin? i]

seno ¢ positivo, essendo 0 < 6 < 7. Il residuo in z = i vale

—ikz ek ek

(z—1 )1—1—22 Tiri 2

zZ=1
e quindi

+o0 e—ikx
/;oo mdx:ﬂek, perk<0

Che fare per k > 0? Con un momento di riflessione, ci si puod
convincere che il contributo dal semicerchio va a zero se chiudiamo il

cos 6x
1+ 22
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cammino reale con il semicerchio C; nel semipiano inferiore, come in
figura 8.2. Infatti, per questa scelta si ha

e~ tkz 0 1 . . .

/ dz = / _ o~ kReosb+kRsinb; i€ 19
cg 1+22 —n 1+ R%%%

Adesso sin 6 € sempre negativo per 7 < 8 < 0 e k positivo, quindi il

modulo dellintegrale va a zero per R che va all'infinito.

Il cammino Cj racchiude I'altra singolarita della funzione, il polo
semplice —i. Il residuo della funzione in z = —i vale e=*/(—2i). 1l
cammino & adesso orario, il che comporta un cambiamento di segno.
Quindi,

+o00 e*ikx eik
[ Tty =2 | Sy | = et perk> 0

_ k|
_ Te
In conclusione, _ -

—ik.
e lxdx:mf‘k‘. T k
—o0 1+X2

8.3  Qualche morale

L’ESEMPIO 1 € un caso particolare della classe di integrali

—+o00
I= f(x)dx

per i quali

(i) f(z) e analitica nel semipiano superiore IT" eccetto che per un
numero finito di poli.

C+
(ii) f(z) decade pit rapidamente di 1/z per |z| — 0,0 < arg(z) < . i I+
Equivalentemente, f(z) < M/R¥, per z = Re®, dove k > 1e M k%
sono costanti. *
X
Per questi integrali, utlizzando il cammino della figura 8.5, si ottiene S *
-R Ol Ly R
Figura 8.5: C ¢ il semiarco di cerchio

I =27 Res. nel semipiano superiore IT* (8.5) di raggio R.

Infatti, il contributo del semicerchio Cf{, stimato mediante la (7.1):

M ™M
S R = pp

[ e

tende a zero quando R tende all’infinito.
Si osservi che se f(x) & una funzione pari, questo metodo pud
[e0)
essere usato per calcolare [~ f(x)dx.
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L’ESEMPIO 2 & un caso particolare della classe di integrali

27

I= f(sin6, cos6)do
0

per i quali
(i) f e finita per tuttii valori di 6,
(ii) f e una funzione razionale di sinf e cos 6.

Con le stesse regole del gioco dell’esempio due, riassunte nella
figura 8.6, si ottiene

I = (—i)2mi ) _ residui nel cerchio unitario (8.6)

Le morali che si possono trarre dall’ultimo esempio meritano una
sezione a se stante.

8.4 Integrali di Fourier

L'integrale

+oo "
gk = [ fe 57)

e un integrale di Fourier e la trasformazione che fa passare da f a g
e detta trasformata di Fourier. 1l fatto pitt importante che lo riguarda e
che se g(k) e nota, f(x) puo essere ricostruita e la sua ricostruzione &
attraverso un altro integrale di Fourier. Piti precisamente, si ha

F) = o [ gtk )

—00

Spiegare perché e sotto quali condizioni valga quest’ultima equazio-
ne, detta teorema di Fourier, sara il tema di una futura lezione. Per il
momento, la prenderemo per buona e ci occuperemo del calcolo di
integrali di Fourier.

L'esempio 4 suggerisce la seguente morale. Sia f(z)

(i) analitica nel semipiano superiore IT" eccetto che per un numero
finito di poli.

(ii) e tale che |1‘im f(z) =0per0 < arg(z) <.
Z|—0o0

Allora, per k < 0, si ha

/+oc>f(x)efikxdx _ ZNiZRES. di f(z)eiikz in T+ (8.9)

Figura 8.6: Sostituzione z = '

dz = 1zdf
z = 0

§ 1/z = e



La (8.9) & nota come Lemma di Jordan e si dimostra facilmente.
Utilizziamo il cammino chiuso della figura 8.5 e valutiamo l'integrale
lungo Cg:

Ip = /+f(z)efikzdz _ /nf(Reif))eficho%f\k|Rsin9iRei9d9'
o) 0
Sia R cosi grande che |f(z)| = | f(Re®®)| < e. Allora
2
I < eR [ e kRtgg = ocr [ kiRt
0 0

Nell’intervallo [0, 7t/2], si ha che (2/7)6 < sin@, come mostrato in
figura 8.7, da cui

/2
|Ig| §2€R/ e KR/ 9.
0

Integrando,
1— e kIR T
Ig| <2eR——+— < =
k| = 2eRmo 7 < W€
Risulta cosi dimostrato che Rlim |Ir| = 0 e quindi la (8.9).
—00
Nel caso in cui
(i) f(z) e analitica nel semipiano inferiore I~ eccetto per un
numero finito di poli.

(i) limp, . f(z) =0 per —7 < arg(z) < 27,

procedendo in modo analogo a prima, si stabilisce che, per k > 0,

(8.10)

+0oo . .
/ f(x)e™®dx = —271i )" Res. di f(z)e " in I1~

Le condizioni (8.9) e (8.10) sono verificate per la funzione del-
I'esempio 4, che € una funzione importante, nota in fisica come lo-
rentziana e in probabilita come distribuzione di Cauchy-Lorentz. Tut-
tavia, per un’altra funzione, forse ancora pitt importante in fisica e
probabilita, la gaussiana,

f(x)=e"", (8.11)
le condizioni (8.9) e (8.10) NON sono verificate. Per calcolare
too o o
g(k) :/ e e ™ dx (8.12)

occorre trovare un altro metodo.
Il metodo di solito usato & il seguente. In primo luogo, si osservi
. R S R o
che, completando i quadrati, e~ ¢~** puo essere riscritto come

e pikx efu(szri%x) = efa(x“%)ze*% .
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sin 6

_

TG
o
o

Figura 8.7: (2/7)0 < sinf, in [0, 7/2].
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Allora

+oo , +oo ,
g(k) = / ey — ol / 67”(”1%)25&. (8.13)

—0o0 —0o0
Ma qual ¢ il significato dell’integrale a secondo membro? Per sostitu-
zione z = x + i1 si ottiene
@ [ootisg

glk)=e"% . e ™% dz,

z:—oo-&-iZ

quindi, come mostrato in figura 8.8, l'integrale a secondo membro

LZZZ

della (8.13) &, a meno di un segno, 'integrale di e~ sul lato supe-

riore del rettangolo nel limite R — co. Il contributo dei cammini
verticali,

/k/2ﬂ e—u(R-‘riy)zdy + /O e—u(—R-‘riy)zdy_
y=0 y=k/2a

tende a zero quando R tende all’infinito. Quindi, poiché e%% & ana-
litica dentro al rettangolo, l'integrale a secondo membro della (8.13)
sara nel limite uguale all'integrale sull’asse reale*

/+°° e dx = 1/ i
J—o0 a’
2 ] 2
g(k) = e /_oo e gy = ,/%e*% (8.14)

E istruttivo mostrare che il teorema di Fourier (8.8) risulta verifica-

1 Feo ikx _ 1 tee oK ikx

E/_oo g(k)e dk_ﬂ/_w [\/:e 4}6’ dk
_ 1 O bk ik _1
[ 47111] /7008 ek, b_4a

a 47a b

2
—ax
= e ,

Dunque,

Fine del calcolo.

to:

che era proprio quello che si voleva verificare; nel passaggio interme-
dio si sono usate le uguaglianze

~+o00 5 400 2 T K
/ o2 gikx g _ / o bR p—ikx g — /78—5’
—00 J —00 b

che sono un'immediata conseguenza della (8.14) e della sostituzione
k' = —k nel primo integrale.

EsErcizio 8.1. Verificare il teorema di Fourier per la lorentziana.

y=Fk/2a

xr

-R R
Figura 8.8: f(z) = o7 integrata lungo
il rettangolo di base [—R, R] e altezza
[0, ik /2a].

* Lintegrale f fs e dx si calcola
facilmente con con i metodi dell’analisi
reale:

400 2 400 00
(/ e‘”xzdx) :/ e‘”"zdx/ e‘”yzdy

= /+oo /+oo e*”’(ze*”yzdxdy

:/+oo /+ooe—ﬂ(x2+y2)dxdy
00 27 —ao?
= o 4::08 " pdpdd



8.5 Intermezzo: I'equazione del calore

Anticipando contenuti che verranno approfonditi in capitoli successi-
vi, in questa sezione vogliamo mettere evidenza l'utilita pratica della
trasformata di Fourier.

Il problema che prendiamo in esame ¢ il seguente: si vuole sapere
come evolve nel corso del tempo la temperatura f(x,t) in una sbar-
retta infinita, di spessore trascurabile, modellizzata idealmente come
la retta reale —oco < x < oo, sapendo che al tempo iniziale t = 0, la
distribuzione di temperatura nella sbarretta e data dalla funzione no-
ta fo(x) = f(x,0). Nel corso del tempo, f evolve secondo 1'equazione
del calore (o equazione di Fourier),

8f_ 82f
o~ Pz

Un metodo di soluzione di questa equazione, per la data condizio-

(8.15)

ne iniziale, & di trasformarne, secondo Fourier, ambo i membri. Per il
primo membro si ha

FROf(x,t) gy, O [T _ikx ;. 98(kt)
[ e =g [ fene =S

dove
+o0 "
gk t) = / f(x, t)e " dx.
—o0
Per la trasformata di Fourier del secondo membro, si utilizzi 1'inte-
grazione per parti e sia f' = 9f/0x,
400 2

af —ikx 7, _ te 9 / —ikx
= Dﬁe dx—D/_oo af (x,t)e " *dx

. { P

M BTV t>ekadx]

—00

. |+oo +o00 ,
=D {f’(x,t)elkx + ik/ f’(x,t)elkxdx}

Si assuma adesso che la soluzione cercata soddisfi

)
lim of =0
x—+o0 X
che corrisponde alla condizione fisica che non ci sia flusso di calo-
re all'infinito (il gradiente della temperatura & proporzionale alla
densita di corrente di calore). Allora
+oo 32 . +o0 .
D—ée‘”‘xdx = ikD/ F(x, e *dx

—00 ax —00
Si assuma inoltre che f(x, t) si annulli all'infinito. Questo corrisponde
alla condizione fisica di conservazione dell’energia, in quanto

—+o00
f(x,t)dx o energia termica totale nella sbarra.
(o]
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N.B. Maggiori dettagli e giustificazioni
di questo metodo verranno dati in un
capitolo successivo
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essendo f positiva (energia), questo corrisponde al requisito che f
tenda a zero per x che tende all’infinito (in effetti, piti rapidamente di
1/x). Allora, integrando nuovamente per parti, si ottiene

too 92f . +o0 ,
o D%e*’k"dx = —DK? 1 . f(x, e *dx = —Dk?g(k,t).
In definitiva, applicando la trasformata di Fourier ad ambo i

membri dell’equazione del calore, si perviene all’equazione

og(kt) 2
8 — DRk, 1),

che si risolve “a vista”:
_DK2 2
g(k,t) = g(k,0)e Pt = go(k)e PK,

dove go(k) e la trasformata di Fourier della condizione iniziale,

go(k) = /j: fo(x)e_ikxdx.

Applicando la trasformata di Fourier inversa (8.8), si risolve il
problema di partenza. Si puo quindi concludere che sotto le condizioni
che non ci sia flusso di calore verso l'infinito e che la temperatura vada a
zero all’infinito per ogni t > 0, la temperatura nel corso del tempo evolve
secondo la legge:

Lo DRt ik
Fla ) = — / go(k)e~ Dk gk (8.16)
271 J oo
Mostriamo la soluzione esplicita, quando la temperatura ini-
ziale & una gaussiana, normalizzata a 1, centrata nell’origine e di

larghezza o,
1 <2

e 2072

folx) =
Applicando la (8.14), si ha

1 o2K2 o2K2
o(k) = m20%e” 2 =e 2,
g0(k) = ——=V

che, inserita a secondo membro della (8.16), fornisce

2702

f(x,t) = % /ﬂo o 3 (02 +2D0)K? jikx 31

—00
Applicando nuovamente la (8.14), si perviene alla soluzione esplicita

2

f(x, t) — 1 efz(aZith) ,
27t(0% + 2Dt)
. . Figura 8.9: Andamento nel corso
che mostra un incremento lineare nel tempo del quadrato della lar- del tempo della temperatura con
ghezza della funzione, che & il marchio di fabbrica dei processi distribuzione iniziale a ¢ = 0 gaussiana

diffusivi a media zero e larghezza o.



8.6 Integrale di una funzione con punti di diramazione

Supponiamo di voler calcolare 'integrale

I= /711 V11— x2dx (8.17)

con metodi di analisi complessa. Sembrerebbe una scelta folle, vi-
sto che l'integrale lo si puo calcolare agevolmente con i metodi del
calcolo reale mediante la sostituzione x = cos# e ancora piu1 agevol-
mente con quelli della geometria della scuola elementare: I & ’area
del semicerchio di raggio 1 e quindi I = 7r/2. Ma c’e del metodo in
questa follia: vogliamo usare (8.17) come palestra per integrali piti
complicati che contengono punti di diramazione.

Consideriamo la multifunzione che abbiamo gia incontrato varie

volte

fz)=vVz2—1=4/(z—1)(z+1)
Ha punti di diramazione semplici per z = +1 e z = —1. Scegliamo
come taglio il segmento che unisce z = 41 e z = —1 e consideriamo il

ramo principale della multifunzione corrispondente al ramo 0 < 6 <
27, z = €. Adesso consideriamo il contorno a “cappio” (o a “0sso
per cani”) mostrato in figura 8.6.
Per z sull’asse reale appena sopra il taglio (diciamo per z = x + ie,
€ | 0), abbiamo
(212 =iV1-x2

mentre appena sotto
(22 -1)V?2 = —iy/1—x2

Sia L il contorno chiuso mostrato in figura 8.10, dove intorno a +1
e —1 ci sono due percorsi circolari di raggio J che aggirano i punti
di diramazione. Nel limite § | 0 gli integrali lungo questi percorsi
circolari danno contributo nullo, quindi

-1 1
f(zz—l)l/zdz:/ i\/l—xzdx—b—/ (—i\/l—x2> dx = —2il,
L 1 -1

da cui )
1= % %L(Zz — 1)1/2dz .

Poiché non ci sono singolarita tra L e Cg, possiamo deformare
il contorno d’integrazione da L a Cg, un cerchio di raggio R > 1
(per maggiori dettagli sulla deformazione di cammini si veda la
sezione 9.1), come nella figura 8.11, e ottenere
i

— 2 1/2
= = z-—1 dz .
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Figura 8.10: Contorno a “cappio”.

Figura 8.11: Deformazione del
contorno.

Cr
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Essendo la funzione integranda regolare in ogni regione finita al
di fuori dal cerchio, calcoliamo questo integrale in termini di residuo
della funzione all’infinito. Dalla (7.11) otteniamo

1 /1

Ny
I=(2m)§Res O'E E—l

Ora,

1 /1 2 1 1 1
_ /2 _ 2
wz<wz‘1> = - _w3(1_2w +>

Quindi Res = —% e infine

I = (2rmi) : =

B 21 2] 2
Probabilmente, questo & il modo pitt complicato che ci sia per

calcolare 1'area del semicerchio di raggio 1! Ma, come abbiamo detto,
il metodo nella follia era di illustrare come calcolare integrali in cui
compaiono punti di diramazione e mettere in evidenza che per questi
integrali torna utile la nozione di residuo all’infinito.

8.7 Trasformate di Laplace

La trasformata di Laplace £ di una funzione F(t) &

£(s) = L{F}(s) = /OOo F(t)e'dt

Questa trasformazione € un ottimo strumento per studiare i siste-
mi lineari in quanto permette di trasformare un’equazione differen-
ziale lineare in un’equazione algebrica. Consideriamo, per esempio,
I'equazione per la differenza di potenziale ai capi del condensatore di

un circuito RC

vV,

gt RC
e prendiamone la trasformata di Laplace. Osserviamo che, mediante
integrazione per parti, se si escude una crescita esponenziale di V(f)

per t che tende all'infinito, si ha

—st —st _ _ —st
/O et —dt = V(e ™| /0 (—s)e stV (t)dt

= —V(0)+s /OOO e StV (t)dt.

Quindi, detta v(s) la trasformata di Laplace di V(t), I’equazione del
circuito RC diventa un’equazione algebrica facilmente risolvibile:

08) = VO + 0L =0 = ofs) = )
RC

Pierre Simon, marchese di Laplace
(1749-1827) & stato un fisico e mate-
matico francese che diede importanti
contributi allo sviluppo della mecca-
nica celeste e della probabilita. Fu il
primo a ipotizzare 'esistenza di corpi
cosl massivi da cui neanche la luce

puo fuggire. Introdusse la trasforma-
ta di Laplace come strumento nello
studio delle distribuzioni di proba-
bilita. Famoso per aver scritto (1812):
“Un’Intelligenza che conoscesse, ad un
istante dato, tutte le forze che animano
la natura e la rispettiva collocazione
degli enti che la costituiscono, ... nulla
sarebbe incerto per essa, e l'avvenire
come il passato sarebbe di fronte ai
suoi occhi”’. Meno noto il fatto che
quest’idea venne espressa nel suo trat-
tato Théorie analytique des probabilités
per sottolineare che noi NON siamo
come quell’intelligenza e le nostre
previsioni e i nostri ragionamenti non
possono che essere probabilistici.



Di solito (ma non in questo caso) il difficile & tornare indietro, cioe
ricostruire F(t) a partire da f(s).

Si puod dimostrare (e lo faremo in una lezione successiva) che la
trasformata inversa di Laplace £~! & data da

F(t) = LY f}(t) = L/Leﬂf(z)dz, F>0  (848)

- 2mi
dove L & una qualunque retta parallela all’asse immaginario a destra
di tutte le singolarita di f(z). Per il momento, prendiamo questo
risultato per buono e vediamone le conseguenze.
Sia L la retta di equazione z = <y (reale positivo) e si consideri il
contorno della figura a lato. Chiaramente si ha

R—o0 2771

F(t) = lim 1 |:‘7€4K+LR eth(z)dz—/AR e”f(z)dz} (8.19)

Si supponga che f(z) presenti come singolarita solo poli tutti situati a
sinistra della retta z = <, per « fissato. Si supponga inoltre che

/ e f(z)dz — 0 per R — 0. (8.20)
AR

Allora, poiché f Ag+Lg e pari a 27ti volte la somma dei residui di
¢*! f(z) nella regione delimitata da Ag + Lg, nel limite R — oo si avra

F(t) =Y Res. di e* f(z) nei poli di f(z) (8.21)

Si osservi che la (8.20) & sempre garantita se f(z) = P(z)/Q(z) con
P(z) e Q(z) polinomi tali che il grado di P sia minore del grado di Q,
una situazione che si incontra spesso nello studio dei sistemi lineari.

Applicando la (8.21) al circuito RC, avendo v(z) un polo in —1/(RC),
si trova immediatamente la nota soluzione V() = V(0)e~*/RC,

Se f(z) presenta punti di diramazione, la (8.21) continua a valere,
a patto di deformare il contorno come spiegato nella sezione 8.6. Ad
esempio, se z = 0 ¢ il solo punto di diramazione, si puo usare il
contorno della figura a lato.

EsEMPIO 8.5. (PROPAGAZIONE DEL CALORE IN UNA SBARRA SEMI-
INFINITA) Mediante il metodo della trasformata di Laplace, risolvere
I'equazione del calore (8.15) nella condizione in cui inizialmente, al
tempo t = 0, la temperatura e nulla ovunque per x > 0 e I'estremo
x = 0 e costantemente tenuto alla temperatura 6y per tutti i tempi
t>0.

Per comodita, cambiamo nome alla funzione temperatura: chia-
miamola F(x,t) e riscriviamo 1’equazione del calore come

OF _ i

Fri Dax2 . (8.22)
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Figura 8.12: Cammino per invertire la
trasformata di Laplace quando l'origine
¢ un punto di diramazione.
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Prendiamo la trasformata di Laplace rispetto al tempo di ambo i

membri della (8.22). Procedendo come nel caso del circuito RC, posto

o)

f(x,s) E/ F(x,t)e dt,

0

e assumendo che nel corso del tempo la soluzione si mantenga limi-
tata, si ottiene sf(x,s) — f(x,0) = Df"(x,s), dove f” & la derivata
seconda rispetto a x. Poiché la condizione iniziale F(x,0) & nulla,
I'equazione per f diventa
n S
_2f=0
fr-2f
Questa e un’equazione alle derivate ordinarie rispetto a x (s € da
considerarsi un parametro). La sua soluzione generale e

Cle\/s/Dx + Cze—\/s/Dx ,

dove c; e ¢; sono due costanti arbitrarie tali che, per essere determi-
nate, sono richieste due condizioni. Una condizione & che per x = 0,
F(0,t) e la funzione costante pari a 6y, per t > 0, e nulla per t < 0.2
La trasformata di Laplace di questa funzione &

« 0
st 0
f(O,s)—GO/O e odt = s

La seconda condizione ¢ il requisito che la soluzione si mantenga li-
mitata nel tempo, il che si traduce in ¢c; = 0. Sotto queste condizioni,
la soluzione cercata e

f(x,s) = %e*”/D".

Per risalire a F(x, t) occorre la trasformata inversa di questa fun-
zione. Possiamo usare la (8.21), ma poiché 1’origine & un punto di
diramazione occorre utilizzare un cammino come in figura 8.12. Dal
problema ?? (III) si ottiene

F()912mmu2d 0y erfe | —
x,t) = 06p ——/ e u:Oerc<>.
Vo 2V/Dt

L’andamento di questa funzione & mostrato nella figura a lato.

8.8 1l metodo che piaceva a Feynman

Il metodo della derivazione sotto il segno di integrale & un metodo per
calcolare integrali ingegnoso e semplice: si introduce un parametro
nella funzione integranda in modo tale che per derivazione rispetto
a tale parametro ci si possa ricondurre a integrali noti o a equazioni

differenziali risolvibili. Illustriamo questo metodo con alcuni esempi.

*In altre parole, F(0,t) = 6p0(t), dove

1 se t>0
0 se t<O0

¢ la funzione funzione di Heaviside (o
“funzione scalino”), di cui ci occupe-
remo in un prossimo capitolo. La sua
trasformata di Laplace & 1/s.

La funzione degli errori &

erf (x) = 2 /x e du
RVZ N

e la funzione degli errori

complementare e

erfc (x) =1 —erf (x)

2 [* _p
=— du.
\/E/Xe u

=0+ i
Figura 8.13: Andamento nel corso del
tempo di 6y erfc (x/(2v/Dt)).



Esemrio 8.6.
[— /°° dx
s (1+x2)2°
E noto che
/+°° dx T
—o0 x2+ﬂ2 o a
Quindi

di)-w X212 daa
/+°° 2adx T
—eo (¥2+a2)2 a2

e per a = 1 si ottiene il risultato desiderato,
/+°° dx 7
o (24+1)2 2

I:/ s1nxdx
0 X

® gin x

I(a) :/0 —e Mdx

X

d/+°° dx drn

Esemrio 8.7.

Consideriamo

L'integrale che si vuole calcolare ¢ I(0). Sappiamo calcolare agevol-
mente

I'(a) = —/ sin xe”"dx = —Im/ e¥e™ " dx
0 0

_ -1
i—a 1442

= —Im /Ooo e=D%dx = Im
che, integrata, fornisce
I(a) = —arctan(a) + ¢
Poiche [(c0) =0 = —m/2+¢, si ha c = 71/2 e quindi
I(a) = g — arctan(a)

pera =0,

® gsin x T
I = = I p—
/0 Ly =1(0) =

Esemrio 8.8.
too o
g(k):/ e~ e ™ dx
Calcoliamo la derivata di g rispetto a k:

dg(k) _ toe . —ax? —ikx 3. _ i e —ax? ,—ikx
W_/—oo( ix)e e dx—ﬂ/_oo(Zax)e e "Fdx

I [ 02 i ]¥=T00 § [+ o,
_ [6 ax”, zkx] _ 7/ e ax (—zk)e zkxdx
X=—00 Za —00
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Richard Feynman (1918-1988) ¢ stato
un fisico americano, noto per il suo la-
voro in elettrodinamica quantistica, la
rappresentazione delle soluzioni delle
equazioni della meccanica quantistica
in termini di integrali su cammini, la
fisica della superfluidita e il modello
a partoni nella fisica delle particelle
elementari.

s sk

In Surely You're Joking, Mr. Feynman!,

a proposito del calcolo di integrali,
Feynman scrisse: “One thing I never
did learn was contour integration. I
had learned to do integrals by various
methods shown in a book that my
high school physics teacher Mr. Bader
had given me. ... That book also sho-
wed how to differentiate parameters
under the integral sign—it’s a cer-

tain operation. It turns out that’s not
taught very much in the universities;
they don’t emphasize it. But I caught
on how to use that method, and I used
that one damn tool again and again.
So because I was self-taught using
that book, I had peculiar methods of
doing integrals. The result was, when
guys at MIT or Princeton had trouble
doing a certain integral, it was because
they couldn’t do it with the standard
methods they had learned in school. If
it was contour integration, they would
have found it; if it was a simple series
expansion, they would have found it.
Then I come along and try differentia-
ting under the integral sign, and often
it worked. So I got a great reputation
for doing integrals, only because my
box of tools was different from every-
body else’s, and they had tried all their
tools on it before giving the problem to

”

me.
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Si ha cosi I’equazione differenziale

BE - Ko, 50)=

S

che si risolve a vista

k2 2

dg  k - = T
B Fik=mg=-5 i o g=g00E,

8

da cui,



8.9 PROBLEMI

ProsLEMA 8.1. O Calcolare i seguenti integrali:

@)
oo dx
[ oy
[37t/8]
(1)
oo x4dx
[ oy w0
[7t/(16a3/2p7/2)]
(1)
400 ,Hax
/f %, 0O<a<l
[t/ [sin(am)] ]
Iv)

27T 46
0 3—2cosf+sinb

[ ]

ProsLEMA 8.2. O Calcolare i seguenti integrali:

@
/°° dx
o 1-+x°
[7t/3]
(1)
® gcosx + xsinx
[ acosxtsing,
—00 x2 + a2
[27te™7 ]
(I1I)
21 cos 36
o 5—4cosf
[rt/12 ]
(Iv)
/ e iy weZt, a>0
V)

1 0o piwx
¢(w) = E/ dx

—oo cosh x

e~ lwlm/2
1+ e lwlm
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(VD)
® sinax
/0 sinhxdx
T arn
[5 tanh 7}
(VID)
+1 dx
/—1 V(1 +x)2(1—x)
[27/v/3]
ProsLEMA 8.3. O Calcolare i seguenti integrali:
@
27T dt
0o 5—3sint
[t/2]
(1)
27 dt
0 3—2cost
[27t/+/5]
(II0)
/2” cos tdt
o 13+12cost
[—47t/15]
V)
/°° dx
—0o0 (.X2 =+ 1)(X2 + 4)
[rt/6]
V)
/°° dx
—oo COSh x
[7]
(VD)

/°° X sin 7tx
—o0 X2 +2x+5
ProBLEMA 8.4. [0 Dimostrare che
@
/oo sin(x?)dx = /oo cos(x?)dx = Lz
0 0 2V 2

(D)

o p—1
/ Y ogx=-"_0<p<1
o 1+x sin prt
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(1)
® Inx
/0 1+ xzdx =0
av)
©In(x*+1)
/0 2r1 Tln2
ProBLEMA 8.5. 0 Calcolare
@
1
-1
ez
1o 1 o 1o
[96 + 3te 96 ]
D
1
-1 -
)
1, .
[E(smt —tcost)]
(1)

[1— erf (a/zﬁ)]

11 prossimo e un problema fuori programma.

ProBLEMA 8.6. Il problema di Keplero del moto di
un corpo di massa m in un campo centrale —k/r
puo essere risolto in termini di variabili azione-
angolo. Risolvendo 1’equazione di Hamilton-Jacobi
in coordinate sferiche (7,6, ¢), e separando le va-
riabili, si ottiene una forma integrale delle variabili
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d’azione Jy, Jo e J;. Per la variabile d’azione radiale
si trova

2
Jr= %Prdr — f\/ZmE + 27:[]{ — Us +Jo) dr

471272

(%)

dove E ¢ I'energia, assunta negativa (stato legato),
I'integrazione € su un orbita con perielio r; e afe-
lio rp. L'interesse in questo integrale sta nel fatto
che se riusciamo ad esprimere 'energia E in ter-
mini delle variabili d’azione, cioe se determiniamo
I’hamiltoniana H = E in funzione di Jp, g e Jr, pos-
siamo determinare le frequenze del moto, sulla base

dell’equazione

9J;
Sommerfeld, che contribui molto allo sviluppo della
“vecchia” meccanica quantistica a la Bohr, basata
su condizioni di quantizzazione f pidq; = n;h per
gli integrali d’azione , risolse l'integrale (x), con i
metodi dell’analisi complessa.

1. Siete in grado di fare altrettanto ? (Come aiuto,
si tenga presente che perielio e afelio sono punti
di diramazione e che conviene prendere un taglio
tradiloroe...)

2. Fatto questo, dovreste poter verificare che ¢’ una
sola frequenza del moto e che il periodo & dato

da
m
T=m 2o

[Si veda il libro di Goldstein di meccanica
classica.]



9
Altre conseguenze del teorema di Cauchy

9.1 Miscellanea di teoremi

Incominciamo con una conseguenza del teorema di Cauchy che im-
plicitamente abbiamo gia usato. Si tratta del seguente fatto: il valore

§ f)z

non cambia se la curva chiusa C é deformata a piacere, purché la deforma-
zione avvenga passando sempre per punti analitici della funzione f(z).

dell’integrale di contorno

Chiamiamo questo fatto teorema di deformazione (la dimostrazione &
ovvia) e illustriamolo con 'esempio mostrato nella figura sotto.

K
L
J K
Se f(z) e ovunque analitica eccetto che nei due poli mostrati in
figura, allora la deformazione del cammino mostrata in figura e
ammissibile e U

§ f@)dz =  f)dz + f, flz)dz ¢ By

La deformazione mostrata nella figura figura 9.1 permette di com-
prendere perché teorema e formula di Cauchy sono validi anche per AR
regioni molteplicemente connesse. Nel limite in cui i segmenti AB e
EF si toccano, gli integrali lungo i segmenti si elidono a vicenda, es-
sendo diretti in senso opposto. Quindi, se la funzione f(z) & analitica
in R, si avra

f(z)dz = j[ f(z)dz=0
K—-L C . . .
Figura 9.1: In alto la regione molteplice-

Adesso ambiamo argomento. L'inverso del teorema di Cauchy, mente connessa R con bordo K — L che,
per deformazione del bordo, ¢ trasfor-
mata nella regione in basso delimitata
dalla curva semplice C.

noto come Teorema di Morera, afferma che se f(z) é continua in una
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regione semplicemente connessa R e se

fcf(z)dz =0

lungo ogni curva semplice chiusa contenuta in R, allora f(z) e analitica in
‘R. Se si ragiona in termini di cariche e teorema di Gauss nel piano,
questo fatto sembra cosi ovvio da non richiedere neanche una dimo-
strazione. (La dimostrazione in effetti & semplice e la lasciamo come
esercizio.)

Meno ovvio & quale sia la risposta alla domanda se ci siano fun-
zioni, diverse da quelle costanti, analitiche ovunque incluso l'infinito.
Un polinomio o I’'esponenziale, per esempio, sono funzioni ovunque
analitiche, ma, come abbiamo visto, non all’infinito. Il teorema di Liou-
ville afferma che se f(z) e analitica e limitata in tutto il piano complesso,
allora deve essere necessariamente una costante. Non e difficile convin-
cersi di questo fatto. Se a e b sono due punti qualunque del piano e
Cr @ un cerchio centrato in a di raggio R > 2|a — b|, dalla formula di
Cauchy si ha

1)~ @] = |5 f |25~ 52| F0z

Essendo f(z) per ipotesi limitata, esiste una costante M tale che

|f(z)|] < M Dunque, per la disuguaglianza (7.1), tenuto conto che
|z—a|=Reche|z—b|=|z—a+(a—b)|>R—|a—b|>R—-—R/2=
R/2,siha
1 /2@ |a—bM 1 /27 |a—0bM
F(6) = f(a)| < 5 /0 |Z|_ a||z| 54 S g /0 |(1/z)|R2 RA9
_y l|a — b|M
R

Facendo tendere R all'infinito, si ha |f(b) — f(a)| = 0, cioe f(z) =
costante, che € quanto si voleva dimostrare.

Dunque, una funzione che ¢ analitica ovunque nel piano comples-
so, e non € una costante, deve necessariamente avere una singolarita
all'infinito. Una funzione di questo tipo & detta intera. Sono funzioni
intere i polinomi, la funzione esponenziale, le funzioni trigonome-
triche e quelle iperboliche. Le intere sono un caso particolare delle
meromorfe (a cui & consentito avere poli).

Sorprendentemente, il teorema di Liouville ha ripercussioni
in un settore della matematica apparentemente molto lontano.

Consideriamo la funzione
1

f(z) = P(z)’
dove P(z) & un polinomio. Se P(z) non avesse radici, allora

£&) = 573

Giacinto Morera (1856-1909) & stato
un matematico e ingegnere italiano
noto per il teorema di Morera e il suo
lavoro sull’elasticita lineare. Insegno
meccanica razionale all'universita di
Genova per 15 anni, per poi trasferirsi
sulla stessa cattedra al politecnico di
Torino.

Figura 9.2: a e b sono due punti qua-
lunque del piano e Cg € un cerchio
centrato in a di raggio R > 2|a — b|.
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N

sarebbe analitica in tutto il piano complesso. Chiaramente, f(z) &
limitata su tutto il piano complesso (il suo modulo tende a zero per z
che tende all'infinito). Dunque, per il teorema di Liouville, si avrebbe
che f(z), e di conseguenza P(z), dovrebbero essere costanti. Poiché si
e raggiunta una contraddizione, ne segue che P(z) deve avere almeno
una radice. Ma questo & il teorema fondamentale dell’algebra (1.10)!

I teorema fondamentale dell’algebra ¢ dunque un’immediata con-
seguenza del teorema di Liouville che, a sua volta, &€ un’immediata
conseguenza del teorema di Cauchy (se poi riguardiamo quest’ultimo
come il teorema di Gauss per l'elettrostatica nel piano, scopriamo un
insospettabile ponte tra elettrostatica e algebra!).

1l Teorema della media di Gauss afferma che se f(z) e analitica all'inter-
no e lungo un cerchio C di raggio R e con centro in z = a, allora f(a) ¢ la
media dei valori di f(z) su C. Questo fatto & un’immediata conseguen-
za della formula di Cauchy. Infatti, se C & un cerchio di raggio R, la
sua equazione & |z —a| = R, cioe z = a + Re® e

fla) = o= § L2 g

T 2miJcz—a
diventa

if

f(a) = ﬁ Ozn f(”;'ege)(ﬂzei@de) - % /O i (a+ Re) o

(9-1)
che e quanto si voleva dimostrare. Il teorema vale separatamente per
la parte reale e la parte immaginaria di f(z), che sono funzioni armo-
niche. Si ritrova cosi, in due dimensioni il teorema della media per
funzioni armoniche che vale in un numero qualunque di dimensioni
(si veda i complementi 5.8.1). Ricordiamo che in 4 dimensioni sono

armoniche le funzioni u tali che
Auza,zcu—i-a;u—i—... =0.

Maxwell chiamava il laplaciano di u nel punto P la concentrazione
di u in quel punto, nel senso che misura la differenza tra la media
della funzione su una piccola superficie sferica centrata in P e il
valore della funzione in quel punto. Il nocciolo di questo fatto & par-
ticolarmente evidente quando si considera il laplaciano discretizzato
su un reticolo. In una dimensione,

(x+h)—u(x) u(x)—u(x—h)
o ~ u/<x+h) - u’(x) _ - h — h
Au=u"(x) = p ~ 7
1
= [u(x+h)+u(x—h)—2u(x)],

in due,

Joseph Liouville (1809-1882) & stato un
matematico francese che diede impor-
tanti contributi alla teoria dei numeri,
all’analisi complessa, alla topologia

e alla geometria differenziale. An-

che i suoi contributi alla fisica furono
ragguardevoli: introdusse la nozione
di variabili azione-angolo come de-
scrizione dei sistemi completamente
integrabili e dimostro il teorema (che
prende il suo nome) che I'evoluzione
temporale di un sistema Hamiltoniano
preserva il volume nello spazio delle
fasi. Questo teorema ¢ alla base della
meccanica statistica.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) € sta-
to un matematico e scienziato tedesco
che ha contribuito in maniera signifi-
cativa a molti campi quali la teoria dei
numeri, la statistica, la geometria dif-
ferenziale, la geometria, la geodesia, la
geofisica, I'elettrostatica, 1’astronomia
e l'ottica. E stato tra i matematici piti
influenti di tutti i tempi.
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Au = 2u + aju
~ % [u(x —hy) +ulx+hy)+ulx,y—h)+ulxy+h) —4u(x,y)]
e in d dimensioni:
Au =~ 2 [somma dei valori di # nei primi vicini di P — 2d x u(P)]

Quindi I'annularsi del laplaciano discretizzato in P implica

P
1
M(P ) — |somma dei valori di u nei primi vicini di P ]

=2l

= [media di u nell’intorno di P]

Strettamente collegato al teorema della media e il seguente fatto: se < ¢
f(z) e analitica dentro e lungo una curva semplice chiusa C, allora il mas-
simo del modulo di f(z) si trova su C (a meno che f non sia costante e Figura 9.3: Funzioni armoniche su

un reticolo tri-dimensionale: se il
laplaciano discretizzato di u si annulla
pio) del massimo modulo si dimostra facilmente facendo riferimento alla in P, allora u(P) & pari ad 1/6 della
somma dei valori di # nei primi vicini
di P (che sono 6, e in d dimensioni sono
dentro la curva C (I'ovale in grigio nella figura), sia cioe |f(a)| = M. 2d).

quindi uguale dappertutto). Questo fatto, noto come teorema (o princi-
figura 9.4: supponiamo che il massimo M si raggiunga in un punto a

Sia C; un cerchio con centro in a tutto contenuto in C. Allora, se si
esclude che f sia costante dentro Cy, ci sara un punto b dentro C;
tale che |f(b)| < M. Ma, per continuita, ci sara un intorno finito di
b dentro cui |f(b)| < M. Sia tale intorno il cerchio C; centrato in b
mostrato in figura. Sia adesso C3 un cerchio di raggio |a — b| centrato
in g; per il teorema della media, la media dei valori del modulo sul
cerchio C3 dovra essere maggiore o al piti uguale al valore M che la
funzione assume nel centro ma, nella parte di C3 fuori da C; (in rosso
in figura), il modulo puo al massimo valere M e nella parte dentro
C, (in blu) e strettamente minore di M, quindi la media su C3 sara
strettamente minore di M. Essendo giunti ad una contraddizione, il
teorema risulta dimostrato.

Si osservi che il teorema poteva essere dimostrato separatamen-
te per le parti reale e immaginaria di f: il principio del massimo
modulo riguarda le funzioni armoniche. Ne segue un’interessante
interpretazione fisica. Consideriamo 1’equazione del calore

oT 2T  9°T
R D — 4+ —
ot axz = oy?

] = DAT Figura 9.4: Teorema del massimo
modulo.
per la temperatura T = T(x,y, ) e supponiamo che la temperatura
venga costantemente mantenuta ad una distribuzione costante sul
bordo C della la regione R. Dopo un certo lasso di tempo la tempe-
ratura dentro la regione raggiungera l'equilibrio e, all’equilibrio varra
I'equazione di Laplace
AT =0
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In altre parole, in condizioni di equilibrio, la temperatura dentro alla
regione € una funzione armonica. Allora, per il principio del massi-
mo modulo, la temperatura non puo assumere il suo valore massimo
dentro R, ma solo sul suo bordo, che ha una distribuzione di tempe-
ratura mantenuta costante nell’esperimento. Analoghe considerazioni
valgono per il potenziale elettrostatico e, in generale, per qualunque
grandezza fisica che soddisfi 'equazione di Laplace.

A questo riguardo, osserviamo che il problema di determinare una
funzione armonica in R, quando sono fissati i suoi valori sul bordo
C = 0R, va sotto il nome di problema di Dirichlet. E facile dimostrare
che se la soluzione di un problema di Dirichlet esiste, allora e unica
(si veda i complementi 5.8.1). Quel che é difficile & dimostrarne 1'e-
sistenza: quali proprieta deve avere la funzione sul bordo? Quanto
irregolare puo essere il bordo? Dal punto di vista della fisica, il pro-
blema é equivalente a stabilire se esista una distribuzione stazionaria
di temperatura nella regione R, fissati i valori della temperatura sul
bordo. Ovvio che c’¢, verrebbe da dire, basta aspettare che il tran-
siente decada e si raggiunga l’equilibrio! In effetti, questo fu quel che
pensavano i fisici e i matematici fino a che, agli inizi del Novecento,
il matematico francese Henri Lebesgue non trovo un contro-esempio,
mostrando una situazione in cui il problema di Dirichlet non ha so-
luzione. Vale anche un principio di minimo modulo: sotto le stesse
condizioni di prima, con la condizione aggiuntiva che |f(z)| # 0
dentro C, anche il valor minimo di |f(z)| & raggiunto sul bordo C e
non dentro a C. Questo teorema si dimostra in modo analogo ragio-
nando sulla funzione 1/ f(z). Il suo significato fisico & che neanche
il minimo della temperatura pud essere raggiunto dentro C, ma solo
sul bordo.

Concludiamo questa miscellanea con due teoremi che ci limitiamo
ad enunciare, mentre altre due importanti conseguenze del teore-
ma di Cauchy verranno discusse separatamente nelle prossime due
sezioni.

Teorema dell’argomento: Sia f(z) analitica dentro e lungo una cur-
va semplice chiusa C, fatta eccezione per un numero finito di poli
giacenti dentro C, allora

L fz), _
Tm}'{c e =N-P

dove N e P sono rispettivamente il numero degli zeri e dei poli di
f(z) dentro C.

Teorema di Rouché: Siano f(z) e g(z) analitiche dentro e lungo una
curva semplice chiusa C e sia |g(z)| < |f(z)| lungo tutta C, allora
f(z) + g(z) e f(z) hanno dentro C lo stesso numero di zeri.

Figura 9.5: Grafico del modulo di

cos z (in rosso) per z nel disco unitario
centrato nell’origine (in blu). Come
predetto dal teorema del massimo
modulo, il massimo del modulo non
puo essere dentro al disco (cosicché

il valore pit1 elevato sulla superficie
rossa & da qualche parte lungo il suo
bordo). Analogo discorso vale per il suo
minimo.

Henri Lebesgue (1875-1941) & stato
un matematico francese, noto soprat-
tutto per la sue teorie della misura e
dell’integrazione, che sono una gene-
ralizzazione delle nozione classiche
portate a compimento da Riemann.
Queste teorie furono esposte nella sua
tesi di dottorato Intégrale, longueur, aire
all'universita di Nancy nel 1902.
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9.2 Infinita differenziabilita e serie di Taylor

Vogliamo adesso mostrare che se f(z) & analitica all’interno e lungo
un cerchio Cr di raggio R, per semplicita centrato nell’origine, allora
f(z) pud essere espressa come una serie di potenze

f(z) =co+cr1z+cz? +c32° + ...
che converge dentro al disco di raggio R. Per stabilire I'esistenza

della serie, ritorniamo alla formula di Cauchy

_ 1 f(2)
f(z)_Zm' cRZ—de'
Raccogliendo Z a denominatore, possiamo riscriverla come
1 f(2) 1
= — dz.
e =551 77 [1(2/2)}

Poiché z & dentro al cerchio Cg su cui & Z, si ha

lzZ| <|Z|=R e |z/Z]<1. (9.2)

Percio 1/[1 — (z/Z)] pud essere vista come la somma di una serie
geometrica infinita, per cui

f(z)zﬁ CRf(ZZ)[1+(z/z)+(z/Z)2+(z/Z)3+...} dZ. (9.3)

A patto che sia possibile integrare la serie infinita termine per ter-
mine, deduciamo che f(z) pud essere espresso come una serie di
potenze:

flz)= i cpz" dove ¢, = 1 £2) az (9-4)
n=0

- 2mi Jog Zn !

Ma non solo. Poiché
£ (0)

n!

Cn =

deduciamo anche

oy =2 f S84z
2mi Jop 21

che ¢, in effetti, un risultato sorprendente, come commenteremo tra
breve.

Ma prima di passare ai commenti, completiamo la dimostrazione.
E possibile integrare la serie infinita nel secondo membro della (9.3)
termine a termine: basta mostrare che la somma fy(z) dei primi N
termini della serie (9.4) converge a f(z) quando N tende all’infinito.
Il resto della serie geometrica &

1

m_ |:1+(Z/Z)+(Z/Z)2+(Z/Z)N_1:| . (Z/Z)N

- 1-(z/2)

Figura 9.6: Z & un generico punto
sul cerchio di raggio R, z & dentro al
cerchio, |z| < |Z| = R.
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(noto da esercizi in capitoli precedenti). Dunque

1 F(Z) [ (z/2)N 1 1 (z/2)Nf(2)
f(z)ffN(Z)_ﬁ cx Z {1—(2/Z)]dz_2m.7{cRZ—ZdZ’

da cui

1 7N f(7
f@) ~ =)l < 5 72 %
Detto M il massimo di |f(Z)/(Z — z)| (che per la (9.2) esiste ed & A

finito) e ricordando la (7.1), si ha

1 % (z/Z2)Nf(2)
271 Jeg

Z—z
Percio Z\%im fn(z) = f(z), che & quanto si voleva dimostrare. *
—00

iz

‘ < RM|(z/R)|N

Qual ¢ il raggio di convergenza della serie che abbiamo ottenuto?
Sappiamo che se f ¢ analitica dentro C, allora la serie (9.4) converge
a f(z) in quel disco. Percio, riferendoci alla figura 9.7, vediamo che Figura 0.7 La serie diverge nella
CRr puo essere espanso fino al cerchio tratteggiato, dove incontra la regione in grigio e converge nel disco
prima singolarita di f. Piti in generale, f(z) potrebbe essere un ramo bianco.

a un sol valore di una multifunzione e, come abbiamo imparato, i
punti di diramazione agiscono come un ostacolo tanto quanto i poli.
Percio risulta dimostrato in maniera definitiva il principio (4.3): il
raggio di convergenza ¢ la distanza dal centro di espansione alla
singolarita pil vicina, sia essa un polo, un punto di diramazione o
una singolarita essenziale.

Se avessimo scelto un punto a come centro del cerchio, ben po-
co sarebbe cambiato: avremmo ottenuto un’espansione in 4 anzi-
ché nello zero. Risulta cosi stabilito il teorema di Taylor per funzioni
analitiche:

Sia f(z) analitica all’interno e lungo un cerchio C con centro
in z = a. Allora

f2)= Y ealz—a)"

n=0
dove ( )( ) @ (9:5)
fWa) 1 f(z
. —cn—z—m,%cmdz.

11 raggio massimo di convergenza della serie o, semplicemente,
il raggio di convergenza R della serie, é la distanza tra il punto
a e la singolarita piit vicina.

Abbiamo detto che I'espressione per f(")(0) & un risultato sorpren-
dente. Chiariamo perché. Innanzitutto osserviamo che dalla (9.5) si

ha
£ (a) = m ﬁm (9.6)

© 2mi
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Dove C, per deformazione, pud essere una qualunque curva chiusa
che contiene a, purché f(z) sia analitica allinterno di e su C.

Questa formula e interessante per due ragioni. In primo luogo,
mostra che se f ¢ analitica, cioé derivabile una volta, lo é anche infinite vol-
te, un risultato che non ha alcun analogo nell’analisi reale. In secondo
luogo, fornisce il calcolo della derivata in termini di un integrale!

Da un punto di vista pratico, e utile che permetta di fare anche il
viceversa (visto che in genere calcolare derivate & pit1 semplice che
calcolare integrali).

Quest'ultima proprieta &€ pero meno inaspettata di quanto possa
sembrare. Prendiamo, ad esempio, n = 1. Allora

f'(a) = ! f{jé(i)s)zz 9-7)

T 2mi

ma questa equivale alla formula

i =z 2500 = e {250

che & un’estensione agli integrali di contorno della regola di Leibniz

per la derivazione sotto il segno di integrale. La stessa estensione
vale per la (9.6), che e in effetti la derivata n-esima di

fla)= = § FE) 4,

T 2miJcz—a

rispetto a 4.

9.3 Serie di Laurent

Anche se non 1’abbiamo chiamata cosi, abbiamo gia incontrato una
serie di Laurent nella sezione 7.4, dove abbiamo visto che nell’intorno
del polo di ordine m si ha

8(z)
zZ) =
per g(z) analitica e non nulla in a. Per il teorema di Taylor (9.5), se
una funzione ¢ analitica, necessariamente ha uno sviluppo in serie,
quindi

n
by(z—a)" dove b, = g"(a)
n!

g(z) =

agk

Il
o

n

—~

da cui deduciamo che f(z) ha una serie, detta di Laurent, della forma

2) — C—m C—m+1 €2 €1
e A R L A eyl ey BN

+co4ci(z—a)+c(z—a)? +c3(z—a)+...

Pierre Alphonse Laurent (1813-1854)
& stato un matematico francese, no-

to per la serie che porta il suo nome.
Aveva esposto la sua scoperta in una
memoria sottoposta per un premio
dell’Accademia delle Scienze, ma
memoria non arrivo entro i termini
prescritti e non fu mai considerata per
il premio. Fu pubblicata solo dopo la
sua morte.
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dove

C—m :bO/ Com+1 :bl, "'/COZbWZ/ 1 :bm+1/ LR

La parte in potenze negative di questa serie ¢ detta parte principale.
Il teorema di Laurent, stabilisce che un’espansione di questa forma
esiste sempre:

Sia f(z) analitica dappertutto dentro un anello centrato in a.
Allora

0= ¥ alema) dove o= 5 f B iz | g

o 27t

e K ¢ una qualunque curva semplice chiusa nell’anello (che
contiene il disco interno).

Prima di dimostrare questo teorema facciamo alcuni commenti.
Cio che e davvero notevole, ¢ I'EsISTENZA della serie di Laurent,
non il fatto che converga in un anello. Poiché sappiamo che una

serie di potenze in (z — a) converge dentro a un disco centrato in a,
sappiamo anche che una serie di potenze in 1/(z — a) convergera Figura 9.8: La serie converge nell’anello
fuori dal disco centrato in a. Essendo, per definizione, una serie di bianco.
Laurent la somma di una serie di potenze in (z — a) e una serie di
potenze in 1/(z — a), ne segue che la convergenza & in un anello.
Sopra abbiamo dedotto l'esistenza di una serie in prossimita di s
un polo. Il Teorema di Laurent & molto piti potente: non fa alcuna
assunzione riguardo a quello che succede alla funzione nel disco
interno D (vedi figura). In pratica, il disco esterno puo essere espanso
fino a incontrare la singolarita s di f(z), e quello interno contratto
fino a che non si raggiunge la singolarita pit1 esterna r che sta in D.
Se non ci sono singolarita in D, il bordo interno puo collassare
completamente trasformando cosi ’anello in un disco. In questo caso,
la serie non contiene potenze negative. Infatti, se n & negativo, allora

f(Z)/(Z — a)"*! & analitica dappertutto dentro K e quindi ¢, = 0. In Figura 9.9: L'anello puo essere steso
verso l’esterno e l'interno fino ad

questo modo si ritrova il teorema di Taylor come caso particolare del . ! TR
incontrare le singolarita di f piti vicine.

teorema di Laurent.

Supponiamo che a sia una singolarita e che per € sufficientemente
piccolo non ci siano altre singolarita in una distanza € da a. In altre
parole, a € una singolarita isolata. Applicando il teorema di Laurent
all’anello 0 < |z —a| < ¢, realizziamo che ci sono due differenti
possibilita: o la parte principale ha un numero finito di termini o ne
ha infiniti. Se il numero é finito 4 € un polo, se & infinito, & una sin-
golarita essenziale del tipo di quella che abbiamo incontrato per e!/Z.
Morale: una singolarita isolata o & un polo o é una singolarita essenziale.

Passiamo alla dimostrazione del teorema (9.9). Semplifichiamoci
la vita e prendiamo a = 0. Inoltre usiamo le notazioni illustrate in
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figura 9.10: C e D sono cerchi percorsi in senso antiorario, tali che z
& compreso tra di loro; £ & un circuito semplice antiorario attorno
a z, che sta dentro I’anello. Punti generici sulle curve C, D e £ sono
denotati Z, W e V rispettivamente.

Suddividiamo la dimostrazione in tappe.
1. Dalla formula di Cauchy otteniamo

o LWy 1), FW)
i JeV—z  2miJeZ—z pW-—z
La seconda identita segue dal fatto che £ puo essere deformato in Fi i .

1gura 9.10: La serie converge
(C) + (_D) nell’anello bianco.

2. Riscriviamo l'equazione precedente come

Zm]{f [ 1/Z} 27'[17{ A {l— %/V/z)}dw'

I significato di questo & che |(z/Z)| < 1e|(W/z)| < 1, cosicche
entrambi gli integrandi a secondo membro possono essere espansi in

serie geometriche.
3. Procedendo come per la serie di Taylor, per l'integrale lungo C
otteniamo

w7 [=em) - e el

4. Un ragionamento sostanzialmente identico a quello fatto per la se-

rie di Taylor giustifica I'integrazione termine a termine dell’integrale
attornoa D :

me s [1— 1/\//2)] dW:”i:l [;Mﬁ)wnlf(w)dw} <i>n

5. L'esistenza della serie di Laurent e stabilita:

dy dy  d
f@ = A Z+t 5t tataztal+.

dove

dy = — fwm W)W e e = o § LD 47

27'(1 271 c Zn+1

6. Due osservazioni conclusive permettono di rifinire il risultato ed
arrivare alla tesi del teorema:

¢ GIli integrali che definiscono d;, e ¢, non cambiano se permettiamo
a C di contrarsi e a D di espandersi fino a che non si fondono nello
stesso loop semplice K di figura 9.8.

® Se scriviamo m = —n l'integrale che definisce il coefficiente d_,
di z"" ha integrando W""1f(W) = f(W)/W"*1, che & lo stesso
integrando dei c;.
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Arriviamo cosl alla forma compatta

flz) = i cn(z—a)" dove ¢, = 1 f}((zji(f))nﬂdz

= 2

che & proprio quanto si voleva dimostrare.

9.4 Espansione in multipoli

La serie di Laurent &, dal punto di vista fisico, un’espansione in mul-
tipoli. Chiariamo questo con un esempio. Supponiamo che una fun-
zione f(z), altrimenti analitica, abbia un polo triplo nell’origine.

Allora p
_r q 2
flz) = Z—3+27+;+a+bz+cz +...
Nell'intorno della singolarita, il comportamento della funzione e
governata dalla sua parte principale, il cui campo coniugato e

_ p d

z

N

Riconosciamo la sovrapposizione di un quadrupolo, di un dipo-

lo e di una combinazione sorgente/vortice del tipo gia incontrato

(§ = A —iB). La parte principale della serie corrisponde quindi ad
una espansione in multipoli La serie di Laurent e il teorema dei residui
possono dunque essere interpretati fisicamente come segue. Il solo
termine capace di generare flusso e circolazione & §/z, che puo essere
a sua volta decomposto in un vortice di intensita ¢ = —27Im(q) e
una sorgente di intensita .# = 27Re(q). Tutti gli altri termini corri-
spondono a multipoli che non generano né circolazione ne flusso; un
insieme finito di questi € nel polo, mentre il resto & all'infinito.

9.5 Prolungamento analitico

Si supponga di considerare la funzione analitica definita dallo svilup-
po in serie di Taylor

ag+a1(z—a) +ax(z—a)+... (9.10)

all'interno del cerchio di convergenza C; (si veda figura a lato).
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Quanta liberta abbiamo di costruire una funzione analitica f(z) che 0

all'interno del cerchio C; sia data dalla serie sopra e in altre regioni Figura 9.11: Prolungamento analitico.

del piano complesso sia definita in modo indipendente? Nessuna!

Spieghiamo perché. Scelto un punto b dentro Cy, il valore di f(z)
e delle sue derivate in b & determinato dalla (9.10) e risulta quindi
unicamente definito lo sviluppo in serie di Taylor in b

bo+bi(z—b) +by(z—b)>+... (9.11)
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che ha cerchio di convergenza C;. Se C; si espande oltre Cy, il valo-
re della funzione e delle sue derivate risulta determinato in questa
zona pitt ampia. Si dice in tal caso che la funzione e stata prolungata
analiticamente oltre C; e il procedimento seguito si dice di continuazio-
ne analitica o prolungamento analitico. Naturalmente, il procedimento
puo essere continuamente ripetuto: scelto un punto c dentro C; si
arriva ad una nuova serie che ha cerchio di convergenza C3 che puo
estendersi oltre Cq, Cy, ecc.

L’insieme di tutte tale rappresentazioni in termini di serie di po-
tenze, cioe di tutti i possibili prolungamenti analitici DEFINISCE la
funzione analitica f(z). Ogni serie di potenze del tipo (9.10) & detta
elemento della funzione e il succo di quanto abbiamo appena spiegato
e che fissatone un elemento, tutti gli altri elementi della funzione,

e quindi la funzione stessa, risultano determinati: dunque, nessuna
liberta di definire a nostro piacimento la funzione in diverse regioni
del piano complesso.

Nel realizzare il prolungamento analitico occorre evitare le sin-
golarita. Ad esempio, in figura 9.11, non vi pud essere alcuna sin-
golarita che si trovi dentro C; e su Cj, perche altrimenti la serie di-
vergerebbe in quel punto. In alcuni casi, le singolarita sul cerchio di
convergenza sono talmente tante che il prolungamento analitico di-
venta impossibile. In tali casi si dice che il cerchio di convergenza e
una barriera naturale.

Passando dal cerchio C; al cerchio C, in figura 9.11, si & scelto il
percorso che passa attraverso in centri a,b,c, ... p. Sono possibili altri
percorsi, ad esempio il percorso a,b’, ¢/, ... p mostrato in figura, e se i
cerchi lungo i percorsi non contengono singolarita (come deve essere
perche si abbia prolungamento analitico), la funzione analitica cosi
individuata non dipende dal percorso.

Esemr1O 9.1. Le serie
n (Z _ Z)}’l

(@ Yomr e ;W

0

sono prolungamento analitico 1'una dell’altra.

Per il criterio del rapporto, la serie (a) converge nel disco |z| <
2. In questo disco, la serie ( che & una serie geometrica con primo
termine 1/2 e ragione z/2) pud essere sommata e rappresenta la

funzione
1/2 1

& =157

Per il criterio del rapporto, la serie (b) converge per

|z — 1]
- <1,
2 — ]
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cioé per |z — i| < v/5. In questo disco, la serie (che & una serie geome-
trica con primo termine 1/(2 — i) e ragione (z — i) /(2 — i) pud essere
sommata e rappresenta la funzione

1/(2—1) 1

1—(z—i)/(2—i) 2-z°

Dato che le serie rappresentano la stessa funzione nella regione in-
terna ad entrambi i cerchi |z| = 2 e |z — i| = V/5, ne segue che sono
prolungamento analitico 1'una dell’altra.

133
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9.6 PROBLEMI

PROBLEMA 9.1. [J
Dimostrare il teorema di Morera.
PROBLEMA 9.2. [

Sia {fu(z)}, n=1,2,3, ..
funzioni analitiche nella regione K. Si supponga

., una successione di

che -
F(z) = Z:lfn(z)

sia uniformemente convergente in R. Dimostrare
che F(z) & analitica in R.
PROBLEMA 9.3. [J

Sia f(z) analitica dentro e lungo una curva
semplice chiusa C e a dentro C. Dimostrare che

[ 1

n! :ﬂ

27 . .
/ efmtf(a +€lt)dt
0

PROBLEMA 9.4. U
Sviluppare

1
@)= e

in serie di Laurent valevole per

(@ 1<z] <3
(b) |z| >3

() 0<|z+1] <2
@) lzl<1

PROBLEMA 9.5. [J
Dimostrare che la serie

1+z+22+24 428+ =1+ Zzzn
n=0
non puod essere prolungata analiticamente oltre
|z| =1 (il cerchio |z| = 1 & la barriera naturale della
serie).
PROBLEMA 9.6. [
Sia -
F(z) = /0 BeZdt

(i) Dimostrare che F;(z) & analitica in tutto il
semipiano destro Re(z) > 0.

(ii) Determinate una funzione F(z) che prolunga
analiticamente Fj(z) nel semipiano sinistro
Re(z) < 0.
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9.7 COMPLEMENTI

9.7.1  Espansione in multipoli

Una delle formule pitt semplici e utili della fisica-matematica fu trovata nel 1782 da Adrien-Marie Legen-
dre e quindi estesa pochi mesi dopo da Pierre-Simon de Laplace. I due fisici-matematici erano interessati a
calcolare il potenziale gravitazionale associato ad una distribuzione di masse y; poste nei punti t’;.

Considerarono il potenziale gravitazionale di questa distribuzione
(ignoriamo il segno e la costante di gravitazione)

R

i

e per ciascun singolo termine della somma, Legendre ottenne (per
r > ') lo sviluppo in serie

1 1 1 1 &
= = ;;

5 = (cosa)
V12 4+ 12 —2¢'rcosa r\/1+%—21’cos¢x
T T

ﬁ
N

dove Py = 1, P;(u) = u, Po(u) = (1/2)(3u?® — 1), ...sono i Polinomi di
Legendre. Sulla base della loro definizione, si ottengono calcolando lo

sviluppo in serie di Taylor

1 o

N — P

V1422 -2zu =
(per questa ragione, la funzione a primo membro e detta funzione
generatrice dei polinomi di Legendre). Si osservi che per r < 7/,
sarebbe stato conveniente raccogliere ¥’ a denominatore e ottenere
in questo modo una serie di potenze positive in r (si confronti con il
trattamento della serie di Laurent).

Laplace, sempre nel 1782, fece un passo in pit: usando coordinate
sferiche, si rese conto che esistevano funzioni, ;" = Y}*(0,¢), m =
—L,—l+1,
termini delle quali era possibile sviluppare le funzioni di Legendre:

—1,0,1,4, con “buone” proprieta rispetto alle rotazioni, in

4 ¢ m
=731 = D

m=—{

Py(cos ) 10,9)Y! (0, 9)
dove (6,¢) e (6/,¢’
r'. Le funzioni Y}" sono dette funzioni armoniche sferiche normalizzate.
A questo punto, Laplace espresse il potenziale gravitazionale ¢(r)

) sono le coordinate angolari rispettivamente di r e

come

dove

Vﬁ'
%Y

Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

a stato un matematico francese. Tra i
suoi contributi, lo studio delle funzioni
e degli integrali ellittici e lo sviluppo
della regressione lineare basata sul
metodo dei minimi quadrati. E noto
per la trasformazione di Legendre,
originariamente scoperta come trasfor-
mazione geometrica, che in seguito fu
usata per passare dalla formulazione
lagrangiana a quella hamiltoniana del-
la meccanica e per ottenere I'entalpia e
le energie libere di Helmoltz e Gibbs a
partire dall’energia interna.
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sono chiamati momenti di multipolo e 'espansione di ¢(r) e chiamata espansione in multipoli. Naturalmente,
la funzione cosi ottenuta, & armonica nello spazio al di fuori della regione occupata dalle masse, dove vale
Ap = 0.

Correva I'anno 1782 e gia era chiaro che le soluzioni dell’equazione di Laplace si raggruppavano in
multipletti: fissato ¢, I'insieme delle combinazioni lineari delle 2¢ + 1 armoniche sferiche si trasforma in
se stesso per rotazioni. Nel linguaggio moderno, le armoniche sferiche di ordine ¢ sono una base per la
rappresentazione irriducibile del gruppo delle rotazioni di dimensione ¢. Questa matematica la si ritrova in
elettrostatica e in meccanica quantistica.

9.7.2  Nota sul sul prolungamento analitico

La nozione di prolungamento analitico vale anche per regioni che non sono delimitate da cerchi. Sia f(z)
una funzione che & analitica in una regione R e supponiamo di trovare una funzione f,(z) che & analitica
in una regione R; e che & tale che f1(z) = f(z) in R4 N Ry. Allora f>(z) & una continuazione analitica di
f1(z). Perché ci sia continuazione analitica ¢ sufficiente che le due regioni abbiano in comune soltanto un
piccolo arco.

Y

Mediante continuazione analitica a regioni R3, R4, ..., possiamo estendere la regione iniziale ad altre
parti del piano complesso. Le funzioni f(z), f2(z), f3(z), ...sono ancora chiamate elementi della funzione.
11 teorema di unicita stabilisce che la continuazione analitica € unica, a meno che nel processo di estensione
non si incontrino punti di diramazione. L'unicita del prolungamento analitico & garantita dall'unicita della
serie di Taylor. Un importante strumento di estensione analitica & il principio di Schwartz. Questo teorema
stabilisce che se una funzione F;(z) & analitica in una regione R; del semipiano superiore IT*, avente come
bordo l'asse reale, e ha un valore reale sull’asse reale, allora puo essere estesa alla regione R,, ottenuta da
R1 per riflessione sull’asse reale, nel seguente modo:
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9.7.3 La funzione gamma

Per Rez > 0, la funzione gamma ¢ definita da

I'(z) = / = le Mt . (9.12)
0
Vale la formula di ricorrenza
I'(z+1)=2zI(z) dove I(l)=1. (9.13)

Infatti,

I(z+1) :/0 e tdt

= [F(—e )], - /Ooo(ztz_l)(—e_t)dt
= z/ooo #le7tdt = 2T (z).

Se z € un intero, dalla formula di ricorrenza (9.13) si ha

n!

I'n+1)=nn—-1)(n-2)---1

per cui la gamma & una generalizzazione del fattoriale.

Per Rez < 0, la definizione (9.12) perde di significato, perché l'integrale diverge. La funzione gamma nel
semipiano sinistro risulta perdé univocamente definita per prolungamento analitico. Per mostrare questo,
dimostriamo preliminarmente la formula

I(z4+n+1)
z+1)(z+2)---(z+n)

I(z) = = (9-14)

per ogni intero n. Dalla (9.13), si ha
I'(z+1) =2zI(2),
I'(z4+2)=0z+1)I(z+1) = (z+1)z[(z)
I'(z+3)=(z+2)T(z+2) = (z4+2)(z+1)zI(z)
e, in generale
IFz+n+1)=(z+n)...(z+2)(z+1)z[(z)

che & proprio la formula che si voleva dimostrare. Dalla (9.14), e dalla (9.12), la funzione gamma risulta
cosi definita per Rez > #, salvo che nei poli semplici z = 0, -1, —2,... — n. Dato che la (9.14) vale per
qualunque intero 7, la gamma risulta ovunque definita nel piano complesso eccetto che nell’origine e in
tutti gli interi negativi, che sono poli semplici della funzione.

9.7.4 La funzione zeta di Riemann

La funzione zeta di Riemann {(z) & definita, per Rez > 1 dalla serie

(=) &

n=1
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Figura 9.12: Grafico della funzione
gamma sull’asse reale.
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Questa serie era gia stata considerata da Eulero nel 1740 per z intero positivo e successivamente estesa da
Chebyshev a z reale e maggiore di uno.
Si osservi che la sostituzione u = t/n nell’integrale che definisce la funzione gamma (9.12) fornisce

I'(z) :/ tzfle*tdt:/ (un)zfle*””ndu:nZ/ wle My,
0 0 0

da cui .
I(2)T(z) =) ey
n=10
per Rez > 1. Ora,
- —nt et 1
n;le - 1 o e_t - et o 1 (915)
set > 0. Se z = x + iy, allora
oo 1 —nt © txfl
e dt :/ dt. .16
| )y — (9.16)

Per grandit, 1/e! —1 ~ e~! e per piccoli t, 1/e' —1 ~ 1/t. Ne segue che per x > 1 I'integrale nella (9.16)
converge. Allora (per il teorema di Fubini) nella (9.15) si pud scambiare la serie con l'integrale. Percio

oo 4z—1
z)I'(z) = ——dt 1
(@@ = [ 4 917)
Questa equazione fu il primo risultato ottenuto da Riemann in suo famoso lavoro del 1859. Il secondo fu

di mostrare che, rappresentando l'integrale a secondo membro della come integrale di contorno nel piano
complesso ¢ si otteneva l'equazione

((z) =12y (0.18)

27Ti
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dove I(z) & analitica ovunque, con zeri per 2,3,4, .. .. Questi zeri di I(z) cancellano i poli di I'(1 — z), che
sono 1,2,3,4, ..., eccetto il polo z = 1. Poiché il secondo membro della (9.18) & definito ovunque nel piano
complesso eccetto in z = 1, la (9.18) definisce il prolungamento analitico della { a tutto il piano comples-
so. Se ne conclude che la zeta di Riemann & una funzione meromorfa in C con un polo in z = 1. Dall’e-
spressione esplicita di I(z), che qui non diamo, risulta che z = 1 & un polo semplice con residuo pari a 1.
Sempre nello stesso lavoro del 1859, Riemann deduce la seguente equazione funzionale per la {:

7(z) =2(2m)* Lsin (%) r1—z)c(1—=z). (9.19)

ZERI DELLA (. Il lavoro di Riemann del 1859 incomincia con un riferimento al seguente risultato di Eulero:

() =]

n=1 1- P;Z

se Rez > 1, dove p1, p2, p3, . . . € la successione dei numeri primi. Per dimostrare questo risultano, si usi la

(9.20)

serie geometrica per esprimere 1/(1 — p,;*):

1 — —mz
— = p
1—py* mZ::1 !
e quindi
N 1 ©
_ —Z
=Y,
n=1 pn j:1

dove ny1,71N2,1N 3, - - - sSONO tutti gli interi che possono essere fattorizzati come prodotti di potenze dei
numeri primi p1, p2, ..., pN. Facendo tendere N all’infinito, si ottiene I'equazione (9.20).

Poiché il prodotto (9.19) contiene fattori che non possono annullarsi, {(z) # 0 per Rez > 1. Supponiamo
adesso che {(z) = 0 e Rez < 0. Poiché {(1 — z) # 0, 'equazione funzionale (9.19) implica

I(1-z)sin (%) = 0.

Poiché I' non ha radici, abbiamo z = 2k, per interi k < 0, come radici. I pari negativi sono detti zeri banali
della ¢. La striscia {z € C|0 < Rez < 1} & chiamata la striscia critica. Tutti gli zeri non banali della { devono
stare nella striscia critica.

Supponiamo adesso che z sia nella striscia critica e che {(z) = 0. Poiché sin(7rz/2) # 0, vediamo che
{(1 —z) = 0. Vale a dire, le radici non banali, o radici critiche, sono simmetriche rispetto alla retta critica
Rez = % Si osservi inoltre che, essendo {(z) reale per z reale, le radici della { sono simmetriche rispetto
all’asse reale.

Per il suo studio sulla distribuzione dei numeri primi, Riemann ha bisogno di stimare il numero di
radici della funzione { in una scatola nella striscia critica simmetrica rispetto alla retta critica. Ottiene una
tale stima (dimostrata poi rigorosamente nel 1905 da Van Mangoldt) e quindi osserva che il numero di zeri
sulla retta critica € circa lo stesso (nessuno ha mai dimostrato questo!). Quindi, continua dicendo che & “molto
probabile” che tutte le radici nella striscia critica stiano sulla retta critica. Questa affermazione & nota come
ipotesi di Riemann. Riemann continua dicendo:

Naturalmente, sarebbe desiderabile avere una dimostrazione rigorosa di questo, ma ho deciso di lasciare da parte

la ricerca di una tale dimostrazione, dopo qualche vano e fugace tentativo, perché non & necessario per 1’'oggetto
immediato della mia investigazione.
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Oggi, 152 anni dopo, dopo innumerevoli sforzi di molti matematici, non abbiamo ancora ragioni per ritene-
re o non ritenere che l'ipotesi di Riemann sia vera. L'ipotesi di Riemann resta uno dei problemi aperti della
matematica pit affascinanti e suggestivi.

Figura 9.13: Parte reale (in rosso)
e parte immaginaria (in blu) della
funzione di Riemann lungo la retta

R[k’[% rix)) I[f[% 'i—\')J critica Rez = 1. I primi zeri non banali
si hanno per Imz = $14.135,+21.022 e
+25.011.

[ y \ / | | |
28 -24 20 -16 -2 8 A 4 8 12 16 o | 8

La funzione ¢ di Riemann compare in teoria dei numeri, in statistica, come un possibile modo di regolariz-
zare serie divergenti in teoria quantistica dei campi, nell’analisi dell’effetto Casimir (forza attrattiva tra le
armature di un condensatore in assenza di campi dovuta alle fluttuazioni di vuoto del campo eletromagne-
tico quantizzato), nella teoria dei sistemi dinamici e nello studio del comportamento caotico di sistemi nel
regime semi-classico.

9.7.5 Il teorema di Liouville della meccanica hamiltoniana

Un sistema dinamico & un sistema (fisico, biologico, economico, etc), il cui stato x evolve nel tempo secon-
do il sistema di equazioni differenziali del prim’ordine

x=v(x) (9.21)

Assumiamo che x = (x1,...,x,) € R". v = v(x) & un campo vettoriale su R”, detto campo di velocita. R"
e detto lo spazio delle fasi del sistema.

La condizione che v non dipenda dal tempo non é restrittiva: se dipendesse dal tempo basterebbe ag-
giungere la variabile x,, 11 = t e passare al sistema in R"*! con equazione aggiuntiva J.CnH: 1. La mecca-
nica hamiltoniana fornisce una classe di sistemi dinamici: quelli per cui x = (q, p) e il campo di velocita e
ottenuto per derivazione da una funzione H = H(q, p), detta hamiltoniana,

J0H o0H
V(q, P) = %f _a
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(quindi lo spazio delle fasi ha dimensione pari se '’hamiltoniana non dipende dal tempo).

Per un sistema dinamico generico del tipo (9.21), assumendo abbastanza regolarita sul campo v (con-
dizione purtroppo non verificata nei casi di principale interesse fisico, come la meccanica celeste), la so-
luzione esiste ed ¢ unica. La soluzione & da intendere come una famiglia ad un parametro di funzioni
f; : R" — R", detta flusso, che trasforma gli stati x del sistema ad un tempo arbitrario negli stati y dopo un
tempo ¢,

y = f1(x)

II flusso trasforma dunque una qualunque regione R dello spazio delle fasi in un’altra regione

SRS

Per studiare come varia il volume della regione si procede come segue. Come sempre, data una trasforma-
zione, € utile conoscere le sue proprieta locali. Per t infinitesimo, diciamo Jt, si ottiene

y = for(x) = x+ v(x)dt
Le proprieta locali sono espresse dalla matrice Jacobiana

oy ov
J—g—l—i-g&t

dove | & la matrice identica e dv/dx ¢ la matrice con elementi dv;/dx;. La variazione del volume ¢ data dal
determinante jacobiano

J = detJ = det (I +(5tav>
ox

Ricordando I'importante formula
det(e?) = e'(4)

e osservando che, essendo 6t infinitesimo,

si ottiene
j _ eétVov

in quanto la traccia della matrice Jacobiana e la somma degli elementi diagonali dv;/0x;, che e proprio

la divergenza del campo v. Abbiamo posto uguale a 1 lo jacobiano al tempo t perché abbiamo calcolato
la variazione tra il tempo t e il tempo t 4 6t assumendo che al tempo ¢ la trasformazione fosse 1'identita.
Fossimo partiti da un tempo anteriore a ¢, e posto uguale a 1 lo jacobiano a quel tempo, avremmo trovato

T (t40t) = T (H)e’tVeY

Poiche ét @ infinitesimo,

Jt+t)=J(F)+otVevT(t) = =Vev
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da cui

14T Gy

J dt
Dunque, il tasso di variazione percentuale di volume nell’intorno di un punto dello spazio del fasi é dato dalla di-
vergenza del campo di velocita in quel punto: questo e il teorema di Liouville! Nei sistemi dissipativi (per
esempio, nel famoso sistema di Lorenz che diede il via alla ripresa degli studi sul caos nella seconda meta
del Novecento) la divergenza ¢ tipicamente negativa. Se la divergenza é zero, la dinamica puo deformare le

regioni dello spazio delle fasi in modo orrendo
Ok

ma non puo cambiarne il volume. Questo ¢ il caso dei sistemi hamiltoniani, per i quali

0 [0H ) oH
V'V—m<ap>+ap(‘aq)—0



10
Funzioni generalizzate

10.1 La delta di Dirac

Lasciamo per un momento da parte ’analisi complessa e occupia-
moci di un argomento che prima o poi spunta fuori in un corso di
metodi matematici della fisica: la delta di Dirac. Questo argomento si
presta ad essere trattato a svariati livelli di sofisticazione o di rozzez-
za. Noi ne daremo una trattazione breve e elementare, ma rigorosa.
La “funzione delta” é(x) fu introdotta da Dirac in maniera parados-
sale: una “funzione” uguale a zero per x # 0 e con la proprieta che

/Oo d(x)F(x)dx = F(0) (10.1)

—00

per una funzione continua F(x) opportuna. Ma nessuna funzione nel
senso ordinario pud avere questa proprieta! Si puo tuttavia immagi-
nare una successione di funzioni d,(x) che hanno picchi sempre pit
alti e diventano sempre pit strette in x = 0, mantenendo costante
e pari a 1 I'area sotto la curva, con il valore della funzione che ten-
de a zero in ogni punto, eccetto nello zero, dove tende all’infinito.
Chiamiamo queste funzioni approssimanti della delta.

Nel limite, una tale successione avrebbe la proprieta (10.1), nel
senso che -

lim 0n(x)F(x)dx = F(0) (10.2)

n—0 ) _oo
e la scrittura (10.1) andrebbe intesa come una notazione abbreviata
della(10.2). Le J,, sono dunque da intendersi come “approssimanti”
per il processo di limite e non per la J(x), che come funzione non
esiste. Le gaussiane della successione

on(x) = ,/%e*"xz, n=123,... (10.3)

hanno questa proprieta: 1’area sotto queste curve ¢ unitaria, in quanto

(o] ) . . .
f ol Mdx = \/é e, al crescere di 1, le gaussiane diventano sempre
piul strette e pilt piccate nello zero, come mostrato nella figura 10.1.

Paul Dirac (1902-1984) & stato un fisico
inglese che ha dato contributi note-
voli allo sviluppo sia della meccanica
quantistica sia dell’elettrodinamica
quantistica. Tra le sue scoperte pilt
importanti, 'equazione di Dirac, che
descrive i fermioni relativistici.

[

n = 100

-1 -05 0.5 1
Figura 10.1: Approssimanti gaussiane

della delta di larghezza 1/n , per
n = 4,20,100.
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Dimostrare che per questa scelta di approssimanti vale la (10.2)
per F(x) continua e limitata non & difficile. Si incominci con 'ovvia
maggiorazione:

‘\/;ijfi;e”xzp(x)dx-—-F(O)'::‘\/71L/®°e"XZ(F(x
\f/ 1% F(x) - F(0)] dx
—/ ( n)—F(O)‘dx.

oiché F e continua, in particolare nello zero, e l'integrale assoluta-
Poiché F t ticol 11 I'int 1 lut

) — F(0)) dx

mente convergente, il secondo membro dell’ultima equazione tende a
zero per n — co e la (10.2) risulta cosi stabilita.

Quando la delta & definita da una successione di approssimanti
(analogamente a come i reali sono definiti da opportune successione
di razionali), ci si aspetta che le regole del calcolo continuino a essere
valide, ad esempio che si possa parlare di derivata della delta. Se
adesso si assume che F(x) sia derivabile con derivata continua e che
valga l'integrazione per parti, dalla (10.1)

/'°° 5 (x)E(x)dx = — /°° S(x)F' (x) =

—00 J —00

—F'(0) (10.4)
Nello spirito che un’identita di questo tipo € da intendersi come
forma abbreviata di un processo di limite, la §’(x) risulta definita
dalle derivate della successione (10.3),

5 (x) = —2nx4/ %e_”xz, n=123,.... (10.5)
Allora la (10.4) risulta intuitivamente chiara, come mostrato in
figura 10.2. La figura rende evidente che
[RGB Px—h) —F(x+h) _pri
—0 2h
con /i infinitesimo per n grande.
La (10.4), intesa come limite
lim 8l (x)F(x)dx = —F'(0) (10.6)

n—0 | _oo

dopo un’integrazione per parti, la si dimostra analogamente a quanto
visto per la (10.1) e, pitt in generale, si ottiene

/ " 600 (x)F(x)dx = (=1)"F®(0) (10.7)

—00

Naturalmente, occorre adesso richiedere che la F sia continuamente
derivabile n volte.

40

30

20

Figura 10.2: Derivate delle ap-
prossimanti della delta per n =

4,20,100.



Fisicamente, la delta puo essere vista come una distribuzione di
carica sull’asse delle x che corrisponde ad una carica puntiforme
uniforme nell’origine e la sua derivata come un dipolo orientato nel
verso negativo dell’asse delle x. Infatti, dalla (10.4), per F = x, si
ottiene

/ 8 (x)xdx = —1

La delta e le sue derivate corrispondono dunque a idealizzazioni
fisiche familiari.

La delta pud anche essere integrata: se consideriamo la succes-
sione di integrali delle approssimanti gaussiane della delta, come in
figura 10.3,

/i
On(x) = \/Z/_xoo e_"yzdy = \/1% /_:x ey = % [1+erf(v/nx)],

vediamo che esse stesse convergono (per x # 0) alla funzione di
Heaviside (o “funzione scalino”)
1 se x>0
Ox) = - 10.8
(x) 0 se x<0 (108)
Si osservi che poiché il limite delle ®,, & definito sotto il segno di
integrale, per la © cosi definita,

/_i O(x)F(x)dx = /Om F(x)dx,

il suo valore nello zero e del tutto convenzionale (la convenzione
scelta nella (10.8) € comunque quella standard). Questo perche se di
una funzione integranda si cambia il valore in un punto (o in insieme
numerabile di punti) il valore dellintegrale non cambia.

10.2  Manipolazioni della delta

In virtt della sua caratterizzazione in termini della (10.2), la delta
puod essere manipolata sotto il segno di integrale come se fosse una
funzione ordinaria, percheé queste manipolazioni sono scaricate sulle appro-
simanti 6y, che sono funzioni ordinarie. Inoltre, la delta puo essere estesa
a pitt dimensioni, ad esempio

o(r) = 6(x)é(y)é(2)

E sulla base di questa estensione che 1’equazione della divergenza
del campo elettrico, in presenza di cariche g; poste nei punti r;, puo
essere scritta come

VeE(r) = %Zqics(r — 1)

Ilustriamo questi fatti analizzando alcuni esempi.
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Oliver Heaviside (1850-1925) & stato
un ingegnere elettrico, fisico e mate-
matico inglese autodidatta. Spesso in
urto con l'establishment scientifico nel
suo tempo, ha contribuito a sviluppare
molti dei metodi che usiamo ancora
oggi: ha introdotto i numeri complessi
per studiare i circuiti elettrici, ha in-
ventato il metodo delle trasformate di
Laplace per risolvere le equazioni dif-
ferenziali lineari; indipendentemente
da Gibbs, ha introdotto le notazioni
moderne di calcolo vettoriale; ha ri-
formulato le equazioni di Maxwell

nel modo in cui oggi le conosciamo in
termini degli operatori vettoriali rotore
e divergenza; i termini ammettenza ,
conduttanza, impedenza, permeabilita,
ed altri, oggi di uso comune, furono
coniati da lui.

n = 100

7(‘).9 7(‘).6 7(‘)3 ‘ ‘ ‘0‘.3‘ ‘0.‘6‘ ‘019‘ i
Figura 10.3: Integrali delle ap-
prossimanti della delta per n =

4,20,100.
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EseEmMPIO 10.1. Verificare che
x6(x) =0.

Questa identita discende immediatamente da

2 2

. n _ 2 . nx2 _ 2 . 2

lim x4/ —e™™ = lim {/ —e ™ = lim —yeyzo
T

n—00 n—00 T y—rco 7T

EsEmrio 10.2. Verificare che
1

5(x* —a?) = 2]

[b(x+a)+d(x —a)]
Per mostrare questo fatto, e utile avere un’idea di come sono fatte
le approssimanti di 77(x) = J(x* — a?). Se

5Tl(x) = \( %e*ﬂxz 7

sono le approssimanti della delta, allora le approssimanti di 77 sono

() = || L T

Il grafico in figura 10.4 mostra che le approssimanti sono sostan- IS
zialmente la somma di due funzioni che si concentrano una in —a
e l'altra in +4, il che rende gia plausibile la formula che si vuole di-

mostrare. Occorre capire il fattore moltiplicativo 51 e darne una

2]a]

dimostrazione analitica. Consideriamo

| | | L f |

/ / T —

n(x) = Eefn(XZ*”Z)Z = Eefn(xfa)z(era)z -2 -1 1
7T 7T Figura 10.4: Approssimanti di 6(x? —

. . . a?) per n =4,20,100 e a = 1.
Nell'intorno di x = a si ha P

g E —n(x—a)?(2a)? _ i 2a%n —2a%n(x—a)?
(%) ‘ 2]V 7 ¢

e quindi, nell’intorno di x = 4, si ha

1
n(x) =~ mén(x —a).

3

Analogamente, nell’intorno di x = —

L (x) ~ —n(x+a)?(—2a)% _ —2a2n(x+a)? _ X+a
()~ [ e s = gt

Al crescere di n, 17, (x) va rapidamente a zero ad eccezione di piccoli
intorni di x = a e x = —a. Dunque, per n grande,

B O P _
() = | e (x40 6y (x )
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Passando al limite n — oo si ottiene quanto si voleva dimostrare.

In maniera analoga a quanto appena visto, si puo arrivare alla
formula generale

S(() = L 5 (109)

dove x; sono gli zeri di f(x) e f & tale che la sua derivata f' non
si annulla negli zeri x;. Posto n7(x) = J(f(x)), sia #,(x) la sua

_ I —n(f(x))?
0 (x) \/;e .

Consideriamo 7, (x) nell’intorno di uno zero x; di f(x). Sviluppiamo

approssimate

f(x) nell'intorno di x;. Poiche n & arbitrariamente grande teniamo
solo l'ordine pit basso in x. Allora, essendo f(x;) =0, si ha

, 1(x:)2 ,
1 (x) = \/Ze—nf (xi)? (x=xi)? |f/1 nf' (%) o (e b (x — ;)

1
()] 4 | (xi)l

Al di fuori di piccoli intorni degli zeri, #, (x) sara praticamente nulla
e quindi, sommando i contributi da tutti gli intorni,

1
x)=0(f(x)) =) F—0n(x—x;).
1 (x) = 6(f(x)) Z,»:If/(xi)l n(x —x;)
Passando al limite n — oo si ottiene la (10.9).

Esemr1o 10.3. Verificare che in coordinate cilindriche si ha
1
5(r—rg) = ;5(1’ —70)0(0 —6p)d(z — z)

Diamo una dimostrazione generale per il calcolo della delta in un
sistema di coordinate curvilinee in R”. Sia

r=(x1,...,%) =X

la rappresentazione di r in un sistema di coordinate cartesiane
ortogonali in R" e sia

r=(Uy,...,uy) =u

la sua rappresentazione in un sistema di coordinate curvilinee. Sia

ox

I=1a

il determinante Jacobiano della trasformazione da x a u.
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La delta in coordinate curvilinee ¢ definita da
[ 80y (= 0) ()" = f (o)

Allora

Ne segue che

Suy(u —mo) = J10(u —ug) = J '] [6(u; — uoy) (10.10)

Per il caso specifico di coordinate cilindriche in R3, il determinante
Jacobiano | & r e quindi

5(r—r19) = %5@ ~ 10)8(6 — 60)6(z — 20)

che e quanto si voleva dimostrare.

10.3 Funzioni generalizzate

Per quando rigoroso, il modo utilizzato finora per caratterizzare la
delta puo lasciare insoddisfatti: da un lato si parla di “approssiman-
ti” della delta, ma, dall’altro, la delta in quanto funzione non puo
esistere. Si potrebbe perd pensare di identificare la delta con la succes-
sione delle sue approssimanti e chiamare 1'oggetto cosi definito funzione
generalizzata. Dopo tutto, questo € il modo classico di allargamento
di un insieme, aggiungendo ad esso le successioni che non convergo-
no ad elementi dell'insieme: i reali, ad esempio, sono definiti come
opportune successioni di razionali.

Nel definire una funzione generalizzata mediante successioni, oc-
corre precisare in quali circostanze due successioni definiscono la
stessa funzione generalizzata (come si fa per le successioni di razio-
nali che definiscono i reali). A questo scopo si pu® procedere come
nella (10.2), con una successione f,(x) di “funzioni di prova”: se lo
stesso risultato

lim /j:o fn(x)F(x)dx (10.11)

n—oo
emerge per ciascuna successione di una certa classe e per qualunque
funzione di prova F(x), potremmo dire che le successioni definiscono
la stessa funzione generalizzata. Come abbiamo visto, per definire la

Laurent Schwartz (1915-2002) fu un
matematico francese che sviluppo la
teoria delle distribuzioni o funzioni
generalizzate che permette di dare un
senso matematico preciso e generale
ad oggetti come la delta di Dirac.
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delta, basta “provare” la successione f, con funzioni continue F(x)
perché il limite esista, ma, per definire le sue derivate, occorrono
funzioni di prova molto piti regolari (in particolare continuamente
differenziabili tante volte quanto & 1'ordine della derivata della delta
che si vuole definire). Conviene dunque prendere funzioni di prova
molto regolari se si vuole definire una classe abbastanza ampia di
funzioni generalizzate.

In vista delle applicazioni all’analisi di Fourier, risulta conveniente
scegliere funzioni di prova, che siano “buone” nel senso seguente:
una funzione f(x), sui reali e a valori reali, ¢ BUONA se ¢ infinitamen-
te differenziabile e se & tale che f(x) e le sue derivate vanno a zero
all'infinito pitt rapidamente di qualunque potenza negativa di |x|. Ne
€ un esempio paradigmatico la funzione e* . Conviene inoltre intro-
durre anche una classe pitt ampia di una funzioni che includa anche
i polinomi: diremo che una funzione ¢(x) & ABBASTANZA BUONA se
¢(x) e le sue derivate crescono all’infinito (negativo o positivo) al piit
come una qualche potenza positiva di |x|. Si dimostra facilmente che
la derivata di una funzione buona & buona la somma di due funzio-
ni buone & ancora una funzione buona. E altrettanto semplice che il
prodotto di una funzione buona e di una funzione abbastanza buona
€ ancora una funzione buona.

Si considereranno nella (10.11) successioni di funzioni buone f,(x)
e tutto il discorso stara in piedi se, per qualunque funzione buona
F(x), il limite (10.11) esiste. Una successione che ha questa proprie-
ta e detta regolare. Ad esempio, la successione e ¥/ s regolare: il
limite (10.11) & [*_ F(x)dx, qualunque funzione buona F(x) si con-
sideri. L’analogia con la costruzione dei reali a partire dai razionali &
notevole: la regolarita della successione di funzioni buone & analoga
al requisito di Cauchy e in entrambi i casi ci si aspetta che I'ogget-
to definito dalla successione non sia necessariamente identificabile
con uno che e nell’ambiente in cui vive la successione. Per esempio,
il reale definito dalla successione .9,.99,.999,9999, ... si identifica
naturalmente con il numero 1, che € razionale, ma la regola sono
successioni come quella che definisce il numero e

1,01 1, .1 1 1
sltotapltg gt

Un numero reale ¢ definito come una successione di Cauchy di ra-

1,1+

zionali. Si definisca allora una funzione generalizzata f(x) come una
successione regolare f,(x) di funzioni buone e due funzioni genera-
lizzate si dicano uguali se le corrispondenti successioni regolari sono
equivalenti, cioé se per qualunque funzione buona F(x), il limite
(10.11) € lo stesso per ciascuna successione. Per esempio, la successio-
ne e=*/n' ¢ equivalente alla successione e~/ Entrambe (e tutte le
successioni a loro equivalenti) definiscono la funzione generalizzata
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I(x) tale che
/:” I(x)F(x)dx = f F(x)dx

e che é abbastanza naturale denotare semplicemente con 1, la fun-
zione che vale 1. Percio ciascuna funzione generalizzata ¢ in realta
la classe di tutte le successioni regolari equivalenti ad una data suc-
cessione regolare. Passiamo ora ad alcune definizioni molto naturali
sulla base di quanto & stato appena detto.

Si definisca l'integrale del prodotto di una funzione generalizzata
f(x) con una funzione buona F(x),

/jo f(x)F(x)dx, (10.12)
come -
nh_r}r;lo/ fu(x)F(x)dx (10.13)

La definizione & consistente perché il limite ¢ lo stesso per tutte le le
successioni equivalenti f, (x).

E del tutto naturale definire la somma g(x) = f(x) + h(x) di due
funzioni generalizzate f(x) e h(x), definite dalle successioni f,(x) e
hy(x), come la funzione generalizzata che & definita dalla successione
gn(x) = fu(x) + hy(x). Per quanto la definizione sia naturale occorre
mostrarne la consistenza. Occorre cioé mostrare che

(@) gn(x) & una successione di funzioni buone.
(b) gn(x) e regolare.

(c) Scelte differenti di successioni regolari equivalenti che definisco-
no le funzioni generalizzate f(x) e h(x) portano a successioni
equivalenti che definiscono g(x).

(a) e immediata, perché la somma di funzioni buone & buona. (b)
Per ogni funzione buona F(x)

o0
lim [ gn( )E(x)dx = nlg‘g@/ fn(x dx—o—nlgl;lo 7oohn(x)F(x)dx
e cosl il limite sulla sinistra esiste, e quindi la successione g, = fi +
hy,, e regolare. Inoltre i limiti a destra sono indipendenti da quali tra
le differenti successioni equivalenti di f;; e h;, sono utilizzate per
definire f e h. Quindi, tutte le successioni risultanti f, + h;, sono
equivalenti verificando cosi (c).

Anche definire la derivata f'(x) in termini della successione f;,(x)
risulta essere una definizione consistente. Infatti per integrazione per
parti,

lim / £1(x)F(x)dx = — lim /0; Fulx)F' (x)dx

n—oo n—oo J__
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e poiché la derivata F/(x) di una funzione buona F(x) & ancora una
funzione buona, il limite a destra esiste ed & lo stesso per tutte le
successioni regolari equivalenti f,(x). Quindi tutte le successioni
f7,(x) sono equivalenti e regolari, che & quanto si voleva dimostrare.
Procedendo in maniera analoga, si mostra che ¢ consistente definire
f(ax + b) mediante la successione f,(ax +b) e ¢(x)f(x), dove ¢p(x) &
una funzione abbastanza buona, mediante la successione ¢(x) f, (x).

Riassumendo: Se due funzioni generalizzate f(x) e h(x) sono
definite dalle successioni f,(x) e h,(x) allora:

(i) f(x)+ h(x) e definita dalla successione f,,(x) + hy(x);
(ii) f'(x) e definita dalla successione f,(x);
(iii) f(ax+b) & definita dalla successione f,(ax +b).

(iv) ¢(x)f(x), dove ¢(x) & una funzione abbastanza buona, & defini-
ta dalla successione ¢(x) f, (x).

A questo punto, risulta facile dimostrare che per qualunque
funzione buona F(x) si ha

/_O:o f(x)F(x)dx = — /_O:o f(x)F (x)dx (10.14)
[ stax e orte = o [T o (S ) dx o)
| s E@dx = [ f(x) [p(x) )] dx (10.16)

Questo teorema garantisce che le funzioni generalizzate sotto il
segno di integrale, quando sono moltiplicate per una funzione buo-
na, possono essere manipolate come se fossero funzioni ordinarie. In
particolare, la trattazione precedente della delta di Dirac, delle sue
derivate e del suo integrale, puo essere riletta come una loro carat-
terizzazione in termini di funzioni generalizzate. Pit1 precisamente,
adesso si puo stabilire il seguente teorema: Le successioni equivalenti a
On(x) = \/%e_”’(2 definiscono una funzione generalizzata 6(x), detta delta

di Dirac, tale che per qualunque funzione buona F(x)

/OO S(x)F(x)dx = F(0) (10.17)

/_ ¥ 50 (x)F(x)dx = (=1)"F™ (0) (10.18)
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11
Il paradiso dell'integrale di Fourier

11.1 Trasformate di Fourier di funzioni buone

Lo spazio delle funzioni buone ¢ il paradiso dell’integrale di Fourier.
Tutte le proprieta dell’integrale di Fourier che si utilizzano nella
pratica si dimostrano facilmente e rigorosamente in questo paradiso.
In particolare si dimostra facilmente il teorema di Fourier: Se f(x) &
una funzione buona, la sua trasformata di Fourier

T = [ fee e & (ppyy) (1.0

esiste ed @ una funzione buona. Inoltre,

f = [ Fpemivay (1.2

Si osservi il cambiamento di definizione rispetto alla (8.7) (il fattore
27 nell’esponenziale nell’integrale (11.1) evita il fattore 1/ (27) di

"~

fronte alla trasformata inversa (8.8)) e 1'uso del cappuccio per de-

notare la trasformata di Fourier. Si osservi che la (11.2) & equivalente
a dire che se f ¢ la trasformata di Fourier di f, allora f & la trasfor-
mata di Fourier di .7 f, dove .7 f(y) = f(—y). Questo fatto & noto
come relazione di reciprocita.

~

Per mostrare che se f(x) & una funzione buona, allora anche f(y)

o~

lo &, deriviamo f(y) p volte. Poiché f & buona, possiamo scambiare
derivata e integrale

o gr , +oo ‘
Frw = [ 45 (e o] a = [ (—amix)rpoe 2o
Integriamo per parti N volte il secondo membro (tenendo conto che f
si annulla all’infinito) secondo lo schema

+oo '

—27ix)P —i2myx dx.

/700 M L =™
deriviamo integriamo
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Otteniamo

+00 dN 1

) = [ g (2P F0) e

Allora

oo AN '

’ﬂp)(y)‘ = ‘(27;”1\;/; ;C—N [(—27tix)P f(x)] e 2% dx
(2r)r~N

<L

Quindi f(p) & di ordine |y| N per ogni N, cioé decresce pitt rapida-
mente di qualunque potenza negativa di |y|; in breve, & una funzione
buona. Fine della dimostrazione della prima parte del teorema.

Per dimostrare la seconda parte, introduciamo un “ammorbi-
dente”! e=¢¥* dentro I'integrale a secondo membro della (11.2).
Allora

/ f 27rzxydy / ey2 {/oo f(u)8727riuydu eZm‘xydy

N
o 0]

* “Mollifier” in inglese. Questo e,

in effetti, un termino tecnico che in
matematica denota un’operazione di
“ammorbidimento” come quella che
stiamo per fare. In spirito, & analogo
alla regolarizzazione di Abel.

2 .
= / [ / e eZm(ux)ydy] f (u)du (il cambio dell’ordine di integrazione & lecito)

T 20, )2
= / —e (u—x)*/ Ef(u)du (trasformata di Fourier della gaussiana calcolata in u — x)
[eS) €

Riconosciamo nell’integrale sopra una successione regolare di d(u —
x). Quindi, passando al limite e — 0, si ottiene la (11.2). Fine della
dimostrazione della seconda parte del teorema.

11.2 Lemma di Riemann-Lebesgue

Abbiamo stabilito che se f € una funzione buona, la sua trasformata
di Fourier f & ancora buona e quindji, in particolare, tende a zero
all’infinito,

lim [ f(x)e 2 Wiy = 0. (11.3)
ly|—e0
Questo limite ha un chiaro significato intuitivo: quando la fase & mol-
to grande, cioé quando la frequenza di oscillazione & estremamente
rapida, i contributi positivi e negativi all’area tra la funzione inte-
granda e 'asse delle x si compensano e ’area complessiva diventa
arbitrariamente piccola (si veda la figura 11.1).
Affinché la (11.3) valga non e richiesto che f(x) sia una funzione
buona, € sufficiente che sia una funzione assolutamente integrabile, cioe

tale che

| 1r@ldx < .

’w
\M
U\ W
™
HUH“H\ U
\

] \“H\Hmmx”"
0.2 ‘H ’ \P \‘f HINER
| “\HH“M

ikl TV
”‘\H\ e
“ MH U\

\
‘MJU“-“V'
—0.6 1/ “‘ HH
NN H“\
HMMH‘A“

Figura 11.1: Grafico di Cos(15x)e"02x2.

Effetto di cancellazione tra i contributi
positivi e negativi all’area.
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Questo fatto € noto come Lemma di Riemann—Lebesque Si osservi

.....

convergenza dell’integrale di Fourier, in quanto

‘/O;f(x>€27rixydx < /j; ’f(x)eme'xy

Dimostriamo adesso il lemma di Riemann-Lebesque per f(x)

dx = /°° IF(x)|dx.

—00

assolutamente integrabile. Per ogni € > 0 si scelga una funzione
buona h(x) tale che
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o
. Marc-Antoine Parseval (1755-1836) &
[ |f (x) h(x) | dx <e. stato un matematico francese, noto per
il teorema di Parseval, originariamente

Allora, per ogni y,
f) ~hy)| <e

Poiché 71(y) — 0 per |y| — oo, si ha

lim sup f(y) <

|y|—o0

Poiche questo € vero per ogni €, la dimostrazione & completa.

11.3 Identita di Parseval-Plancherel

Siano fi e f, funzioni buone e f; e f, siano le loro trasformate di
Fourier. Allora

| Awhmiy = [ A (11.4)

Si tratta di una relazione molto utile nelle applicazioni e nella teoria )
. . . L. . Michel Plancherel (1885-1967) &
dellintegrale di Fourier. Si dimostra facilmente:

formulato per le serie di Fourier.

stato un matematico svizzero, noto

per il teorema di Placherel in analisi

[~ Ry = [ 76 [ peoe ] ay

- / / ]?1 () fa(x)e “HY dy  (lecito, I'integrale & assolutamente convergente )
—00 J—00

() x __ ]
= /_ . { /_ . f1 (y)ezmwdyJ fz(x)dx (lecito, I'integrale & assolutamente convergente )

= [ AW A

In particolare, se f; = fo = f siha

[ 1wk = [ 1fwP (115)

—00 —00
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11.4 Teorema di convoluzione

La convoluzione pud essere pensata come un nuovo modo di gene-
rare nuove funzioni — a partire da un insieme di funzioni — diverso
da quelli soliti di somma, moltiplicazione e composizione di funzioni.
La convoluzione di due funzioni reali f e h & definita come

Frnlx) & [ = i)y

Si osservi che si integra sulla variabile muta y lasciando cosi una
funzione di x. Per cambiamento di variabili nellintegrale, si ha

| fa— iz = [ fuhtx—y)dy

Dunque il prodotto di convoluzione & commutativo, f xh =hx f.
Se f e h sono funzioni buone anche f *  lo &. Si puo vedere
questo, prendendo la derivata del prodotto di convoluzione:

L Fah() = fh(x) = f 20 (3)

La prima uguaglianza vale perché possiamo scambiare derivata e
integrale per funzioni buone, la seconda segue dalla commutativita
del prodotto di convoluzione. Quindi, se f e & sono buone, anche
f x h e le sue derivate hanno decrescenza rapida, cioe f x I & una
funzione buona.

11 teorema di convoluzione stabilisce che

Fxh(y) = F(y)h(y) (11.6)

Eccone la dimostrazione. Dalla definizione di trasformata di Fourier,

f(y) — /j:o f(u)eme'Llydu , il\(y) = /j:o h(0)672m‘vyd0 )

Allora o e
Fh) = [ [ e e fupo)dudo.  (117)

Sia u + v = x nell’integrale doppio sopra che vogliamo trasformare
dalle variabili (u,v) alle variabili (u, x). Dal calcolo di funzioni a pitt
variabili sappiamo che

o(u,v)

dudv = 3w, x) dudx,

dove lo jacobiano della trasformazione & dato da

a(u,v): % % |1 0:1
a(u, x) g—z g—z -1 1
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Allora la (11.7) diventa

Flit) = | e | [ plahtx - )] dx
= /_O:o e~ 27 f 5 h(x)dx
= fxhy)

che e quanto si voleva dimostrare. Si osservi che, essendo la trasfor-
mata di Fourier inversa di f(y) la trasformata di Fourier di f(—y), si
avra anche .

fh(y) = f*h(y)

La convoluzione & un’operazione di allisciamento. La quintessenza
della convoluzione ¢ che il grado di liscezza del prodotto & 1'unione
dei gradi di liscezza dei suoi fattori. In particolare, valgono i seguenti
teoremi:

1. Se una funzione é continua e l'altra discontinua, la loro convoluzione é
continua;

2. Se una funzione ¢ derivabile n volte e I'altra m volte, la loro convoluzione
e derivabile n + m volte.

Questo significa che se P & una buona funzione e f non ¢ tanto buo-
na, il loro prodotto di convoluzione & buono. Il che vuol dire che
facendo una scelta oculata di una funzione di riferimento P, pos-
siamo trasformare una funzione brutta in una bella. Non vogliamo
snaturarla, solo pulirla: vorra dire che sceglieremo una funzione P
che sia una approssimazione liscia di una delta, in modo tale che su
una scala non troppo microscopica si abbia

f*xP=f,

e che nella scala microscopica f venga resa liscia.

EsEmP1O 11.1. Per comprendere il fenomeno di allisciamento, con-
sideriamo il prodotto di convoluzione tra un’approssimante della
delta

e lo scalino unitario, cioe la funzione di Heaviside

O(x) =

1 se x>0
0 se x<0

Allora

O x4y (x) = / oo@)(y)én(x —y)dy = \/Z./y_o e 1) gy
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Fatto il cambiamento di variabili © = x — y, du = —dy, si ha

—00 X
O xdy, (x):_ /%‘/y:x efnuzdu: /%Lwefnuzdu

La figura 11.2 sotto mostra alcuni allisciamenti dello scalino ottenuti
in questo modo.

La convoluzione puo essere definita per funzioni su R, su T e su
R". Pud anche essere definita anche su insiemi di interi. In questo
caso, I’analogo di P & una matrice e il prodotto di convoluzione e
un prodotto di una matrice per un vettore. Queste applicazioni (di-
gitali) della convoluzione hanno applicazioni nell’analisi numerica,
nella teoria dell’analisi dei segnali e, in particolare, nella progettazio-
ne e implementazione di filtri di risposta ad ingressi impulsivi. La
convoluzione si applica anche allo sviluppo di filtri per I'analisi di
immagini e in fisica ¢ un utile strumento per pulire una segnatura
sperimentale dal rumore di fondo. Sia come sia, in tutte queste ap-
plicazioni c¢’¢ qualcosa di analogo a un P tale che f x P ~ f , in una
scala opportuna. Una funzione P di questo tipo € chiamato nucleo o
kernel. Nel seguito incontreremo vari nuclei di questo tipo, tra questi,
il nucleo del calore, nella prossima sezione, e il il nucleo di Poisson,
nel capitolo 15.

11.5 Il nucleo del calore

Nella sezione 8.5 abbiamo risolto 1’equazione del calore

af_ 82f
o Poz

con condizione iniziale fo(x) = f(x,0) sotto le condizioni che f(x,t)
e df (x,t)/dx vadano a zero all’infinito per ogni f > 0. Con le con-
vezioni usate in questo capitolo, quello che avevamo mostrato allora
puo essere riscritto come

-~

F(k,t) = f(k,0)e~ 2Dk (11.8)

dove

~ +oo ;
f(k,0) = F(x,0)e~ 2% gy

Poiché la trasformata di Fourier della f(x, t) & il prodotto di due fun-
zioni, sulla base di quanto visto nella sezione precedente, f(x,t) & il
prodotto di convoluzione delle loro antitrasformate. Ma l’antitrasfor-

-~

mata della f(k,0) e la condizione iniziale fy(x) e I'antitrasformata

| b
[ | [ [ g

-05 —-025 0 025 05

Figura 11.2: Allisciamenti dello scalino
per n = 5,10 e 50.
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. (92 DR2t «
della gaussiana e~ (27)°DK°t &

Kt(x) — /Oo e—(ZH)ZDkzteiZTEkxdk

5 7)TZD o~ (27%)%/ [4(27)? Dt]
T t

1, —x/4pp)

VAanDt

La funzione K;(x) & chiamata nucleo del calore (“heat kernel”). Dun-

que,

f(x,t) = K x fo(x) = e VDY fydy  (11.9)

VAanDt .

11.6 Osservazioni, notazioni e convenzioni

Le equazioni (11.1) e (11.2) definiscono un operatore F sul dominio
delle funzioni buone e il suo inverso F~! nel seguente modo

(FA) = F) = [ flape 2

(Flg)) =g'(0) = [ gweay

I contenuto del teorema di Fourier per le funzioni buone & che
FF~! = F7'F = I, dove I & 'operatore identita.

Ci sono diverse convenzioni per definire la trasformata di Fourier.
Passiamo in rassegna le convenzioni pitt popolari. Le distingueremo
cambiando nome alle variabili indipendenti, e introducendo dei
pedici:

®  fiw = [ et
@ Hw) = /j:o fx)e ¥ dy
® AW == [ fee

La@e quella che abbiamo adottato in questo capitolo. Con la @, 1a
trasformazione inversa diventa

_i ® 2z iwx
= 57 | Bl

Con la @, la trasformazione inversa diventa

f(x) = jz? | Boetar

In questo caso c’é simmetria tra la trasformata e la sua inversa
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Ecco le regole per passare dall’'una all’altra (che si ricavano facil-
mente dalle definizioni):

Ay) = fa2ry) = V2nfs(2ny)
flw)=Ffi (5=) = Varfs(w)

~ 1 ~ [k 1 =
k)= —f1|7=)=—=fo(k
f3(k) \/ﬂfl (27r> \/Z—nfz( )
Nel seguito, quando non metteremo nessun pedice, sottoinderemo
che stiamo usando la convenzione @. Difficile dire quale convenzio-

ne sia migliore. Ognuna ha i suoi pro e i suoi contro. Per quanto sia
fastidioso, conviene avere presente tutte e tre le convenzioni.

Esemrio 11.2. Consideriamo la gaussiana
_ax2
flx)=e™
Nella sezione 8.4, abbiamo usato la convenzione @ e trovato (allora
avevamo chiamato k la variabile indipendente)

~ 7T _é
2 w) = —e 4a
frlw) =)=
Con la convenzione @, che & quella che stiamo seguendo adesso, si
ha

2.2

J?l(y) = ]?2(27Ty) = \/fe_nay

Con la convenzione @

Fill) = —=all) = <o

~

11.7 Proprieta delle trasformate di Fourier

Nelle applicazioni il dominio della funzione considerata &€ un tempo
o uno spazio e quindi il dominio della sua trasformata di Fourier

e, rispettivamente, una frequenza o un numero d’onda. Nel seguito
discuteremo le proprieta pitt importanti delle trasformate di Fourier
tenendo presente questa interpretazione fisica.

Linearita. La trasformata di Fourier e lineare. Per qualunque coppia
di numeri complessi « e § si ha:

-~

af(x)+Bg(x) —= af(y)+Bg(y)

Relazione di reciprociti. Per le convenzioni @ e @ discende imme-
diatamente dalla (11.2). Si veda il diagramma a lato. (Per la con-
venzione @ spunta fuori un fattore 1/(27), cioe f(x) e 1/(2m) x la
trasformata di Fourier di f(—y).)

N. B. Con la convenzione @, il pro-
dotto di convoluzione & di solito
definito come

fxh(x) = \/% /_Zf(u)h(x —u)du
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Calcoliamo la trasformata di Fourier della derivata:
= fe
=— / F(x)(=2miy)e 2™ dx

= (2miy) /_0; F(x)e 2 dx

Derivazione.

“2MYXdy  integriamo per parti

= (2miy)f(y)
Traslazione. Sia T,f(x) = f(x — b) I'operazione di traslazione della
funzione® del numero reale b. Allora
T, f / f —Znixy dx
o / f 72my X +b)dx

— e*Zm'yb/ f(x)672m'xydx
_ e—Zniybj?(y)

Modulazione. Sia M f(x) =
spaziale. Allora:

2™ £ (x) una modulazione nel dominio

Myf(y) =

Cambiamento di scala.
Allora

Sia D, f(x)

= f(ax) un cambiamento di scala3.
Daf(y / Flax)e 2Ty
/
— 72nixy’/ucdx7
fre ,x
- |oc|f( )

Quindi, ad una “compressione” della funzione nel dominio spaziale
corrisponde una dilatazione nel dominio delle frequenze e viceversa
(si pensi al passaggio della luce attraverso una fenditura sottile e allo
sparpagliamento delle frequenze spaziali, cioe dei numeri d’onda,
che ne consegue).

Inversione temporale .#. 11 cambiamento di scala « = —1 porta alla
proprieta di inversione temporale (interpretando x come un tempo) o
di parita (interpretando x come uno spazio): se h(x) = f(—

h(y) = f(—y).

x) allora

. . 2
* Per esempio, la gaussiana e™* cen-

trata nell’origine diventa la gaussiana

e~ (x-0)? spostata di un tratto b a destra
(se b & assunto positivo).

flx) —2—  f(x—b)

I E

(y) —— e 2 f(y)

flx) —s it £(x)

I I

y) —2— fly-b)

)

3 Che induce, per « > 1, una “com-
pressione” della funzione. Per non fare
confusione si tenga a mente I'esempio
della gaussiana e=®": aumentare a si-
gnifica diminuirne lo scarto quadratico
medio, cioé restringere la gaussiana.
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Coniugazione complessa €. Se h(x) = f(x), allora
h(y) = /jo Flx)e 2 dx
_ /jof(x)ezmxydx
_ [Zf(x)e*znix(*y)dx
= f(-y).

Condizioni di realta. In particolare, se f(x) & reale si ha f(—y) = f ( ),

=

mentre se f(x) & puramente immaginaria si ha f(—y) =—f(y).

Convoluzione. Come visto nella sezione 11.4, all’operazione di pro-
dotto di convoluzione nel dominio spaziale corrisponde I'operazione
di prodotto usuale nel dominio delle frequenze e, viceversa, all’'o-
perazione di prodotto usuale nel dominio spaziale corrisponde I'o-
perazione di prodotto di convoluzione nel dominio delle frequenze.
Queste proprieta sono riassunte nei diagrammi a lato.

Nota. Le convenzioni @ e 3 hanno dei vantaggi rispetto alla
convenzione. Malgrado questo c’e chi, come il sottoscritto, preferi-
sce lavorare con la convenzione classica @. Per evitare di fare errori
conla ®, perdendo per strada dei fattori 7, conviene sempre pensare
il fattore come assorbito nella misura di integrazione e scrivere

= /j; f(x)e ™ dx

0= [ Ferar

27T

L’'ultima seccatura da tenere presente & la seguente. Quando si
analizza secondo Fourier una funzione nel tempo, si usa per il tempo
una convenzione opposta per il segno nell’esponenziale: se f =
f(t), allora I’analisi di Fourier di f & (usando una tilde anziché un
cappuccio, per distinguere)

= /oo f(t)e“tdt (11.10)
/ f _“"tdw (11.11)

Se si analizza secondo Fourier una funzione nello spazio e nel tempo,
allora

k w) / / f x,t)e i(kx—wt) gy dt (11.12)
(x,t) / / f (k, w) i(kx—wt) 40 dk (11.13)

27127
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Cosi si spiega il cambiamento di segno nella (11.11): la convenzione
(11.11) permette l'interpretazione della (11.13) come una somma
continua di treni d’onda.

Osserviamo infine che il teorema di convoluzione si estende a
funzioni di piti variabili. In particolare, al prodotto delle trasformate

fk,w)g(k, w)
corrisponde, per antitrasformata di Fourier nello spazio e nel tempo,
il prodotto di convoluzione

/j; /j; flx =yt —s)g(y,s)dyds (11.14)

11.8 Trasformate di Fourier di funzioni non buone

Nel capitolo 20 studieremo la trasformata di Fourier di una classe
molto importante di funzioni “non buone”, le funzioni a quadrato
integrabile. Qui ci limitiamo ad enunciare, senza dimostrarlo, un
utile criterio di esistenza della trasformata di Fourier per una certa
classe di funzioni “non buone”.

(i) Sisupponga che, eccetto eventualmente un numero finito
di punti, la funzione f(x) sia continua e la sua derivata sia
continua e limitata in ogni intervallo finito.

(i) Sisupponga che [ |f(x)|dx converga, cioe sia assolutamente
integrabile in (—o0, 00). 4

o~

Allora esiste la trasformata di Fourier f(y) data dalla (11.1) e vale il
teorema di Fourier (11.2) nei punti di continuita di f. Se x & un punto
di discontinuita di f, allora

/jof(]/)ezmxyd]/ = [fx")+f(x7)] . (11.15)

N =

11.9 Trasformate di Fourier di funzioni generalizzate

-~

La trasformata di Fourier f(y) della funzione generalizzata f(x) &
definita dalla successione fn (y), dove fn (y) e la trasformata di Fou-
rier di f,(y), e fu(y) € una successione regolare che definisce f(x).

Si consideri per esempio, la delta, che & definita dalla successione
regolare (10.3). La trasformata di Fourier della (10.3) & eV che
e una delle successioni regolari che definisce la funzione 1. Quindi la
trasformata di Fourier di 6(x) @ la funzione 5(y) = 1. Naturalmen-
te, bisogna mostrare che la definizione precedente & consistente, ma

questo & presto fatto: dall’identita di Parseval-Plancherel si ottiene

/_"; Ja)E(y)y = /_0; fu(x)F(x)dx

4 L'insieme delle funzioni assolutamente
integrabili in (—oo, o) si denota con
LY(R).
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per ogni funzione F buona con trasformata di Fourier F (che sara an-
ch’essa buona). Quindi se f,; & regolare anche ]?n lo e. Inoltre, a suc-
cessioni equivalenti che definiscono f, corrisponderanno successioni
equivalenti che definiscono la stessa j?

Le proprieta della trasformata di Fourier di funzioni buone si
estendono alle funzioni generalizzate. Vediamone alcuni esempi di
rappresentazioni di Fourier di funzioni generalizzate che sono utili
nelle applicazioni.

Esemp1o 11.3. Per quanto visto sopra

-~ S .

Sly) = / S(x)e~ Wy = 1,
dunque

5(x> _ / ei27‘rxydy — %/ eikxdk (11'16)

—00

EsempI1O 11.4. Dalla (11.16), per x — ax:

R T o /°° kg 1
d(ax) = = /7003 dk = 27l e dk = |a|§(x) (11.17)

Esemrio 11.5. Dalla (11.16), per x — x — b:
o(x—b) = €L /OQ ek(x=b) gje — L /oo e'kxe=ibk gjc (11.18)
27 J oo 27 J-oo ’
EsEmMrIO 11.6.

co . o pika _ ,—ika
% / cos(ak)ek¥dk = / T kg —

—c0 271 oo 2 [6(x 4+ a) + 6(x — a)]

(11.19)

Esempio 11.7. Consideriamo la funzione x|_, ,(x) che vale 1 se

N =

—a < x < a e vale 0 altrimenti. Allora Xa(x) & la funzione caratteristica dell’in-
sieme A, cioe la funzione che vale 1 se
g i . sin(ka x € A e zero altrimenti. Si osservi che
/ X[—a,a)(X)e ik g = / e~k gk = 2# (11.20)
ST s X[fa,a](x) =0O(x+a) —O(x—a)
Assumendo che anche per una funzione discontinua continui a valere dove © & la funzione di Heaviside.

il teorema di Fourier, si ottiene

1 [ sin(ka) 1
g | T = X (). (11.21)



11.70 PROBLEMI

PROBLEMA 11.1. [
Dimostrare che
=y

dove Z f(x) = f(—x).
ProOBLEMA 11.2. (O
Dimostrare che :

(a) f & pariseesolose F2f = f

(b) f & dispari se e solo se F2f = —f

(c) F*f = f per ogni funzione f (su cui F &
definita).

(d) La trasformata di Fourier di una funzione reale
pari e reale.

(e) La trasformata di Fourier di una funzione reale
dispari € immaginaria.

(f) La trasformata di Fourier di una funzione pari &
pari e di una funzione dispari & dispari.

PrOBLEMA 11.3. [J

Calcolare la trasformata di Fourier @ di

Flx) = {1 se

0 altrimenti

lx| <1

PROBLEMA 11.4. [

Usare la relazione di reciprocita e il problema
precedente per calcolare la trasformata di Fourier
® g

2 sinax

@) =y/=

/-

PROBLEMA 11.5. [J
Usare il problema precedente per mostrare che

% sin X cos x T
—dx = —
0 X 4

PROBLEMA 11.6. [
Usare i due problemi precedenti per mostrare che

' ginZ w 7T
5 dw = —
Jo w 2

PROBLEMA 11.7. OJ
Calcolare la trasformata di Fourier @ della
funzione f(x) = e~ dove a > 0.
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PrOBLEMA 11.8. [J
Per a e x positivi, ottenere la formula

2a [* coskx
—ax __ %
e = N/O k.

PROBLEMA 11.9. [
Si consideri la funzione (generalizzata) segno

1 se x>0
sgn (x)=¢ 0
-1

se x=0
se x<0

e si stabilisca 1'uguaglianza

2 [ sinxt
E/O ; dt = sgn (x)

ProBLEMA 11.10. (O Calcolare le trasformate di
Fourier delle seguenti funzioni:

@
e~ se x>0
fix) = { 0 altrimenti i
(D)
f(x):{\/z@l)zc) se x| <2
0 altrimenti
PrOBLEMA 11.11. [J Sia
lx| <1

0 altrimenti

Flx) = {1 se

(a) Calcolare la trasformata di Fourier di g = f * f.
(b) Calcolare f  f.

ProBLEMA 11.12. [ Usare il principio di reciprocita
e le proprieta della trasformata di Fourier (che cosa
diventano nel dominio delle frequenze operazioni
come derivate, traslazione, cambiamento di scala
etc.) per ricondursi ad trasformate note e calcolare
le trasformate di Fourier delle seguenti funzioni:
M
1
1+a2
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(IT)
a—ix
a? + x?
(1I0)
_r
14 x2
(Iv)
672x2+2x
V)
e %x2+2
(VI)
xe ¥
(VII)
x267 ‘X‘
(VIII)
xe—2(x=1)?

ProBLEMA 11.13. [0 Sisupponga che f sia una
funzione pari assolutamente integrabile e sia

h(x) = sin(ax). Dimostrare che per tutti i numeri
reali a si ha

-~

fxh(x)=sin(ax)f(a).

PROBLEMA 11.14. U
Trovare la soluzione generale di

Y’ (x)+Y'(x) +xY(x) =0

PROBLEMA 11.15. [
Risolvere 1’equazione integrale

o 1
t— du = ——
[ fe—ufdn =
PROBLEMA 11.16. [J
Risolvere 1’equazione integrale
[ ftt—wfdu ="
PROBLEMA 11.17. [J
Risolvere 1’equazione integrale
[ pe gt 25 = — S0
—co  (xt 4522+ 4)
PrOBLEMA 11.18. [J
Risolvere 1’equazione integrale
p(X)+/0 plx—y)edy = 7

PROBLEMA 11.19. [J
Risolvere 1’equazione mista (differenziale a alle
differenze finite)

1

fO+f@O+fx+1) =170
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17.171 COMPLEMENTI

11.11.1 Analisi dimensionale e nucleo del calore

Vogliamo studiare la propagazione del calore in un filo (adiabaticamente isolato) di lunghezza infinita.
Consideramo l'equazione del calore
oT 0*T
~ —D L,
ot dx?
Come abbiamo gia sottolineato, questa equazione & ottenuta dall’equazione di continuita

9T _ 9]
of  ox

che esprime la conservazione locale della densita di energia o< 7 (x, ). Questo significa che vale la legge di
conservazione

/ |T (x,t)|dx = © o Energia totale.

Supponiamo di volere trovare una soluzione dell’equazione del calore con i metodi dell’analisi dimen-
sionale: [D] = L2T~! & una costante del problema; @ = L6 (6= temperatura), & proporzionale alla quantita
iniziale di energia immessa nel sistema. Naturalmente, [x] = L e [t] = T. La quantita

u:x/\/ﬁ

¢ adimensionale. La soluzione che cerchiamo & una temperatura: [7] = 6. Cerchiamola come funzione di
(t,D,©). Deve quindi valere

[7—] —f = [t]a[Db][®C] — Ter2bp—bgerc — p2b+ca—bge

da cui
2b4+c=0 a—-b=0 c=1
che ha soluzioni
1 1

{1:—5 b:—E C:].

Quindi l’analisi dimensionale ci dice che la soluzione & della forma

dove ® = ®(u) & una funzione da terminare. Il punto importante & che ® & una funzione di una variabile
adimensionata, la combinazione u = x/+/Dt, e non di x e t separatamente. Ora,

Pf_ 0 1,
ax2 = ypipi®

of 1 © /
ETR Y o7 [®(u) + ud'(u)]
Per I'equazione del calore
e 1 _, . 1 © /
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da cui 1
o+ Lo 4 —p =0
t3¥ 13

on il vincolo (conservazione dell’energia = norma
Conil 1 dell’ L!

/oo O(u)du =1

—00

L’equazione sembrerebbe difficile da risolvere, ma non lo é. Riconosciamo a primo membro un differenzia-
le esatto:

i [+ 39] =0

Quindi
u
'+ E@ = costante

Tuttavia, ogni soluzione fisicamente ragionevole deve avere ® — 0 e ®' — 0 quando u — co. Quindi la
costante di integrazione deve essere zero. L'equazione diventa

c1>’+gc1>:o

Abbiamo gia incontrato questa equazione nella sezione 8.8 quando abbiamo calcolato la trasformata di
Fourier di una gaussiana con il metodo della derivazione sotto il segno di integrale. La soluzione & dunque

Ce /4
Determiniamo C imponendo la normalizzazione [~ ®(u)du = 1, da cui
C/ e /Ay = CVAr =1
—00

Quindi,

Ritornando alle variabili originali,

11.11.2 Legge dei grandi numeri e limite centrale
Supponete di lanciare due dadi. La probabilita che la somma sia 7 &
p(7) =pWp(7 =1)+p2)p(7 =2) + pB)p(7 = 3) + p(4)p(7 —4) + p(5)p(7 = 5) + p(6)p(7 — 6)

Questa regola e del tutto generale: la distribuzione di probabilita della somma di due variabili casuali
indipendenti, con distribuzioni di probabilita f(x) e g(y) rispettivamente, ¢ il prodotto di convoluzione

frg) = [ fx)glx—v)dy.

Se sommate N variabili casuali indipendenti, tutte con la stessa distribuzione di probabilita, la distribuzio-
ne della somma &

pe.xp () =p ™ (x)
N volte
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D’ora in poi, per semplicita, assumeremo che p sia a media zero,

/oo xp(x)dx =m =0

Se moltiplicate per « una variabile casuale X con distribuzione f(x), e formate la variabile casuale
Y = aX, la distribuzione di Y & (1/«)f(x/a). Quindi, se dividete per N la somma di N variabili casuali
indipendenti X;, tutte con la stessa distribuzione p(x), questa variabile casuale,

X1 +...+XyN
N 7
detta media empirica, ha distribuzione
NpN(Nx).

Per determinare 1’andamento asintotico per N grande della distribuzione della media empirica, prendia-

mone la trasformata di Fourier .

NN

plk/N)N = p(k/N)N,

dove, assumendo la convenzione @,
P = [ plx)eax

Non ¢ difficile vedere che p(k/N)N tende ad un valore costante e che quindi p(x) tende a concentrarsi
nello zero (abbiamo assunto che p fosse a media zero). Dimostriamo questo fatto, mostrando un risultato
piut specifico: che le fluttuazione statistiche attorno allo zero sono di ordine 1/+/N. Cioe, dimostriamo che

la distribuzione di
Xt + XN

N

quando X; sono variabili casuali indipendenti, converge ad una gaussiana a media zero e varianza uguale

Yn

a quella delle X; (assunte tutte distribuite nello stesso modo), a media m = 0 e varianza

(72:/ x*p(x)dx

La distribuzione di Yy &

VNp*™N(V/Nx)

Passiamo alla sua trasformata di Fourier che &

Poiché siamo interessati al limite di N grande di gy (k), studiamo l'asintotica del suo logaritmo

Ingy(k) = NInp (\/kﬁ> :

Adesso sviluppiamo in serie I'argomento del logaritmo:

Ingn (k) = Nln {ﬁ(O) + ﬁ(O)LN PO+ ] .
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Adesso osserviamo che

]3( 0) = / p ( X ) e~k gy = / p (x ) dx =1 (perché & una distribuzione di probabilita)

k=0 -
ﬁ/(O) = / p(x)(—ix)e_ikxdx = —i/ xp(x)dx = —im =0 (media zero per ipotesi)
—o0o k=0 —o0
p"(0) = / p(x)(—x?)e ®dy| = —/ x*p(x)dx = —0? (varianza)
—oo k=0 —oo

Allora

B 1 ,k? 1 ,k? 1

Quindji, nel limite N — oo,
ZkZ

gn(k) = (k) = e 27

che & proprio la trasformata di Fourier di

cioe la distribuzione normale (gaussiana) a media o e varianza 2. Risulta cosi dimostrato il teorema del
limite centrale.



12
L’equazione delle onde in una dimensione

12.1 L'equazione omogenea delle onde

L’equazione delle onde e I'equazione che descrive lo sviluppo di
un’onda che si propaga in un mezzo. Descrive, per esempio, lo spo-
stamento verticale di una corda vibrante, la propagazione di un’onda P |\ >

elettromagnetica attraverso lo spazio, di un’onda sonora nell’aria e di -
onde d’acqua nel mare di vario tipo. r
Figura 12.1: f(x,t) & I'ampiezza del-
I’'onda. Per una corda vibrante, ¢ il suo
del quale & un’onda che si propaga lungo una corda di densita co- spostamento verticale; ¢ & la velocita di
propagazione dell’onda.

Consideriamo prima il problema omogeneo, il caso piti semplice

stante u sotto l’effetto di una tensione costante T. Lo spostamento
verticale y = f(x, t) soddisfa ’equazione alle derivate parziali
192f  0%*f
2otz 9x2’

dove c = /T /u & la velocita di propagazione, una costante. Poiché

(12.1)

(12.1) & del secondo ordine nel tempo, la soluzione & determinata dai
dati iniziali

of (xt) =b(x).

[l t)| g = alx), |y (12.2)

12.2  Soluzione generale di d’Alembert

La soluzione generale (12.1) ha la forma

flxt) = @lx+ct) +p(x —ct), (12.3)

dove ¢(x + ct) & un’onda che si muove verso sinistra con velocita ¢ e
la cui forma e il grafico di ¢; analogamente, 1(x — ct) & un’onda che
si muove verso destra.

La formula (12.3) fu scoperta da d”Alembert ed e facile da otte-
nere mediante il cambiamento di variabili { = x —cten = x +ct.
Calcoliamo come cambiano le derivate:

of _0f9¢  9foy _of  of

dx 9Fdx onox oF ' 9y
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of _ofo¢  dfoy __ of . of
o —acat Tagar  Cac oy
e derivando ancora una volta
92 92 92 92
7f — 7]( _|_ 2 f + f
ox2 o2 agon

Rf 0 2 Of 232f
oz~ " o@ acan a2

Quindji, I'equazione delle onde (12.1) nelle nuove variabili diventa

4az—f =0, cioe —f <af> 0,

U o
il che vuol dire che df /9% non dipende da ¢, vale a dire & una fun-
zione della sola #: 0f /9y = F(1). Integrando (e indicando con ¢
la primitiva della F), u = ¢(1) + ¢, dove i non dipende da 7, ma
puo dipendere da ¢. Dunque f = ¢(1) + (&), che, ritornando alle
variabili x e t, & proprio la (12.3).

12.3  Soluzione del problema di Cauchy

Assumeremo che non ci siano vincoli al finito e che gli estremi della
corda siano a —oo e +-00. Assumeremo inoltre che f(x,t) e df /dx
convergano a zero per |x| — oo.

Risolveremo il problema di Cauchy (12.1), (12.2) nello stesso mo-
do in cui abbiamo risolto I'equazione del calore (sezioni 8.5 e 11.5),
cioe mediante trasformata di Fourier. In questo capitolo useremo la
convenzione @

flk,t) = / f(x, e *dx (12.4)
flx,t) = % /700 Fx, t)e™dk (12.5)
Prendendo la trasformata di Fourier della (12.1), si ottiene

13*f(kt)
2 of?

La (12.6) e 'equazione di un oscillatore armonico classico ed e

+K2f(k,t) =0. (12.6)

facilmente risolta:
f(k,t) = A(k) cos (|k|ct) + B(k) sin (|k|ct) ,

dove A(k) e B(k) sono costanti di integrazione che possono dipende-
re dal parametro k. Imponendo che le condizioni al contorno (12.2)
siano soddisfatte, si determinano le costanti A(k) e B(k):

Feoy=am =at) L0 _piepp) =bx),  aan)
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dove 7@ e b sono le trasformate di Fourier dei dati iniziali. Quindi

" b(k

f(k,t) = a(k) cos (|k|ct) + l:jki sin (|k|ct)
e poiché cos (|k|ct) e sin (|k|ct) / |k| sono pari, possiamo sostituire in
esse |k| con k e scrivere

f(k,t) = a(k) cos (kct) + Eg? sin (kct) . (12.8)

La soluzione della (12.1) € dunque

fx,t) = % /j:o Flk,t)e*dk = of (x,t) + B(x,t), (12.9)

dove

o (x,F) = % /OO a(k) cos (kct) e dk (12.10)

—00

— 1 « /B(k) : ikx
B(x,t) = - /700 —g sin (kct) e dk . (12.11)
Prima di procedere con il calcolo di questi integrali, osserviamo

che, usando la formula di Eulero per esprimere seno e coseno negli Y
integrali o/ e %, si vede che entrambi dipendono dalle variabili x + ct
e x — ct; vale a dire f(x,t) ha la forma (12.3).

Alcune soluzioni particolari della (12.1) meritano un’attenzio-
ne particolare. Queste sono le onde monocromatiche (di singola
frequenza), che sono della forma

flx,t) = efle/e=t

dove w ¢ la frequenza; f(x,t) & un’onda di frequenza w che si muove
verso destra.
Adesso discutiamo separatamente i due contributi .« e %, sia da

un punto di vista matematico sia da un punto di vista fisico. Se la

NI

“velocita” iniziale e nulla, la soluzione e data solo dal termine .2/

che ¢ la trasformata di Fourier inversa del prodotto di due funzioni

di k. Pur avendo dimostrato il teorema di convoluzione solo per . ) !
Figura 12.2: Evoluzione temporale del

funzioni buone, esso continua a valere se @ decade rapidamente in k. profilo iniziale y = a(x): dopo una fase

Applicando questa estensione del teorema di convoluzione, si ottiene iniziale di separazione, meta del profilo
si propaga inalterato a destra e meta a

_ -1 sinistra, entrambi con velocita c. Per la
o (x,t) = axF~{cos (kct)}(x). (12.12) Figura si & scelto a(x) — ¢ 4.

Ora (cfr. (11.19)),

1 © eikct 4 efikct . 1
-1 _ ikx _ = _
F~*{cos (ket)}(x) = > /700 — ¢ dk 5 [6(x +ct) +6(x — ct)]
e quindi
o (x,F) = % [a(x +ct) +a(x — ct)] (12.13)
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Questo termine rappresenta la somma (divisa per due) dello spo-
stamento verticale iniziale della corda traslato di ct a destra e di ct a
sinistra; si veda la figura 12.2.

Per il termine %, potremmo procedere in modo analogo, in quan-
to anche & e la trasformata di Fourier inversa del prodotto di due
funzioni di k, e scrivere

B(x,t) =bxF! {Sm(k“)} (x). (12.14)

ck

In questo caso pero, l'integrale

_1 [ sin (kct) _ 1 /°° sin (kct) iy
F { ck }(x)_Zn._oo k¢ dk

¢ mal definito, avendo una singolarita lungo il cammino d’integrazio-
ne. Tuttavia, usando la formula di inversione (11.21), si ottiene

_1 [ sin (kct 1
a {c(k)} (x) = ZX[—Ct,ct](x)/ (12.15)
da cui,
1 (o)
Bt =3 /_w Xi—ct,ct) (¥ =y)b(y)dy (12.16)
1 x+ct
~ 2 /t b(y)dy . (12.17)

Questo integrale rappresenta l'effetto cumulativo del profilo di velo-
cita iniziale. Per vedere questultimo punto pili chiaramente, consi-
deriamo il caso in cui a(x) = 0 e b(x) = é(x), che possiamo pensare
come un impulso unitario in x = 0 a t = 0, per esempio, una corda di
chitarra pizzicata. Allora otteniamo

1
fx,t) = TCX[—ct,ct](x) ’ (12.18)
cioe la funzione che vale 1/2c se —ct < x < ct e 0 altrimenti. Percio
I'effetto dell'impulso in x = 0 si propaga a sinistra e a destra con ve-
locita c, creando nel piano xt (spaziotempo) un “cono caratteristico”
0 dominio di influenza delineato dalle due rette (dette caratteristiche)
X = =ct.

12.4 Conservazione dell’energia

C’e conservazione dell’energia per una soluzione dell’equazione delle
onde. L'energia totale & la somma dell’energia cinetica e di quella
potenziale. Per una corda di spostamento verticale y = f(x,t), di

-\
AN
N
AN

xr
Figura 12.3: Evoluzione temporale del
profilo della corda per una distribu-
zione iniziale iniziale di velocita b(x)
gaussiana e profilo iniziale a(x) = 0.

= ‘[\\ ,‘""r*(/

Figura 12.4: Evoluzione temporale

del profilo della corda per una distri-
buzione iniziale iniziale di velocita

b(x) = &(x) e profilo iniziale a(x) = 0.
Questo ¢ il limite della gaussiana (nor-
malizzata) della figura 12.3 quando la
sua larghezza tende a zero. Il cono di
influenza & la regione nel piano x, t deli-
mitata dalle rette caratteristiche x = ct e
x = —ct.
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densita lineare y e tensione T

E= /2”dx( )+/ ( )

energia cinetica energia potenziale

5/ |(3) ()]
£ /e[ ()]

dove si e introdotto I'impedenza Z = /uT = puc. Verifichiamo la

conservazione dell’energia, calcolando dE/dt. Differenziando sotto il
segno di integrale e integrando per parti si ottiene

2
dEZ/dx{zayay 233/33/}

it~ 2c ar a2 T2 5xat0x

z / o [By_ a7y
a2 92

Dunque, I'energia ad un qualunque tempo ¢ ha lo stesso valore che
ha al tempo iniziale,

12.5 L'equazione non omogenea delle onde

Consideriamo adesso il caso in cui una forza esterna F(x,t) & applica-
ta alla corda. In questo caso I'equazione del moto per lo spostamento
verticale y = f(x, t) soddisfa 'equazione non omogenea delle onde

13f  Pf
o2 ox?

Naturalmente, nel caso di onde acustiche o onde elettromagnetiche

+ F(x,t). (12.19)

(in una dimensione), il termine forzante F(x, t) sara interpretato come
sorgente del campo f(x, ).

Come nel caso delle equazioni lineari ordinarie, data una soluzio-
ne particolare della (12.19), & possibile ottenere un’altra soluzione
aggiungendo una soluzione dell’equazione omogenea (12.1). Quindi
la soluzione pili generale dell’equazione non omogenea pud essere
scritta come una somma di una soluzione omogenea 0 = o(x, t) e una
soluzione particolare p = p(x, t).

Pit1 precisamente, la procedura per trovare una soluzione della
(12.19) € la seguente. Si fissino i dati iniziali

f(x,0) =a(x) e 09f(x,0)=b(x)

175
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(e, naturalmente, sia fissato il termine forzante F(x, t)). Quindi si
trovi una qualunque soluzione p(x, t) della (12.19). Si osservi che
non c’¢ bisogno che p(x, t) soddisfi i dati iniziali. A questo punto, si
risolva I'equazione omogenea associata con dati iniziali

o(x,0) =a(x) —p(x,0) e 9ro(x,0) =0b(x)—dp(x,0).
Conclusione: 1'unica soluzione della (12.19) che soddisfa i dati iniziali &

f(x,t) =o(x,t)+ p(x,t).

Si osservi che e sbagliato parlare di “la” soluzione particolare: ce ne
sono quante vogliamo! Il metodo sopra descritto da unicita per la
soluzione f, ma non per o e p presi individualmente.

12.6 Risoluzione mediante analisi di Fourier

Un metodo comune in fisica per trovare una soluzione particola-

re della (12.19) & mediante analisi di Fourier. Si trasformi secondo
Fourier la (12.19) rispetto allo spazio e al tempo, con le convenzioni
(11.12) e (11.13). Procedendo in questo modo e chiamando p(x,t) la
soluzione particolare, i ottiene

- ‘gﬁ(k, w) = —K2p(k,w) + F(k,w),
da cui ~
'Ap“(k,w) = m (12.20)
Per il teorema di convoluzione (11.14),
p(x,t) = /o:o /o:o G (x—y,t—s)F(y,s)dyds, (12.21)

dove

G (x,t) :/oo [/00 de} eik"%. (12.22)

oo | oo —w2 +2K2 27T 27

Tuttavia, l'integrale

=R © e iwt dw
Gk, t) = /700 T (12.23)
€ mal definito, in quanto lungo il cammino d’integrazione ci sono i
poli w_ = —clk| e wy = clk| della funzione integranda. Supponiamo
di regolarizzare l'integrale spostando i poli di un pelino sotto 'asse
reale nel piano di variabile complessa z = w + i e chiamiamo la
funzione definita dall’integrale cosi regolarizzato ¥ (x, t) (si veda la
figura 12.5).

Figura 12.5: I poli sono spostati di un
tratto € nel semipiano inferiore.



L’EQUAZIONE DELLE ONDE IN UNA DIMENSIONE 177

Allora, per t > 0, l'integrale di contorno che definisce gf?(k, t) va
chiuso nel semipiano inferiore, come mostrato in figura 12.5, mentre
per t < 0 va chiuso in quello superiore. Poiché nel semipiano su-
periore non ci sono singolarita, concludiamo che ?ra-(k, t) = 0 per
t < 0. Per t > 0, tenuto conto dell’orientazione oraria del circuito in
figura 12.5, si ha

— L1 e iwt e~ iwt
@ret.(k, t) = (—Zm)ﬂ {Res (M,—dko + Res (M,
[eilelklt)  pilelklt) ei(clklt) _ p—i(clklt)
= l 2k T 2elk] 1 =T 2k

_ sin(ckt)
ck

Conosciamo gia l’antitrasformata di questa funzione, che ¢ data
dall’equazione (12.15). Dunque,

G (2, ) = O (1) X (et e (¥) (12.24)

2c
dove O(t) ¢ la funzione di Heaviside (a parole: ¢™"(x, t) & la funzio-
ne che vale 0 per t < 0 e vale 1/(2c) per t > 0 e x compreso tra —ct e
ct). Sostituendo nella (12.21), troviamo la soluzione particolare

p(x,t) = 9™ % 2F(x) (12.25)

c ot [eS)
= E/,oo /7007([7c(tfs),c(tfs)](x_y)F(yrs)dde (12.26)

c [t x+c(t—s)

== / / F(y,s)dyds. (12.27)
2 /- x—c(t—s)

Si lascia come esercizio il mostrare che quando questa espressione

e sostituita nella (12.19), 'equazione risulta soddisfatta. Prima di

procedere & bene aver chiaro il significato geometrico della soluzione

trovata illustrato in figura 12.6.

Determiniamo adesso la soluzione completa della (12.19). Suppo-
niamo che la sorgente F(x,t) venga accesa ad un qualche istante, in
modo tale che per ¢ minore di un qualche tempo tj sia nulla. Chia-
ramente, da un punto di vista fisico, questa non € una restrizione
significativa. Per comodita scegliamo questo tempo t; come origine
per l'asse dei tempi, esattamente come in figura 12.6.

Allora, essendo F(x,t) = 0pert < 0,siavra anche che per
t < 0 p(x,t) & nulla ed & nulla sua derivata (per ¢t < 0 la funzio-
ne ¢ identicamente nulla, si veda la figura 12.7). Possiamo allora
prendere, come soluzione dell’omogenea associata, la soluzione
o(x,t) = o/ (x,t) + B(x,t) trovata precedentemente, scaricando in
questo modo i dati iniziali a(x) e b(x) sulla soluzione dell’'omogenea.

)

In alcuni casi (per es. in elettroma-
gnetismo), conviene prendere t5 < 0
(cioe nel passato). In questo caso,

o (x,t) + PB(x,t) vaintesa come so-
luzione dell’omogenea associata con
condizioni iniziali in #j.
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At
(z,1)
$ 9 @k
x—c(t—s) i z+c(t—s)
s
y >

La soluzione completa della (12.19) &€ dunque

c [t x+-c(t—s)
flat) = o (x,0) + A, 1) + 5 /O ds / ey Fusdy, (228

dove <7 (x,t) e Z(x,t) sono dati, rispettivamente, dalle equazioni
(12.13) e (12.17) (Il limite inferiore d’integrazione & stato posto a zero
perché abbiamo assunto che la funzione F sia nulla per t < 0).

DUE OSSERVAZIONI CONCLUSIVE. La prima e di carattere fisico: se
avessimo spostato i poli w— = —clk| e w4 = c|k| di un pelino nel
semipiano superiore, per f > 0 avremmo dovuto chiudere il cammino
nel semipiano inferiore (e, viceversa, nel semipiano superiore per

t < 0). Si lascia come esercizio il mostrare che in questo caso, invece
della (12.29), avremmo trovato

G (3, 1) = 5 O(— )Xt (3) (12.20)
e la soluzione particolare p = %2 x cF avrebbe avuto la pro-
prieta di dipendere dai valori assunti dalla forza nel futuro e non

nel passato. Questa situazione & descritta ribaltando la figura 12.6
rispetto al tempo (f — —t), con i coni d’ombra nel passato che di-
ventano coni d’ombra nel futuro. Chiaramente questa non & una
situazione fisicamente accettabile, per lo meno se il campo in questio-
ne descrive lo spostamento trasversale di una corda: I'effetto generato
dal termine forzante sulla corda deve essere successivo alla causa, cioé il
termine forzante stesso. Questa proprieta causale della propagazione

Figura 12.6: Il campo

c rt x+c(t—s)
plx,t) == / ds/ F(y,s)dy
2 oo Jex—c(t-s)

in un dato punto (x, t) dello spazio-
tempo dipende soltanto dai valori del
termine forzante (o sorgente) nei punti
che si trovano nel “cono d’ombra” pas-
sato del punto. Questo cono o regione di
influenza & delimitato dalle rette carat-
teristiche di pendenza 1/c e —1/c che
passano per il punto (x, t): nella figura
e la regione colorata in grigio. Questo
cono ¢ il dominio di integrazione. La
regione colorata in blu & dove la sorgen-
te F(x, t) & non nulla, cioe il supporto
spaziotemporale della sorgente. Con-
tribuisce al valore del campo nel punto
(x,t) soltanto quella parte del supporto
della sorgente che & nella regione di
influenza. Il contributo

x+c(t—s)

ds / F(y,s)dy
Jx—c(t—s)

allintegrale & quello di una striscia di

spessore ds (colorata in grigio scuro

in figura). Sommando i contributi di

tutte le striscie, per s che varia tra —oco

e t, si ottiene il valore del campo p nel

punto (x, t). Naturalmente, il contributo

delle striscie sotto il supporto della

sorgente & nullo.

Nel caso dell’elettromagnetismo, la
situazione e delicata, essendo la teoria
invariante per inversione temporale.
Un approfondimento di queste que-
stioni, sebbene molto interessante,
esula dai nostri scopi (ma non ¢ un
caso che abbiamo usato gli apici “ret.”
e “adv.” in analogia con 1'uso in elet-
tromagnetismo dei potenziali ritardati
e anticipati).
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dell’azione & quella dovuta proprio alla presenza di ¥™"(x, t) nella
convoluzione (12.27). Se avessimo usato 424V (x, t) avremmo avuto
un comportamento anti-causale in cui gli effetti precedono le cause.

La seconda osservazione ¢ matematica. Come si verifica facilmen-
te, la funzione

c td x+c(t—s) F p
/t = 5 7
u(x, t) 2/0 S/fH(H) (y,5)dy

si annulla per t = 0 e cosi fa la sua derivata d:u(x,0), anche quando
F(x,t) # Opert < 0. Ma allora (12.28) ¢ in effetti la soluzione
completa della (12.19) per un termine forzante F(x, t) generico.

)
\J
8

Figura 12.7: Se la sorgente & nel futuro
(t > 0), la funzione p(x,0) & identica-
mente nulla (per cui, in particolare, &
nulla anche la sua derivata rispetto al
tempo).

Figura 12.8: Se la sorgente (o forzante)
e localizzata spaziotemporalmente
nella regione colorata in blu, la sua
regione di influenza & il cono (colorato
in grigio) nel futuro. Questo e l'effetto
causale determinato da ¢™" (x, t).






13
Poli lungo il cammino e funzioni causali

13.1 Parte principale di Cauchy

Nonostante la delta di Dirac sia stata la prima funzione generalizzata
ad essere introdotta, il metodo di attribuire valori a integrali e serie
mediante un processo di regolarizzazione (analogamente a quanto
abbiamo visto con le approssimanti buone della delta), ha avuto
antenati molto pit antichi, tra questi, la parte principale di Cauchy,
che &, come vedremo tra breve, un modo di regolarizzare integrali
divergenti contenenti 1/x.

Integrali contenenti 1/x lungo l’asse reale sono del tipo

b e .

X1 (13.1)

e sono mal definiti a meno che non sia g(xg) = 0. Sulla base di
quanto visto nel precedente capitolo, un modo per definire un tale
integrale & come limite

0
b b ok -
&dx def lim/ L),dx L
—a X — Xg €l0 J—q x —xg L i€ T — i€
Come abbiamo gia visto per l'integrale (12.23), il risultato dipende ll
dal modo in cui viene evitata la singolarita, cioé dal segno di ie nel 0

sk
. . . IR ~
denominatore (nel seguito assumeremo sempre che € sia positivo). \./

Poniamo per semplicita xy = 0 e incominciamo con lo studiare Figura 13.1: Deformazione di un

cammino di poco sotto 1'asse reale

[t og(x) . o )
lim S dx in un cammnino che passa sotto il polo.
el J—g X — 1€ L'integrale sul semicerchio di raggio €,
X .. . R . essendo percorso in senso anti-orario
In questo caso il polo ¢ in x = +ie ed e sopra l'asse reale. Allora il 1271ig(0) = ing(0).

cammino pud essere deformato come mostrato in figura 13.1. L'inte-
grale consiste di due pezzi. C’e l'integrale lungo l’asse reale, eccetto
per la singolarita che & evitata simmetricamente attorno all’origine. In
altre parole, c’e il contributo

RN
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Passando al limite € | 0, ¢’¢ un’esatta cancellazione tra parti positive
e negative dell’integrale, ciascuna delle quali diventa infinita nel
limite, come illustrato in figura 13.2. Questa regolarizzazione ¢ detta
parte principale di Cauchy dell’integrale ed & denotata con

b —€ b
p 8% gy 4oty [ ) 4 g(x)dx}
—a X el0 —a X +e X
E poi ¢’¢ il contributo dovuto all’arco attorno al polo. Facendo

tendere a zero il raggio del cerchio, possiamo sostituire g(x) con il
suo valore costante e I'integrale lungo il semicerchio ¢ meta di quello
lungo un integrale di contorno. Quindi il termine addizionale e

€

ing(0) = / intd(x)g(x)dx
—€

L’integrale completo ¢ allora dato dalla somma dei due pezzi,

b b b
. 8(x) 8(x) :
1 =——dx =P o 6 dx. .
m e x T + i (x)g(x)dx (13.2)
Per esprimere questa identita scriviamo
1 1
= P* ] . .
—— = P_+ind(x) (133)

a patto che sia inteso che P & la parte principale dell’integrale, che
I'intero membro destro & dentro un integrale e che € sia fatto tendere
a zero. In altre parole, la (13.3) va intesa come la definizione di una
funzione generalizzata.

II caso con il modo opposto di evitare il polo & trattato similmente.
In questo caso si ottiene

1 1
ol L)) (13.4)

Il segno meno a secondo membro & perché il semicerchio adesso
e percorso in senso orario. Si veda la figura 13.3. Combinando le
formule (13.3) e (13.4), si ottiene

plzl[ L } (13.5)

x 2 |x—ie x+ie
Vediamo cosi che la parte principale ¢ la media dei cammini appena
sopra e appena sotto il polo.
Naturalmente, per il discorso appena fatto non & richiesto che il
polo sia nell’origine. Se il polo & in x = a, si avra

1 1
=P 76 (x — .
Po— x_a—i—mé(x a), (13.6)
! =P ! —ind(x —a) (13.7)
x—a+ie x—a ’ 37
1 1 1 1
P == + . (13.8)

x—a 2|x—a—ie x—a-+ie

Figura 13.2: Parte principale di Cau-
chy: cancellazione tra parti positive e
negative dell’integrale.

Figura 13.3: Deformazione di un
cammino di poco sopra l'asse reale

in un cammino che passa sopra il polo.
L'integrale sul semicerchio di raggio € &
percorso in senso orario e quindi da un
contributo —izrg(0).
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EsempI1O 13.1. Verifichiamo le formule ottenute in un esempio

semplice:
o0
COs X
/ —dx

—co X — i€

Usando , '
X —IiX
—e
cosx =
2

otteniamo

" 00 1 () ix 1 00 —ix
/ COS?Cdx:f/ e.dx+f/ ¢ ix
Jooo X — i€ 2 ) x —i€ 2 )00 X — i€

Il primo termine permette di chiudere il cammino con un semicerchio
nel piano superiore, il secondo nel semipiano inferiore (Lemma di
Jordan). Poiché il polo z = +ie & nel sempiano superiore, solo il
semicerchio superiore circonda il polo. Il residuo nel polo vale 1.
Quindi

) 0 ix
/ COSJ,CdeE/ e,dx:1><2m‘><1:m'
—oo X — i€ 2 ) o Xx—1i€ 2

D’altro canto, la parte principale dell’integrale & zero

0
P/ COSJCdx —0
—00 X

in quanto cos x € pari e la cancellazione ¢ esatta. Dalla definizione
della 6(x)

/Oo (cosx) (imd(x))dx = imcos(0) = ir

—00

Dunque la formula

risulta verificata.

13.2  Teorema e formula di Cauchy generalizzate

Sia f(z) sia una funzione complessa con poli semplici nei punti a;
lungo l’asse reale C. Supponiamo di voler integrare f(z) lungo un
cammino chiuso che contiene 1’asse reale, che sia chiudibile o nel
semipiano superiore o in quello inferiore da un semicerchio di con-
tributo nullo nel limite di raggio infinito. Allora una conseguenza
immediata della (13.8) &

P/j:of(x)dx:27riZRes(f)+i7rZRes(f,a,«). (13.9)

Si osservi che non & essenziale che i poli siano sull’asse reale. In
generale, si ha

P fcf(z)dz = ZHiZ(res. dentro C) + 7ti X Z(res. suC) (13.10)

183
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Questa formula estende il teorema di residui al caso di poli lungo il
cammino di integrazione (e ha un qualche significato intuitivo: un
po’ paradossalmente si potrebbe dire che un polo lungo il cammino
¢ “meta dentro e meta fuori” e quindi che il suo contributo ¢ meta
del contributo dei poli dentro il cammino). La formula cessa di valere
per poli di ordine pari perché in questo caso P [ f(x)dx non &
finito, non essendoci cancellazione.

Procedendo in modo analogo, si estende la formula di Cauchy, per
una funzione analitica dentro e lungo un contorno C, ad un punto z
che si trova sul contorno di integrazione:

1 f(2)dz
=—P¢——.
1) TTi 7{ Z—z
Esemr1o 13.2. Riconsideriamo il calcolo di

0o ot
I:/ smxdx
0 X

(13.11)

dell’esempio 8.3 del capitolo 8. Adesso risulta chiaro che il risultato
non dipende dalla particolare regola di aggiramento del polo che
allora avevamo scelto. Lo stesso esercizio puo ora essere svolto piil
velocemente applicando la (13.10):

1 00 LHix 1
IZEImPLw%deEImni:g

essendo 1 il residuo di e¢*/z in z = 0.

13.3 Formule integrali di Poisson per il semipiano

Supponiamo che di una funzione f = u + iv sappiamo che & ana-
litica nel semipiano superiore IT (incluso l'infinito e 1’asse reale) e
sono noti i valori di u e v sull’asse reale. Abbiamo dati sufficienti per
ricostruire la funzione nel semipiano superiore?

Se reinterpretiamo il problema in termini elettrostatici, la risposta
alla domanda sembrerebbe affermativa. Infatti, analiticita di f in IT*
significa armonicita di u# e v. Possiamo cioé interpretare u come un
potenziale elettrostatico che nel semipiano superiore soddisfa

P
ox2 9y
e di cui e assegnato il valore sull’asse reale. Analogo discorso vale

per 0.
Per determinare f applichiamo la formula di Cauchy al circuito C
in figura 13.4 per un punto z dentro C e per il punto z (che & fuori):

flz)= ﬁ ]{C %dZ (13.12)
0= Zmec g(f)zdz (13.13)

Figura 13.4: Significato elettrostatico
delle formule (13.12) e (13.13). 1l pro-
blema e di trovare il potenziale nel
semipiano superiore, quando € noto il
potenziale sulla linea y = 0. Il metodo
delle immagini & lartificio usato in
elettrostatica per risolvere problemi

di questo tipo. Possiamo pensare che
il fattore 1/(Z — z) nell'integrale di
Cauchy rappresenti una “carica” nel
punto z = x + iy. Introducendo una
carica immagine negativa in z = x — iy
forziamo le desiderate condizioni al
contorno sull’asse reale.
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Sottraendo membro a membro, si ottiene

:zim'fg:f(Z) [Zl

Essendo z = x +iy e Z = X +iY, esplicitando il contorno in figura, si

puo scrivere

LR yf(X) yf(Z)
zZ) = — 5 AdX + e ——AdZ,
fz) n[R(X—x)2+y2 ck (Z—2)(Z-72)
dove Cg ¢ il semicerchio di raggio R. Avendo assunto che f(z) ana-
litica nel semipiano superiore (incluso l'infinito), nel limite R — oo
I'integrale lungo Cr da contributo nullo e si ottiene

_Y
s 54X .14
/ 2% (13.14)

Poiché entrambi i lati di (13.14) contengono solo coefficienti rea-
li, questa equazione vale separatamente per u e v, le parti reale e
immaginaria di f,

(x,y) y/ +y s 54X (13.15)

_Y
v(x,y) / — ) 2 +}/ 50X (13.16)

Le formule (13.15) e (13.16) sono dette formule integrali di Pois-
son per il semipiano. Esse danno i valori di una funzione armonica
nel semipiano superiore, ad esempio il potenziale elettrostatico, in
termini dei suoi valori sull’asse delle x (il bordo) del semipiano (na-
turalmente, a patto che f(z) sia analitica nel semipiano superiore).

Per ottenere una relazione tra u e v, la precedente derivazione
suggerisce di sommare membro a membro (13.12) e (13.13):

1 [ X—x
f(z) = p /_oo mf(x)dx‘ (13.17)
Uguagliando parti reali e immaginarie, otteniamo
(X, 0)
—/ — ) 2 v ~———dX (13.18)
(X X)u(X, 0)
ooy =1 [ (13.19)

Queste equazioni possono essere usate per determinare il compor-
tamento di u e v sul contorno stesso, cioe per y = 0. Dalla (13.11) si

ottiene
o0
u(x,0) = P/ UXX_?C (13.20)
(x,0) ——P/ (X, O (13.21)

_le} mef Lfi)

Siméon Denis Poisson (1781-1840) &
stato un matematico e fisico francese.
Come fisico, fu un sostenitore della
teoria corpuscolare (newtoniana) della
luce. Studente di Lagrange e Laplace,
fu il maestro, tra gli altri, di Dirichlet e
Liouville.
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Queste relazioni compaiono nella teorie delle trasformate di Hilbert e
in fisica sono note come relazioni di dispersione di Kramers-Kronig.

13.4 Formule integrali di Poisson per il cerchio

Ci si puo porre un problema analogo per il cerchio: se f(z) é analitica
dentro e su un cerchio Cr di raggio R, i valori di f sul bordo determinano
univocamente f dentro al cerchio? La risposta & nuovamente affermativa
ed e data dalla formula di Poisson per il cerchio

T 2 _ 1412
£0) = 55 | /€16, (1322)

pera = re',r < R, dentro al cerchio e f(§) = f(Re'), il valore di
f sul cerchio. Questa formula puo essere ottenuta mediante metodo
delle immagini, ponendo una carica immagine in R?/a. Si ha

fla) = ﬁ . g(_zldz (13.23)
! f(2) dz (13.24)

" 21 Jor Z—R2/a

Figura 13.5: Carica immagine nel punto
R?%/a@. Questo punto & I'inversione

) ) . geometrica di a rispetto al cerchio di
dZ =iZdb, si ottiene la (13.22). raggio R (cfr. Complementi 5.8.2).

Sottraendo membro a membro, posto Z = Re'?, e tenuto conto che

13.5 Integrale di Fourier di funzioni causali

L’analiticita nel semipiano superiore non riguarda solo le applica-
zioni all’elettrostatica, che abbiamo considerato nella sezione 13.3. E
anche una proprieta importante delle trasformate di Fourier di fun-
zioni del tempo che sono nulle per tempi negativi. Questa proprieta
si & manifestata nello studio dell’equazione delle onde, dove abbiamo
visto che ™" (x, t) ha buone proprieta causali quando la sua trasfor-
mata di Fourier & analitica nel semipiano superiore. Vogliamo adesso
mostrare che questa € una caratteristica del tutto generale.
Interpretando la variabile ¢ come tempo, conveniamo di chia-
mare causale una funzione si annulla per ¢t < 0. Vogliamo sapere
quali siano le proprieta di analiticita della trasformata di Fourier di
una funzione di questo tipo. In altre parole, per f(t) assolutamente
integrabile, sia In verita, & sufficiente che f(t) sia a

- "0 ] 00 ) quadrato integrabile.
Flwy= [ feear= [ eyt (13.25)
J —o0 JO

ed estendiamo questa funzione al piano delle frequenze complesse
z = w + io. Consideriamo cioe la funzione

Fa) = [ fetar (1326
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e domandiamoci dove questa funzione & sicuramente analitica. Si
vede immediatamente che se ¢ = Im (z) > 0, allora

izt| __ ,—ot
e =e

e quindi l'integrale (21.3) & assolutamente convergente nel semipiano
superiore Im (z) > 0. Allora per ogni curva semplice chiusa C tutta
contenuta nel semipiano superiore si ha

fc'f(Z)dz = fc /0 " F(t)edtdz = /0 ” [ fc eitzdz} F(t)dt =0,

Concludiamo quindi, per il teorema di Morera, che f(z) & analiti-

ca nel semipiano superiore. L'analiticita nel semipiano superiore e
dunque garantita soltanto dalla condizione di causalita: se una funzio-
ne f(t) si annulla per t < 0, la sua trasformata di Fourier & analitica nel
sempiano superiore.

13.6  Relazioni di dispersione di Kramers e Kronig

Vista la grande importanza in fisica delle relazioni di dispersione
di Kramers-Kronig, le riproponiamo in maniera indipendente da
quanto visto finora, con le notazioni e terminologia della fisica. In
particolare, sia z = w + ic la frequenza complessa, con parte reale w
e parte immaginaria o.

Ridotte all’osso, le relazioni di dispersione di Kramers-Kronig non
sono altro che la formula di Cauchy per punti su C, cioe la (13.11),
quando la funzione integranda

x(z) = xX'(z) +ix"(z)

¢ analitica nel semipiano superiore [T e si considera il cammino in
figura 13.6 dove w ¢ sull’asse reale. Allora

1 e x(w)

w)=—P dw’ 13.2
X( ) 7Tl o W —w (13.27) Figura 13.6: Polo lungo il cammino
(si osservi che w e w’ sono reali). Separando parte reale e parte d'integrazione nell'integrale (13.27).
immaginaria di xy = x’ +ix”,
/ /
w) = P / 13.28
X( wd (13.28)
P / W' 13.2
X' (w) mw—w (13.29)

Per chiarire I'importanza in fisica delle relazioni di dispersione,
occorrebbe rispondere alle domande seguenti: quali grandezze fisiche
soddisfano le relazioni di dispersione? Perché tali grandezze sod-
disfano le relazioni di dispersione? Qual ¢ il significato fisico delle
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relazioni di dispersione? Si tratta di domande importanti a cui qui
possiamo solo dare una risposta sommaria.

Per quel che riguarda la prima domanda, possiamo dire che, tipi-
camente, la grandezza fisica x(z) = x’(z) +ix”(z) & la continuazione
analitica della trasformata di Fourier di una funzione che rappresenta
come una certa proprieta P di un sistema fisico risponde, nel corso
del tempo, ad una “forza” (intesa in senso generalizzato) applicata
F (ad esempio, P potrebbe essere I’angolo di un pendolo e F la forza
del motore che guida il pendolo). Se l'intensita della forza & piccola,
la risposta ¢ lineare

P(t) = /_too K(t—u)F(u)du +— P(z) = x(2)F(2).

X € nota come suscettiviti o ammettenza.

Veniamo alla seconda domanda: per ragioni fisiche, K(t — u) deve
essere zero per ¢ < u. Infatti, la risposta del sistema al tempo t deve
essere successiva alla forza applicata al tempo u (per ¢t < u la rispo-
sta del sistema & zero, perché la forza non e stata ancora applicata).
Nella sezione precedente abbiamo visto che la trasformata di Fourier
di una funzione f(t) nulla per t < 0 & analitica nel semipiano supe-
riore ITT. La sola ipotesi su cui si basano le relazioni di dispersione
— che la funzione sia analitica nel semipiano superiore — & dunque
soddisfatta. Quindi per x(z) = x'(z) + ix” (z) valgono le relazioni di
dispersione quando z tende all’asse reale, cioe z = w (e o = 0).

Infine, per quel che riguarda il significato fisico delle relazioni di
dispersione, ci limitiamo a ricordare questo: la parte immaginaria
delle funzione di risposta x(w) descrive come il sistema dissipa ener-
gia, essendo sfasato con la forzante. Le relazioni di Kramers-Kronig
implicano che la risposta dissipativa (resistenza, per i circuiti elettrici)
e sufficiente a determinare la risposta in fase reattiva (reattanza, per i
circuiti elettrici) e viceversa.

Chiariti questi punti, occorre mettere in evidenza che le formule
(13.28) e (13.29) non sono utili per ricostruire la risposta fisica perché
gli integrali vanno da —co a +00, il che implica una conoscenza della
risposta per frequenze negative. Tuttavia questo problema ¢ facilmen-
te aggirato: x(w) = x'(w) +ix”(w) & la trasformata di Fourier di una
funzione reale, quindi x(—w) = x(w). Questo significa che x'(w)

& una funzione pari e " (w) & una funzione dispari. Usando questo
fatto, il dominio di integrazione pud essere portato da (—co, +o0) a
[0, +c0) nel modo seguente: si moltiplichi numeratore e denomina-
tore della funzione integranda a secondo membro della (13.28) per
(w + w') e si separino i contributi,

1 o0 w/X//(w/) w o) X//(w/)
! _ A\ ! - N\ T !/
X (w) = nP o W2 — w2 do’ + np/_oo a)’z—wzdw

Hans Kramers (1894-1952) € stato un
fisico danese. Studente di Niels Bohr

€ noto per I'approssimazione semi-
classica della meccanica quantistica
detta approssimazione WKB (“W” sta
per Wentzel, “K” per Kramers e “B”
per Brillouin ) e per il suo lavoro con
Kronig sulle relazioni di dispersione.
Nella foto (del 1928 circa) & al cen-

tro con George Uhlenbeck e Samuel
Goudsmit, famosi per la scoperta dello
spin dell’elettrone.

Ralph Kronig (1904-1995) & stato un fi-
sico tedesco. Noto principalmente per
il modello cristallino di Kronig-Penney
e per le relazioni di dispersione, insie-
me con Rabi diede la prima soluzione
dell’equazione di Schrédinger per un
rotatore rigido (1927) e anticipo l'idea
di Pauli dello spin.
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Poiché x”(w) e dispari, il secondo integrale si annulla e rimaniamo
con 2 I 11 !/
o
Yiw) = 2p [T @X@)

e N g dw’ (13.30)

Lo stesso argomento per la parte immaginaria fornisce

2w, (° X (@)
X'(w) = —?P/O mdw’ (13.31)
Le equazioni (13.30) e (13.31) sono in effetti le relazioni derivate

originariamente da Kramers e Kronig.
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14
Trasformate di Laplace

14.1 Relazione tra le trasformate di Laplace e Fourier

Data una funzione f(t), la si trasformi prima nella funzione causale
ft(t), ponendo ft(t) = f(t)pert > 0e fH(t) = Opert < O.
Quindi si consideri la sua trasformata di Fourier F(a}), e infine il
continuamento analitico Fr (z) di quest’ultima nel piano z = w + ic,

Fre = [ e (141
= /OO Fr(t)e et (14.2)
= [" pwyear (143)

Per quanto visto nel capitolo precedente, questa funzione & analitica
per Im(z) = o > 0.

In alcuni testi, la funzione f/}r (z) & chiamata trasformata Laplace di
f(t). Per distinguerla dall’usuale nozione quando si possa generare
confusione, chiameremo Fr (z) trasformata di Laplace™ e la nozione

usuale f(s) trasformata di Laplace@. Riassumendo,

F’(z) = /()oof(t)eitht Im (z) >0 (14.4)
fo) = [ Fne it Re(s) >0 (14.5)

Si osservi che
f(s) = Fr(is), (14.6)

cioe le due definizioni coincidono, a meno di una rotazione di di 77/2
nel piano complesso.

Dalla (14.2) segue che Fr(z), per z = w + ic & la trasformata di
Fourier della funzione

fo(t) = fH(t)e™",
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da cui 1 oo
fr(t)e ot = E/ fH(w +ic)e “tdw .

Dunque,
) = e‘”%/ FH(w +io)e ™t dew

= %/ FH(w + io)e @ tint g,

Essendo f7(t) causale, Fr (z) € analitica nel semipiano superio-

re IT" e quindi singolarita di f*(z) saranno tutte nel semipiano
inferiore I1~. Allora

() = % /KF(Z)ef"thz , (14.7)

dove K & qualunque linea nel semi-piano superiore IT*, parallela
all’asse reale, e tale che le singolarita di F(z) sono sotto K. Se ades-
so operiamo il cambiamento di variabili w = —iz nell’integrale a
secondo membro, otteniamo

£y =

o~ 1 [ =
— +(; wtd — / ztd 8
5o _in (iw)e™ dw i Lf(z)e z, (14.8)
dove L ¢ ottenuta per rotazione di —71/2 da K ed & quindi una retta

parallela all’asse immaginario a destra di tutte le singolarita di f(w).
Questa e proprio la regola che avevamo dato nella sezione 8.7 per
I'antitrasformata di Laplace.

14.2 Proprieta della trasformata di Laplace

@)

ni di cui consideriamo la trasformata sono tutte nulle nel passato e di

Consideriamo la trasformata di Laplace™. Assumiamo che le funzio-

conseguenza, per comodita, tralasciamo 1'apice “+”

Esemrio 14.1. Come esempio, consideriamo f(t) =t, t > 0. Allora

Ff(z) = / te'Zdt , Im(z) >0
0

=0 0 iz

iz

Verifichiamo la formula di inversione e calcoliamo

1 -1 —izt
— | — d
27 /L 2° z
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Chiudiamo L su un cammino di raggio R nel semipiano inferiore.
Allora, poiché chiudiamo in senso orario,

-1 ., .
%ZTE 2y = —ZmZRes

Abbiamo un polo doppio per z = 0. Quindi

% /L ;—zle_i”dz = —i %zzg—zle_m . = —i(—=1)(—it) =t

La trasformata di Laplace, essendo la continuazione analitica di
una trasformata di Fourier, condivide molte delle proprieta della
trasformata di Fourier, ma ci sono anche delle differenze che ¢ im-
portante mettere in evidenza. Queste differenze nascono dal fatto
che la funzione f(t) vista come funzione su R & nulla per t < 0. Una
conseguenza immediata di questo fatto riguarda come si trasformano
le derivate.

Consideriamo la trasformata di f'(t):

7z = [ ftet=ar
= fe[” - /0 £t (iz)e =t

—f(0) —izf(2)

E in maniera analoga si mostra che

f'(z) = =2f(2) +izf(0) - f'(0)

Queste caratteristiche rendono la trasformata di Laplace uno stru-
mento molto utile per risolvere problemi al contorno con condizioni
iniziali. Vediamone degli esempi.

EsEMPIO 14.2 (particella in un fluido). Equazione per la velocita

(m=1)
dov
It +v(t) =0
Quindi
—iz0(z) —vg + 0(z) =0
da cui

i

oz) = z+iy

0o

Come ci aspettavamo, la singolarita € nel semipiano inferiore. Nel
semipiano superiore la funzione & analitica. Invertiamo

o(t) = e "oy

193
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EsEMPIO 14.3 (equazione del calore). L'equazione é arcinota

8f_ 82f
o~ Pz

Sia f(k,z), la trasformata di Fourier usuale rispetto allo spazio e

la trasformata di Laplace rispetto al tempo (= Fourier con opposta
convenzione sul segno) della funzione f(x, t), che assumiamo nulla
per t < 0. Allora

—izf(k,z) — fo(k) = —kK*Df (k,z)

da cui

-~

Fik2) = = folk).

Un’altra proprieta che la trasformata di Laplace eredita ¢ il pro-
dotto di convoluzione. Anche in questo caso c’e una differenza che
nasce dal fatto che le funzioni di cui si considera la trasformata di
Laplace sono nulle per t < 0. Questo significa che al prodotto di due
trasformate

f(2)3(2)

corrisponde il prodotto di convoluzione

t t
frg®)= [ foglt—wau= [ g(u)f(t - w)du =g+ f()
EsEMPIO 14.4 (particella in un fluido sotto 1’azione di una forza
dipendente dal tempo). Equazione per la velocita (m = 1)

dv

= ot) = f(1)

Quindi
—iz0(z) — vo + 70(z) = f(2)
da cui ) )
. i i =~
o(z) = z+iy 0 T i'yf(z>
Dalla (14.7) segue che l’antitrasformata di +ii7 & e~ ", Quindi

ot
o(t) = voe_7t+/0 e~ ") £ () du

14.3 Nozione usuale di trasformata di Laplace

Come abbiamo detto, di solito la trasformata di Laplace e definita nel
piano delle frequenze complesse z = w + ic ruotato di —7/2, cioe
ponendo s = —iz. Si definisce

Flo) = flis) = [ f(year
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(trasformata di Laplace®). La trasformata f(s) & calcolata per s reale
e poi estesa per prolungamento analitico al piano complesso s. Pro-
cedere in questo modo avra anche i suoi vantaggi (forse), ma oscura
il legame con la trasformata di Fourier, introducendo un’innatu-

rale rotazione nel piano delle frequenze. Sia come sia, poiché que-
sta € il modo standard di procedere dei libri, continuiamo la nostra
discussione della trasformata di Laplace sulla base della definizione

LDy F) = [ rwear
per s reale e positivo. Ecco le proprieta pitt importanti di £{f(¢)}.

Linearita
c{cti(h) +fa(h)} = aL{fi)} + L{fa(D)} = c1fi(s) + c2fa(s)
Prima proprieta della traslazione Se L{f(t)} = f(s) allora
L{"f(D)} = f(s —a)

Seconda proprieta della traslazione Se L{f(t)} = f(s) e g(t) = f(t —a)
pert >ae g(t) =0 pert < a allora

L{g(t)} = e " f(s)
Proprieta del cambio di scala Se L{f(t)} = f(s) allora
cifany =7 (%)
Trasformata di Laplace della derivata Se L{f(t)} = f(s) allora
L{f' (1)} = sf(s) = £(0)
Se L{f(t)} = f(s) allora
LU (0} = $*f(s) = £(0) = £(0)

Trasformata di Laplace degli integrali Se L{f(t)} = f(s) allora

{/f } f(S)

Prodotto per t" Se L{f(t)} = f(s) allora

LU} = ()" F)

195
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Divisione per t Se L{f(t)} = f(s) allora
L {fgt)} = /Soof(u)du

Funzioni periodiche Se f(t) & una funzione periodica di periodo T
allora

T efst
cifiny - o ST

Comportamento di f(s) pers — oo Se L{f(t)} = f(s) allora

lim f(s) =0

S—»00

Teorema del valore iniziale Se i limiti indicati esistono, allora

lim £ () = lim s7(s)

Teorema del valore finale Se i limiti indicati esistono, allora

lim £(£) = limsf(s)

t—ro0

Generalizzazione del teorema del valore iniziale Se

si dice che per valori di f prossimi a zero (t piccolo), f(t) & pros-
sima a g(f) e si scrive f(t) ~ g(t) per t — 0. Analogamente,
se

im fs) =
sl—>oo ~(s) 1

si dice che per valori elevati di s, f(s) e prossima a g(s) e si scrive
f(s) ~ g(s) per s — co. Allora vale il teorema:

* Se f(t) ~ g(t) per t — 0, allora f(s) ~ g(s) per s — oo.

Generalizzazione del teorema del valore finale

* Se f(t) ~ g(t) per t — oo, allora f(s) ~ g(s) pers — 0.

Sia adesso £~ 1{f(s)} = f(t) I'anti-trasformata di Laplace. Ecco le
sue proprieta piti importanti.
Linearita
L7 Heifi(s) +e2fa(s)} = aL7HfA) + 2L Hf2 ()} = cLfit) +eafalh)

Prima proprieta della traslazione Se L71{f(s)} = f(t) allora

LY f(s—a)} =e"f(1)
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Seconda proprieta della traslazione Se £L~1{f(s)} = f(t) allora

E‘l{e_“sf(s)}:{f(t_a) se t>a

0 se t<a
Proprieta del cambio di scala Se £L~{f(s)} = f(t) allora
kst = 15 (F
Antitrasformata di Laplace di derivate Se £L71{f(s)} = f(t) allora

L) = (1))

Antitrasformata di Laplace di integrali Se £L~1{f(s)} = f(t) allora

£ {/Soof(u)du} -/

Prodotto per s Se L~1{f(s)} = f(¢t) allora
T sfs)} = £

Divisione per s Se L~ f(s)} = f(t) allora
S
L 1{5}_/0 F(u)du

Proprieta della convoluzione Se [fl{f(s)} =f(t)e E’l{g(s)} =g(f)
allora

LHFORE) = [ gl —udu=gxf(6) = [ g f(t—u)du = frg(t)

14.4 Formula di inversione

La formula di inversione & data dalla (14.8), che era gia stata anti-
cipata nella sezione 8.7. Si vedano la formula (8.21), la corrispon-
dente figura a lato e la figura 8.12 per il caso in cui ci siano punti di
diramazione.
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14.5 PROBLEMI

PROBLEMA 14.1. [J

Determinare la trasformata di Laplace f(s) di
ciascuna delle seguenti funzioni definite su (0, ).

1. f(t) = (at +b)?
2. f(t) = cosht

3. f(t) =sin?t

4. f(t) =sintcost
5. f(t) = tsinht
6. f(t) =1/t

PROBLEMA 14.2. [J

Determinare 1’anti-trasformata di Laplace
f(t) = L YF(s)} di ciascuna delle seguenti
trasformate di Laplace.

a
1. F(S):m
25 —5
2. F(S):m
1
3 F(S)_Sz+25
1

6—35+e—s

5. Fs) =
sS+a

6. F(s) =1In (s+b)

PrOBLEMA 14.3. [
Usare la trasformata di Laplace per risolvere
I'equazione integrale

[ =P (uu = f)

nell'incognita Y. Stabilire quali condizioni deve
soddisfare f affinché il metodo sia attendibile.
PROBLEMA 14.4. OJ

Usare la trasformata di Laplace per ottenere la
soluzione dell’equazione delle onde

Pf_19f
ox2 2 o2

soggetta alla condizione al contorno
f(0,t) = cos?t t>0

e alle condizioni iniziali

F(x,0)=0, %(x,o) —0



15
Problema di Dirichlet nel piano

15.1 Complementi sulle rappresentazioni conformi

TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIEMANN. E un teorema
che ispira rispetto e ammirazione per la sua estrema generalita. La
sua dimostrazione esula dai limiti i questo corso. Ci limitiamo ad
enunciarlo:

Sia C una linea chiusa semplice del piano z che costitui-
sce la frontiera di una regione R. Sia T il cerchio di raggio
unitario e centro nell’origine che costituisce la frontiera del
disco unitario ID nel piano z*. Allora esiste una funzione (15.1)
z* = f(z) analitica in R, che rappresenta ogni punto di R su
un punto corrispondente di ID e ogni punto di C su un punto
corrispondente di T, in una corrispondenza biunivoca.

TEOREMA DEL PUNTO FISSO DI BROUWER. Si supponga di far coin-
cidere il piano z* con il piano z in modo che gli assi delle coordinate
coincidano e che formino quindi sostanzialmente un solo piano. Si
puo allora pensare alla trasformazione z* = f(z) come ad una rap-
presentazione di certi punti del piano in altri punti. I punti per i
quali z = f(z) resteranno fermi: per questa ragione si dice che sono
i punti fissi o invarianti della trasformazione. Se f & complicata e dif-
ficile determinare se f ha punti fissi e quali sono. Grazie a Brouwer,
sappiamo che ce ne sara sempre almeno uno. Vale infatti il seguente
teorema:

Ogni trasformazione continua del disco unitario ID in sé stesso

ha almeno un punto fisso. (15.2)

Anche questo € un teorema che ispira rispetto e ammirazione per
la sua generalita.

y
A

ais
D

Figura 15.1: Rappresentazione di
Riemann nel disco unitario.
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ESEMPI DI TRASFORMAZIONI CONFORMI
Rappresentazione di un cerchio in un semipiano (e viceversa):

i—2z*
z=—
1+2z*

L. E. J. Brouwer (1881-1966) ¢ stato
un matematico e filosofo danese che
ha lavorato in topologia, teoria de-
gli insiemi e anali complessa. E noto
per l'approccio costruttivo, noto co-
me intuizionismo, in filosofia della
matematica.

— x*
Si osservi che si tratta di una trasformazione di Mdbius. Si vede che
il centro del cerchio z = 0 finisce in z* = i e che z = —1 corrisponde

a z¥ = oo, mentre +1 finisce nello zero. Il semicerchio inferiore finisce
nell’asse reale negativo e quello superiore in quello positivo.

Swap tra un punto qualunque nel cerchio unitario e centro del cerchio:

zZ—a
5= =1’ la] <R =1 (15.3)
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Anche questa & una trasformazione di Mobius, denotiamola M,(z).

mi- |y

| 2

La matrice associata e

Poiché il determinante —1 + |a|* # 0, la trasformazione & invertibile

(essendo |a| < 1). Lo swap si vede immediatamente:
M,(0)=a e My(a)=0

Inoltre, si verifica facilmente che questa trasformazione rappresenta il
disco unitario ID in sé stesso: notiamo che

|z —a|? = |z|> — az — az + |a|?

laz — 1% = |a)?|z|* —az —az + 1

sottraendo membro a membro

lz—a|>—|az—1)> = (1—|a]*)(Jz|*=1) <0 quando |z| <1,|a|] <1.

Quindi |z —a| < |az — 1|, da cui

|z*|=|'fz_f1'|<1 quando [z <1ja| <1.

e quindi z* sta dentro il disco unitario ID.

15.2  Distribuzione di temperatura in una piastra circolare

Consideriamo un flusso stazionario di calore in una piastra metalli-

ca le cui facce sono isolate. Nell'interno della piastra la temperatura

T(z) € una funzione armonica, AT = 0, e il flusso di calore & il campo
vettoriale VT. Misuriamo la temperatura lungo la circonferenza C di
un cerchio, che per semplicita sceglieremo di raggio R = 17, l'interno
del quale & privo di sorgenti e pozzi, e il cui centro possiamo sceglie-
i6

re convenientemente come l'origine. Quando Z = ¢" si muove lungo

C, possiamo esprimere la temperatura come funzione dell’angolo,

cioe, T = T(6) def T(e'?). E fisicamente plausibile che questi valori

determino la temperatura in qualunque punto z dentro al cerchio.
Sappiamo gia che le cose stanno cosi per il centro del cerchio z = 0: il
teorema della media di Gauss afferma che

7T
T(0) &< T >= %/ T(6)d6
—7T

e anche se non avessimo saputo nulla del teorema della media, da
fisici, questa ¢ la formula che avremmo scritto immediatamente per la
temperatura nel centro.

* E solo una questione di unita di misu-
ra, non perdiamo nulla nell’assumere
questo.
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“Stesse equazioni hanno le stesse soluzioni”, diceva Feynman, e
nel dire questo non voleva annoiarci con una tautologia, ma solle-
citarci ad usare l'intuizione sviluppata nel risolvere un problema di
fisica per un altro, fisicamente diverso, ma riguardante un fenomeno
governato dalle stesse equazioni. La formula integrale di Poisson per
il cerchio data I’equazione (13.22) & stata ottenuta con metodi di elet-
trostatica, ma poiche 1'equazione ¢ la stessa, vale a dire l'equazione
di Laplace, la (13.22) fornisce anche la soluzione al problema della
distribuzione di temperatura nella piastra:

1 (7 [ R?—|af?
T(a) = 5 /771 [IREW—aIZ} T(6)do. (15.4)
per a = re'* dentro il disco unitario e T() = T(e®), la temperatura
sul bordo, cioe il cerchio unitario; Z = Re' & un punto sul cerchio.

La formula dice che T(z) & una media pesata di T sul bordo, con
la temperatura di ciascun elemento di T che contribuisce a T(z) in
proporzione al suo peso, che € la funzione in parentesi quadrate
(15.4),

R2 — | a|2

‘ Reif — a‘z ’

Pitt lontano e 'elemento sul bordo da 4, inferiore & il suo peso;

P = (15.5)

quando a e nel centro si ritrova il teorema della media di Gauss.

C’¢ un modo geometrico di comprendere la formula del peso P
data dalla (15.5). Consideriamo la trasformazione “swap” (15.3) che
scambia un punto qualunque nel cerchio con il centro del cerchio
unitario e facciamo l'ipotesi che la temperatura sia ancora data dal
teorema della media, a patto perd di distorcere la distribuzione sul
bordo con la trasformazione “swap”, cioe

T(a) = T(0*) = % /_7; T(6%)do. (15.6)

Calcoliamo il secondo membro della (15.6). Per cambiamento di
variabili si ottiene
1 (7 1 (7 1 (7 de*
- Te*dez—/ T9d9*:—/ ()% de
27 /;71 ( ) 27 —7T ( ) 27 —7T ( )dG

Ma, per l'esercizio (15.2),

do*  R*>—|al?
d0  |Rel® —al2’
che & proprio il peso P nella formula di Poisson (15.4).

Per capire meglio il significato geometrico di questa costruzione,
consideriamo la distribuzione di temperatura in cui la meta superiore
del cerchio & a 0° e quella inferiore a 100°. L'effetto della trasforma-
zione “swap” (15.3) sui punti che stanno sul cerchio & quello mostra-
to in figura 15.2: un punto Z sul cerchio si trasforma nel punto Z*,

Figura 15.2: Costruzione geometrica di
Z — Z* sul cerchio.
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estremo delle corda che passa per Z e per a (per una dimostrazione
di questo, si veda I’esercizio 15.1 nei complementi 15.6.1). Con questa
costruzione, il contributo della parte lontana risulta correttamente
ricalibrato: per trovare la temperatura in z = a si trasporti ciascuna
temperatura sul cerchio unitario nel punto direttamente opposto co-
me visto da z = a, come mostrato in figura 15.3. Quindi si prenda la
media della nuova distribuzione di temperatura cosi ottenuta, vedere
la figura 15.4

15.3 1l problema di Dirichlet per I'equazione di Laplace

E importante aver chiaro quel che si compra e quel che NON si com-
pra con la formula di Poisson. Questa formula stabilisce che per

una funzione analitica dentro al cerchio e sUL cerchio, il valore della
funzione dentro al cerchio € la media pesata (15.4) dei valori della
funzione sul cerchio. Questo e collegato al ben pit difficile problema
di Dirichlet per I'equazione di Laplace

ulxy) | Pulsy)
ox2 Iy?

u(x,y) = f(x,y) per (x,y) € OR. (15.8)

=0 per(x,y)eR (15.7)

Nel problema di Dirichlet & AssEGNATA un funzione f sul bordo dR
e il problema consiste nel determinare una funzione armonica dentro
R che assume il valore assegnato sul bordo quando ci si avvicina al
bordo.

Per affrontare questo problema, consideriamo la funzione a valori

e =5 [ [ oy (159)

27 |et? — z|2

reali

Questa puo apparire come una riscrittura della (15.4): la variabile a &
stata chiamata z, e la u potrebbe essere interpretata come la parte rea-
le della funzione analitica T. C’¢, tuttavia, una differenza sostanziale:
abbiamo chiamato f la condizione al contorno che vogliamo assegna-
re piti o0 meno arbitrariamente. Si osservi che non si sta assumendo
che che u e f coincidano sul cerchio unitario T, ma, assegnata f su T,
si vuole stabilire se esista una funzione armonica u nel disco unitario
D che coincide con f su T. Per il momento, il secondo membro del-
la (15.9) va inteso come una definizione della funzione u, del quale
vogliamo comprendere bene la struttura.

In primo luogo, osserviamo che la funzione in parentesi quadre
nella (15.9) € la parte reale di una funzione analitica. Pilti precisamen-

e

A\

Figura 15.3: La meta superiore del
bordo del cerchio & a 0° e quella infe-
riore a 100°. Le temperature della meta
superiore del cerchio sono trasportate
in quella inferiore secondo la regola
descritta nella figura 15.2 e vicersa.

Figura 15.4: La temperatura in a per la
data distribuzione (meta superiore del
cerchio a 0, meta inferiore a 100° & la
temperatura media (cioe la temperatura
nel centro del disco) della distribuzione
sul cerchio ottenuta con la costruzione
della figura 15.3.
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te, perz=re €D (r<1)ee € Tsiha

1|2 = 1-r = Re eiej (15.10)
le® —z|2  1—2rcos(t—0)+1r2 el —z )" >
Infatti,
Re (SH2) _pe (D=2 _ 1-zP
619—2 |619—Z|2 |€19—Z|2
La funzione
1— 72
Py(t) (15.11)

T 1—2rcos(t) + 12
¢ detta nucleo di Poisson e, dalla prima uguaglianza della (15.10)
vediamo che u & il prodotto di convoluzione

1 = .
u(z) = 5/ P(t—0)f(0)d0 =P+ f(t), z=re'€D. (15.12)
—T7T
Nell’analisi di questo problema, I'osservazione cruciale fu fatta da
Hermann Schwarz: la funzione

1 7 (e 42
s0) =5 [ (S sorae (1513)
e analitica in D per qualunque funzione integrabile reale f su T (que-
sto segue dalle relazioni di Cauchy-Riemann). L'equazione (15.13) &
detta formula di Schwartz e permette di ricostruire la funzione analiti-
ca completa g(z) nel disco D a partire dalla sua parte reale su T. Ma
u & la parte reale di g, in quanto dalla (15.10) si ha

el 4z ;
P’r(t*G) = Re (elg—z> , Z:Telt eD. (1514)
Dunque, la funzione u(z), data dalla (15.12), & armonica per qualunque
funzione integrabile reale f su T.
Prima di tirare le fila del discorso, alla luce di quest'ultima affer-
mazione, & utile fare una conoscenza piti ravvicinata con il nucleo di

Poisson. Ci dedicheremo a questo nella prossima sezione.

15.4 1l nucleo di Poisson

In figura 15.5 sono riportati i grafici del nucleo di Poisson per diversi
valori di r. Sembra una successione di approssimazioni della delta
di Dirac e, in effetti, lo . Ma ¢ la delta su T e non su IR. Data una
successione r, tendente a 1, la corrispondente successione di nuclei
integrali di Poisson

1—12

P(t) = .
r(t) 1—2rcos(t) + 12

Hermann Schwarz (1843-1921) é stato
un matematico tedesco noto per il suo
lavoro in analisi complessa.

10 {7t

| |

—— —
-3 -2 -1 1 2 3
Figura 15.5: Nucleo di Poisson per
r=0.6,07,08,09in —7 <t < .
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€ una successione regolare di buone funzioni, nel modo in cui pos-
sono essere buone le funzioni su T: ovviamente non puo esserci
decrescenza all’infinito, visto che T & compatto. Se prolungassimo t a
destra e a sinistra i grafici si ripeterebbero periodicamente:

Le proprieta che rendono la successione %P,, r — 1, una successione
di approssimanti della delta su T sono le seguenti:

1. P.(t) > 0 per tutti gli z = re’* € D (cioe perr < le —m < t < 71).
2. 27Tf P (t)dt =1

3. Il massimo di P,(t) fuori da qualunque intorno (—4,d) dit = 0,
non importa quanto sia piccolo, tende a o per r che tende a 1.

Queste proprieta si dimostrano facilmente: (1) & ovvio; (2) € lascia-
to come esercizio (facile); (3) segue dall’osservazione che 1 + 12 > 2r
(perché (1 —r)? > 0), da cui

1—12 < 1—¢2
1—2rcos(t) +r2 — 2r(1 —cos(t))

P, (t) =

che tende a a 0 per r T 1 in tutti i punti per cui cost # 1.

Concludiamo con una formula per lo sviluppo in serie del nucleo
di Poisson. Usando la formula (15.14) per P,(t — ) (e l'onnipresente
serie geometrica), si ottiene

ei9+z z z
Re<ei9_z>=Re( 9_2)=1+2Re(ei9_z>

_1+2Re[ (E “) J —142Re Y (ze )"

n=1
:1+2Re2(reite iyn —1+2Re2r" in(t=6)
n=1 n=1

=1+2) rcos(n(t—0))= ) plnlgin(t=0)

n=1 n=-—oo

205
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Esplicitamente,

P(t—0)= ) rlnleim(t=0) (15.15)

n=-—oo

che ¢ una formula molto carina.

15.5 Teorema di convergenza uniforme

Vale I'importante teorema che, se si permette il gioco di parole,
chiude il cerchio del problema di Dirichlet per il cerchio:

Se f e una funzione continua su T, la funzione

u@) =w(t) = o [ B-0)f@0)0, z=r'eD, | o

armonica nel disco ID, converge uniformemente a f quando r

tende a 1.

In questo modo risulta stabilita 1’esistenza (e unicita ) della soluzione
del problema di Dirichlet nel disco con condizioni continue al bordo
(I'unicita e facile: si vedano i Complementi 5.8.1). A questo punto,
per il teorema delle rappresentazioni di Riemann, risolto il disco,
risulta anche risolto il problema di Dirichlet (esistenza e unicita
della soluzione) per qualunque regione la cui frontiera ¢ una curva
semplice chiusa.

La dimostrazione del teorema (15.16), & data nei complementi
15.6.1. Qui ci limitiamo a commentarlo. In primo luogo, osserviamo
che convergenza uniforme significa non solo che, puntualmente,

lim #, (£) — lim — /” PL(t— 0)£(6)d0 = £(1)

11 M1 27T J—n

ma anche anche che, I’errore massimo

Emax = sup |f(t) - ur(t)|
—n<t<m

tende a zero per r che tende a 1.

Supponiamo adesso che f sia soltanto continua a tratti e sia tp un
punto discontinuita, per esempio ty = 7, come nell’esempio della
piastra circolare con la meta superiore del cerchio ad una tempera-
tura e quella inferiore ad unatemperatura differente. Consideriamo .
un punto z dentro al disco in prossimita del punto di discontinuita, e'to .e
come mostrato in figura 15.6.

Poiché u & analitica, il suo valore in z = re'® & pari al valor medio
di u lungo un piccolo cerchio centrato in z. Man mano che facciamo
tendere z a ¢!, facendo tendereralef a to, e al contempo rendia-
mo il raggio del cerchio centrato in z sempre piti piccolo, il contributo Figura 15.6: La funzione f(6) sul

cerchio & discontinua per 6 = t,.
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alla media sara dominato dai due valori di f immediatamente a
destra e a sinistra di ty. Dunque, nel limite si avra

(o) = 5 [F5) + Fltg)] (1517

Come esempio di questo, consideriamo la funzione u,(t) determinata
dal valore al contorno

-1 per —m<0<0
0) = 18
f(0) 1 per 0<f6<m (15:18)

Si vedano le figure 15.7 e 15.8.

12 e -

Figura 15.7: Grafico di u,(t) per r = .2,
6e.99. Int =0et = (et =

—r11), dove la funzione sul bordo &
discontinua, si vede l'effetto di media

wlto) = 5 [F) + /()]

Figura 15.8: Grafico della superficie
u,(t) per funzione al contorno (15.18).
In termini di temperatura, la superficie
rappresenta la temperatura stazionaria
nei punti di una piastra circolare

il cui bordo & mantenuto, la meta
superiore, diciamo, a 10 C e la meta
inferiore a -10° C. Come ci si poteva
aspettare da semplici considerazioni
di simmetria, i punti del disco, bordo
incluso, lungo il diametro tra 0 e 7=
sono alla temperatura media tra le due
temperature sul bordo
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15.6 COMPLEMENTI

15.6.1  Complementi sulla trasformazione “swap” di Mobius

Esercizio 15.1. Mostrare che per effetto della (15.3) un punto Z sul cerchio T di raggio 1 si trasforma nel punto Z*,
estremo delle corda che passa per Z e per a, secondo la costruzione geometrica mostrata in figura 15.2.

Risolviamo 1’esercizio con i metodi della geometria analitica. Dobbiamo trovare l'intersezione tra la retta
che passa per i punti Z e a e il cerchio di raggio 1. L'equazione della retta e

(Z-a)z—(Z—a)z— (aZ—-3Z)=0

e naturalmente 1'equazione del cerchio ¢ zz = 1. Moltiplichiamo I'equazione della retta per z, teniamo
conto dell’equazione del cerchio, e riconduciamo 1’equazione algebrica di secondo grado cosi ottenuta alla
forma standard con coefficiente quadratico uguale a 1. Otteniamo

, aZ—aZ
Z—a

z z—(Z—-a)=0

Sappiamo che Z & soluzione, possiamo dunque abbassare di grado 1’equazione ricordando che la somma
delle radici ¢ pari al coefficiente lineare cambiato di segno; chiamiamo Z* la radice che cerchiamo. Allora

aZ —aZ
Z+Z*:f7,
—a
da cui . . . .
Z*_aZ—EZ_Z_aZ—EZ—l—i-EZ_aZ—l_(—Z)(aZ—l)_Z—a
Z—-a Z—-a Z-a (-Z2)(Z-a) az-1’

che e quanto si voleva dimostrare.
EsErcizio 15.2. Calcolare lo Jacobiano della trasformazione sulla circonferenza T di raggio 1.
E richiesto il calcolo di

"
do
dove dZ = iZd0 e dZ* = iZ*d#*. Quindi
a2z
de  Z* dZ

Si lascia come esercizio a casa il calcolo algebrico. Qui si fornisce un calcolo geometrico. Si consideri la
figura sotto:

dd Z +dZ

Z

Z*
[ o

Z*+dz*
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Lo Jacobiano e il rapporto tra le lunghezze d’arco infinitesime d6* e d6. Poiché i triangoli in figura (in blu)
sono simili d6* : 0 = d6 : p. Quindi

o’ _
o p

Per determinare ¢ /p osserviamo che i triangoli finiti mostrati nella figura sotto sono simili.

—w

Z*

Allora p : 0/ = p’ : 0. Ne segue che po = p'c’ = costante. Per determinare la costante, scegliamo W in modo
che il segmento WW™* sia un diametro come in figura:
w

Z

Z*

[[*
* o0 1—2
_op r

P p? 0>

0

Posto a = re'*, si ottiene po = (14 7r)(1 —r) = 1 — r2. Quindi
Ma p? = |Z — a|?, per cui il risultato finale &

- 1—72
|z —al?

"
do

15.6.2 Dimostrazione del teorema di convergenza uniforme

TEOREMA Se f € una funzione continua su T, la funzione

w(z) = uy(t) = %/” P(t—6)f(0)d6, z—reteD

—7T

converge uniformemente a f quando r tende a 1 (f(s) def

£(e)).
Dimostrazione. Incominciamo con lo stimare 1’errore tra il limite e la
funzione u:

1 " TT
E(t) =|f(t) —u(t)| = ‘f(f) —5= | P(t—0)f(0)do

27T.—7T
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Per cambiamento di variabili t — 6 = s, si ha

%/ Po(t— ) £(0)d6 %/ Po(s)f(t —s)ds
Allora
B0 = |0~ g [ 2o =9)s| = | [ P 1) - -9l

essendo - f Py(s)ds = 1. Poiché il modulo dell’integrale & minore
o uguale dell’mtegrale del modulo (e Pr(s) e positiva), otteniamo

B <o [T RE)IF0 - Fu—9)lds.

- 2

I problemi nascono da s = 0, dove P, (s) diverge. Separiamo allora
I'integrazione in due parti, una su un piccolo intorno dello o e Ialtra

—zn[/ /+/]Pr )If(t) = f(t —s)|ds.

La funzione f & continua in un intervallo chiuso e limitato e quin-

sul resto:

di limitata da una costante M. Per [s| > ¢ il massimo di Pr(s) &
1—12

maggiorato da 21 —cos(0)

che tende a zero per r che tende a 1. Quindi

5 _ 2
()< o [P0 0 = (e =) ds+ M =L

La funzione f & continua su T, ma poiché T & compatto (=chiuso
e limitato) per il Teorema di Heine-Cantor & anche uniformemente
continua. Si fissi allora un € arbitrario, dalla continuita uniforme
segue che esiste un 6 > 0 tale che per tuttiit e s con |s| < ¢ si ha
|f(t) — f(t —s)| < e/2. Quindi, per ogni € esiste un ¢ tale che

E(t) < = _|_ ) Mi
2 2r(1 —cos(d)
Si prenda r cosi vicino a 1 che il secondo termine sia minore di €/2.
Allora
E/(t) <e.

Che & quanto si voleva dimostrare: 1'errore tende a zero uniforme-
mente in t, cioe la funzione u(z), armonica nel disco ID converge
uniformemente al suo valore assegnato f sulla frontiera T quando z
tende a un punto della frontiera.



16
Analisi di Fourier

16.1 1l problema fondamentale dell’analisi di Fourier

Nella memoria del 1807, Fourier affronta e risolve il seguente pro-
blema: determinare come evolve nel tempo la temperatura di una
sbarretta i cui estremi sono mantenuti a temperatura costante e la cui
temperatura al tempo iniziale ha una distribuzione assegnata (e la
sbarretta e separata adiabaticamente dall’esterno). Dapprima, Fourier
ricava da considerazioni fisiche 1’equazione per la temperatura f che
porta il suo nome (e che abbiamo gia incontrato in capitoli prece-
denti), e poi passa a risolverla per il problema considerato. Nel fare
questo, Fourier utilizza lo sviluppo in serie

f(0) =co+ ) [ancosnf+b,sinnd], —-m<6<m (16.1)

n=1

che porta il suo nome. Nella sezione 2.8 abbiamo visto che una serie
di questo tipo emerge quando si considera una serie di potenze com-
plesse sul cerchio di convergenza. In questo capitolo e nei successivi
intendiamo discutere i problemi matematici riguardanti questi tipi di
serie.

E importante sottolineare che la novita del metodo di Fourier
non sta tanto nell'usare lo sviluppo (16.1), ma nell'idea che que-
sto sviluppo valga per un’ampia classe di funzioni f(0). In effet-
ti, era questa generalita che veniva contestata a Fourier dai mate-
matici del suo tempo e ci volle molto tempo per stabilire quanto
generale fosse la classe delle funzioni sviluppabili secondo Fou-
rier. Soprendentemente, questa ricerca continud ancora per tutto il
Novecento.

Sviluppi in serie del tipo (16.1) erano gia stati usati prima di Fou-
rier, nella teoria dei sistemi vibranti. Il problema che era stato affron-
tato era quello di caratterizzare la classe delle funzioni periodiche di
un dato periodo. Precisiamo meglio questo problema.
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Chiaramente, cosnf e sinmb, n = 1,2,3,...,m = 1,2,3,... sono
funzioni periodiche, di periodo 27t/n e 271/ m rispettivamente, e
se passiamo a combinazioni lineari di queste funzioni, la funzione
cosl ottenuta sara periodica con periodo uguale al minimo comune
multiplo di 27t/n e 27t /m. Generalizzando, possiamo dire che una
somma del tipo

N
co+ Y [ancosnb + by sinnb]
n=1
dove ¢, a,, by, sono costanti, & certamente periodica di periodo 27t.

Passando al limite per N che va all’infinito, otterremo una serie,
detta trigonometrica, la quale, se converge, rappresenta una funzione
£(0), periodica di periodo 27t. Questo ¢ il problema della “sintesi” di
Fourier: sotto quali condizioni per i coefficienti ¢, 4, e b, & possibile
“sintetizzare” una funzione periodica?

Gia Daniel Bernoulli e Eulero lavoravano con serie del tipo (16.1),
ma, fino a Fourier, la convinzione diffusa era che, in generale, il pro-
blema inverso non avesse soluzione. Questo & il problema dell’“analisi’
di Fourier: data una funzione f () reale, periodica con periodo 27t, e possi-
bile determinare le costanti cy, an, by in modo da formare una serie del tipo
(16.1)?

Come avremo modo di apprezzare nel seguito, i problemi di “sin-
tesi” e “analisi” non sono facili e richiedono rigore matematico. Ma
prima di volgerci a questo studio, osserviamo che qualora si ammetta
che effettivamente la serie converge alla funzione f(0) e che sia lecita
I'integrazione termine a termine, il calcolo dei coefficienti ¢, a;, by, &
facile e immediato.

Questo calcolo ¢ stato svolto nel problema 2.4. Rivediamone la
soluzione: in primo luogo si stabiliscono le identita

s
/ sinmf cosnfdé =0 (16.2)
—7T
s
/ cos mf cos nf do = 7tdy, (16.3)
—7T
T
/ sin m@ sinnf df = 7wy (16.4)
—7T

dove 6y, € la delta di Kronecker (= 1 per m = n e 0 altrimenti).
Quindi si integrano ambo i membri della (16.1) tra —7 e 7. Si ottiene

/_ " £(6) d6 = 271,

Si moltiplicano poi ambo i membri della (16.1) per cos mf e si integra
ancora tra —7r e 7. Si ottiene

s
/ f(6) cosmbdb = ray, .
-7

4

cosf
21 3m 47

1% 1% 0

0

sin 36

VANA'

£
X7

VY,

‘cos 0 + 2in 30

Figura 16.1: Il periodo di una combi-
nazione lineare di funzioni periodiche
¢ il minimo comune multiplo dei loro
periodi.

Daniel Bernoulli (1700-1782) fu un
matematico e fisico svizzero e uno dei
matematici prominenti della famiglia
dei Bernoulli. Noto per i suoi contri-
buti alla meccanica e all’idrodinamica,
contribui anche allo sviluppo della
teoria della probabilita (scoperta dallo
zio Jacob Bernoulli) e in particolare
alle prime applicazioni all’'economia
(teoria del rischio). Nello studio dei
sistemi vibranti (corde e membrane)
gia utilizzava sviluppi in serie del tipo
(16.1).
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Questo perché I'integrale [ ZT co cos mf df & nullo e sono pure nulli
gli integrali [”_a, cosnfcosmfde (n # m)e [” by sinng cosmo do.
Si moltiplichi infine ambo i membri della (16.1) per sinm# e si integri
tra —7 e 7. Procedendo in modo analogo a prima, si ha

7T
/ £(6) sinmbd6 = by, .
—7T

In conclusione, si ottiene

1 7T
== [ flo)do, (16.5)
0y = % /j; F(6) cos(n6)do, n>1 (16.6)
by = % /_ 7; F(0)sin(n0)d6, n>1. (167)

Le costanti cg, a,, b, sono dette coefficienti o coordinate reali di Fou-
rier della funzione f(6). Le coordinate di Fourier complesse sono
definite come

_ 1y —inb
n = 5 /ﬁ f(o)e"a, (16.8)

e sono legate a quelle reali dalle relazioni

a, — ib,
2 7

Cp = ay, = ¢ +¢4, by =i(ch —Cx) . (16.9)
Queste coordinate permettono una forma pit compatta dello svilup-
po di Fourier. Infatti, se poniamo c_, = ¢;;, la (16.1) diventa

f(8) = i cne?, (16.10)

n=—oo

come si puo facilmente verificare. Nel seguito, salvo avviso contrario,
quando parleremo di sviluppo o serie di Fourier ci riferiremo alla
serie (16.10), con le coordinate complesse date dalla (16.8), ma, natu-
ralmente, cio che diremo vale anche per sviluppo in coordinate reali
(16.1).

Come abbiamo detto, lo sviluppo di f(8) in serie di Fourier & stato
ottenuto assumendo che la serie converga alla funzione f(6) e che sia
lecita I'integrazione termine a termine della serie. Il problema mate-
matico lasciato aperto & quello di stabilire quando queste assunzioni
sono effettivamente giustificate. Questo & il problema fondamentale
dell’analisi di Fourier.

213
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Possiamo descrivere questo problema mediante il seguente dia-
gramma:

analisi di Fourier
f(9 ) > Cpy (coordinate di Fourier di f)

T~

SOIIO

u . L .
8 Qay;> sintesi di Fourier

o
Sf(@) = Z Cnein() (la serie converge?)
n=—oo

Nel primo stadio di “analisi” vengono determinate le coordina-
te ¢;;; 1a (16.8) mostra che il requisito minimo per questo stadio &
l'integrabilita della funzione su T = (—, 7t]. Il secondo stadio con-
siste nella “sintesi” della funzione Sf(6) a partire dalle coordinate di
Fourier di f. A questo stadio la domanda cruciale ¢ se la serie con-
verga. L'ultimo stadio del processo ¢ la risalita: la funzione Sf(6),
cosl ottenuta, € uguale alla funzione di partenza f(6)?

Per rispondere alla prima domanda, si possono usare criteri di
convergenza delle serie, alcuni dei quali sono stati incontrati nei
primi capitoli, come il il Criterio M di Weierstrass della sezione 3.2
o il Criterio di Abel (2.17). La risposta alla seconda ¢ piu difficile,
specialmente se si vuole rendere conto dell’intuizione originaria
di Fourier che il recupero di una funzione dalle sue coordinate di
Fourier valga per un’ampia classe di funzioni.

Concludiamo questa sezione con tre annotazioni.

(1) E invalso 'uso (specialmente nella letteratura matematica) di

-~

denotare le coordinate complesse ¢, con il simbolo f(n) e scrivere

fo)="Y Fln)ed. (16.11)
n=—oco
Questo rende piu1 evidente 1’analogia con gli integrali di Fourier.

Talvolta (a partire dall’equazione sotto) seguiremo anche noi
questa consuetudine.

(2) La somma parziale N-esima della serie di Fourier ¢ denotata
N ~ .
Snf@) =Y. f(n)e™. (16.12)
n=—N
(3) Un’espressione del tipo
N .
Pn(0) = Z dne™ . (16.13)
n=—N

con d_, = dy & detta polinomio trigonometrico (reale). Mediante un
cambiamento di variabili analogo a (16.9), Py pud essere riscritto
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come

Pn(0) = do +

1=

[pn cos n6 + g, sin nb)

n=1

con p, e = g, reali. La somma parziale N-esima della serie di
Fourier di una funzione f & dunque un polinomio trigonometrico
di un certo tipo.

16.2  Esempi di serie di Fourier di funzioni periodiche

Nelle applicazioni, le serie di Fourier sono tipicamente usate per
analizzare funzioni (segnali) periodici. Mentre nello studio teorico e
preferibile lavorare con funzioni sul cerchio unitario T, nelle applica-
zioni 'oggetto di interesse sono funzioni sulla retta reale, periodiche
e di periodo 27t (con un cambiamento di scala, un periodo L puo
essere reso uguale a 27).

Naturalmente, i due punti di vista sono equivalenti: la funzione
su T &, per cosi dire, “srotolata” sulla retta reale IR, e gli sviluppi
in serie (16.1) o (16.10) sono estesi a sinistra di —7 e a destra di 7.
L’accorgimento & di tradurre correttamente le proprieta delle funzioni
su T in proprieta delle funzioni periodiche associate su R.

Nel cerchio unitario T, —7r e 7t rappresentano lo stesso punto,
quindi la continuita della funzione in 7 sul cerchio corrisponde alla
condizione f(—m) = f(7m) per la funzione periodica associata su
R. Analogo discorso vale per le derivate: la continuita della derivata
p-esima in 7 sul cerchio corrisponde all'uguaglianza delle derivate
p-esime calcolate in —7 e 77. Vediamo adesso qualche esempio.

Esemrio 16.1 (Onda quadra).

f(H):{_l —m<0<0

1 O<o<m

Calcoliamone le coordinate di Fourier:

1 0 T
ao—z{—k/ d9+k/ d@}_o,
7T -7 0

-1 /0 1 T
ay = —/ cos(n6)d6 + —/ cos(n6)dd =0
7T —7T 7T JO

-1 0 1 T
by —/ sin(nG)d()—i——/ sin(n@)do
7T T 7T JO

7T
E/ sin(n@)df = 2 [— = )
7T Jo T n 0 n pari

cosn@]” {4/n7r n dispari
0

Quindi la serie di Fourier associata all'onda quadra ¢

i sin [(2n +1)6]

4
SfO) =7 2n+1

n=1

215
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Osserviamo che per 0 = km, k = 0,£1,+£2,...,
mente nulla. In qualunque intervallo chiuso che non contenga questi

la serie Sf € identica-
punti, Sy f converge uniformemente a f, ma se li contiene la con-

vergenza non ¢ uniforme. Questo aspetto verra approfondito nella
sezione 16.4.

Tl LT

. >
%14 i = —1 Vi v

Nella figura sopra (e nelle figure negli esempi che seguono) sono

rappresentate le somme parziali Sy f per N =
N = 8 (in blu).

4 (in rosso) e per

EsemrIo 16.2 (Onda triangolare).

£(6) = le] = {‘99

Procedendo in modo analogo a quanto visto per 'onda quadra, si

—-mT<f0<0
o<o<m

trova

_ 2 . .
o= 7/2 ﬂn:{ 4/n*m nd1spaTr1’ b, = 0
0 n pari

(il calcolo esplicito degli integrali ¢ lasciato come esercizio). Dunque,
4 i s(2n + 1)0
= 2n +1)2

Osserviamo che i moduli dei termini della serie a secondo membro
=m/(2n+1)?,

Sf(6

Ma

sono maggiorati dalle costanti M,

cos(2n+1)60 < T
(2n+1)2 (2n+1)2

e che la serie ), M, & convergente. Allora per il Criterio M di Weier-
strass della sezione 3.2, la serie & uniformemente convergente e
quindi Sf(0) & proprio la funzione f(0). Osserviamo infine che la
serie 4 & cos(2 1>0
n—+
fO)=3-7 ; 2n +1)2

M:

per I'onda triangolare e ottenuta integrando termine a termine la
serie associata all’'onda quadra.

Onda quadra

-1 —-7<6<0
f(G)_{ 1 0<b<m
C0:0
a, =0
{4/7171 n dispari
b, = .
0 n pari
¢y = —iby/2
4 & sin(2n41)0
SF0) = T= 2+l
= f(0) per6 #km
=0 perf=km
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Onda triangolare
A o J0 —m<8<0
m FO=01=1¢ o<o<n
co=7m/2
o —4/n’t n dispari
= 0 n pari
2 / : by =0
o 4 & cos(2n+1)0
- T T 0 Sf(0) = 5T x n; 2n 12 f(9)
Degli esempi seguenti ci limitiamo a fornire le tabelle riassuntive.
Lo studio dettagliato di questi esempi e lasciato come esercizio.
Onda parabolica
Esemrio 16.3. FO) =6 —m<o<n
co=*/3
§ 2 ,
cosn
/\ /T\ ay = 4(=1)" ——
7 1\ 7 1\
/ \ / \ by =0
2 & cos nf
/ \ / \ Sf(0) = = +4) (-1)" = f(0)
/ \ / \ 3 ; n?
\\ N
r 1 0
EsEMPIO 16.4.
Onda a dente di sega
$ f(6)=6 0<6 <27
\l A =0
\ |
A by = —2(—1) S0
2 —T T 9 . n
\\ \\ SF(0) = —2 Z(_l)n sinnf
\ 1\ = !
%/ = f(6) per6 #km
=0 perf=kn
EsemriO 16.5.
= é Onda “abbastanza liscia”
N N
7\ 7\ FO) =0(m—0)(n+8) —m<f <n
e — /)
/ \ / A\ 7/ =0
/// \\:‘l ’// \\:‘ // 4y =0
[ J/ s sin nf
_‘ — p— 7]‘ —_—
/ s // 157 . / 7 by =12(~=1)""1 =3
/ \ / \ / o in 20
/7 \ \ SF(0) =12y (—~1) 1o
\\ \\ n=1
\ 7 \ /7
N\ N\

=)
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Esemrio 16.6.

AN LA
N\ /

- . ( T . ( T

Si osservi che le somme parziali Sy f hanno differenti velocita di
convergenza: come si puo verificare con le simulazioni numeriche,
la convergenza per I'onda quadra e 'onda a dente di sega &€ molto
piit lenta che negli altri esempi. In particolare, per queste funzioni, ci
sono fluttuazioni significative nell’intorno dei punti di discontinuita.
In questi punti, Sy f converge al valore medio dei limiti destro e
sinistro e la convergenza in intervalli chiusi che contengono questi
punti non e uniforme. Questo fatto, messo in evidenza da Gibbs,
verra discusso nella sezione 16.4.

16.3 1l teorema di Dirichlet

Il risultato matematico rigoroso pitt antico sulle serie di Fourier & del
1829 ed e dovuto a Dirichlet.

TEOREMA DI DIRICHLET. Sisupponga che, eccetto eventualmente un
numero finito di punti, la funzionef () sia continua e la sua derivata sia
continua e limitata. Allora, per tuttii 0 € T,

[fF(6F)+ £(67)] (16.14)

N =

Jim Sy f(0) =

dove f(07) e f(67) sono rispettivamente i limiti destro e sinistro di f(t)
quando t tende a 6.

Questo risultato puo essere affinato nel seguente modo: Se f ¢
continua in (a,b) C T, la successione delle somme parziali Sy f(0), per
N — oo, converge uniformemente a f(6) in ogni sotto-intervallo chiuso di
(a,b). Alla luce di questo teorema si rivedano gli esempi della se-
zione 16.2. Si osservi la convergenza al valor medio dei limiti destro
e sinistro negli esempi 1 (onda quadra) e 4 (onda a dente di sega).
Nella prossima sezione si dimostrera, per il caso particolare dell’onda
a dente di sega, I'assenza di convergenza uniforme in un intervallo
che contiene un punto di discontinuita.

Onda “molto liscia”

f(0)=3/(5—4cosf) —m<0 <m

C():l
ap =27"
b, =0

SF(6) =1+ i 27" cosnf = £(6)
n=1

Si confronti quel che segue con 'analo-
go risultato per gli integrali di Fourier
esposto nella sezione 11.8.
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16.4 1l fenomeno di Gibbs

Il fisico americano Albert Michelson inventd molti strumenti di
straordinaria precisione, soprattutto nel campo dell’ottica. Nel 1898,
costrul un analizzatore armonico che permetteva di determinare le
prime 8o coordinate di Fourier di una funzione f(60) data grafica-
mente. La macchina poteva anche essere usata come sintetizzatore
armonico. Percio Michelson procedette ad una verifica di precisione
delle operazioni della macchina, perché, avendo ottenuto le prime
80 coordinate, la macchina doveva sintetizzarle e ridare la funzione
originale con un elevato grado di precisione.

Michelson trovo che cosi era per la maggior parte delle funzioni
analizzate, ma quando provo con un’onda quadra scopri uno stra-
no fenomeno. La sintesi riproduceva 'onda quadra (a parte piccole
oscillazioni), ma al punto di discontinuita appariva una protuberanza

che non era presente nella funzione originaria. Michelson era per-
plesso e pensava che forse qualche difetto meccanico interno della Albert Michelson (1852-1931) & stato
un fisico americano noto per il suo
lavoro sulla misura della velocita della
nente fisico matematico, tra i padri della moderna meccanica stati- luce e specialmente per l'esperimento
di Michelson-Morley.

macchina poteva causare il problema. Scrisse allora a Gibbs, 1’emi-

stica, chiedendogli la sua opinione. Gibbs investigo il fenomeno e lo
spiego (in una lettera a Nature nel 1899), sulla base della convergenza
non uniforme delle serie di Fourier nella vicinanza di un punto di “l\/WW b‘”’“ F
discontinuita.

In figura 16.2 & riprodotto quanto probabilmente osservo Michel-
son con il suo strumento. Lo stesso fenomeno per 'onda a dente di
sega ¢ illustrato in figura 16.3. Per analizzare quello che succede con-
sideriamo 1'onda a dente di sega (lasciando come esercizio ’analogo in
studio per 'onda quadra), la cui somma parziale N-esima della sua
serie di Fourier &

ynsinnf sin n9

v/t =21 o -

Vogli ti I variare di N, I’ i
ogliamo stimare, al variare di N, I’errore massimo N — 40 N — 80 N =120

Figura 16.2: Fenomeno di Gibbs per

Emax = sup |5Nf(9) — f(9)| . (16.15) I'onda quadra.

A tal fine, determiniamo i massimi di Sy f(6) calcolandone la
derivata prima e ponendola uguale a 0. Poniamo inoltre z = ¢. Si ha

N
-2 ) (~1)"cosnf = —2 Re

n=1

—2 Re {(—z)l_l(_f__?N]

Sn(f)'(6)
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(ricordando la solita formula per la progressione geometrica). Percio
dobbiamo risolvere l'equazione

Re [(_2)1—1(;5)1‘]} =0
Si ha

1-(—2)N] _
1+z ~ 1+cosf

Re [(—z)

{cosG +1—(=1)Ncos(N+1)8 — (=1)N cos NG}

" 1+cosb

_ W1 L , )
=1+(-1) 1T cosd {cos(N +1)0 + cos(N +1)0 cos 8 + sin(N + 1)8sin 6}
_ \N+1 ~wSin(N +1)0sinf

=14+ (=1)"""cos(N+1)0+ (—1) T cosd —0

L'espressione si annulla quando 6* = (M/N +1)re Mhala
stessa parita di N. Evidentemente il massimo assoluto di Sy f(6) in
[—t, 1) si ha per

. N

Gmax - mn

Calcoliamo I'andamento di Sy f (65,ax) per N — oo:

N sin nN7
lim SN(f) (Q:nax) = —2 lim Z (_1)11(1’]1\”_1)

N—oo N—o0 =i

N—oo =1 n
=2 lim i 7sin (nNL)
N—><>on:1 n

N=lsin (ng)

=2 lim Z

N—oco =1

Per valutare il limite, facciamo tesoro della seguente osservazione.
Ogni qual volta si incontra un limite del tipo

L an\ a
v = Jim 3 £ (%)%
si ha di fronte I'approssimazione di Riemann di un integrale . Infatti,
l'integrale di Riemann é il limite della somma dei A8, moltiplicati
per il valore della funzione in un punto qualunque tra 6, e 6, + A6,
e ovviamente il limite non dipende dalla partizione. Per Iy si ha

una partizione dell’intervallo [0, 4] in intervallini Af,, di ampiezza
uguale e pari a a/N; f(na/N) ¢ il valore della funzione calcolata

Re {ei9 [1 — (—1)NeiN9] [1 +eiN9} }

P

-

N =40 N=80 N=120
Figura 16.3: Fenomeno di Gibbs per
I'onda a dente di sega.

J. Willard Gibbs (1839-1903) & stato un
fisico, chimico e matematico america-
no. Getto le basi della termodinamica
chimica e della chimica-fisica. Come
matematico, invento il calcolo vetto-
riale moderno (indipendentemente

da Oliver Heaviside). Come fisico
matematico, fu il padre, insieme con
Ludwig Boltzmann, della moderna
meccanica statistica.
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nell’estremo destro dei Af,. Dunque,

hme (%) /f

N—o0 =1

Quindi

N-1 nZ)
2 lim niﬂNE = 2/ ﬂdg
N—o0 n=1 N N

si

La conclusione & dunque che l'errore massimo non va a zero, ma
si assesta su un valore costante per N grande! Questo era 1'effetto che
Michelson osservo con la sua macchina armonica.

Possiamo determinarne il valore numerico. Il calcolo numerico

’ sm9

dell'integrale 2 fo lo si puo fare per sviluppo in serie di Taylor
disinf/6 e poi passando all’integrazione termine a termine. Dicia-
mo che ci basta un valore numerico con 3 cifre significative dopo la
virgola. Si dovrebbe ottenere

lim Sy (f) (8%, ) = 3.704

N—o0

Si ha quindi uno sforamento (rispetto al valore y = 7 della funzio-
ne in @ = 1) di 0.562 che e circa il 9% di 27, cioe il 9% della variazio-
ne della funzione nel punto di discontinuita § = 7t (dove la funzione
salta da 7t a —7r). Questo fatto, detto fenomeno di Gibbs, & abbastanza
universale: se ripetete il calcolo per 'onda quadra, trovate di nuo-
vo uno sforamento di circa il 9% della variazione della funzione nel
punto di discontinuita.

Questo assestamento dell’errore su un valore costante non e pero
incompatibile con la “regola della media”: nel punto di discontinui-
ta si ha esatta compensazione tra l'errore a destra e quello a sinistra
della discontinuita e la funzione converge alla media tra i limiti de-
stro e sinistro. Come correttamente comprese Gibbs, questo feno-
meno € una manifestazione dell’assenza di uniformita del limite in
prossimita della discontinuita — l’errore massimo non va a zero.

I fenomeno di Gibbs ¢ stato anche sfruttato per scopi pratici; ad
esempio, nel microscopio a contrasto di fase, permette di evidenziare
il contrasto tra il contorno di un oggetto e lo sfondo.

16.5 Risultati classici sulle serie di Fourier

DERIVAZIONE. Sia f(6) derivabile con derivata prima continua in
T. Si osservi che questo implica che la funzione ha lo stesso valore
in —7 e 7 e che la stesso vale per la derivata prima. Poiché f(6) e
derivabile, si integri per parti

Fon) = o= [ s@)e .

221
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Si ottiene:

-~

Fn) = o= [ s@)e a0

I S R ) T _i/n 1, —ing
T 2n [ nt f(Q)] . 2 )on inf (0)e=""d0
11

T 2min

| reeiio = )

mn

Dunque,

f'(n) = inf(n) (16.16)
Si osservi che né 1’'esempio 2 (onda triangolare) né 1’esempio 3 (onda
parabolica) hanno derivata prima continua: in entrambi i casi la deri-
vata e discontinua in 77, in quantof’(71) # f'(—m). Ad esempio, per
'onda parabolica, f'(6) = 26, e questa funzione assume valori diver-
siinmme —m: f'(m) = 2me f'(—m) = —2m. Sono invece continue
con derivata prima continua 1’'onda “abbastanza liscia” (esempio 5) e
I'onda “molto liscia” (esempio 6). Per la prima, si ha

fl0)=n*=30* = f/(-m)=f(n)

e la verifica della continuita della derivata per la seconda ¢ lasciata
come esercizio.

Ricordiamo a questo punto una notazione che & standard in mate-
matica: CP(T) & l'insieme delle funzioni continuamente derivabili p
volte. In particolare, C°(T) & lo spazio C(T) dellle funzioni continue;
CY(T) & lo spazio delle funzioni continue con derivata prima conti-
nua; CZ(T) & lo spazio delle funzioni continue derivabili due volte,
con derivate prima e seconda continua, e cosi via. Naturalmente, si
haCfc..-cC>ccClccC.

Capito il gioco che porta alla (16.16), lo si puo replicare: se f(6) e
derivabile due volte, con derivata prima e seconda continua, allora
ﬁ(n) — —n%f(n) e, piu in generale, se f € CP(T), allora

—

fP)(n) = (in)? f(n). (16.17)
“L1sCEzzA” DI f(#) = ANDAMENTO ALL'INFINITO DI f(n). Un
tema classico dell’analisi di Fourier ¢ la relazione tra le proprieta
di regolarita della funzione f(6) e 'andamento all’infinito delle sue

-~

coordinate di Fourier f(n). Se f € CP(T) allora per la (16.17)
1 |1 /7 ;
D) = — | = / (P) (g)e—inb
()] = 1 |3 | @)t

7
<o (5 [ P @lao)
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Poiché f(P)(6) & per ipotesi continua nell'intervallo chiuso [— 77, 77],
sara limitata da una costante finita e positiva C,

~ C
f(n)] < Tl (16.18)

Risulta cosi dimostrato che:

~

Se f € CP(T), allora le sue coordinate di Fourier f(n) deca-

(16.19)
dono almeno come 1/|n|P per |n| — oo.

A questo riguardo, tre commenti.

Uno. L'inversa della (16.19) in generale non vale: la funzione otte-
nuta sintetizzando coordinate che decadono come 1/#1” non solo non
€ necessariamente una funzione derivabile p volte, ma non e detto
neanche che sia una funzione continua. Come esempio, si consideri
la funzione f(0) che vale 1 se 6 € [0,1] e o altrimenti. La funzione &
chiaramente discontinua e le sue coordinate sono

ORI —inb gy _ 1 /1 N e

fln) =52 an(g)e W=7l ¢ = 2

Ne segue che | f(n)| < 1/(7n), e dunque le coordinate di f decadono
come 1/n, ma la funzione non né derivabile né continua. Inoltre,
I'onda parabolica (esempio 3) ha coordinate che decadono come

1/1%, ma la funzione, pur essendo continua, non ha derivata prima

continua.
Due. Dalla (16.19) segue immediatamente la dimostrazione del N.B. Si osservi che non si pud di-
seguente teorema: Se f € C2(T), allora la sua serie di Fourier con- IR sl eielofgo ehe
. . . . . . f € C!(T), allora la sua serie di Fou-
verge uniformemente in T. Infatti, se f(0) & derivabile due volte, al- rier converge uniformemente in T, in
lora |f(n)| < C/n?. Poiché ¥_1/n? & convergente, per il criterio quanto I'informazione che le coordi-

-~

nate di f decadono almeno come 1/n
non e sufficiente a stabilire la conver-
assolutamente) convergente. genza della serie. Per la dimostrazione

Tre. Dalla (16.19) segue che se f ¢ analitica, cioe infinitamente deri- el gpecesito (st @Odb 11k Mol
—~ differenti, vedere sotto.

vabile, allora le sue coordinate di Fourier f(n) decadono esponenzialmente
in n per |n| — oo. Infatti, in questo caso, la (16.19) stabilisce che le

M di Weierstrass della sezione 3.2, Y f(n)e® & uniformemente (e

coordinate f(n) vanno a zero pitt rapidamente di qualunque potenza
inversa di n. Questo ¢ il caso dell’'onda “molto liscia” (esempio 6): la
funzione f(0) = 3/(5 — 4 cos @) ¢ infinitamente derivabile con tutte le
derivate continue nel passaggio da 7w a —77 e, in effetti, le sue coordi-

(In2)n

nate di Fourier decadono come 27" = e~ , cioé piti rapidamente

di qualunque potenza di 1/n.

ELOCITA DI NVERGENZA DELLE SOMME PARZIALI. Piu liscia e
VELOCITA co G A SO PARZIALI. Piu 1

f pit veloce & la convergenza delle somme parziali di Fourier. Piti

precisamente, si ha il seguente teorema: Se f € CP(T), per p > 2,
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allora esiste una costante C, indipendente da 0, tale che

C

£(6) = SnFO)] < 1y

ese f € CY(T), allora esiste una costante C, indipendente da 6, tale che

C

f(0) = Snf(0)] < —=

vN
Questi risultati (che non dimostreremo) forniscono automaticamente
la convergenza uniforme delle somme parziali di Fourier per funzio-
ni C?, p > 1 e quindi, in particolare, la dimostrazione del teorema: Se
f € CY(T), allora la sua serie di Fourier converge uniformemente in T.
ANDAMENTO ALL INFINITO DI f (1) = “L1sCEzzA” DI f(6). 1l se-
guente teorema stabilisce una condizione sufficiente abbastanza utile
allo scopo:

~

Se le coordinate di Fourier f(n) di una funzione f soddisfano

-~

[f(n)] <

PG per tuttigli  |n| > 1

per qualche potenza « > p + 1 e qualche costante positiva C (16.20)
allora la serie di Fourier ’

il ]’c\(n)einx

converge uniformemente ad una funzione di classe CP.

. Gli strumenti principali per stabili-
E importante che « sia strettamente maggiore di p + 1 e non mag- re il teorema (16.20) sono il Criterio
M di Weierstrass della sezione 3.2
. L. . L~ 3 e il seguente teorema di analisi: Se
dell’esempio 5 i cui coefficienti f(n) decadono come n~>. Dunque, Y, fi(x) = g(x) @ una serie unifor-

« = 3 e quindi deve essere p < 3 —1 = 2. Se ne conclude che la fun- memente convergente, allora anche
Yoo fu(x) = f(x) e uniformemente
convergente e, inoltre, f'(x) = g(x).

giore o uguale. Consideriamo infatti I'onda “abbastanza liscia” f(0)

zione & almeno di classe C!, come in effetti &. Si osservi che essendo
f"(0) = —60, 'onda abbastanza liscia non ¢ di classe C2.

Osserviamo infine che l'applicazione del teorema (16.20) alle serie
di Fourier dell’onda triangolare e dell’onda parabolica, per le quali
|f(n)] < C/n?, permette di concludere che le funzioni sintetizzate da
questi coefficienti sono CY, cioé continue (come in effetti sono).

INTEGRAZIONE. La parola d’ordine e che la derivazione peggiora la
convergenza della serie di Fourier (in quando le sue coordinate sono
moltiplicate per in), ma l'integrazione la migliora. Se la serie & unifor-
memente convergente, cossiché I'integrale puo essere scambiato con
il limite delle somme parziali, ¢ chiaro che la serie puo essere integra-
ta termine a termine. Come effetto dell’integrazione le coordinate di



Fourier f(n) risultano moltiplicate per 1/ (in). Ma anche se la serie
Yo j?(n)ei”x associata a f non converge uniformenente, la serie di
Fourier ottenuta per integrazione termine a termine converge, purché
f sia assolutamente integrabile, cioe tale che *

T
/ 1£(6)]d6 < co. (16.21)
-7
Consideriamo 'esempio della serie di Fourier dell’onda quadra,
che & una funzione discontinua,

_ 4 osin(2n4+1)6

Z 2n+1

L'integrazione termine a termine di questa serie fornisce

C
2n+1 +

4 & cos(2n+ 1)9
L
che converge ad una funzione continua, in accordo con il teorema
(16.20). Se si sceglie la costante arbitraria C = /2, si ottiene I'onda
triangolare dell’esempio 2. Analogamente, per integrazione termine
a termine dell’'onda a dente di sega (discontinua), si passa all’onda
parabolica (continua).

16.6  Dal problema di Dirichlet nel piano all’analisi di Fourier

Con Fejér si entra a pieno titolo nella matematica del goo. I suoi
contributi all’analisi di Fourier sono dei primi anni del goo e, secondo
alcuni, diedero un’impronta significativa agli sviluppi dell’analisi di
Fourier nei cinquant’anni successivi. La domanda che Fejér si pone &
la seguente:

E possibile recuperare i valori di una funzione (integrabile) su

(16.22)
T dalla conoscenza delle sue coordinate di Fourier?

Se per recuperare si intende la sintesi di Fourier tradizionale,

[e9)

§ an

f(x) = lim Sn(f

N—o0

la risposta € in generale no. Tuttavia, Fejér scopri che possiamno sem-
pre recuperare una funzione continua dalle sue coordinate di Fourier,
se le sintetizziamo in una maniera diversa da quella tradizionale, cioe
se utilizziamo un modo diverso di sommare le serie infinite.

Per comprendere I'idea di Fejér, si ripeschi la soluzione del proble-
ma di Dirichlet per il disco unitario in termini del nucleo di Poisson
(per il quale, “ripescare” sembra proprio il termine appropriato) e si
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* L'insieme delle funzioni che sod-
disfano la (16.21) si denota con
LY(T).

Lip6t Fejér (1880-1959) e stato un ma-
tematico ungherese noto per i suoi
lavori in analisi reale e complessa. Tra
i suoi studenti di dottorato ci furo-
no John von Neumann, Paul Erdos,
George Pélya e Cornelius Lanczos.
Nella foto e a destra in piedi (a sinistra
c’e il matematico greco Constantin
Carathéodory, noto ai fisici per una
formulazione geometrica della termo-
dinamica, si veda il libro “Calore e
termodinamica” di Zemansky).
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sostituisca lo sviluppo (15.15) del nucleo di Poisson nell’espressione
per u,(t) nel teorema (15.16). Si ottiene:

w(t) =5 [ P(t—0)f(0)do
-+ / iwrnlemw—w F(6)d6

1 T . .
_ Z r\n| |:2 / elnt(e)d9:| oint
n=—oo TJ—m

L’espressione in parentesi quadrate & proprio 1'n-esima coordina-
ta di Fourier di f(0)! Accade cosi che la soluzione del problema di
Dirichlet del piano getti luce su un problema matematico completa-
mente diverso. Questo € un esempio di come anche in matematica (e
non solo in fisica) siano in qualche modo all’opera leggi di “grande
unificazione”.

Dunque, se f(6) & continua su T, per il teorema di convergenza
uniforme (15.16) si pud concludere che

lriglseup JHOEEY e e™| =0, (16.23)
€T n=—oo
ovvero
f(8) =lim Yo e, (16.24)
n=—oo

che & proprio un recupero della funzione f a partire dalle sue coordi-
nate di Fourier—una “sintesi” di Fourier opportunamente regolariz-
zata.

La differenza tra questa “sintesi” delle coordinate di Fourier e
quella classica @ tutta nel fattore di regolarizzazione r/"| che compare
nella serie (16.24). Questa regolarizzazione & chiamata somma secondo
Abel della serie di Fourier (si vedano i complementi 2.10.2). Se f &
continua, per il teorema di convergenza uniforme (15.16), si puod dun-
que rispondere affermativamente alla domanda (16.22), a patto che la
serie di Fourier sia sommata secondo Abel. Se f & solo integrabile, la
procedura permette un recupero dei suoi valori dove essa & continua.
(Per stabilire questi risultati, Fejér uso la somma di Cesaro della serie,
ma la sostanza del ragionamento non cambia.)

Si osservi che questo approccio alla teoria delle serie di Fourier
fornisce una spiegazione semplice e intuitiva della convergenza della
serie di Fourier alla media del limite destro e sinistro nei punti di
discontinuita, come stabilito dal teorema di Dirichlet. Dall’equazione
(15.17) segue infatti che

> i 1
Z r|n\cnem90

n=—oo

[£(65) + f(6)]

N



se 6y € un punto di discontinuita della funzione.
Consideriamo adesso il limite (16.23) e denotiamo con

N .
yzsjr)f(G): ) cprl™lein? (16.25)
n=—N

le somme parziali della serie di Fourier sommata secondo Abel e con

S£(0) =1lim lim .7 £(6), (16.26)

11 N—oo
il limite (uniforme in 0) della loro successione. Per quanto abbiamo
appena detto, si ha . f(8) = f(6), dove f & continua, e /f(6y) =
3 [f(65) + f(6,)], nei punti 6 di discontinuita di f. Il significato del
limite (16.26) e che per ogni € > 0, esiste un r < 1 e un intero M tali
che per N > M si ha

sup |- f(0) — y}{)f(e) <e, (16.27)

0eT

e questo vuol dire che la convergenza ¢ uniforme in 6 sia nei punti
dove f(6) & continua sia dove non lo &. Percid non si manifesta alcun
fenomeno di Gibbs per la serie di Fourier sommata secondo Abel.

Questo fatto rende la serie di Fourier sommata secondo Abel un
oggetto forse ancora pitl interessante della serie classica di Fourier,
specialmente nelle applicazioni alla teoria dei segnali (ma anche
in matematica pura). L'effetto della regolarizzazione & di pulire il
segnale in presenza di variazioni rapide o discontinuita e quindi di
filtrare via artefatti di riverbero, come il fenomeno di Gibbs, proprio
in virt1 della convergenza uniforme in 6 delle somme parziali 5”15;) ,
come illustrato nella figura 16.4.

16.7 Teorema di approssimazione di Weierstrass

Se la funzione f e continua, la (16.27) diventa

sup [£(6) -~ f(0)| <e,
6eT

il che vuol dire che f, per scelta opportuna di » e N, puo essere
approssimata con precisione arbitraria da

") o ‘
AN fO) =Y, curl™len?
n=—N

che & un particolare tipo di polinomio trigonometrico. Risulta cosi
dimostrato un teorema classico di analisi dovuto a Weierstrass:
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(16.28)

Figura 16.4: Onda quadra in un intorno
dello zero. Confronto, per N = 120,
tra la somma parziale classica Sy f

(in rosso) e la somma parziale ,7,5;)
regolarizzata secondo Abel, per r =
0.994 (in blu). Si noti 1’assenza del
fenomeno di Gibbs per la somma cosi
regolarizzata.

/ﬂezm’é% »

Karl Weierstrass (1815-1897) fu un
matematico tedesco, noto per l'instil-
lazione del rigore in analisi e padre
dell’analisi moderna. Fu docente per
diverso tempo in scuole secondarie,
dove, oltre alla matematica, insegno
fisica, botanica e ginnastica.
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TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE DI WEIERSTRASS. Le funzioni continue
in un intervallo chiuso sono approssimate uniformemente dai polinomi
trigonometrici. Equivalentemente, i polinomi trigonometrici sono densi nello
spazio delle funzioni continue rispetto alla norma uniforme.

16.8 Approssimazione nel senso dei minimi quadrati
Consideriamo un polinomio trigonometrico

N
Pn(0) =do+ Y [pncosnb + g, sinnb]

n=1

che fornisce una “buona” approssimazione di una funzione f(6) in
[—7t, 7t]. Se riportiamo in un grafico gli “errori”, cioé la curva rap-
presentata da f(68) — Pn(0), tali errori appariranno ora positivi ora
negativi. Occorre un criterio per valutare la bonta dell’approssima-
zione.

Un tale criterio &, ad esempio, I'errore massimo, 'efficacia del
quale, come abbiamo visto sopra, ¢ garantita dal teorema di approssi-
mazione di Weierstrass. Un’altro criterio e suggerito dalla regressione
lineare dove, per evitare ogni compensazione fra errori positivi e
negativi si considera il quadrato del modulo, cioe

1£(8) — Pn(6) .

Questo ¢ 'errore quadratico per il singolo “dato” . L'errore quadra-
tico totale si ottiene sommando tutti gli errori quadratici nell’interval-
lo [—, 7], vale a dire, si ha un’idea dell’errore compiuto mediante
I'approssimazione sull’intero intervallo dal valore dell’integrale

D= [" f@) - Pu(o) a0 (16.29)

Notiamo che mentre I'approssimazione basata sull’errore massimo
si basa su un concetto locale di errore, I'errore quadratico totale si
basa su un concetto globale.

Diremo che la funzione f(6) & stata ben approssimata mediante
il polinomio trigonometrico Py quando l'errore quadratico totale
D & minimo. Ora tale errore dipende dai valori assegnati ai vari
coefficienti dy, p, e g5, quindi il minimo di D si trovera uguagliando

Figura 16.5: (A) Onda a dente di

sega f(0) tra 0 e 7t (in nero) e somma
parziale di Fourier Sy (0) per N = 8
(in viola). (B) Grafico dell’errore
puntuale |f(6) — Sy (6)]; la linea
tratteggiata indica 1’errore massimo.
(C) Grafico dell’errore quadratico
puntuale |f(8) — Sy (8)|?%; I'errore
quadratico totale & I’area della regione
tra la curva e l'ascissa (in grigio).
Anticipando un risultato che verra dato
in seguito, dalle figure risulta chiaro che
anche se l’errore massimo si stabilizza
ad un valore costante (fenomeno di
Gibbs), 'errore quadratico totale pud
diminuire costantemente all’aumentare
di N.
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a zero le derivate parziali di D rispetto ai coefficienti stessi:

375()3 - 2/; [f(6) —Pn(6)]d6 =0
sern - 2/_7; [f(8) — Pn(0)] cos mbdf = 0
aazfn - 2/:; [f(0) — Pn(0)]sinmbd6 =0

Ricordando le formule (16.2), (16.3) e (16.4), queste equazioni diven-
tano:

/j £(0)d6 — 27tdg = 0,
/7 7; F£(6) cos(n8)d6 — 7ty = 0
/_ " £(0) sin(n6)d8 — 7ty =0,

vale a dire, i coefficienti dy, p, e g, risultano essere proprio le coordi-
nate di Fourier di f(6).

In conclusione, le somme parziali Sy f della serie di Fourier di una
funzione f forniscono la migliore approssimazione della funzione nel
senso dei minimi quadrati: sono i polinomi trigonometrici che appros-
simano la funzione con il minimo errore quadratico totale. Siamo arrivati
cosi ad un modo completemente diverso di comprendere la ratio delle
serie di Fourier, un modo completamente indipendente dalla teo-
ria delle funzioni periodiche, dallo studio dei sistemi vibranti e dal
problema di Dirichlet nel piano.
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16.9 PROBLEMI

PrROBLEMA 16.1. [0 Sia © la funzione scalino di
Heaviside, —t < x < 71,

1 se x>0
@ P
(%) {0 se x<0

Mostrare che la serie di Fourier associata a ©(x) &
e(20+1)ix
L 20+1

1 i &

2 =

PROBLEMA 16.2. [J
Mostrare che la serie di Fourier associata a ®(x)

puo essere riscritta come

1—!— 2 sinx 4+ sin 3x n sin 5x " sin7x
2 3 5 7
PROBLEMA 16.3. [J

Sia f(x) = ™, —m < x < ;1. Mostrare che la serie
di Fourier associata a f(x) &

sinh(ar) Z (_1)n(a+in)einx

2 2
7T ne? ac+n

INTRODUZIONE AI METODI MATEMATICI DELLA FISICA

PrROBLEMA 16.4. I

Calcolare la serie di Fourier della funzione %xz,
—n < x < 71, senza calcolare esplicitamente le sue
coordinate di Fourier, ma sfruttando il fatto che la

serie di Fourier di x e

PROBLEMA 16.5. [J

Si consideri la formula del problema precedente
per x e la si derivi rispetto a x. La derivatadixé 1 e
la derivata della serie &

e
2Y" (-1)" 'cosnx
n=1
cioe
2cosx —2cos2x +2cos3x —cosdx + ...

che non & di certo 1: lo sviluppo di Fourier di 1 con-
tiene un solo termine, 1 appunto (perché?). Spiegare
dove si e sbagliato.
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16.710 COMPLEMENTI

16.10.1 La memoria originale di Fourier
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Prima pagina dell memoria Theorie du mouvement de la chaleur dans le corps solides presentata da Jean Bap-
tiste Joseph Fourier nel 1807 all’Accademia di Francia. La commissione che deve giudicare la memoria &
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formata da Lagrange, Laplace, Hatiy, Malus e Legendre. La commissione rende noto il suo verdetto il 16
Dicembre 1811:
La commission chargée de I'examen des Mémoires qui ont concouru pour le prix de Géométrie, relatif a la chaleur, propose
de décerner le prix au Memoire n° 2 portant pour épigraphe: “Et ignem requnt numeri (Plato)”. Le président ayant fait
I'ouverture du billet cacheté joint au Mémoire, on y trouve le nom de Joseph Fourier. Cette piece renferme les véritables
équations différentielles de transmission de la chaleur|...]; et la nouveauté du sujet, jointe a son importance, a déterminé
la Classe a couronner cet Ouvrage, en observant cependant que la maniére dont I’ Auteur parvient a ses équations n’est
pas exempte de difficultés, et que son analyse, pour les intégrer, laisse encore quelque chose i désirer, soit relativement i la
généralité, soit méme du coté de la rigueur.
La memoria non viene pubblicata. L'accettazione definitiva delle idee innovatrici di Fourier e la gloria non
arriveranno prima del 1822.

16.10.2 L’oscillatore armonico smorzato

Consideriamo 1’oscillatore armonico smorzato

dx? dx
W + ')’E +C(J(2)X = f(t)

dove f(t) & una forza periodica di periodo T (termine forzante). Sia
-~ 1 T P27
Fony =5 [ e rar (16.50)
0
fy ="} FomeFr (16.31)

n=-—oo

Posto w = 271/L, usando il “Dizionario tempo <— frequenza temporale” otteniamo

~

{—nzwz +inyw + w%} X(n) = f(n)

cioe

X(n) = f(n) (16.32)

—n2w? + inyw + wi
Questa semplice equazione (di certo gia incontrata diverse volte), contiene una notevole quantita di fisica.

In primo luogo, notiamo che ciascuna coordinata di Fourier della forza guida un singolo modo di
Fourier nella risposta dell’oscillatore.

In secondo luogo, il principio di sovrapposizione dei sistemi lineari entra in gioco: secondo 1’equazione
(16.31) la riposta totale dell’oscillatore e una sovrapposizione delle risposte di ciascuno dei singoli modi
di Fourier. Inoltre, ciascun modo ¢ eccitato indipendentemente e non ha effetti sugli altri modi. Se il siste-
ma avesse avuto un briciolo di non-linearita (ottenuta, per esempio, con 'aggiunta di un termine cubico
Ax? alla forza elastica —w}x), avremmo potuto ancora usare la (16.30) per decomporre il moto in modi di
Fourier, ma i modi di Fourier sarebbero risultati accoppiati e non pitt indipendenti.

In terzo luogo, osserviamo che per modi di Fourier elevati, nw > wy, la risposta é circa

(n) ~ L (271) i

—nfw
che, all’aumentare di 7, si avvicina a o pitt rapidamente delle coordinate di Fourier della forza. In sostanza,
una forzante di frequenza elevata non ha quasi alcun effetto sull’oscillatore. Anche se la forzante ha fre-
quenze molto alte, I'oscillatore si comporta in modo pit1 regolare: non puo rispondere molto a frequenze
che sono molto piti grandi della sua frequenza naturale wy.
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In quarto luogo, per forze esterne di bassa frequenza, cioe tali che nw < wy per tutti i modi che
intevengono nella forza, la riposta &

Possiamo allora risommare la serie secondo la (16.31) e ottenere

f(1)
x(t) ~ o
Questo ¢ intuitivamente chiaro da un punto di vista fisico: quando molto lentamente si esercita una forza su
una molla, la molla risponde cambiando la sua lunghezza proporzionalmente alla forza applicata.
Infine, si osservi che che certi modi di Fourier sono eccitati a livelli pit alti di altri modi. Per modi di
Fourier tali che
nw =~ wy ,

il denominatore nella (16.32) € prossimo a zero se 7y & piccolo, e la risposta del sistema esibisce il noto
fenomeno della risonanza con le ampiezze che crescono notevolmente.






17
Spazi di Hilbert

17.1  Spazi normati

Consideriamo le funzioni continue (a valori reali o complessi) su un
intervallo chiuso [a, b]. Se f e ¢ sono funzioni continue, chiaramente
anche af + Bg, dove a e 8 sono scalari, lo é: le funzioni continue
formano uno spazio vettoriale. Si puo parlare di lunghezza, o norma,
di una funzione continua, e ci sono molti modi di farlo. La “norma
del sup”, o norma uniforme, & cosi definita

Il = sup [f(x)]. (17.1)

x€[a,b]

E facile convincersi che questa nozione di lunghezza soddisfa le
proprieta (i), (ii) e (iii) della norma presentate nella sezione 2.4. Le
proprieta (i) e (ii) sono facilmente verificate e lo stesso puo dirsi per
la disuguaglianza triangolare. Questa disuguaglianza per numeri
reali e ovvia, |f(x) + g(x)| < |f(x)| + |g(x)|, e da questa discende

sup |f(x) +g(x)[ < sup [f(x)[+ sup |g(x)]
x€a,b] x€(a,b] x€la,b]
Dunque, Cla, b], lo spazio delle funzioni continue su [a, b] con norma
(17.1), € uno spazio normato.
Come abbiamo visto nella sezione 2.4, dalla nozione di lunghezza
si puo facilmente passare alla nozione di distanza. Se definiamo

d(f,¢) = IIf — 8l

si vede che sono soddisfatte le proprieta (i), (ii), (iii) e (iv) della di-
stanza. Se si ha una nozione di distanza, si ha una nozione metrica
di vicinanza tra punti, e se si ha una nozione di vicinanza, si pud
parlare di convergenza di una successione (f,) di punti nel modo
seguente: la successione (f,,) converge a f se la distanza tra f, e f
tende a zero, cioe se

lim [|f = full o =0

n—oo

N. B. E giunto il tempo di riprendere
e approfondire le idee che sono state
introdotte nella sezione 2.4.
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Ora, il problema é che, in generale, non & detto che il limite di
una successione di elementi che appartengono ad una classe sia an-
cora un elemento di quella classe. L'esempio paradigmatico sono i
razionali: in generale, successioni di razionali non convergono ne-
cessariamente a numeri razionali. E per questa ragione che Cauchy
introdusse la nozione di convergenza che prende il suo nome: per
ogni € > 0, esiste un intero positivo N tale che per tutti m,n > N,
d(fn, fm) < €. Si pud dimostrare che ogni successione di Cauchy (f)
in C[a, b] converge ad un elemento di C[a, b] (si veda i complementi
17.11.2).

Uno spazio normato, in cui ogni successione di Cauchy converge
ad un elemento dello spazio stesso, & detto completo. Uno spazio di
questo tipo e anche noto anche come spazio di Banach. Per esempio,
Cla, b], munito di norma uniforme, & uno spazio vettoriale normato
completo, cioe uno spazio di Banach.

La completezza di uno spazio normato é regolata dal seguente
teorema:

Uno spazio vettoriale normato é completo se e solo se ogni serie
assolutamente convergente nello spazio é convergente, cioeé se
(17.2)

oo o
Yo loell <0 = ) v < o0
k=1 k=1

Si osservi che il significato geometrico intuitivo di questo teorema &
quello espresso dalla figura 2.10 del capitolo 2 (per una dimostrazio-
ne di questo fatto, si veda la 6 dei complementi 17.11.2).

17.2  Spazi con prodotto scalare

Uno spazio di Banach, pur avendo una struttura per molti versi ana-
loga a quella dello spazio euclideo finito-dimensionale, & privo di
una nozione di prodotto scalare tra vettori. Ricordiamo dal capito-

lo 2 come sono fatti gli spazi vettoriali muniti di prodotto scalare
ripresentando le caratteristiche salienti dello spazio euclideo com-
plesso C", lo spazio dei vettori z = (z1,2,...,2,), con componenti
z; complesse. Tra coppie di vettori qualunque z, w in questo spazio &
definito il prodotto scalare

(z|w) =Z1wy +...Zqwy (17.3)
che gode delle seguenti proprieta:
(i) (z|w) = (w]z) (simmetria coniugata)

(i) (u|az+ pw) = a(u|z) + p(u|w) (linearita nel secondo
argomento)

Stefan Banach (1892-1945) & stato un
matematico polacco tra i piit influenti
del XX secolo. Noto al grande pub-
blico (si fa per dire) per il paradosso
di Banach-Tarski, secondo cui esiste
una decomposizione finita di una sfera
tale che ricomponendone i pezzi si
possono formare due sfere identiche a
quella di partenza (e, naturalmente, la
procedura puo essere iterata).
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(iii) (z|z) > 0 (=0 sse z = 0) (positivita)
Si osservi che (i) e (ii) implicano

(az + pw |u) = &(z|u) + B(w | u)

N

Il prodotto scalare in C" & dunque una forma definita su coppie di
vettori di C" che & lineare in un argomento e antilineare nell’altro.
Una forma di questo tipo e detta hermitiana o sesquilineare.

Se ¢’ un prodotto scalare tra vettori, c’e anche una nozione di
lunghezza: la lunghezza del vettore z = (z1,zy,...,2,) & data dal
teorema di Pitagora

lzl| = /I + .. zal? = /(2] 2)

e soddisfa le proprieta (i), (ii) e (iii) della norma, in particolare la

disuguaglianza triangolare |[u+v|| < [lu|| + ||v]|, che stabilisce
che la somma delle lunghezze di due lati di un triangolo € maggiore
o uguale della lunghezza del terzo lato.

La disuguaglianza triangolare si verifica facilmente a partire dalla
(17.3). Ma c’e anche un modo piit complicato per verificarla, che
a posteriori risulta pit1 profondo e utile. Questo si realizza in due
passi. Primo passo: a partire dalle proprieta (i) (ii) e (iii) del prodotto

VIl =/ {v[v), (17.4)

si dimostra la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

scalare e dalla definizione

[ v)[ < [[ul] [Iv]] - (17.5)

Secondo passo: si usa la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per
dimostrare la disuguaglianza triangolare. Si vedano le dimostrazio-
ni 3 e 4 dei complementi 17.11.2. Ma qual é il vantaggio di questo
modo pili complicato di ottenere la disuguaglianza triangolare? Un
guadagno notevole di generalita!

Un qualunque spazio vettoriale in cui e definito un prodotto sca-
lare, soddisfacente le proprieta (i), (ii) e (iii), risulta automaticamente
uno spazio normato, con norma definita dalla (17.4). Infatti, le pro-
prieta (i) e (ii) della norma sono banalmente verificate e la disugua-
glianza triangolare vale in quanto conseguenza della disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz. Qualunque riferimento alla dimensione finita dello
spazio e stato cosi eliminato e il fatto che uno spazio con prodotto scala-
re diventi uno spazio normato ¢ indipendente dalla sua dimensione;
in altre parole, vale anche per spazi di dimensione infinita.

Se lo spazio normato cosi ottenuto & completo (& cioe uno spa-
zio di Banach rispetto alla norma indotta dal prodotto scalare), e

237
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detto spazio di Hilbert; se questo non accade, cioe se lo spazio non &
completo rispetto alla norma indotta dal prodotto scalare, & usual-
mente chiamato spazio pre-hilbertiano. Uno spazio di Hilbert e di solito
denotato con il simbolo 5.

Teoremi dimostrati per un generico spazio di Hilbert varranno
automaticamente per spazi di Hilbert concreti, di cui, nel seguito
vedremo esempi particolarmente importanti.

Ecco un esempio di teorema che vale per uno spazio di Hilbert
generico e che si dimostra facilmente a partire dalle proprieta del
prodotto scalare e dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
TEOREMA DI CONTINUITA DEL PRODOTTO SCALARE. Se {u,} e {v,}
sono due successioni di vettori di # che convergono in norma,

im u;, = u im v, =v,
n—,oo n—oo
allora

Tim {w, | v) = {u]v)

17.3 Lo spazio (?

Lo spazio C", con prodotto scalare dato da (17.3) & uno spazio di
Hilbert finito-dimensionale. L’esempio piti semplice di spazio di
Hilbert infinito-dimensionale & lo spazio delle successioni a quadrato
sommabile, vale a dire delle successioni infinite z = (z1,2,...), con
componenti z; complesse, tali che

def 5
2] = ) lzl* < oo (17.6)
k=1
Questo spazio & usualmente chiamato ¢2. In questo spazio il prodotto
scalare & cosi definito

(z|w) =} Zw (17.7)
k=1

La serie a secondo membro converge in virtt della disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz (esercizio).

Lo spazio ¢ & completo ed & quindi uno spazio di Hilbert. La
dimostrazione di questo fatto ¢ data nei complementi 17.11.2 (dimo-
strazione 5).

17.4 La notazione di Dirac

In meccanica quantistica, lo stato di un sistema fisico & rappresen-
tato da un raggio in uno spazio di Hilbert complesso e separabile
(daremo la definizione di spazio separabile nel seguito) o, equivalen-
temente, da un punto nello spazio di Hilbert proiettivo del sistema.

David Hilbert (1862-1943) & stato un
matematico tedesco, probabilmente il
pitt influente a cavallo tra il XIX e il XX
secolo. Noto il per il suo approccio for-
malistico al problema dei fondamenti
della matematica, si occupo anche di
fisica, in particolare arrivo alle equa-
zioni della relativita generale quasi
parallelamente ad Einstein. L'azione,
da cui seguono queste equazioni per
principio di minimo, & detta “azione

di Einstein-Hilbert”. Sembra che abbia
detto: “la fisica e troppo difficile per
essere lasciata ai fisici”.
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Con in mente le applicazioni della teoria degli spazi di Hilbert alla
meccanica quantistica, Dirac introdusse la notazione dei bra e dei ket
per descrivere i vettori di uno spazio di Hilbert. Questa notazione
puod essere descritta nel seguente modo.

Incominciamo col complicarci la vita e rappresentiamo un vettore
u di . con il simbolo |u). Lo chiameremo vettore “ket”, ma resta
sempre lo stesso vettore u di prima. Adesso rappresentiamo lo stesso
vettore u con il simbolo(u|, che chiameremo vettore “bra”, ma resta
sempre, di nuovo, lo stesso vettore di prima. Introduciamo infine le
seguenti regole per manipolare i simboli di bra e ket

jaw + pv) = alu) + Blv)  (au+ pv| =a(u|+ B(v|

Il prodotto scalare (“braket”?) risulta, simbolicamente, il prodotto dei ' Risulta cosi svelato l'arcano della
terminologia “bra” e “ket”: “braket”

def in inglese vuol dire “parentesi” (e ci
<u | V> = <u| |V> sono ovviamente due tipi di parentesi,
quelle che hanno la gobba a sinistra e
quelle che la hanno a destra). Questa
hermitiana (lineare in un argomento e antilineare nell’altro). terminologia, che riflette anche un
sottile humor, & di Dirac.

simboli bra e ket,

La notazione rende cosi manifesto che il prodotto scalare & una forma

Si potrebbe dare alla notazione simbolica anche un significato ma-
tematico e identificare i “bra” con il duale s#* di . (cioe lo spazio
dei funzionali lineari continui su J#’). Ma si tratta di una sofisti-
cazione matematica inutile: poiché per il teorema di Riesz, J#* &
naturalmente identificato con J# stesso, € fuorviante pensare che per
rappresentare lo stato di un sistema quantistico siano necessari due
tipi distinti di vettori, i “bra” e i “ket” o che il prodotto scalare sia tra
un prodotto misterioso di un “bra” e di un “ket”. In breve, la nota-
zione di Dirac va presa per quello che ¢ (indipendentemente da che
cosa ne pensasse Dirac stesso): una notazione conveniente e utile, ma
niente di piti.

La notazione di Dirac e particolarmente conveniente per denotare
I'operatore di proiezione ortogonale su un vettore v con

) (vl le)les|, ey = ﬁ

v

per cui la proiezione di u lungo v risulta

ley)(ev|u).

Con la notazione di Dirac, risulta particolarmente trasparente che il

quadrato del proiettore sia il proiettore stesso: |ey)(ey||ey)(ev| =

. def
lev) (ey|, in quanto (ey||ey) = (ey]ey) = 1.

17.5 Basi ortonormali

Una successione (limitata o infinita) di vettori {e, } in uno spazio di
Hilbert .# per cui (e, |e,) = 0 quando n # m si chiama sisterma
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ortogonale. Se inoltre si ha (e, | e,) = ||ex|| = 1, il sistema si chiama
ortonormale. Riassumendo, per tale sistema si ha

<en ‘ em> = Oum - (17.8)

Se un sistema ortogonale & formato da un numero finito n di
vettori, questi vettori sono linearmente indipendenti. Infatti, con-
siderando il prodotto scalare dell’elemento e;, i = 1,...7n con
ajeq +axer +...+aye, = 0,sideducechea; = 0,peri =1,...n.
Quindji, in uno spazio di Hilbert di dimensione finita N, un sistema
ortonormale & costituito da non piti di N elementi.

Vogliamo adesso chiarire quali requisiti deve avere un sistema
ortonormale per essere ’analogo infinito-dimensionale di una base
ortonormale, concetto che si assume noto per gli spazi di dimensione
finita. In primo luogo, osserviamo che una scrittura del tipo

o
u= Z Cnen (17.9)
n=1

va intesa nel senso della convergenza in norma della serie a secondo
membro, significa cioe

N
Iim ||u-— cpe =0.
N—oo ’E nEn

In secondo luogo, osserviamo che se la serie converge al vettore u,
allora
e = (ey | u) n=12,.... (17.10)

Questo si verifica moltiplicando scalarmente per e, ambo i membri
della (17.9) e sfruttando le condizioni di ortogonalita dei vettori della

base:? * A rigore, si dovrebbe procedere con
[o0] o .
cautela e scrivere
en|u) = (e Cnen) = cnlem|en) =c
(enl ) = (en| 1 cven) = 1 culen len) =y .
n= n= <em ‘ u> = 1\1113;3 <em | Z Cnen> .

I coefficienti ¢, sono dunque le coordinate di u rispetto al sistema =1
ortogonale {e, }, nello stesso senso in cui questo vale per uno spa- Per il teorema di continuita del prodot-
i L X o R i to scalare (sezione 17.2), il limite puo
zio di dimensione finita. Questo fatto puo essere espresso in forma essere scambiato con la somma, quindi

compatta riscrivendo la (17.9) con la notazione di Dirac: N
(ep |u) = lim Z cnlem|en) =cn
N—oo =1
u) =3 len)(en | w) (17.11)
n

E importante osservare che la precedente relazione vale sotto I'ipo-
tesi che |u) sia uguale alla serie a secondo membro, ma non sempre
questo & vero. Per esempio, i vettori i e j dello spazio euclideo tri-
dimensionale formano un sistema ortogonale, ma se decomponiamo
rispetto a questo sistema un vettore u che non giace nel piano da essi
generato, la somma (uei)i + (u e j)j (cioe il secondo membro della



(17.11), non ci restituisce il vettore u, ma la sua proiezione ortogonale

sul piano generato da i e j.

Nel caso finito-dimensionale, un sistema ortonormale & una base,

quando “non si perde niente”, cio¢ quando 'operatore }_,, |e,) (e|

non proietta il vettore su un sottospazio, ma ¢ I'identita su tutto lo

spazio. Questa caratterizzazione si estende in modo naturale al caso

infinito-dimensionale3

Un sistema ortogonale {e, } ¢ completo in S o, equivalente-
mente, e una base ortonormale in J¢, quando QUALUNQUE
vettore w € S puo essere espresso come

u:Z|en><en|u>.

(17.12)

Abbiamo detto che l'uguaglianza (17.11) va intesa come conver-

genza in norma,

N
lim (lu— ) |es)(e,|u)|| =0.
n=1

N—o0

Calcoliamo adesso il quadrato della norma della differenza tra il

vettore u e la somma parziale N-esima della serie:

2

N N
w) = ) len)(en|w)|| = (u— ;en@n [u) [u— ;en<en )

N N
= <u|u>—2¥1|<en|u>lz+ ;HenIu)I2

N
2
ull* = Y [(en |w)?
n=1

(17.13)

Da cui segue che si ha convergenza in norma per N — oo se e solo se

[e9)

Y en | w) > = lul|?.

n=1

Questa uguaglianza e nota come identita di Parseval. Percio

Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema orto-
normale {e,} S sia una base, é che l'identita di Parseval sia
soddisfatta da ogni vettore u in J7.

(17.14)

(17.15)

Si osservi che, indipendentemente dal fatto che la serie converga a

a u, il secondo membro della (17.13) & sempre positivo. Passando al

limite N — oo della (17.13), si ottiene la disuguaglianza

[e9)

Y e w) > < [lul?,

n=1

(17.16)
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3 In uno spazio di dimensione finita,
decidere che un sistema ortogonale &
una base € una semplice questione di
conteggio: se lo spazio ha dimensione
N, un sistema ortogonale di N elementi
& automaticamente una base. Nel caso
infinito il conteggio non funziona.

Non basta infatti che un sistema abbia
infiniti elementi per essere una base.
Per esempio, le funzioni

1
cosnx

V2r
per —m < x < 71, sono un sistema
ortonormale, per la (16.3), ma non
formano una base. Questo sistema non
& completo (“si perde qualcosa”): con
combinazioni lineari, anche infinite, di
queste funzioni, si possono formare
solo funzioni pari (“si perdono le
funzioni dispari”).
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nota come disuguaglianza di Bessel, che vale dunque sotto la sola ipo-
tesi che il sistema {e, } sia ortonormale (e non necessariamente una
base).

AVVERTENZA. L'esistenza di un sistema ortonormale completo nume-
rabile non pud essere data per scontata. In effetti, non e conseguenza
delle proprieta del prodotto scalare e della completezza della nor-
ma da esso indotta. Se uno spazio di Hilbert ha una base ortogonale
completa numerabile & detto separabile. Nel seguito assumeremo
tacitamente che questa condizione sia soddisfatta e identifichere-

mo la nozione di spazio di Hilbert con quella di spazio di Hilbert
separabile.

SISTEMA ORTOGONALE CHIUSO. Un’altra nozione importante &

la nozione di sistema ortogonale chiuso, condizione che si realizza
quando non esiste alcun vettore non nullo nello spazio di Hilbert
che sia ortogonale a tutti gli elementi del sistema. In altre parole, un
sistema {e,} & chiuso se dalle relazioni

(en|uy=0, n=123,...

segue che u = 0.

Chiusura e completezza di un sistema ortonormale sono identifica-
te dal seguente teorema (si veda la dimostrazione 7 dei complementi
17.11.2):

Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema
. AP (17.17)
ortonormale sia una base é che sia chiuso.

17.6 Teorema di Riesz-Fisher

Abbiamo visto che, fissato un sistema ortonormale {e, }, ad un
vettore u e associata la successione delle sue coordinate

cp=(eylu), n=123,... (17.18)

Questa successione ¢ tale, per la disuguaglianza di Bessel,

0 ) 5
Y [en [ w)f* < [lul[*,
n=1

che la serie -
Y leal? (17.19)
n=1

€ convergente.

Consideriamo ora una successione ci, ¢y, C3, . .. tale che la serie
(17.19) sia convergente. Esiste un vettore u per cui valgono le (17.18)?
La risposta ¢ affermativa ed & data dal seguente teorema:



TEOREMA DI RiEsz-FIsHER. Sia {e, } una base ortonormale in un spa-
zio di Hilbert 7. Se {cn} ¢ una successione di numeri tale che la serie
Yo |en|? converge, allora esiste uno ed un solo vettore u € J tale che

o0
u=) cien e c,=(ey|u)
n=1

(Si veda la dimostrazione 8 dei complementi 17.11.2.)

17.7 Universalita dello spazio (*

Una conseguenza importante del teorema di Riesz-Fisher e che
tutti gli spazi di Hilbert infinito dimensionali# sono unitariamente
equivalenti allo spazio ¢? delle successioni a quadrato sommabile.

Prima di tutto, chiariamo la terminologia. Due spazi di Hilbert
H e ' sono detti unitariamente equivalenti se esiste una corri-
spondenza biunivoca tra i vettori u di J# e i vettori u’ di ¢’ tale
che:

(1) se a u corrisponde u’ e a v corrisponde v, al vettore au + v
di s corrisponde il vettore au’ + pv’ di .#”" qualunque siano i
numeri « e f3;

(2) se a u corrisponde u’, allora

ull e = |[W[]

Adesso rendiamo esplicito il senso dell’affermazione iniziale. Nel-
la sezione 17.3 abbiamo mostrato che lo spazio % delle successioni a
quadrato sommabile & uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale.
Una sistema ortonormale in ¢2 ¢ dato dai vettori &,, n = 1,2,3,... le
cui componenti sono tutte 0 eccetto per 1'n-esima, che vale 1:

& =(1,0,0,0,...), & =(0,1,0,0,...), & =(0,0,1,0,...),

Tale sistema & ovviamente chiuso e quindi completo; dunque {&,} &
una base ortonormale in /2. Se s# uno spazio di Hilbert e {e, } una
base ortonormale in esso, si consideri la corrispondenza

e <> €1, ey<<>réy, e3> e3,

e la si estenda per linearita
[e9) [e9)
u= Z chep & 0= Z cné, = (c1,¢2,03,...)
n=1 n=1

Allora a u in 4 ¢ associato il vettore in £2

(014

0= cnéy = (c1,02,03,...), cn = (ey|u)

e
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4 Occorrerebbe aggiungere “separabili”,
ma nella sezione precedente abbiamo
convenuto di identificare la nozione di
spazio di Hilbert con quella di spazio di
Hilbert separabile.
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2 — .2 2
lull% = Y leal?® = [18]] %2
n=1

segue dalllidentita di Parseval. Viceversa, per il teorema di Riesz-
Fisher, a

[ee]
=) cpen=(c1,0203...)
n=1

in (2 & associato il vettore u in 7. La corrispondenza tra /7 e (? &
dunque biunivoca e isometrica, che &€ quanto si voleva dimostrare.
L’ovvio corollario di questo & che tutti gli spazi di Hilbert sono uni-
tariamente equivalenti. Questo fatto risulta meno misterioso di quanto
sembri se si tiene conto della seguente analogia. Lo spazio di Hilbert
S, astrattamente definito, € ’analogo infinito-dimensionale del-
lo spazio euclideo tri-dimensionale E* della geometria elementare.
Fissare una base ortormale {e,} in J# & come fissare il sistema di
versori i, j e k in E3. Lo spazio /2 & come lo spazio R® delle coordi-
nate (x,y,z) dei vettori rispetto al sistema di riferimento individuato
dai versori i, j e k. Inoltre, la corrispondenza tra 7 e (2 & analoga
alla corrispondenza tra vettori e terne di coordinate,

r=xi+yj+zk < (x,y2).

Infine, 1'identita di Parseval & la versione infinito-dimensionale del
teorema di Pitagora ||r||? = x2 + 2 + 22

17.8 Proiezioni ortogonali

Un sottospazio .# di ¢ e detto chiuso se & un sottospazio vettoriale
completo nella norma, cioe tale che se {u,} & una successione conver-
gente di elementi di .#, anche il suo limite in norma ¢ in ./. In altre
parole,

se u, € # e |lu—uy|| =0 allora ue .#

Dunque, un sottospazio chiuso €, esso stesso, uno spazio di Hilbert.

Concordemente con le nozioni usuali di geometria elementare,
due elementi di uno spazio con prodotto scalare sono detto ortogonali,
u L v,se(u|v) = 0. Si dimostra facilmente che il complemento
ortogonale

M+ = {u € A tale che u L v per qualunque v € .}

di un qualunque sottoinsieme .# di # & un sottospazio chiuso. 1l
seguente teorema e particolarmente importante:
TEOREMA DELLA PROIEZIONE ORTOGONALE. Se ./ & un sottospazio chiuso
di uno spazio di Hilbert ¢, allora ciascun v € S puo essere unicamente
rappresentato come

V=V +vy (17.20)



dove v € Mev, € M+ . Inoltre, V)| (che é chiamato la proiezione
ortogonale di v su .#) soddisfa

HV—VHH < ||v—ul| (17.21)

per qualunque altro elemento u € A

I contenuto del teorema & rappresentato nella figura 17.1. Questo
fatto & geometricamente ovvio in uno spazio euclideo, sia per quel
che riguarda la (17.20) sia per la (17.21), che esprime il fatto che la
distanza minima tra il punto Q individuato da v e il sottospazio .#
e quella che si percorre partendo da Q e muovendosi nella direzione
ortogonale a .#. La cosa interessante & che questo teorema e vero,
pari pari in uno spazio di Hilbert qualunque. Non ne daremo la
dimostrazione generale, ma, nel seguito, in un caso particolare.

Dato .#, I'operatore P che proietta un qualunque vettore v nel
vettore vy,

Pv = VH ’

& chiamato proiettore ortogonale di ¢ su .#. Soddisfa le ovvie pro-
prieta geometriche di una proiezione ortogonale, in particolare &
idempotente

P2=P.

Inoltre & continuo: se ||u, —u|| — 0, allora ||P(u,) — P(u)|| — 0. Si
osservi che il proiettore su .# & I — P, dove I & I'operatore identita.
Il teorema della proiezione garantisce 1'unicita della decomposi-

zione di J# in somma ortogonale di un suo sottospazio chiuso .Z e
del suo complemento ortogonale .#*. Per esprimere questo fatto, di
solito si scrive
H =MD M

17.9 Approssimazione in media quadratica

Sia {e, } una base ortonormale in ., si fissi un numero N (ad
esempio N = 10) e si consideri I'insieme di tutti i vettori

N
Z Znen (17.22)
n=1

per tutte le successioni (z1,zy, .. .zyN) di numeri complessi. L'insieme
A cosl ottenuto € un sottospazio finito-dimensionale di J# (e quindi
chiuso), di dimensione N (e quindi isometricamente isomorfo a CcM).
Sia u un qualunque vettore di #. Si osservi che in notazione di
Dirac, 'operatore di proiezione P su .# pud essere espresso come

N
P= ; len){en].
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V]

M

Figura 17.1: Decomposizione ortogonale
di un vettore v come somma della sua
componente v| in ./ (il piano oriz-
zontale in figura) e la sua componente
verticale v, nello spazio .# + (la dire-
zione verticale in figura). La lunghezza
della linea tratteggiata e la norma di

v —v). Il vettore v, & il vettore nel pia-
no .# che si trova alla distanza minima
da v. Qualunque altro vettore nel piano
si trova ad una distanza maggiore da v.
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Infatti la proiezione ortogonale di u su .7 &

N
Pu = Z le,) (e, |u)

n=1

Adesso ci domandiamo quale sia il vettore in .# che meglio ap-
prossima u. Per rispondere a questa domanda usiamo il metodo dei
minimi quadrati. Consideriamo la norma al quadrato della differenza
D tra u e un generico vettore di .#, cioé del tipo (17.22),

N 2
D2 - u— Z Znen
n=1

e determiniamo quali siano i valori dei coefficienti z, tale che D? sia
minimo. Si ha

N N
D? = (u— Zznen|u— Zznen)
n=1 n=1
” N N N
= [lul|* = Y Zulen|u) = Y za(ulen) + ) |2a]?
n=1 n=1 n=1

Il minimo di D? (se esiste) & in corrispondenza dell’annullarsi delle
derivate prime 0D?/9z, = 0e0D?/9z;, = O (trattandolezelez
come variabili indipendenti). Si ha

oD? _ _
Tm{:*<u|ek>+zk=0 = Zr=(uley)
oD?

A =—(exu) +z=0 = zr=(e|u)

Si puo verificare che per i valori cosi ottenuti si ha davvero un mini-
mo e non un massimo o un punto sella (esercizio a casa). Il vettore in
# a distanza minima da u e proprio

N

Pu = Z len) (en | u)
n=1

in accordo con (17.21). La miglior approssimazione di un vettore in
uno spazio pitt piccolo di quello in cui vive il vettore € dunque la
proiezione del vettore stesso in quel sottospazio!

Ogni qual volta confrontiamo le nostre teorie con 1’esperienza,
o facciamo simulazioni al calcolatore, siamo sempre costretti a la-
vorare con spazi piccoli, cioe finiti, anche se le nostre teorie fisiche
sono formulate in spazi infiniti. Non dovrebbe quindi sorprende-
re che il teorema della proiezione sia alla base di molti metodi di
approssimazione che si utilizzano in fisica e nelle scienze applicate.



17.10 PROBLEMI

PROBLEMA 17.1. [J

Determinare quali sei seguenti insiemi & uno
spazio vettoriale rispetto alle usuali operazioni di
addizione e moltiplicazione per uno scalare e se &
uno spazio vettoriale reale o complesso.

(i) Lo spazio Py(I) dei polinomi in un intervallo
I della retta reale che sono: di grado minore
o uguale a 1, con coefficienti complessi e su
C (cioe sono permesse moltiplicazioni con
numeri complessi).

(ii) Lo spazio P(I) dei polinomi in un intervallo
I della retta reale che sono: con coefficien-
ti immaginari e su R (cioé sono permesse
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moltiplicazioni solo con numeri reali).
(iii) L'insieme dei numeri reali su C.

(iv) L'insieme delle funzioni a valori complessi di
classe CP(I) su R.

PROBLEMA 17.2.

Sia X uno spazio vettoriale. Dimostrare che se
{en} e {fn} sono basi di X e una di esse e finita,
cio®, con un numero finito di elementi, allora anche
l'altra lo e e il numero di elementi & lo stesso.
ProOBLEMA 17.3. [

Dati due vettori u e v in uno spazio con prodot-
to scalare, sotto quali condizioni vale 'uguaglianza
l[u+v||? = [[u]|®+ ||v]|*? Pud questa uguaglianza
valere anche se i vettori non sono ortogonali?
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17.11 COMPLEMENTI

17.11.1 Schema riassuntivo

SPAZIO VETTORIALE Sui reali o sui complessi. Si assume sia noto tutto al riguardo. In particolare, che la
dimensione di uno spazio vettoriale e la cardinalita di una sua base.

Srazro METRICO Insieme equipaggiato con una nozione di distanza, o metrica, tra coppie di suoi elementi,
avente le seguenti proprieta

d(x,y)

2. d(x,y) =0ssex =y

3 d(x,y)

4. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (disuguaglianza triangolare)

1. > 0 (positivita)

= d(y, x) (simmetria)

[Si osservi che (1) segue da (2,3,4).]

SuccessIoNE DI CAUCHY Successione (x,) di punti in un spazio metrico con la seguente proprieta: per
ogni € > 0 esiste intero positivo N tale che per tutti m,n > N, d (xp, xm) < €.

SPAZIO METRICO COMPLETO Spazio metrico in cui ogni successione di Cauchy di suoi elementi converge a
un suo elemento.

SPAZIO VETTORIALE NORMATO Spazio vettoriale equipaggiato con una nozione di lunghezza, o norma,
avente le seguenti proprieta

1. ||v|]] >0sev #0
2. [|av]] = [a] [[v]]
3. [[v+w|| < ||v|| + ||w|| (disuguaglianza triangolare)

Uno spazio vettoriale normato & automaticamente metrico, con distanza indotta dalla norma, d(u,v) =
|| — ]|

SPAZIO VETTORIALE NORMATO COMPLETO, ALIAS “SPAZIO DI BANACH” Spazio metrico vettoriale norma-
to, completo rispetto alla metrica d(u,v) = ||u — v|| indotta dalla norma.

CRITERIO DI COMPLETEZZA PER UNO VETTORIALE SPAZIO NORMATO Uno spazio vettoriale normato &
completo se e solo se ogni serie assolutamente convergente nello spazio & convergente. In altre parole, il
criterio di completezza e
[e9) oo
Se Y |log]| <oo allora ) v converge (17.23)
k=1 k=1
Si veda la dimostrazione 6 nella sezione 17.11.2.

SPAZIO VETTORIALE CON PRODOTTO SCALARE, ALIAS “SPAZIO PRE-HILBERTIANO” Spazio vettoriale
equipaggiato con nozioni di angolo (tra vettori) e lunghezza (di vettori), compattamente riassunte dalla
nozione di prodotto scalare ( | ), avente le seguenti proprieta
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1. (¢|y) = (| ¢) (simmetria coniugata)

2. (plap+Bx) =a(p| )+ B(¢p]|x) (linearita nel secondo argomento)

3. (P |¢) > 0 (=0 sse p = 0) (positivita)

Si osservi che (1) e (2) implicano (ap + Bx | ¢) = & (¥ |¢) + B{x | ) (il prodotto scalare & dunque una

forma detta hermitiana o sesquilineare, cioé una forma definita su coppie di vettori di uno spazio vettoriale
complesso che ¢ lineare in un argomento e antilineare nell’altro).

PROPRIETA DEL PRODOTTO SCALARE DI UNO SPAZIO PRE-HILBERTIANO
(1) Vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

(1) < llell [l -

dove
def def

el = el gl = {¢ly)

(2) Uno spazio pre-hilbertiano & normato, con norma

Il =/ (@ l¢)
ed e quindi uno spazio metrico, con distanza indotta dalla norma
Ay, ¢) = |y —¢ll =/ @ —¢lp—¢).

SPAZIO VETTORIALE CON PRODOTTO SCALARE COMPLETO, ALIAS “spaz1o DI HILBERT” Spazio vettoria-
le con prodotto scalare completo nella metrica indotta dal prodotto scalare. Dunque, uno spazio di Hilbert
& automaticamente uno spazio di Banach.

SISTEMA ORTONORMALE IN UNO sPAZIO DI HILBERT Una successione (limitata o infinita) di vettori {e, }
per cui (e, |ey) =0e (e, |e,) = ||es]| =1

CRITERIO DI CONVERGENZA DI UNA SERIE DI FOURIER GENERALIZZATA Per un vettore u in uno spazio
di Hilbert e sistema ortonormale {e, }:

[e9) oo
u=) les)(e,|u) seesolose Z|<en|u>|2: || ?
n=1 n=1
DISUGUAGLIANZA DI BESSEL Vettore u e sistema ortonormale {e, } in uno spazio di Hilbert. Allora

Y [en [ w)[? < [[ull
n=1

DEFINIZIONE DI SISTEMA ORTORMALE COMPLETO O BASE ORTONORMALE {en} Se

Y [(en |u) > = ||uf|? (identita di Parseval)

n=1

per qualunque vettore u nello spazio di Hilbert.
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Srazio pI HILBERT SEPARABILE Quando ammette un sistema ortonormale completo numerabile.

SISTEMA ORTOGONALE CHIUSO Quando non esiste alcun vetttore non nullo nello spazio di Hilbert che sia
ortogonale a tutti gli elementi del sistema.

CRITERIO DI COMPLETEZZA DI UNA BASE ORTONORMALE Condizione necessaria e sufficiente affinché un
sistema ortonormale sia completo e che sia chiuso.

17.11.2 Dimostrazioni di alcuni teoremi

Dimostrazione 1 (Convergenza nella norma uniforme = convergenza uniforme). Se (f,,) é una successione di
funzioni continue in [a, ], allora

uniforme
fo ——=f < sup |fu(x) = f(x)[ =0 (17.24)
x€[a,b]
A questo proposito, ricordiamo che convergenza uniforme significa che per ogni € positivo esiste un N, lo stesso per
tutti gli x in [a,b] tale che

[fu(x) = f(¥)] <€

per tutti glin > N e tutti gli x in [a,b). E quindi facile vedere la direzione = della (17.24): se | fu(x) — f(x)| <

€ per tutti gli x in [a, b], lo stesso vale quando si passa a sup, e viceversa. La direzione <= ¢ altrettanto facile ed e
lasciata come esercizio. O
Dimostrazione 2 (Completezza di C[a, b] rispetto alla norma uniforme). Si osservi che per x fissato, (f,(x))

e una successione di Cauchy di numeri reali e quindi esiste il limite f(x) = lim,—co fu(x) (convergenza puntuale).
Ma la convergenza é anche uniforme. Infatti, essendo (f,,) é una successione di Cauchy allora c’e un N, indipendente
da x, tale che | f,(x) — fu(x)| < €, per tutti gli n e m maggiori di N. II che implica che |f(x) — fiu(x)| < € per tutti
glim > Neglix € [a,b]. Ergo, f converge a f uniformemente. Poiché f e il limite uniforme di funzioni continue,
f stessa e continua e quindi (f,,) converge a f in Cla, b]. O
Dimostrazione 3 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Dimostriamo la (17.5),

([ v)[ < [[u]] }v]] -

Se v = 0 la disuguaglianza ¢ banalmente verificata. Assumiamo v # 0 e consideriamo ||u — t(v|u)v|| > 0, dove t &
un qualunque numero reale. Sviluppiamo la norma sulla base della (17.4),
0< Jlu—tv|wv]|? = (u—Hv|uwv|u—tv]uv)
2 2
= [lul|* = 2[¢v [w) [Pt + [{v [w)[* |v]|* 2
Si scelga il valore di t che minimizza la forma quadratica a secondo membro: derivando rispetto al tempo si ottiene
t=1/||v||% Allora

Vll2
0 fulw L¥1W)

(v]v)

che ¢ vera sse |(u|v)| < ||ul| ||v]|. La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz risulta cosi verificata. O
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Dimostrazione 4 (Disuguaglianza triangolare). Dimostriamo la disuguaglianza triangolare per la norma indotta
dal prodotto scalare. Si ha

llu+v|[>=(u+v|u+v)
2 2
[[ul]* + (| v) + (v]u) + [|v]|

n—oo

< lJul|+2 |lul| []v]| + [[v]|> (per Cauchy-Schwarz)
= ([ul| + [IvI})?
O
Dimostrazione 5 (Completezza di £2). Dimostriamo che ogni successione di Cauchy in (% converge ad un
elemento di (2. Sia (z\")) una qualunque successione di Cauchy in (2, cioe tale che
lim Hz(”) fz(m)H =0
n,m—o00
e dimostriamo che esiste un elemento z € ¢ tale che
lim Hz(”) - ZH =0 (17.25)

Osserviamo che, essendo per ogni indice k
|Zl((") _ZI({m)| < HZ(H) _Z(W)H ,

esiste il limite

def
lim z(n) = Zr.
n—oo k k

Proviamo ora che la successione z = (z1,2,...) ¢ in €%. Infatti, fissato un generico N, tronchiamo le successioni fino
a N, ottenendo cosi vettori nello spazio vettoriale finito dimensionale CN. Denotiamo con un pedice N i vettori cosi
ottenuti e consideriamo la disuguaglianza triangolare in CN

2] < || = 2] + ||
cioe
SIE Do G RSN D o F Gl
k=1 k=1 k=1

L’osservazione importante é che il primo membro e limitato da una costante indipendente da n e da N, possiamo
quindi passare al limite n — oo a primo membro e stabilire cosi la convergenza della serie

N

ERR

k=1

Per provare ora la (17.25), osserviamo che, fissato € > 0, esiste N tale che per tutti gli n e m maggiori di Ne, si ha
(essendo (z\")) una successione di Cauchy)

2

< €

5 e o
k=1

da qui, passando al limite per m — oo, segue
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cioe la (17.25).

Dimostrazione 6 (Criterio di completezza per uno spazio vettoriale normato). Se lo spazio é completo e
Yooq llvkl| < oo, si consideri le somme parziali s, = Y} vk. Dalla disuguaglianza triangolare, per m < n si
ha

n o

llsn—smll < 3 Mol < 32 ol <e

k=m+1 k=m+1
se m & abbastanza grande, il che mostra che (s,) e una successione di Cauchy. Viceversa, si assuma che ogni serie
assolutamente convergente sia convergente e si consideri una successione di Cauchy (uy). Si prenda successivamente
ki < ko < ...in modo tale che ||uy — uy|| < 2/ quando m,n > kj. Siponga vy = uy, e v, = g1 — ;. Allora
|[o]| <2 per j > 2 equindi 2 vj e assolutamente convergente e quindi convergente. Poiché uy, = v1 +v... +
vj, la successione (uk].) e convergente. Abbiamo mostrato che ogni successione di Cauchy ha una sottosuccessione
convergente, che é abbastanza per dimostrare la completezza. O
Dimostrazione 7 (Se un sistema ortonormale {e, } & completo & anche chiuso e viceversa). Supponiamo
che il sistema ortonormale {e, } sia completo. Se non fosse anche chiuso esisterebbe un vettore v con ||v|| > 0 tale
(en|v) =0,n=1,2,3,.... In tal caso avremmo

0=1) (ex|v) <|vll,
n=1

contro 'ipotesi che il sistema sia completo. Viceversa, se {ey} fosse chiuso ma non completo, esisterebbe un vettore u
tale che

i1|en><en|u> £y

e per il vettore

o
wW=u-— Z len)(en |u)
n=1
risulterebbe
(en|wW) = (ey|u) — (e, |u)y=0,, n=1,23,...
contro l'ipotesi che {e, } sia chiuso. O

Dimostrazione 8 (Riesz-Fisher). Per {e,} fissato, vogliamo dimostrare che se {cy, } é una successione di numeri
tale che la serie Y0 |cn|* converge, allora esiste uno ed un solo vettore u € # tale che u = Y50, cyey e

cp={eylu), n=123... (17.26)
Incominciamo col dimostrare che la serie
[ee]
Z Cn€n
n=1
e convergente. Infatti, posto

n
Sp = Zciei
i=1

si ha per n > m
2

5 n n 2
l[sn —sml|* = 2 ciej|| = Z |cil

i=m+1 i=m+1
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Poiché la serie Y01 |cn|* converge per ipotesi, ne seque che

lim |[|sy —sm||> =0
n,m—o0
e quindi, essendo lo spazio di Hilbert completo (ogni successione di Cauchy converge ad un elemento dello spazio),
esiste un vettore u nello spazio di Hilbert tale che lim, o 5, = u, cioé

[ee]
u = Z Cney
n=1

Il vettore u ora trovato, per la (17.10), soddisfa le (17.26). Si osservi che nell’ottenere questo risultato non abbiamo
sfruttato la completezza del sistema ortonormale {e, }. Se adesso assumiamo che {e,} sia completo, e quindi chiuso,
¢ facile mostrare che il vettore u trovato deve essere unico. Infatti, se esistessero due vettori u e u’ che soddisfano le
(17.26), allora

(u—u'|e,) =0 n=1,23,...

ed essendo il sistema chiuso deve essere u = u’.






18
Analisi di Fourier di funzioni L?
in un intervallo limitato

18.1 Lo spazio delle funzioni a quadrato integrabile
Consideriamo la forma

(1) = [ Fos(aex. (18.)

definita per coppie di funzioni f e g in C[a, b] . Questa forma defini-
sce un prodotto scalare su C[a, b] con norma indotta

fll2 =/ (f1) = \/ If x)|2dx (18.2)

Infatti, si verifica facilmente, per calcolo diretto, che vale la la disugua-
glianza di Cauchy-Schwarz, |(f | g)| < ||fl|5 18] ,, cioe

[ Fos e < \/ [ \/ [ lspar. s

da cui segue la disuguaglianza triangolare

f +8lla < [Ifll2+ [Ig]]

La proprieta della norma ||af||, = |«| ||f||, & banalmente verificata.

Pure la prima proprieta della norma é verificata, infatti

b
| pax =0

se e solo se f = 0 (si osservi quanto & essenziale che la funzione sia
continua). Nel seguito, chiameremo la norma (18.2) “norma L*” ela
convergenza nella norma L? semplicemente “convergenza L2”.

La convergenza L? & usualmente anche chiamata convergenza
in media quadratica. Se f1(x), f2(x), f3(x), ...& una successio-
ne di funzioni, si dice che converge in media quadratica a f(x),
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limye0 fn = f, s€

b
lim/a £ (x) — fulx)Pdx = 0,

n—o0

che & proprio la convergenza L.

Da un punto di vista pratico, la convergenza L? fornisce una no-
zione molto utile nelle applicazioni. Come mostrato nella figura 18.1,
la media quadratica stima la distanza tra due funzioni in termini del-
I'area del quadrato della loro differenza (la regione in grigio) e quindi
media le differenze tra le due funzioni su tutto l'intervallo; fornisce,
per cosi dire, una stima globale media di quanto due funzioni sia-
no vicine. In effetti, abbiamo gia discusso questo fatto nell'ultima
sezione del capitolo 16: si veda la figura 16.5 (C).

Al contrario, la convergenza uniforme, e quindi la norma uni-
forme, & molto pil sensibile alle differenze locali in quanto stima la
distanza tra le funzioni in termini del massimo della loro differenza
(in figura 18.1, il segmento Emax). Dovrebbe essere intuitivamente
chiaro che si puo avere convergenza in media quadratica senza che
ci sia convergenza uniforme (ad esempio, puod succedere che il mas-
simo della differenza tra le due funzioni continua a fluttuare senza
assestarsi su un valore limite, ma la media quadratica della differenza
vada a zero). Anche in questo caso, si ritorni alla sezione 16.8 e si
veda la figura 16.5 (B). Viceversa, se c¢’¢ convergenza uniforme, c’e
convergenza L?: la convergenza uniforme & pii1 forte di quella in me-
dia quadratica. Se infatti si ha una successione di funzioni continue
fn che converge a f nella norma uniforme di C[a, b], questo significa
che per ogni € > 0, esiste un M tale che per tutti gli n > M,

sup | f(x) = fu(x)[ <e,

ma allora

b
If=fulli= [ V@)~ fa@)Pdx < —a) (84
Quindi:

Se fn € una successione di funzioni continue che converge a
f nella norma uniforme di Cla, ], allora converge a f anche (18.5)
nella norma L2.

Un fatto di notevole importanza ¢ che lo spazio vettoriale Cla, b],
con il prodotto scalare (18.1) e norma L2, non & uno spazio completo:
€ uno spazio pre-hilbertiano, ma NON uno spazio di Hilbert. Questo si
verifica facilmente con un controesempio.

Esemrio 18.1. In C[—1, 1], sia

f(x):{o se —1<x<0

1 se 0<x<1

Figura 18.1: Distanze tra due funzioni
feg,Emx = sup|f(x) —g(x)| e

la distanza nella norma uniforme.
L’area della regione in grigio ¢ la
distanza in norma L!. La norma L2 &

J1f(x) = g(x) Pdx.

»
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e si consideri la successione di funzioni continue

0 se —1<x<-1/n
fa(x) =<nx+1 se —-1/n<x<0
1 se 0<x<1

Allora

1 0
lim |1 = full, = lim \/ [, 1FG6) = fulx) P = Jim V JARCERIEE

n—oo n—oo
=1lim1/v3n=0
n—00

Si ha quindi una successione di funzioni continue che nella norma L?

H
wlm
ST
il
=N

converge ad un funzione che non & continua.

Essendo Cla, b] non completo rispetto alla norma L?, solo una
parte dei risultati ottenuti per gli spazi di Hilbert si estende ad esso.
Continuano a valere:

(1) Il teorema di continuita del prodotto scalare presentato alla fi-
ne della sezione 17.2: se due successioni di funzioni continue
{fu(x)} e {gn(x)} convergono in media alle funzioni continue

f(x) e g(x), allora
tim, [ (et = [ T

(2) La nozione di sistema ortonormale di funzioni continue e, (x) per
cui vale

(i) Ortononormalita:

/aben(x)em(x)dx:{O se m#n

1 se m=n

(i) Decomposizione ortonormale di una funzione continua f:

Se f(x) =) cue, allora cn:/ben(x)f(x)dx (18.6)

(3) La nozione di sistema ortogonale completo o base ortonormale di
funzioni continue e, (x) per cui si ha:

(iii) Completezza (identita di Parseval):

o0 b

Y leal? = [ 1f(x) .

n=1 a

Si dimostra che sistemi di questo tipo effettivamente esistono
(seni e coseni, per esempio, come vedremo in questo capitolo, e le
funzioni di Hermite, nel prossimo capitolo).

y
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NoN VALE invece il teorema di Riesz-Fisher, perché in questo teo-
rema si presuppone la completezza dello spazio, e lo spazio Cla, ]
non & completo rispetto alla norma L2. Questo fatto ha ripercussioni
importanti. Significa che non esiste un isomorfismo tra gli elemen-
ti di Cla, b] e gli elementi di ¢2. Pili precisamente, fissata in C[a, b]
una base ortonormale {e, (x)}, mediante le (18.6), si pud associare a
ogni funzione continua un elemento di £2, ma viceversa, fissato un
elemento di £? non & detto che esista una funzione continua la cui
successione delle coordinate (18.6) coincide con I’elemento fissato di
.

Si & detto che per avere spazi isometricamenti isomorfi a ¢? occorre
considerare spazi di Hilbert, cioe spazi con prodotto scalare completi.
Nel nostro caso, cio si ottiene completando Cla, b] con la norma L2.
Analogamente a quel che succede quando si passa dai razionali ai
reali, si ottiene in questo modo uno spazio pitt ampio, lo spazio di
tutte le successioni di Cauchy di Cla, b] rispetto alla norma L.

Questo spazio & usualmente denotato L?[a, b] ed @ lo spazio delle
funzioni a quadrato integrabile in [a, b], cioe delle funzioni f su [a, b]
tali che

b
1) P < oo (18.7)

Per costruzione,
* L2%[a,b] & uno spazio di Hilbert,

* Cl[a,b] & denso in L?[a, b].

Nora. Abbiamo usato il simbolo L?[a, b] per denotare lo spazio delle
funzioni f : [a,b] — C tali che fuh |f(x)|?dx < oo. Ma poiché questo
integrale non ¢ modificato dalla sostituzione dell’intervallo chiuso
[a, b] con quello aperto (a,b) o con i semiaperti (a,b] e [a,b), L%[a, b]
coincide con L2(a,b), L?(a,b] e L?[a,b). Inoltre, non & richiesto che
l'intervallo (a, b) sia limitato da una parte, dall’altra o da entrambe,
e cosi abbiamo L?(a,0), L?(—c0,b) e L?(—00,00) = L2(R). In questi
casi, cosi come nel caso in cui la funzione ¢ illimitata, interpretiamo
l'integrale di |f|? come un integrale improprio di Riemann. Talvolta
scriveremo semplicemente L? quando l'intervallo sottostante non &
specificato o quando ¢ irrilevante specificarlo per la discussione.

18.2  Uno sguardo a problemi piit avanzati

A proposito di quanto e stato detto nella sezione precedente, si pos-
sono sollevare delle domande, le cui risposte richiederebbero ap-
profondimenti d’analisi che vanno al di la dei limiti della presente
trattazione.
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Un primo problema & questo: passando al completamento di C in
L2, inevitabilmente si introducono funzioni discontinue. Ad esempio,
la f(x) dell’esempio 18.1 & discontinua, ma essendo ottenuta come
limite nella norma L? di una successione di funzioni continue & in
L2(—1,1).

Tuttavia, se si permettono funzioni discontinue nello spazio, allora
viene meno la proprieta della norma che stabilisce che la norma
e zero se e solo se la funzione e zero. Per convincersi di questo, si
considerino le seguenti due funzioni: (i) la funzione che vale zero per
tutti i punti di [, ] e (ii) la funzione che vale zero eccetto che per un
insieme numerabile di punti in [4, b] dove vale 1. La funzione (ii) ha
norma L? zero (in quanto l'integrale non vede un insieme numerabile
di punti), ma non é (i), la funzione identicamente zero. Esiste una
funzione diversa da o che ha norma o.

Un altro problema e il seguente: la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz |(f |g)| < |IfI|, 118]], assicura che il prodotto scalare di f e
g & ben definito se le norme ||f||, e ||g||, esistono, cioe se |f|* e |g|?
sono integrabili. Tuttavia, l'integrabilita secondo Riemann di |f|? e
|¢|? non garantisce l'integrabilita di fg.

Questi problemi sollevano temi profondi di analisi di cui non pos-
siamo occuparci approfonditamente in questa sede. Ad esempio, per
rispondere alla prima domanda, occorre introdurre la nozione di mi-
sura di Lebesgue, il che esula dai limiti di questo corso. Rozzamente,
l'idea & questa: i sottoinsiemi di [a,b] a cui & assegnata una misura
sono tutti gli insiemi che si costruiscono facendo unioni e intersezioni
numerabili di segmenti (ovviamente, segmenti contenuti in [, b]; la
misura di un segmento ¢ la sua lunghezza, e la misura di insiemi piti
complicati costruiti con segmenti e assegnata tendendo conto della
proprieta essenziale della misura: la misura di una collezione di insiemi
disgiunti e la somma delle misure degli insiemi. Fatto questo, si ha una
nozione di insieme di misura nulla; per esempio, un insieme numera-
bile di punti ha misura nulla. In effetti, e pitt propriamente, Lz(a, b)
non va inteso come uno spazio di funzioni, ma come uno spazio di
classi di equivalenza di funzioni: appartengono alla stessa classe tutte
le funzioni che differiscono al piti su un insieme di misura nulla. In
questo modo, la proprieta di positivita della norma viene ristabilita
(per le classi di equivalenza di funzioni).

Il secondo problema ¢ solo uno dei segnali che la nozione di inte-
grale di Riemann puo dare dei problemi per le funzioni che si otten-
gono passando al completamento in norma L? di C[a, b]. In effetti, la
nozione adeguata per esprimere tutti gli integrali che possono inter-
venire nell’analisi (ad esempio, nel calcolo dei coefficienti di Fourier)
e quella di integrale di Lebesgue, ma questo, come dicevamo, esula
dai nostri scopi.

259
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Fortunatamente, per gli integrali che si incontrano nella mag-
gior parte delle applicazioni alla fisica (ad esempio, nel calcolo dei
coefficienti di Fourier), l'integrale di Riemann ¢ sulfficiente.

18.3 Ortogonalita del sistema trigonometrico

Si consideri il prodotto scalare tra funzioni nell’intervallo [—7t, 77]

(flg) = L 7; Wg(e)g (18.8)

Lo spazio di Hilbert cosi ottenuto, di solito, lo si denota L?([—7t, 7T}, g—z
0 L2(48), essendo sottinteso l'intervallo [—7.7t]; un’altra notazione
comune presso i matematici & L?(T) e nel seguito useremo questa.

Incominciamo con 'osservare che le funzioni
en(0) =" n=0,41,42,... (18.9)

formano un sistema ortonormale in L?(T). Infatti,

_ [T —ine imeﬁ_/” i(m—n)p 40 _
(en|em>f/77re e = 77Te anémn.

Questo sistema & detto “trigonometrico”.
Dalla teoria generale della sezione 17.5 (o per semplice calcolo
diretto) traiamo le seguenti conclusioni

(1) Se
F= Y cuen ciod fO)= Y cpe™
h==00 n=-—0o0
allora
on=tealf) = [ f@eS (18.10)

Si ritrova cosi, da un punto di vista diverso, la struttura fonda-
mentale dell’analisi di Fourier: la funzione da analizzare e un
vettore, e 1’analisi di Fourier di questa funzione la si reinterpreta
geometricamente come la decomposizione del vettore rispetto al
sistema ortonormale formato dalle funzioni e?.

(2) Vale la disuguaglianza di Bessel (17.16), che in questo caso
assume la forma

Y el < [T r@rae

n=—o0
Norta. Una scelta equivalente per il sistema trigonometrico &

{ 1 sinnf cosnb
V2 & ’ VT

}, n=123....
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Allora le (16.2), (16.3) e (16.4) diventano le relazioni fondamentali
di ortonormalita per i vettori di questo sistema in L?[—, 77]. Que-
sta scelta comporta il seguente ricalibramento delle coordinate di

Fourier:
o= 1 /n (6)do (18.11)
0= Vo)A |
a), = \/1% /j;f(@)cos(nG)dQ (18.12)
b = \/1% /_7; £(6) sin(n)do (18.13)

18.4 Significato geometrico delle somme parziali

E tempo di collegare il trattamento “astratto” delle sezioni 17.8 e 17.9
riguardante le proiezioni ortogonali e I'approssimazione in media
quadratica con il calcolo “concreto” della sezione 16.8 basato sul
metodo dei minimi quadrati. Non sara sfuggito che il contenuto
delle sezioni 17.9 e sezione 16.8 &, “moralmente”, identico. In questa
sezione vogliamo evidenziare il significato geometrico semplice di
questo contenuto.

In primo luogo, osserviamo che i polinomi trigonometrici

N N ,
Pn(0) =do+ Y [pucosnd+qusinnd] = Y d,e™
n=1 n=—N

formano un sottospazio finito-dimensionale, con dimensione 2N + 1,
di L?(T), lo spazio .#y dei polinomi trigonometrici di grado N. Data
una funzione f € L?(T), la sua somma parziale di Fourier

N o~ .
Snf(0) = ;Nf(n)el"e

& un elemento di questo spazio.
Ridotto al nocciolo, il contenuto delle sezioni 16.8 e 17.9 &

(1) Snf e la proiezione ortogonale di f su .#y.

(2) Come conseguenza di (1), il vettore Sy f &, tra tutti i polinomi
trigonometrici di grado N, cioe tra tutti i vettori in .#y, quello
pitt “vicino” a f, nel senso di “vicinanza” espresso dalla norma
L. Questo fatto & rappresentato in figura 18.2.

18.5 Completezza del sistema trigonometrico

Sulla base della (17.12), che il sistema trigonometrico sia completo
significa che
lim |[f —Snf||, =0 (18.14)
N—oo
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f—=5Snf
b

per QUALUNQUE f € L?(T), il che significa, con riferimento alla
figura 18.2, che la lunghezza del vettore verticale tende a zero per N
che tende all’infinito. Questo fatto e facile da dimostrare nel caso in
cui f e una funzione continua.

Dalla sezione 16.6, ricordiamo la definizione di somma parziale
regolarizzata

(") = :
INfO) =) cprltlein®
n=—N

e che in quella sezione si era stabilito che la “vicinanza”* in norma
uniforme di 5”]5,7) f a f. Poiché la norma uniforme ¢ pit1 forte della
norma L? (cfr. il teorema (18.5)), per ogni €, possiamo scegliere N e r
tali che

=], < e

Ma 5”]5;) f € un polinomio trigonometrico diverso da Sy f, quindi piti
lontano da f di quanto lo sia Sy f (si veda la figura 18.2). Allora

If = snflla < [[f =], <€

Per il metodo del confronto dei limiti, si ottiene la (18.14) per f con-
tinua. Ma le funzioni continue sono dense in L2 (per costruzione),
dunque la (18.14) risulta stabilita per QUALUNQUE funzione in L2, che
e quello che si voleva dimostrare.

Figura 18.2: Decomposizione ortogonale

f=5nf+(f—5nf)

Snf e la proiezione ortogonale di f
sullo spazio dei polinomi trigonometrici
di grado N. E dunque il polinomio
trigonometrico pit1 vicino a f, qualun-
que altro polinomio Py si trova ad una
distanza maggiore.

* Pit precisamente, si era stabilito che
perognie > 0, esisteunr < 1eun
intero M tali che per N > M si ha

sup |f(0) — ,¢I£,r)f(9) <e
6T

quando f & continua.
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18.6 Analisi di Fourier in L?(T)

Una conseguenza immediata della completezza del sistema trigono-
metrico e che l'identita di Parseval

/_7; ‘f(9)|22d7i= Y [FnP (18.15)

n=-—oo

¢ verificata: la norma L? della funzione & uguale alla norma ¢? delle
sue coordinate di Fourier.

L’analisi di Fourier in L?(T), dunque, non & altro che una rea-
lizzazione dell’equivalenza unitaria di L?(T) e £2 rispetto alla base
ortonormale {e, = ¢}. Se denotiamo con tale U, la trasformazione
da L?(T) a ¢? che realizza tale equivalenza unitaria, allora

U ) = (en] £)

f(0)
u;!

Cn

Y cnen(6)

La prima freccia, da sinistra a destra, associa a una funzione a
quadrato integrabile, cioe in L2(T), le sue coordinate di Fourier f(1),
che formano una successione a quadrato sommabile, cioé un vettore
in (2. La seconda freccia, da destra a sinistra, & la trasformazione
inversa che ad ogni successione a quadrato sommabile associa una
funzione a quadrato integrabile. Se ¢, = f(n), si “chiude il cerchio”
dell’analisi di Fourier

analisi di Fourier -~
f(6) ~ f(n)
‘\ ‘

14}
542l ey

Sep, sintesi di Fourier
'So 42 i

~

Y f(n)en(0)

18.7 Funzioni assolutamente integrabili

Una funzione & assolutamente integrabile se

! /” £(6)]d6 < oo, (18.16)

21 J-n

un fatto che si esprime scrivendo f € L!(T).
Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (18.3), per f(6) = 1e

g(8) = |f(0)], segue che

| If@l0 < \/ o | 7@ e,

Si osservi che tutti gli esempi della se-
zione 16 sono inclusi in questo schema
(se |cn| ~1/m, (cy) &in €% e f in L2).
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Quindi, se f € L?(T), allora f € L'(T), ma non & detto che sia vero
l'inverso (per esercizio, si trovi un esempio di funzione L' che non
e L2).

Se una funzione ¢ assolutamente integrabile, le sue coordinate di
Fourier decadono a zero. Questo ¢ il contenuto di un famoso lemma,
che & 'analogo per le serie di Fourier di quanto gia visto per gli
integrali di Fourier:

LEMMA DI RiEMANN-LEBESGUE Se f € L'(T) allora
J,f(n) = 0.
Se f € L*(T), la dimostrazione & immediata, poiché in tal caso
f &in £2. Per la dimostrazione completa si deve mostrare che L?(T)
¢ denso in L!(T) nella norma definita da (18.16). Non intendiamo
entrare nei dettagli di questo fatto (né ci aspettiamo che lo faccia lo
studente).

18.8 Teorema di convoluzione

Date due funzioni f e g integrabili, periodiche di periodo 2, la loro
convoluzione su T & la nuova funzione f x ¢ data da

feg @ =5 [ f@)30-9)dg,

Il punto 6 — ¢ non sara sempre in [—7, 77), ma poiché l'integran-
do e periodico di periodo 27, conosciamo i valori della funzione
integranda dappertutto sulla retta reale.

Si osservi che se la funzione periodica g € assolutamente inte-
grabile su T, allora lo & anche la nuova funzione periodica h(¢) =
g(0 — ¢). Inoltre il prodotto di due funzioni periodiche e integrabili
su T & ancora periodico e assolutamente integrabile. Inoltre, se f e g
sono in L?(T) anche il loro prodotto di convoluzione lo &.

I prodotto di convoluzione di funzioni su T ha proprieta analoghe
all’analogo prodotto di funzioni su IR che abbiamo studiato nella
sezione 11.4. Pil1 precisamente, siano f e g integrabili, periodiche di
periodo 27t e sia ¢ una costante. Allora

(i) f*g=g*f (commutativo)

(i) f*(g+h)=f*g+ f*h (distributivo)
(iii) (cf)*g=cf*g (omogeneo)
(iv) (fxg)xh = f*(g*h) (associativo)

(v) f/>:g(n) = f(n)g(n) (analisi di Fourier trasforma la convolu-
zione nella moltiplicazione)
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Le prime quattro proprieta sono immediate. Per funzioni continue
la quinta proprieta & conseguenza di un semplice calcolo (vedi sotto).
Una volta che questa proprieta é stabilita per funzioni continue, puo
essere estesa a funzioni integrabili mediante approssimazione di
funzioni integrabili con successioni di funzioni continue, e questo
non lo faremo. Ecco il calcolo per funzioni continue f e g:

— 1

ezt = o [ frg(0)emdo

7T

=5 | |5 | s @)s(e — pyip| e as

7T
—TT

T 7 )
= % / f(p) |:217_[ / g(6— 4))61n9d9:| d¢ (scambio dell'ord. d’integr.: OK funz. cont. )
- -7

1 g7 1 .
=5 s | [ g(o - p)eentas ag

—7T

1 T . 1 T .
=5 [ s [ [ g(o - ) e oap | ag

—7T

T . [ T .
= % / f(¢)e—zn¢ % / g(9/)€_m9 d9/:| dgb (cambio di variabili 8’ = 0 — ¢)
o i

—7T

= o= | Flgre g

= f(n)g(n)

Si osservi che al cambiamento di variabili 8/ = 6 — ¢ non corrisponde
alcun cambiamento del dominio di integrazione perché l'integrando &
una funzione periodica di periodo 2.

Diamo adesso una lista di proprieta che si dimostrano facilmente
sulla base di quanto visto finora (la loro dimostrazione e lasciata per
esercizio).

(i) Se f e g sono continue anche f x g lo é.

(ii) La convoluzione di due funzioni integrabili e limitate & conti-
nua.

(iii) Se una funzione e derivabile n volte e 1’altra m volte, la loro
convoluzione ¢ derivabile n + m volte.

(iv) La convoluzione con un polinomio trigonometrico & un polino-
mio trigonometrico.
18.9 Analisi di Fourier in un intervallo limitato

Per funzioni f(x) in un intervallo [a, b] della retta reale, tutto cid che
abbiamo visto finora continua a valere, a patto di fare le seguenti
sostituzioni. Adesso [g, b] & l'intervallo fondamentale di funzioni
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periodiche sulla retta reale, di periodo 2L = b — a (anziché 27).
Invece di (18.8) si prenda allora il prodotto scalare

a+2L x
flo= [ s e (1817

Come si verifica facilmente, le funzioni e, (x) = AT =0,41,+2,...
formano un sistema ortonormale rispetto al prodotto scalare (18.17).
Allora

v o a2l .
o= 5 adt™, c=llf) = [ f@e s,
a

n—=—oo

(18.18)

che e I’analogo della formula (18.10).

In vista delle applicazioni, € utile avere sotto mano gli sviluppi in
serie di seni e coseni, che si ottengono dalle equazioni precedenti,
ricordando le formule della sezione 16.1 (in particolare, la (16.9)):

f(x) =co+ n; [an cos (%nx) + b, sin (%nx)] , (18.19)
1 a+2L p
cop = ﬁ/a f(x)dx, (18.20)
1 raet+2L T
ay = Z/a f(x) cos (an> dx, n>1 (18.21)
1 rat+2L ) T
by = Z/a f(x)sin (an> dx, n>1. (18.22)

Queste formule sono di solito usate scegliendo le coordinate in
modo che l'intervallo [a, b] sia centrato nell’origine, cioé per a = —L
(e quindi b = L). A costo di essere prolissi, riscriviamo le formule
fondamentali per I’analisi di Fourier per questo caso:

1 L i
o =5 [ et (18.23)
1 b s
=7 /_Lf(x)cos (an) dx, n=>1 (18.24)
1 L 7
= — i - >
by, T /7Lf(x) sin (Lnx) dx, n>1 (18.25)

Un’altra formula utile & 1'identita di Parseval:

L o0 0
= [ lpax = Y laP=d+ ;_X_joo (@12 826

Osserviamo infine che & utile disporre di un dizionario per tra-
durre proprieta di funzioni periodiche di periodo 2L nel dominio
temporale (o spaziale) nelle corrispondenti proprieta nel dominio
delle frequenze (o dei numeri d’onda). Sia w = 27t/2L la frequenza
angolare fondamentale (che & chiaramente pari a 1 per 2L = 2m),
allora
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TEMPO /SrAazIO FREQUENZA TEMPORALE/ SPAZIALE
derivate potenze
) (x) fP) () = (inw)? F(n)
convoluzione circolare prodotto
fxg (%) frg(n) = Fmgn)
traslazione modulazione
fu(x) = f(x—h) fu(n) = e f(n)

La dimostrazione dell'ultima proprieta (che una traslazione diventa
una modulazione) & lasciata come (facile) esercizio.

18.10 Serie di Fourier ad intervallo dimezzato

Le funzioni dispari, f(—x) = —f(x), formano un sottospazio Z dello
spazio di Hilbert .7 delle funzioni in [—L, L] con prodotto scalare
(18.17) il cui complemento ortogonale, nel senso della sezione 17.8, &
lo spazio & delle funzioni pari, f(—x) = f(x). Vale quindi 'ultima
equazione della sezione 17.8, 7 = 2 ® &, che, in termini terra-terra,
significa che ogni funzione puo essere unicamente decomposta nella
somma di un funzione pari e di una dispari.

I seni formano una base completa per le funzioni dispari e i coseni,
insieme alla funzione 1, per le pari: se f e dispari, allora

(x) = 3 by, sin T px ,
f(2) = . busin (Frv)
se & pari
f(x) =co+ a, cos Enx ,
0 n; (L )

Per “serie di Fourier a intervallo dimezzato” si intende la serie
di una funzione definita nell’intervallo [0, L] ed estesa a [—L, L] nei
due modi possibili: come funzione pari o come funzione dispari.
Per un’estensione dispari, la serie e solo di seni, mentre per 1’esten-
sione pari, nello sviluppo sono presenti solo coseni e la funzione 1.
Ovviamente, nell'intervallo [0, L] le due serie convergono agli stessi
valori, ma sulla retta reale definiscono differenti funzioni periodiche
di periodo 2L.

Per I'estensione dispari (serie di seni ad intervallo dimezzato), si
ha:

f(x) = 3 by sin ( Znx
n; " (L )
co=20 a, =0

b, = %/()Lf(x) sin (%nx) dx.
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Si osservi il fattore 2 nei coefficienti b,: la funzione & estesa a [—L, 0]

secondo la regola f(—x) = —f(x), il che raddoppia il peso dei
coefficienti calcolati in [0, L].

Analogo discorso vale per 1'estensione pari (serie di coseni ad
intervallo dimezzato):

f(x) =co+ i Ay COS (%nx)

n=1
bi’l - O.

60:%/0Lf(x)dx, an:%/OLf(x)cos (%nx) dx

Esemrro 18.2. Sviluppare f(x) = sin(x), 0 < x < 7, in serie di
Fourier di coseni.

Occorre trovare la serie di Fourier dell’estensione pari del seno in
[0, 7]. Questa estensione & mostrata nella figura 18.3.

. < Figura 18.3: Estensione pari del seno in
\ N 4 N
, ; \\ , , N ’ \ [O, 71'].

Dalle formule sopra si ricava (si lascia come esercizio lo svolgimento
dei calcoli):

flx) = 2 2 i —i—cosnncosnx
T o7 =

1 Figura 18.4: Somme parziali

2 2 Y 1+4cosnm
-2y — [ cosnx
T W=, on
f Y i Y - per N = 8 (linea rossa) e N = 16 (linea
—27 —T 0 s 2T blu).
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18.11 PROBLEMI

ProOBLEMA 18.1. [J
Siano f1(x) = 1, fo(x) = x, f3(x) = x%in
L%(—1,1). Calcolare
@ (filf2)
(b) (filfs)
© [Ifi—fll?
(d) [[2f1+3f2]|

ProBLEMA 18.2. (O

2 x su cia-

Calcolare la proiezione di f(x) = cos
scuna delle funzioni f1(x) = 1, fo(x)

fa(x) = cos2x, —m < x < 7 (sichiede il valore

= cosx,

numerico della proiezione, non il vettore proiettato).
ProBLEMA 18.3. [

Dimostrare che l'insieme di funzioni {1, x, |x|} &
linearmente indipendente in L?[—1,1] e costruire il
corrispondente sistema ortogonale. Il dato insieme ¢
linearmente indipendente su L2[0, 1]?

PrOBLEMA 18.4. [

Determinare i valori reali di & per cui x* & in
L%(0,1).

ProBLEMA 18.5. [J

Determinare i valori reali di « per cui x* & in
L%(1,00).

PrOBLEMA 18.6. [

Assumendo che l'intervallo (a, b) sia finito, di-
mostrare che se f € L?(a,b) allora l'integrale
/ ab |f(x)|dx esiste. Mostrare che 'inverso ¢ falso
dando l'esempio di una funzione f tale che |f| &
integrabile su (a,b), ma f ¢ L?(a,b).

ProBLEMA 18.7. J

In L?(—7, 7r) esprimere la funzione sin®(x) co-
me combinazione lineare delle funzioni del sistema
trigonometrico 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . ..

ProBLEMA 18.8. [J

Dato p(x) = e *, dimostrare che ogni polinomio
in x appartiene a L%(O,oo) = L2((0,00), pdx), cioe lo
spazio delle funzioni tali che

1 Re( < oo

PrROBLEMA 18.9. [J
Determinare, se esiste, il limite in L2 delle
seguenti successioni

() fu(x) = ¢/x per0<x<1

(i) fu(x) = nx,per0 < x < 1/n, fu(x) = 1 per
1/n<x<1

(i) fu(x) =nx(1—x)", per0<ux <1

ProOBLEMA 18.10. [J
Determinare i coefficienti ¢; nella combinazione
lineare

c1 + ¢y sin tx + c3 sin27tx

che danno la migliore approssimazione in L?(0,2)
della funzione f(x) =x,0 < x < 2.
PrOBLEMA 18.11. [J

Determinare i coefficienti a; e b; nella
combinazione lineare

ag + aq cos x + by sin x + a; cos 2x + by sin 2x

che danno la migliore approssimazione in
L>(—m, ) di f(x) = |x|, —~m <x <
ProBLEMA 18.12. [J

Si definisca una successione {a,} di numeri reali
tali che Y, a2 converge ma Y, a, diverge. Che ti-
po di convergenza puo avere la serie ), a, cos nx,
—n<x<ma?
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18.12 COMPLEMENTI

18.12.1  Calcolo grafico del prodotto di convoluzione

Graficamente, possiamo calcolare f x ¢ in un punto x riflettendo il grafico di g(y) rispetto all’asse verticale
e traslandolo a sinistra di una distanza x per ottenere ¢(x — y); lo si moltiplichi adesso per f(y) e si calcoli
l'area sotto il grafico del prodotto risultante f(y)g(x — y) per y € [—7, 7r); infine si divida per 27t. Questo
procedimento & illustrato nella figura sotto.

f(z)
g(x)
X X
1 2 3 4 S5 6 1 2 3 4
f) 9(z —y)
! 2 ’ N § 5 r—4rz—-3zrx—-2x—1 =« Y
o gl@-y) S fy)
! ‘ y
r—4z—-3z-2x-1, ' : ’ : e
M —
z—4r—-3r-2x-1 ’ * ’ ¢
i —
. , _,

18.12.2  Qual é la struttura fondamentale dell’analisi di Fourier?

L’analisi di Fourier che abbiamo visto finora puo essere “trasformata” in due direzioni opposte: ristretta
verso il discreto, cioe rivolta alle funzioni ottenute per discretizzazione finita dell’intervallo [-L/2,L/2],
oppure estesa al caso in cui il periodo L aumenta a dismisura fino a che [—L/2, L/2] diventa l'intera retta
reale. Naturalmente, si potra parlare ancora di analisi di Fourier, seppure in un senso generalizzato, se
queste “trasformazioni” preservano in qualche modo la struttura fondamentale dell’analisi di Fourier. Ma
qual e la struttura fondamentale dell’analisi di Fourier?
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L’essenza dell’analisi di Fourier classica & quella di decomporre un segnale periodico in una somma
pesata di armoniche, dove ciascun armonica ha una frequenza che & un multiplo intero della frequenza
fondamentale. In effetti, ’analisi di Fourier & comunemente chiamata anche analisi armonica.

E importante sottolineare che tutte le armoniche sono generate dall’armonica fondamentale e(x) = ¢/,
di frequenza angolare w, nel seguente modo

er(x) =e(x), ex(x) = e(x)2 =@, .. en(x) = e(x)" =9, ...

(Quando, per semplicita, lavoriamo in T, come torneremo a fare tra poco, w = 1.) Le potenze negative
danno le frequenze negative (cioé moti circolari nella direzione opposta),

6,n(x) = e(x)—” — plwnx

e, naturalmente,
e_n(x)en(x) =1

cioe il modo zero. In breve, l'insieme delle armoniche ¢, (x) = ¢** forma una rappresentazione moltiplica-
tiva del gruppo additivo degli interi Z, nel senso che

3n+m(x) = en(x)em(x)
e n(x) =ey(x)?

L’armonica fondamentale ¢/“’* & chiamata generatore del gruppo.

E questa proprieta di gruppo, tutto sommato abbastanza astratta, che rende conto matematicamente del
significato concreto dell’analisi di Fourier. Quando combiniamo questa proprieta con ’altro aspetto fon-
damentale delll’analisi di Fourier, che e la decomposizione di un vettore rispetto ad una base ortonormale,

otteniamo tutto quello che c’é¢ da dire sull’analisi di Fourier. E tutto questo puo essere riassunto in 6 punti:

-~

(I) Ad ogni funzione f : T — C & associata una successione {c,} = {f(n)} di numeri complessi. Questi
numeri sono noti come coordinate (o coefficienti) di Fourier di f.

(II) La coordinate di Fourier sono date dalla formula
~ 1 7 .
cn=f(n)= —/ f(x)e "™dx  per neZ
27T —7T
mattoni di base delle serie di Fourier sono le funzioni trigonometriche e, : T — ate da
) 1 i di base dell ie di Fouri 1 joni trig ich T — C dated

en(x) = e, dove neZ e xeT

(sono chiamate trigonometriche piuttosto che esponenziali per sottolineare il legame con seni e co-
seni dato dalla formula di Eulero). L'n-esima coordinata di Fourier puo essere scritta in termini di
prodotto scalare L? come

o~

cn = f(n) = (en| f)-

(IV) Linsieme delle funzioni trigonometriche e, (x) = e forma una rappresentazione moltiplicativa del
gruppo additivo degli interi Z, nel senso che

en-l—m(x) = en(x)em(x)

e n(x) =e,(x)7!
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(V) La serie associata a f &
(e )
f(x) ~ z Cneznx
n=—co

Usiamo il simbolo ~ invece del simbolo = per mettere in evidenza che per un dato punto x, la serie
di Fourier non necessariamente si somma al valore f(x), in verita, nel punto x, la serie di Fourier puo
non convergere del tutto.

(VI) Linsieme {¢"*},cz forma una base ortonormale per lo spazio vettoriale L2(T) delle funzioni a qua-
drato integrabile su T. In particolare, questo significa che per f € L?(T), le somme parziali di f
convergono a f nel senso L?, cioe

- f(n)e™|| —0 per N— oo
In|<N 12

e vale l'identita di Parseval (cioe il teorema di Pitagora infinito-dimensionale)

Uflle = 5= [ 1f@)Pax = X 1FmP = ||F

1
T nez

gZ

18.12.3 Analisi armonica nel discreto

Consideriamo la seguente situazione: nel suo intervallo fondamentale, il segnale & un vettore v con un nu-
mero finito di componenti complesse, diciamo N. Quindi & un vettore in CN. Poi & ripetuto con periodicita
a destra e a sinistra. Quale analisi armonica & appropriata per una situazione come questa?

Incominciamo col fissare le notazioni. Si consideri la base standard in C¥, che conveniamo di denotare
con dei ket,

1 0
0 1 0
0)=10], )= ;s IN=1) =10
0 0 1

(La ragione di questa notazione non convenzionale, sia per i ket sia per partire da o anziché da 1, apparira
chiara tra poco.) Denotiamo un generico vettore di questa base con

o), a«=0,1,...,N—1

Il prodotto scalare in CN &

(a|B) = up

dove J,p ¢ la delta di Kronecker. Allora, per un vettore v € CN possiamo scrivere

o) =} la)(a|o)
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sottintendendo che tutte le somme d’ora in avanti corrono da 0 a N — 1. Si osservi che {« | v) & la a-esima
componente del vettore. Possiamo, per comodita, pensare a v come ad una funzione definita sull’insieme
finito di punti« = 0,1,..., N — 1, e a valori in C, e scrivere

v(a) = (x]o)

Adesso torniamo al problema di partenza. Vogliamo analizzare il segnale discreto v(«) in termine
di armoniche: ¢ chiaro che non possiamo aspettarcene pit1 di N. Se vogliamo mantenere la struttura
fondamentale dell’analisi di Fourier, dobbiamo cercare un analogo della proprieta (IV) per un insieme
discreto.

L'insieme Cy delle radici n-esime dell’unita, Cy = {z € C|zN = 1} & un gruppo abeliano rispetto
all’operazione di moltiplicazione con N elementi ed ¢ il gruppo ciclico di ordine N. In effetti, & una rappre-
sentazione del gruppo additivo modulo N. Per esempio, per N = 5 il gruppo additivo si rappresenta con i
vertici di un pentagono regolare

4

e le addizioni sono costruite per ciclicita, per esempio: 14+2 = 3,1+4 = 0,2+ 4 = 1 etc.. La sua rap-

i27r/5’ ei47r/5, ei67'c/5, ei87t/5

presentazione moltiplicativa ¢ data dalle radici quinte complesse: 1,e e si verifica

facilmente che si tratta proprio di una rappresentazione: si consideri, per esempio, 1 +2 = 3, questo &

rappresentato in e?27/%e/47/5 = ¢i67/5 oppure 1 +4 = 0 — ¢/27/5e87/5 = 1, cioe I'elemento neutro rispetto
all’addizione (o) e trasformato nell’elemento neutro rispetto alla moltiplicazione. E cosi via.

Per I'analisi armonica in uno spazio a N dimensioni, considereremo allora
6(0() — pi27ma/N

come armonica fondamentale. Il sistema di armoniche generato da e(a) consiste dunque negli N vettori &,
con componenti e(a)" rispetto alla base |a), n =0,1,...N — 1 (per n = N si ritorna a n = 0), cioe

(w]&,) =e(x) =e?™/N ~dove a=0,1,....N—1 e n=0,1,...N—1
Si verifica facilmente che i vettori &, sono ortogonali tra loro e hanno tutti norma uguale a VN (esercizio):
(@ | &m) = Noum .
E quindi conveniente passare alla base ortonormale

1 ~ 1 ei27‘ma¢/N:

en = en(a)

ﬁen , (w]ey) =

La trasformata di Fourier discreta del segnale discreto v(a) & definita come

2

-~

o(n) = (ey |v) = ;v(a)en(tx) ovvero 0(n) = \/1N ;U(o&)e

—i2tna/ N
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Poiche {e,} & una base ortornormale, la trasformata di Fourier discreta & una trasformazione unitaria e si
ha
o(a) = (a0) = Y (x| en)(en | 0) = Y 0(m)en(@) = — Y (n)e>™/N
n n \/N n
e vale ’analogo finito dell’identita di Parseval (che & proprio il teorema di Pitagora finito-dimensionale).
Si osservi che avremmo potuto convenire di assorbire il fattore di normalizzazione nel prodotto scalare e

definire in CY il nuovo prodotto scalare

(0] ) = & Y F@u(a) =+ ¥ (f [a) e u)

(che, con abuso di notazione, denotiamo nello stesso modo di prima) e utilizzare come armoniche le &, ~
gi2mna/N , che nel nuovo prodotto scalare sono automaticamente normalizzate. Allora, con questo nuovo

prodotto scalare, le formule per la trasformata di Fourier discreta e la sua inversa diventano
9(n) = (& | 0) Zv e~ 2/ (“analisi”)
v(a) = (a|v) = Zv(n)e’zm“"/N (“sintesi”)
n
i271/5

Esemrio 18.3. N=5. Posto e
le di Fourier:

= ¢, si ha (rispetto al prodotto scalare usuale) la seguente base ortonorma-

1 1 1 1 1

1 € €2 €3 et

eo = 1 1 1= b &2 62:L et , e3= = € e4:L €3
V5 1 5 €3 V5 € > et > €2

1 et & €2 €

La matrice della trasformata di Fourier discreta € ottenuta come la matrice le cui colonne sono i vettori
testé trovati (che e la regola generale per la matrice di cambiamento di base).

A questo punto, ecco una domanda su cui riflettere: in che modo i sei punti indicati all'inizio della le-
zione come caratterizzanti dell’analisi di Fourier si sono trasformati nel passaggio dal continuo al discreto?
Chiaramente, tutti i problemi di convergenza sono evaporati, ma che dire del resto? E ragionevole dire che
la struttura di base e preservata? Comungque si risponda a questa domanda, c’e un senso preciso in cui
I'analisi di Fourier discreta approssima quella continua, che & quello di cui ci vogliamo occupare adesso.

Prima un’osservazione di cosmetica. L'analisi di Fourier nel discreto puo essere resa ancora pit simi-
le a quella nel continuo se consideriamo un numero N dispari. Se N e dispari e naturale scegliere una
numerazione simmetrica dello spazio delle a:

~(N=1)/2,-(N=2)/2,...,-2-1,0,1,2,...(N —2)/2,(N - 1)/2

e analogamente per i vettori |«) e i vettori e,. Le formule per la trasformata di Fourier e la sua inversa (le
ultime che abbiamo ricavato), restano inalterate

1 .
— ZU(“)E—IZTL'YUX/N (”analisi”)

a) = Eﬁ(n)eizm"‘/ N (“sintesi”)
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ma le somme adesso sonoda —(N —1)/2a (N—1)/2.

Adesso mostriamo che 1’analisi di Fourier nel discreto e in effetti un’approssimazione di quella nel
continuo. Poiché consideriamo N > 1, trascureremo la differenza tra N e N — 1.

Siamo interessati al caso in cui i valori discreti del segnale v(a) sono stati ottenuti campionando un
segnale continuo f(x) di periodo L, ad intervalli di ampiezza €. Dunque, N = L/e ev(x) = f(x) per
x = we, al variare di « da —N/2 a N/2. Abbiamo cioe¢ la discretizzazione dell’intervallo reale [—L/2,L/2]
in blocchi di ampiezza € = L/N come mostrato in figura:

x
—L/2 0 ae L/2

Consideriamo la formula per le coordinate di Fourier discrete

5(7,[) — %Zv(a)e—iZHna/N — %Zf(ae)e—iZHnae/L Zf 6 L Tnx
o

4

Nel limite € — 0 riconosciamo a secondo membro il limite della somma di Riemann dell’integrale

L/Z 27
(/] *ande’
L/-1p
cioe
o(n) — f(n).
Quando € — 0 si ha N — o0 e quindi la formula per la “sintesi” diventa
q p
F) = tim Y omeEr = 1 Zf Y Fmetns
x) = lim o(n)e = lim el = n)e
N%oon:_N N—oo n— e oo

In breve, abbiamo mostrato euristicamente (cioé senza preoccuparci troppo dell’esistenza dei limiti) che
nel limite continuo 1’analisi di Fourier discreta diventa 1'usuale analisi di Fourier, basata sulle relazioni

L/2 —12—”nx
/L/Z L™ dx (18.27)
flx = lim Z fn =) Fln)el T (18.28)
n=—N n=—co

18.12.4 Analisi armonica in un intervallo infinito

Vogliamo adesso capire che cosa succede alle relazioni (18.27) e (18.28) quando l'intervallo [—L/2, L/2]
aumenta a dismisura fino a ricoprire l'intera retta reale.

Se assumiamo che la funzione f(x) sia “buona”, I'integrale a secondo membro della (18.27) convergera
nel limite di grandi L, ma il fattore 1/L davanti fara tendere a zero le coordinate di Fourier. E dunque utile
passare a coordinate dimensionate per le coordinate e riscalarle con un fattore L in modo da garantire che
si abbia un limite finito non nullo. A tal fine, definiamo

1

5 z (18.29)
def % — on (18.30)
def 1~

o) 3Fn) = 37 (4) (18.31)
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e sostituiamo nella (18.27). Si ottiene

L/2

fat) = 5F(5) = [, Fixe

Consideriamo un possibile grafico delle coordinate di Fourier riscalate ﬁ; (assumendole per semplicita
reali). Il grafico mostra chiaramente che nel limite, quando la distanza tra due punti sulle ascisse si avvi-

~

cina sempre pitl, si dovrebbe ottenere, almeno euristicamente, una funzione limite f(y) definita su tutti i

Possiamo aspettarci un limite finito e non nullo per § arbitrariamente piccolo o, equivalentemente, per

punti dell’asse delle y.

J5(8)

6:%/L ¢=dn

N

L arbitrariamente grande, se f(x) € “buona”: deve essere non solo regolare, ma anche con decrescenza
abbastanza rapida al crescere di |x| in modo tale che l'integrale improprio

Pl = [ fxge 2o,

che si ottiene nel limite 6 = 1/L — 0, sia finito.
Consideriamo adesso la somma parziale della serie di Fourier in (18.28):

N -~ 27
Z f(n)elT”x
n=—N

Tenuto conto della (18.31), possiamo riscrivere la somma parziale come

N o~ . .
Sv=06 Y. foly)e (18:32)
n=—N

Se adesso facciamo crescere N come 1/§ = L, riconosciamo in Sy la somma di Riemann che nel limite
N — oo diventa l'integrale (improprio)

[~ Faperindy = tim s
J—co N—oc0

Le argomentazioni euristiche precedenti possono essere rese rigorose, ma fare questo esula dai nostri
scopi. Ci limitiamo ad osservare che se f(x) & buona, nel limite del periodo L che va all'infinito — e tenuto
conto del riscalamento (18.31) — i processi di analisi e sintesi dell’analisi di Fourier diventano

Fy = [ flxe 2
o) = [ Fwer ey

Nel capitolo 21 ne verra studiata I'estensione a L?(R).
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Problemi al contorno

19.1  Equazioni alle derivate parziali

Una trattazione completa delle equazioni alle derivate parziali
(“PDE”, da adesso in poi') esula dagli scopi di questo corso. Qui
ci limiteremo a inquadrare quanto gia visto in uno schema un po’ pit
generale. Per lo piti, ’esposizione sara non sistematica e si procedera
per esempi.

Ecco alcune PDE interessanti:

(A) Equazione di Laplace
Au=20

(B) Equazione di d”Alembert (o delle onde)

1 0%u

2z M

(C) Equazione di Fourier (o del calore)

Ju
— = DA
ot !
(D) Equazione di Schrodinger
_du n?
1h§ = —ﬂAu + Vu

Come sempre quando si parla di un’equazione, sia essa un’equa-
zione algebrica come x? = 1 0 una PDE , una sua soluzione & quella
“cosa” che se inserita nell’equazione da luogo ad un’identita. Nel ca-
so delle PDE , il problema matematico sta nell'individuare eventuali
condizioni supplementari che permettano di stabilire se, in presenza
di queste condizioni, la soluzione esiste ed & unica. Le condizioni sui
valori della u (e/o le sue derivate) sul bordo della regione, dentro
cui si vuole determinare la soluzione, sono dette condizioni al contor-
no (CC). La condizione spesso implicita, ma non per questo meno

' PDE, cioe “partial differential equa-
tion” ¢ il termine standard nella
letteratura in inglese.
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importante, & che la soluzione sia una funzione limitata. Se una delle
variabili € il tempo, i valori della u (e/o delle sue derivate) sulla iper-
surficie (nello spazio-tempo) ¢ = costante sono dette condizioni iniziali

(CI) 2. Il problema cosi posto & detto problema al contorno. > Tipicamente si sceglie la costante

uguale a zero, cioe si fa coincidere il

tempo iniziale con il momento in cui si
fa partire il cronometro.

9u =20, b

Le equazioni (A)—(D) sono lineari e le abbreviamo cosi

dove Z & un operatore differenziale lineare (che pud contenere anche
un termine di ordine zero, cioé la moltiplicazione per una funzione,
come nell’equazione di Schrodinger). Un’equazione di questo tipo e
detta omogenea. Se invece 1’equazione e

Du=p,

dove p & una funzione nota (sorgente o forzante, a seconda del-
I'interpretazione fisica dell’equazione), I'equazione e detta non
omogenea.

Un problema al contorno (PC) pud dunque essere cosi schematiz-

zato
PDE (omogenea o non omogenea)
PC — limitatezza della soluzione
N cC CI (tempo)
cc (spazio)

L'equazione di Laplace fornisce due esempi importanti di proble-
mi al contorno con condizioni al contorno puramente spaziali:

Problema di Dirichlet Valore di u assegnato sul bordo di una regione
R:
Au=0 in R
u=f in JR

Problema di Neumann Valore della derivata normale di u assegnato
sul bordo

Au=0 in R
Vau=f in oR

Dimostrare 1'unicita ¢ facile, si veda i complementi 5.8.1; 1'esistenza
¢, in generale, difficile. Nel capitolo 15 & stato risolto in maniera
completa il problema di Dirichlet nel piano.

19.2  Problemi al contorno sulla retta reale

EQuazIONE DEL CALORE. Nella sezione 8.5 abbiamo risolto 1’equazio-
ne del calore sulla retta reale. Pit1 precisamente, abbiamo risolto il
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seguente problema al contorno:

ou(x, t) 0%u(x,t)
of =D 92 xeR, teRT
lu(x, t)] < M limitatezza della soluzione (19.1)
u(x,0) = f(x) CI

Abbiamo risolto questo problema usando il metodo della trasformata
di Fourier, secondo lo schema:

ou(x,t) D %u(x,t)

= L ® 2Dt ikx
ot 8x2 soluzione u(x’ t) - \/E -/—oo f(k)e e Ydx
lp Trl

du(k, t) _ 7Dk2ﬁ(k, t) soluzione Ijl\(k,t) _ j;\(k)e_Dkzt

dt

La caratteristica principale di questo schema é che una PDE linea-
re viene trasformata in una ODE (equazione alle derivate ordinarie,
“ODE”= ordinary differential equation) lineare e quindi di facile
soluzione. Questo schema si applica pari pari ad altre PDE per pro-
blemi al contorno analoghi a (19.1) (si vedano i problemi alla fine del
capitolo).

Dalla sezione 11.5 ricordiamo che u(x, t), essendo 'anti-trasformata
di Fourier del prodotto delle trasformate di Fourier di due funzioni,
puo essere espresso come il prodotto di convoluzione tra f(x) (I'anti-

~

trasformata di f(k)) e il nucleo del calore K; (che & I’antitrasformata
di e~ Dty

u(x,t) = K % f(x) WHEDDE()dy  (19.2)

__ 1 / G
 VArDt J-e
Osserviamo che per quanto questa soluzione sia stata trovata con
metodo di Fourier, e richiesto ’annullamento della funzione all’in-
finito, la formula (19.2) continua a essere tale anche per dati iniziali
f(x) pit generali (ma sempre limitati). Ad esempio, se prendiamo
f(x) = 1, la (19.2) restituisce u(x,t) = 1, il che & molto ragionevo-
le: se i punti della sbarra infinita sono inizialmente tutti alla stessa
temperatura, la loro temperatura non variera nel corso del tempo.

PROPRIETA DELL,EQUAZIONE DEL CALORE:

o Dalla formula (19.2) segue che questa equazione rende lisci dati
iniziali singolari: ad esempio se come Cla t = 0 si considera una
delta di Dirac é(x — x(), come effetto della convoluzione con K,
questa e trasformata per t > 0 (non importa quanto prossimo a 0)
in una gaussiana centrata in xg, che ¢ infinitamente differenziabile.

279
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o Propaga il dato iniziale con velocita infinita (per la stesse ragioni
del punto precedente).

o Rende lisce le irregolarita del dato iniziale, nel corso del tempo lo
“spalma” su tutta la retta reale e le sue soluzioni decadono a zero
per t — oo.

o Non e reversibile: se u(x, t) & soluzione, u*(x,t) = u(x, —t) non &

soluzione.

EQUAZIONE DELLE ONDE. Il problema analogo a (19.1) per 1'equazio-
ne omogenea delle onde in una dimensione &

2 2
au(x,t)zcza u(x,t) YER, fER*

ot2 dx2
(19.3)
lu(x,t)] < M limitatezza della soluzione
u(x,0) = a(x) oru(x,0) = b(x) CI

Anche in questo caso, abbiamo trovato la soluzione con il metodo
della trasformata di Fourier. Nel capitolo 12, usando questo metodo,
abbiamo trovato

1 x+ct

[a(x +ct) +a(x —ct)] + % /X_Ct b(y)dy (19.4)

N~

u(x,t) =

Per trovare la soluzione (19.4) dell’equazione delle onde abbiamo
usato il metodo della trasformata di Fourier, e abbiamo richiesto che
i dati iniziali andassero a zero all’infinito. Adesso osserviamo che,
come per la formula risolutiva dell’equazione del calore, la formula
(19.4) continua a fornire la soluzione dell’equazione delle onde anche
per condizioni iniziali (limitate) pitt generali. Se ad esempio prendia-
mo a(x) = Acos(kx) b(x) = wAsin(kx), dove w = k¢, la (19.4) &
I'onda progressiva

u(x,t) = Acos(kx — wt),

di lunghezza d’onda 277 /k e frequenza v = w/2m, che si muove verso
destra a velocita c, che, come & noto, & soluzione dell’equazione delle
onde.

PROPRIETA DELL,EQUAZIONE DELLE ONDE:

o E reversibile: se u(x,t) & soluzione dell’equazione delle onde, anche
u*(x,t) = u(x, —t) & soluzione.

o La propagazione di u avviene a velocita finita; si veda la discussione
sui “coni causali e “domini di influenza” del capitolo 12.

o La sua soluzione (19.4) ha la forma generale di d” Alembert (12.3).



19.3 Problemi al contorno sulla semi-retta reale

Passiamo adesso a discutere degli esempi concreti di condizioni al
contorno vere e proprie.

ONDE IN UNA CORDA SEMI-INFINITA. Incominciamo con il consi-
derare una corda che si estende dal suo punto di originein x = 0
ax = oco. Adesso occorre specificare come la corda si comporta
nell’origine e questa ¢ la condizione al contorno u(0,t) = h(t).

La funzione h(t) descrive come l'estremo della corda si muove e se
assumiamo che & tenuto fermo, cioé 1 = 0, abbiamo il problema al

contorno
1 %u(x,t)  %u(x,t)
2 32 T a2 xeRT, teR*
lu(x, t)| < M limitatezza della soluzione (19.5)
u(x,0) =a(x), oru(x,0) = b(x) CI
u(0,£) =0 teR* cC

Troviamo la soluzione di (19.5). Poiche u risolve 1’equazione delle
onde in una dimensione, deve avere la forma generale di d’Alembert
(12.3). Devono cioe esistere funzioni ¢ e ¢ tali che u(x,t) = ¢(x +
ct) + P(x — ct). Assumiamo per semplicita che sia b(x) = 0, allora
dalla (19.4), per x > ctsihau(x,t) = [a(x+ct)+a(x —ct)].
Quindi, per x > ct, ¢ = p = a. Per convincersi di questo e dei
commenti successivi, si consideri la figura 19.1 e si legga la didascalia
a lato.

A
z<cz‘ x> ct
. O
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Figura 19.1: Il profilo rettangolare (in
rosso) nell’intorno di un punto xg

la condizione iniziale a(x) dell’onda
(b(x) = 0). Nella regione x > ct

(in grigio) la propagazione avviene
come se non ci fosse alcuna CC in

x = 0: il rettangolo iniziale si dimezza:
meta viaggia verso destra e meta
verso sinistra. Nella regione x < ct,
I'onda e sotto l'influenza della CC

in x = 0. La soluzione in questa
regione & ottenuta introducendo una
condizione iniziale nell’intorno di —xg
(rettangolo blu), di ampiezza uguale
in modulo, ma opposta in segno a
quella iniziale in x( (estensione dispari
della condizione inziale). Quando
I'onda virtuale esce dalla regione

non fisica (in giallo) diventa reale:
nella regione x < ct la soluzione &

la sovrapposizione dell’'onda blu e
dell’onda rossa. Questa costruzione
fornisce la riflessione dell’onda in x = 0.
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Deve valere la condizione al contorno di annullamento della u
nello zero per tutti i tempi. Dunque, ¢(ct) + ¢(—ct) = 0. Ne segue
che, posto ct = —¢, deve valere (&) = —¢(—¢) e dunque che, per
x <ct, (&) = —a(—¢). Quindi per x < ct

[a(x+ct) —a(—x+ct)] .

N —

u(x,t) =
Se denotiamo con a* I'estensione dispari di a2 a x < 0, allora

u(x,t) = - [a*(x +ct) +a*(x —ct)] .

N —

E come se si risolvesse il problema senza CC con I'onda reale ini-
ziale a destra e un’onda virtuale a sinistra che ha configurazione
iniziale —a(—x). Si vedano le figure 19.1 e 19.2. Se si considera anche
il contributo di b, la sostanza non cambia e si arriva alla soluzione

completa

. . 1 x—+ct
[a*(x +ct) +a"(x —ct)] + % /X_Ct b*(y)dy,  (19.6)

N| =

u(x,t) =

dove b* e l'estensione dispari di b.

Supponiamo adesso che l'estremo della corda non sia tenuto fer-
mo, ma vari nel tempo secondo la legge h(t). Possiamo sfruttare
la linearita del problema al contorno e risolvere separatamente il
problema con dati iniziali nulli, 4 = b = 0 e condizione iniziale
u(0,t) = h(t). La soluzione cercata sara la somma della soluzione di

questo problema e della (19.6). Consideriamo dunque il PC:

1 0%u(x,t)  9*u(x,t)

2 32 T a2 xeRT, teR"
lu(x, )| < limitatezza della soluzione (19.7)
u(x,0) = oru(x,0) =0 CI
u(0,t) = ( ) teR" CC

Ragionando come prima, u deve avere la forma generale di d’Alem-
bert (12.3) u(x,t) = ¢(x + ct) + p(x — ct). Essendo il dato iniziale
nullo, per x > ct, deve essere u(x,t) = 0. In x = 0 si deve avere
h(t) = ¢(—ct). Quindi, per x < ct,

u(x, t) = p(x —ct) :h(t—%) ,

dunque, per ogni x > 0

u(x, t) :®(t—§)h<t—§)

dove © ¢ la la funzione di Heaveside.

Figura 19.2: Al tempo t = 0 una corda
semi-infinita tenuta ferma nell’origine &
portata nella configurazione iniziale in
alto, quindi viene lasciata libera di evol-
vere. I fotogrammi dall’alto in basso
descrivono come la configurazione della
corda evolve nel tempo. L'onda verso
destra si allontana all’infinito, quella
verso sinistra si riflette nell’origine. I
fotogrammi sono stati ottenuti con la
regola dell“onda virtuale” per x < 0
discussa nel testo.
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Si puo arrivare alla stessa conclusione con il metodo della trasfor-
mata di Laplace, come & stato fatto per il problema 14.4. Sia

Lu(x,s) =u(x,s) = /Ooo u(x, t)e stds Lh(s) = h(s) = /Ooo h(t)e Stds

Allora il metodo di soluzione esposto in S.14.4 pud essere cosi

schematizzato:
1 u(x,t)  u(x,t) @ B x x
o = et e D e =0 (e )n (e 7)
e [e
@ 112717 B fﬁ— 0 soluzione @ ii(x,s) = ’ﬁ(s)ef(s/c)x
dx2 2~ aa

Nel passaggio da @ a @, abbiamo usato la proprieta della derivata
della trasformata di Laplace: s?#(x,s) — su(x,0) — o;u(x,0) = czzixg e
le condizioni iniziali u(x,0) = a(x) = 0 e d;u(x,0) = b(x) = 0. Nel
passaggio da @a @, abbiamo usato la condizione di limitatezza e
scartato la soluzione che esplode, imposto la CC (che in trasformata
di Laplace diventa la “condizione iniziale per x = 0”). Il passaggio da
®a @, usa quella proprieta della trasformata di Laplace che nella
sezione 14.3 & stata chiamata “seconda proprieta della traslazione” .

PrROBLEMI DI DIRICHLET. Un problema come (19.5), con CC u(0,t) =
0, & detto problema di Dirichlet con condizioni al contorno omogenee; un
problema con CC u(0,t) = h(t) # 0 & detto problema di Dirichlet con
condizioni al contorno non omogenee.

CONDUZIONE DEL CALORE IN UNA SBARRETTA SEMI-INFINITA. Il
problema al contorno per la conduzione del calore, analogo a (19.5), &

2
a”g;’t) = Da L;)S;’ ) x€RT, teR"
lu(x, t)| < M limitatezza della soluzione (19-8)
u(x,0) = f(x), CI
u(0,t) =0 CcC

Si tratta di un problema di Dirichlet con condizioni al contorno
omogenee. Anche per questo problema, la soluzione e ottenuta me-
diante prolungamento dispari di f a sinistra di 0: la soluzione di
(19.8) & la soluzione del problema sulla retta reale, senza condizioni
al contorno in zero, con dato iniziale f*(x), dove f*(x) = f(x), per
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x>0e f*(x) = —f(—x) per x < 0. In breve,

u(x,t) = PPN £ () dy

1 / e
V4rDt J—oo
_ ﬁ | /O [em (914D _ o= (o491 4DD)] £y

La formula precedente per u pud essere ottenuta risolvendo (19.8)
mediante il metodo della trasforma di Laplace (esercizio).

Un esempio di problema di Dirichlet per la conduzione del calore,
con condizioni al contorno non omogenee, & gia stato considerato nel
capitolo 8, esempio 8.5:

ou(x, t 0%u(x,t
“(E;;):D L;)S;) x€RT, teRT
lu(x,t)] < M limitatezza della soluzione (19.9)
u(x,0) =0 CI
u(0,£) = 6 cC

La procedura mediante cui abbiamo trovato la soluzione di questo &
riassunta dal seguente schema:

2
©) u(x,t) _ Da u(xt) @ u(x,t) = 6y erfc T )
ot ox?2 soluzione 2v/ Dt
le Je”
ﬁ B iﬁ: 0 soluzione, @ i(x,s) = @efx/s/Dx
dx*> D s

Nel passaggio da @ a @, abbiamo usato la proprieta della deri-
vata della trasformata di Laplace: sii — f(x) = D‘;% e la condizione
iniziale f(x) = 0. Nel passaggio da @a @, abbiamo usato la con-
dizione di limitatezza e scartato la soluzione che esplode, imposto
la CC, tenuto conto che la trasformata di Laplace della funzione co-
stante 6y & 6y /s. 1l passaggio da ®a @, ha richiesto 'integrazione
nel piano complesso per determinare l’anti-trasformata di Laplace di
u(k,s).

PROBLEMI DI NEUMANN. In un problema di Neumann, la CC e
data dalla derivata spaziale della funzione. Piu1 precisamente, in un
problema di Neumann sulla semiretta reale si assegna d,u(0,t) =
h(t). Per esempio, il seguente problema di conduzione del calore

ou(x,t) o%u(x,t)

=D RT, teRT
ot dx? * e <
lu(x, t)] < M limitatezza della soluzione ~ (19-10)
u(x,0) = f(x), CI
3u(0,t) =0 cC
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€ un problema con condizione al contorno di Neumann omogenee.
Fisicamente, questo significa che la conduzione del calore avviene
in condizioni completamente adiabatiche, incluso 1'estremo della
sbarretta: % (0,t) = 0 significa che non c’¢ flusso di calore uscente
dalla sbarretta nell’origine.

Procedendo in maniera analoga a prima, si pu¢ dimostrare che
problemi di questo tipo si risolvono mediante estensione pari del dato
iniziale: f#(x) = f(x) perx > Oe ff(x) = f(—x), perx < 0.In
particolare, si dimostra che la soluzione di (19.10) &

1 )2
u(x,t) = m/me (=)™ ADY £ (y)dy

_ 41 — /O ” om0y =92/ 4D0)] £y
\V 47T

19.4 Oscillazioni di temperatura nel suolo

In questa sezione vogliamo studiare le soluzioni stazionarie della
propagazione del calore nel suolo in presenza di una CC periodica
inx = 0 (x = 0 e il livello del suolo, x > 0 misura la profondita). Il
problema al contorno e:

ou(x,t)  d%u(x,t) n
o =D 352 xeR,teR
lu(x, t)| < M limitatezza della soluzione
u(0,t) = Aelwt (parte reale del secondo membro se u temperatura) CC

(19.11)
Si osservi che non abbiamo imposto CI: cerchiamo una soluzione
stazionaria del tipo
u = o(x)et.
Sostituendo questa forma della soluzione nell’equazione del calore si
ottiene
. 0%v
iwv(x) = D=
(x) =Dz
che ha soluzione

o(x) = ceViD¥ 4 cpe” VIDY,

per
1+

7

Vi=e™* = cosm/4+ isin(mt/4) =

Dunque
U(X) _ Cle\/%(l-‘ri)x +C2€_‘/%(1+i)x
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Le costanti c; e ¢, si determinano imponendo la condizione che
u sia limitata per x — oo e che u(0,t) = Ae'“*, quindi deve essere
v(0) = A. Sihacosic; =0ec; = A e quindi

u(x,t) = Ae” v 25 (L)X piwt — po=v %xeiw(tf 21Dwx)

Passando alla parte reale (poiché u ¢ una temperatura)

@ 1
u(x,t) = Ae”V2b* cosw (t — \/mx)

Ne risulta che la temperatura u ad una qualsiasi profondita x e
una funzione sinusoidale di ¢ con ampiezza Ae~ V™ minore del-
I'ampiezza A in superficie, e la riduzione e tanto maggiore quanto
maggiore ¢ la profondita e quanto maggiore ¢ la frequenza delle
oscillazioni. La fase varia da punto a punto e, precisamente, le oscil-
lazioni si risentono verso 'interno con un ritardo x/(v/2Dw) pro-
porzionale alla distanza x dalla superficie, cosa che si pud esprimere
dicendo che le oscillazioni di temperatura si propagano nell’interno con
una velocitd /2Dw (tanto maggiore quindi quanto maggiore é la frequenza
w). Ne deriva, in particolare che per x = 71/2D/w le oscillazioni
sono in opposizione di fase con quelle in superficie.

Poiché il problema é lineare, se al suolo sono presenti due oscilla-
zioni di frequenza w; e wy , la temperatura sara la sovrapposizione
lineare delle temperatire per le due oscillazioni. Questo permette di
confrontare le variazioni diurne e stagionali. Si trova cosi che 1'as-
sorbimento e la velocita di propagazione delle oscillazioni diurne
sono maggiori di quelle annue. Ad esempio, per un ordinario terreno
umido (D = 0.0049cm? / s) un’escursione diurna di 209, si riduce a
0.86" a soli 36 cm di profondita (dove le oscillazioni sono opposte a
quelle superficiali) e a 0.004° ad un metro. Un’escursione annua di
209, invece, si ridurrebbe a 17.5° a 30 cm, a 12.70 ad un metro e a 0.2°
a 10 metri (a tale profondita si pud dunque ritenere che la temperatu-
ra resti costante nel passaggio dall’estate all'inverno). E interessante
osservare che la teoria (gia sviluppata da Fourier) predice che ad una
certa profondita di qualche metro (dipende dal valore di D del ter-
reno) le oscillazioni della temperatura sono in completa opposizione
di fase di circa sei mesi (la temperatura nel terreno sara piu calda in
inverno e pit fredda in estate). Il che spiega perche conviene avere la
cantina di qualche metro sotto il livello del suolo.
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19.5 Problemi al contorno in un intervallo limitato

Ecco un esempio di problema al contorno in un intervallo limitato
[0, L] con condizioni di Dirichlet omogenee:

1 u(x,t)  Pu(x,t)
S = 3 0<x<L,t>0
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0
(19.12)
ou
u(x,0) = a(x) E(x,o) = b(x) 0<x<L
u(x,t)] < M

Si consideri preliminarmente il caso semplice di b(x) = 0, avendo
presente quanto visto precedentemente per la stessa equazione sulla
semi-retta. Allora, ragionando sulla figura sotto, non dovrebbe essere
difficile convincersi che la soluzione é ancore della forma (19.6), dove
adesso a* e b* sono le estensioni periodiche dispari di a(x) e b(x) alla
retta reale, nel senso indicato nella sezione 18.10. Si veda anche la
figura 19.4.
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Figura 19.3: Variazioni di temperatura
rispetto alla media (posta uguale a
zero): giornaliera (in alto) e annua (in
basso). La linea in verde corrisponde
ax = mv/2D/w in entrambi i grafici
(circa 36 cm per il primo e circa 8 m
nel secondo). A questa profondita la
variazione esterna di 20 si & ridotta
ad una frazione di grado. In entrambi
i grafici la linea in rosso corrisponde a
x = mv/2D/w/2. A questa profondita
c’e opposizione di fase di circa 6 ore nel
caso giornaliero e di 3 mesi in quello
annuo.
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—2L —L 0

&~ C

it

2L
Condizioni al contorno di Neumann omogenee
axu(o, t) - O - axu(L, t)

richiedono invece un’estensione periodica pari dei dati iniziali,
sempre nel senso precisato nella sezione 18.10.

Osserviamo infine che quando si hanno condizioni di Dirichlet
non omogenee

u(0,t) =a, u(L,t)="b
basta porre

a
u=a-+ X+v

e risolvere per v.

19.6 Metodo delle separazioni delle variabili

Discutiamo adesso un metodo che permette di giungere alle stes-
se conclusioni a cui siamo arrivati poc’anzi. Si tratta del metodo
di Bernoulli di separazione delle variabili, che esporremo facendo
riferimento al seguente problema al contorno:

Ju o%u

gz ﬁ 0<x<L,t>0

u(0,t) =u(L,t) =0 t>0
(19.13)

u(x,0) = f(x) 0<x<L

lu(x,t)| < M

Figura 19.4: Corda di violino. La corda,
tenuta ferma ai suoi estremi, & portata
inizialmente nella configurazione ini-
ziale in alto, quindi viene lasciata libera
di evolvere. I fotogrammi dall’alto in
basso descrivono come la configura-
zione della corda evolve nel tempo. 1
fotogrammi sono stati ottenuti con la
regola dell’estensione periodica dispari
del dato iniziale.
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L’EQuAZIONE E LE CC SONO LINEARI E OMOGENEE. Si cerca allora
una soluzione u(x, t) che possa essere espressa come il prodotto di
una funzione solo di x per una funzione solo di £,

u(x,t) = X(x)T(¢).

Una soluzione di questo tipo & certamente molto particolare, tuttavia,
questa mancanza di generalita del metodo all’inizio &€ compensata
alla fine dal prendere tutte le combinazioni lineari di soluzioni della
forma X (x)T(t). Si vedano i commenti alla fine.

S1 sosTITUISCA u(x,t) = X(x)T () nell’equazione

o
ot ox2
Si trova
X(x)T'(t) = DX"(x)T(t)
Dividendo per DX (x)T(t), si ottiene

X'(x) _ T'(t)
X(x) _ DT(b)

Questa equazione non puo essere verificata a meno che ciascun mem-
bro dell’equazione sia una costante indipendente da x e t. Chiamia-
mo —A? questa costante. La ragione per scegliere la costante —A?
invece di A verra chiarita sotto.

L’EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI si separa in due equazioni
ordinarie

X'+ A°X =0
T+ A2DT =0

le cui soluzioni sono

X =acosAx + bsin Ax

T = ce~ VD

dove a,b, ¢ sono costanti di integrazione. Risulta chiarito perché ab-
biamo scelto —A?: una costante positiva avrebbe implicato una cre-
scita esponenziale nel tempo della soluzione, che non vogliamo (la
scelta del quadrato invece & pura comodita: non volevamo scrive-
re ogni volta una radice quadrata). Poiché le soluzioni dipendono
dal parametro A (per il momento arbitrario), mettiamo in evidenza
questo fatto e scriviamo

uy(x,t) = (ay cos Ax + by sin Ax) e MDt
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avendo assorbito, senza perdita di generalita, la costante c in a e b.

IMPONIAMO LE CONDIZIONI AL CONTORNO. La condizione al
contorno u(0,t) = 0 per tutti it > 0 implica

1A (0,£) = aye VPt =0 per tuttiit >0

da cui concludiamo che a, = 0. La condizione al contorno u(L,t) =0
per tuttiit > 0 implica

uy(L,t) =by sin(/\L)e*)@Dt =0 pertuttiit>0

by = 0 fornisce la soluzione banale u = 0, che € poco interessante.
Altre soluzioni (pil1 interessanti) sono ottenute richiedendo che

sin(AL) =0

per cui AL deve essere un multiplo intero di 7, cioe

A=dy="E, n=123,...
Si osservi che abbiamo tenuto solo i valori positivi di n, perché i va-
lori negativi hanno l'effetto di cambiare il segno di sin A,,x e possono
quindi essere accomodati dalle costanti by, = b,. Ilcason = 0
fornisce la soluzione banale u = 0.
Eravamo partiti col cercare una soluzione, ne troviamo una succes-
sione

Uy (x,t) = by sin (%x) ¢~ (n/L)?Dt , n=1,23...

Uso DEL PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE. Le equazioni

u o2u

(%) ot 0x2

u(0,t) =u(L,t) =0

sono lineari e omogenee, quindi una sovrapposizione lineare del-
le soluzioni u, € ancora una soluzione. In altre parole, la somma
formale

u(x/ t) = Z bn sin (%x) e_(nn/L)th
n=1

e una soluzione delle equazioni (%) pii1 generale delle singole solu-
zioni uy,.

IMPONIAMO CHE SIA SODDISFATTA LA CONDIZIONE INIZIALE.
Richiediamo che valga u(x,0) = f(x):

u(x,0) = i:lbn sin (%x) = f(x)
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Riconosciamo lo sviluppo di Fourier dell’estensione dispari di f(x)
a [—L,L]. A seconda di quali siano le proprieta di f(x) possiamo
dare un senso preciso all'uguaglianza precedente. Per esempio, se
f(x) & continua con derivata prima continua, abbiamo convergenza
uniforme. Se la funzione é liscia, eccetto per un numero finito di di-
scontinuita, possiamo applicare il teorema di Dirichelet e concludere
che si ha convergenza puntuale (e uniforme in ogni sotto-intevallo
chiuso che non contiene le discontinuita) e convergenza alla media
dei limiti destro e sinistro nei punti di discontinuita. Queste proprie-
ta sono conservate nel corso del tempo, in quanto le coordinate di
Fourier di u = u(x, t) sono

LT(VI) _ bnef(nﬂ/L)th

MORALE. La soluzione di (19.13) & dunque

X 0 0,2 . /N7’
u(x,t) =Y e P p, sin (Tx> (19.14)

n=1

E la soluzione piil generale? Si, per la completezza L? del sistema
trigonometrico (per le date condizioni al contorno). In altre parole,
per quanto 1’assunzione iniziale u(x, t) = X(x)T(t) fosse molto parti-
colare, recuperiamo completa generalita in quanto il sistema ortonor-
male {sin (“Zx)} & una base ortonormale in L?(0, L) e quindi genera
tutto lo spazio. Che (19.14) fosse la soluzione completa di (19.13)
era anche la convinzione di Fourier, anche se non sapeva che cosa
volesse dire completezza L? e non disponeva di una dimostrazione
conclusiva (la commissione che doveva giudicare la memoria scritta
da Fourier ritenne che le sue conclusioni lasciavano a desiderare sia
per la generalita sia per il rigore).

19.7 Da Fourier a Schrodinger

Consideriamo adesso il nucleo del calore

Ki(x) = 1 e ¥?/(4D1)

VanDt

come funzione della variabile complessa ¢. Per rotazione ¢t — it nel
piano complesso si ottiene

1
vVAanDit

che, posto D = 11/2m, diventa

[/ m Py
Gt(x) = znhitelmx /2ht (1915)

Ki(x) = /AP Gy (x)
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Sia f(x) € L?>(R). Allora si verifica facilmente per sostituzione che

u(x,t) = Ge* f(x)

e soluzione dell’equazione libera di Schrodinger (cioe con energia
potenziale V = 0) in una dimensione spaziale. Si pud dimostrare (ma
non lo faremo) che (in norma L?)

pig _0; Ge(x —y)f(y)dy = f(x).

Assodato questo, siamo nella stessa situazione dell’equazione del
calore: u(x,t) = G; * f(x) & soluzione dell’equazione libera di
Schrodinger per la CI f(x). In altre parole, & soluzione del PC:

. ou h? 9%u(x,t)

lth—%T x€]R,t€IR+
lu(x, t)| < M limitatezza della soluzione (19.16)
u(x,0) = f(x) CI

PROPRIETA DELL'EQUAZIONE DI SCHRODINGER:

o Analogamente all’equazione del calore, I'equazione di Schrodinger
propaga il dato iniziale con velocita infinita (per ragioni analoghe a
quelle per I'equazione del calore).

o Analogamente all’equazione delle onde, & reversibile: se u(x,t) &
soluzione, u*(x,t) = u(x, —t) & soluzione.

o Conserva la norma L2 del dato iniziale.

CONDIZIONI DI DIRICHLET OMOGENEE PER L'EQUAZIONE DI
SCHRODINGER. Prendiamo adesso la funzione (19.14) e conside-
riamola come funzione della variabile complessa t. Facciamo una
rotazione nel piano complesso t — it e poniamo

def . o i . (N7
P(x,t) = u(xit) =Y e Dt/ L2 gin (Tx) (19.17)

n=1

Si verifica per sostituzione che questa funzione ¢ soluzione del
seguente problema al contorno

2
i%*lf:—Dngf per 0<x<L,t>0
¥(0,t) = p(L,t) =0 per t>0 (19.18)

P(x,0) = f(x) per 0<x<L
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Posto D = 71/2m, si riconosce 1’equazione di Scrhodinger per la
buca undimensionale infinita. E (19.17) la soluzione pii1 generale? Si,
sempre per la completezza L? del sistema trigonometrico (per le date
condizioni al contorno). Naturalmente adesso possiamo permettere
che le coordinate di Fourier b,, della funzione d’onda iniziale siano
numeri complessi, in quanto la funzione d’onda iniziale (a differenza
della temperatura) non € vincolata ad essere reale.

Nel linguaggio quantistico, i modi di Fourier

Pn(x) = \1ﬁ sin (%x)
sono le autofunzioni dell’hamiltoniana

n* 9
©m ox?

con condizioni di Dirichlet omogenee al bordo e E, = fiwy,, w, =

H=

hn?/m, sono i suoi autovalori. Sia 7 lo spazio delle funzioni che si
annullano in 0 e L e che sono a quadrato integrabile e sia (| ) l'usuale
prodotto scalare L2. Allora (19.17) pud essere riscritta come

Pr(x) = Ze_iw"t¢n<¢n | f) (19-19)

Si osservi quanto sia cruciale la completezza del sistema ortonormale
{¢n}. Deve infatti valere

f:Z¢n<¢n ‘f>

per qualunque funzione iniziale f € L2. Si osservi inoltre che, data la
forma esplicita (19.19) di ¢, si ha

el = (el o) = (FLF) = NIFIIZ - (19.20)

La normalizzazione dello stato € dunque preservata dall’evoluzione
di Schrodinger (sarebbe un disastro, altrimenti!). Detto in altri ter-
mini, 'operatore U; che trasforma il dato iniziale f nella funzione
d’onda al tempo ¢,

Uf = Zeiiw"tﬁbn@n | f)

& un operatore lineare e unitario in L? (si veda il prossimo capitolo).

Si puod dimostrare che una formula come la (19.20) vale in gene-
rale per hamiltoniane con spettro discreto. Il problema dinamico di
trovare la soluzione dell’equazione di Schrodinger & dunque risolto
automaticamente una volta che sono stati trovati gli autovalori E, e
gli autovettori associati ¢, dell’hamiltoniana, vale a dire, sono state
risolte le equazioni

H(Pn = En¢n ’
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e si &€ dimostrato che il sistema ortonormale ¢, € completo. Allora la
soluzione dell’equazione di Schrodinger e automaticamente data da

(19.19).



19.8 PROBLEMI

PROBLEMA 19.1. [J

Risolvere
ou  d%u
- ¢
3t 32 O<x<m, >0
u(0,t) = u(m,t)=0 t>0
u(x,O):sin3x 0<x<m

PROBLEMA 19.2. [J

Risolvere
%?:g%l 0<x<3,t>0
u(0,t) =0, %(B,t):o =0
u(x,0) = Sin% —sinS%

(la condizione 9%(3,t) = 0 significa che nel suo

estremo destro la sbarra e termicamente isolata e
non c’e flusso di calore).

ProBLEMA 19.3. [J Risolvere

*u  *u
— 4+ —=0 0<x<1,0<y<1
T a2 Y

u(O,y):%(l,y):O 0<y<l1

u(x,0) =0 u(x,1) = sin 3fx
PrROBLEMA 19.4. [
Risolvere
az—u = aiu —o0 < x <oo,t>0
otox  Jx2 ’

u(x,0) = \/ge_‘x‘

PrOBLEMA 19.5. [0 Risolvere

?u  u
—atzz—axz —oco < x<oo,t>0
1 Ju
ux0) =370 F®0=0
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ProOBLEMA 19.6. [0 Risolvere

ou 19%u

E—Z@ —oo < x <oo,t>0

u(x,0) = e

PROBLEMA 19.7. I

Risolvere
aiuiczaiu —0 < x<0oo,t>0
o2 7 9x2 ’
2 sinx u
u(x,0) = — g(x,O)fO

PrOBLEMA 19.8. [J Si assuma che f(x) abbia
trasformata di Fourier (per esempio, sia buona).
Risolvere

ou azu ou
— =D—+K— —
Y 722 3 o< x<oo,t>0

u(x,0) = f(x)
Questo problema fornisce un modello del trasfe-
rimento di calore in una sbarra lunga e sottile che
scambia calore con I’ambiente esterno. Questo fe-
nomeno ¢ chiamato convezione e K & una costante
postiva chiamata coefficiente di convezione.
PROBLEMA 19.9. [J Siassuma che f(x) abbia
trasformata di Fourier (per esempio, sia buona).
Risolvere

au_aa3u o< x<oo,t>0
ot  ox3 !

u(x,0) = f(x)
Questa equazione & nota come equazione di
Korteweg—de Vries linearizzata.
ProBLEMA 19.10. OO Equazione del calore con diffusivita
termica non costante. Risolvere

au*atazu o< x<oo,t>0
ot ox? !

u(x,0) = f(x)

Esprimere la soluzione come una convoluzione.
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ProBLEMA 19.11. [J Risolvere dove
) 0> 2 yx
a—?:e*tﬁ —00o < x <o0o,t>0 erf(x):ﬁ ; e‘yzdy
u(x,0) = f(x) ProBLEMA 19.13. O Equazione del calore per una

PrOBLEMA 19.12. [ Si risolva I'equazione del calore sbarra semi-infinita. Risolvere
per una sbarra sottile infinitamente lunga di diffusi-

vita termica costante D e con distribuzione iniziale ou o%u
. . o — =D 0<x<oo,t>0
di temperatura f(x) = Ty per x > 0 e o altrimenti. Si ot 9x?2
mostri che la temperatura u € data da
T . u(x,0) = f(x) x>0
0
u(x,t) = — 1+erf()] u(0,t) =0 t>0
=3 (45 (®4)



20
Unitarieta della trasformata di Fourier

20.1 La trasformata di Fourier di funzioni buone

Sia . (R) lo spazio delle funzioni buone, nel senso tecnico del ter-
mine introdotto nel capitolo 10: una funzione f(x), sui reali e a va-
lori reali o complessi, ¢ in .#(R) se & infinitamente differenziabile
e se & tale che f(x) e le sue derivate vanno a zero all’infinito piu
rapidamente di qualunque potenza negativa di |x|.

Nel capitolo 11 abbiamo dimostrato il teorema di Fourier per
funzioni buone: se f(x) € .(R) allora anche la sua trasformata

Ffly) = \/12? /_o; f(x)e*ixydx (20.1)

ein Z(R) e, inoltre,

f = o= [ Freay, (202)

Inoltre, nel capitolo 11, abbiamo visto che la (20.1) definisce un ope-
ratore lineare F in .”(R) e la (20.2) il suo inverso F~!. Dalla (20.2)
segue quel che nella sezione 11.1 abbiamo chiamato relazione di
reciprocita:

F!=_7F, (20.3)

dove .# & l'inversione di parita, . f(x) = f(—x). Da questa relazione,
seguono due identita interessanti

FP=.0, Ft=| (20.4)

Dove | & l'operatore identita.
Nel capitolo 11 abbiamo inoltre dimostrato 1'identita di Parseval-
Plancherel. Se in .7 (R) si introduce il prodotto scalare

(1) = [ Tz, (205)

In questo capitolo lavoriamo con la

convenzione @ per la trasformata di
Fourier.

Un operatore A & detto lineare se

A(af + Bg) = aAf + BAg.
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I'identita di Parseval-Plancherel (11.4) puo essere riscritta come

(flg) = (FfIFg) . (20.6)

Questa equazione stabilisce che F conserva gli “angoli” tra vettori e,
poiché per f = g diventa

(FLAY = IIf11? = (FFIFF) = [IFfII* (20.7)

stabilisce anche che la lunghezza dei vettori in .#(R) & conservata. In
breve, F ¢ un operatore unitario in . (R).

E importante sottolineare che . (IR) con prodotto scalare (20.5)
NON €& uno spazio di Hilbert, ma soltanto uno spazio pre-hilbertiano:
ci sono successioni di Cauchy nella norma indotta da (20.5) che non
convergono in . (R). Uno degli scopi di questo capitolo & mostrare
che F si estende univocamente ad un operatore unitario in L?(RR).

Questo obbiettivo puo essere raggiunto direttamente, dimostran-
do il teorema noto come teorema di Plancherel, che stabilisce appunto
questo fatto, oppure indirettamente, seguendo una strada pitt tortuo-
sa, ma, per molti versi pit illuminante. Questo e quello che faremo.
Seguendo questa strada avremo modo di incontrare alcuni metodi
matematici della meccanica quantistica.

In primo luogo, vogliamo chiarire che F & unitario nello stesso
senso in cui lo sono gli operatori nel caso finito-dimensionale, vale
cioé I'uguaglianza

FrF=F1, (20.8)

dove F* & I'aggiunto di F. Ma che cose 1’aggiunto di un operatore?
Nel caso finito-dimensionale, l’aggiunto di un operatore A puo
essere caratterizzato in termini della matrice [A] che rappresenta A
(rispetto ad una base ortonormale arbitrariamente scelta) nel seguen-
te modo: gli elementi di matrice di A* sono ottenuti da quelli di A,
traspondendo la matrice e prendendone il complesso coniugato:

Una caratterizzazione equivalente, ma indipendente dalla scelta di

N

una base, ¢ la seguente: A* & quell’operatore tale che
(A"V 1) = (v] Au)
per tutti i vettori u e v in /. E questa la caratterizzazione che si

estende naturalmente al caso infinito-dimensionale.

N

Nel nostro caso, F* & dunque definito dal requisito che

(Fflg) = (fIFg), (20.9)
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valga per tutte le funzioni f e ¢ in .(R). Sviluppiamo il secondo
membro della (20.9):

(f1Fg) = [~ [r [ swe i) da
[ lv= Lo

e”‘ydx] g(y)dy,

da cui
F*f(x \ﬁ / fly ”‘ydy = (Ff)(—x) = FFf(x). (20.10)

Dunque, F* = .#F. Percio, ricordando la (20.3), risulta verificato che
Fr=F1

20.2  Operatori su funzioni buone

Consideriamo l'operatore Q che moltiplica una funzione f € .7(R)
per il suo argomento,
Qf (x) = xf(x). (20.11)

Per esempio, se f(x) = e~ allora Qf = xe ™ o se g(k) = ek,
allora Qg(k) = ke~*". Poiché le funzioni buone sono a decrescenza
rapida (descrescono piti rapidamente di qualunque potenza negativa
di x), se f & buona, anche Qf lo é. Chiaramente, Q & un operatore
lineare.

La (20.11) permette di definire gli operatori “potenza n-esima di
Q” nel modo seguente:

Q"f(x) =x"f(x). (20.12)

Si osservi che Q" & ben definito in . (R), sempre in virtu della
decrescenza rapida delle funzioni buone. Con la stessa regola e per la
stessa ragione, risulta ben definito Py (Q), dove Py(x) & un polinomio
di grado N. Anche h(Q), dove h & una funzione abbastanza buona &
ben definito, infatti se si definisce

P(Q)f(x) = ¢(x)f(x) (20.13)

¢(x)f(x) & ancora in . (R) perché, come si ¢ visto nel capitolo 10, il
prodotto di una funzione buona con una funzione abbastanza buo-
na ¢ ancora una funzione buona. Ricordiamo che ¢(x) & abbastanza
buona se ¢(x) e le sue derivate crescono all'infinito (negativo o po-
sitivo) al piti come una qualche potenza positiva di |x|. Per esempio
¢(x) = ¢** & abbastanza buona, quindi 'operatore ¢“ & ben definito
in .Z(R).

Quando un operatore B € nella forma (20.13), si dice che ¢ in forma
diagonale. Questo & 1’analogo infinito-dimensionale dell’operatore
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finito-dimensionale B definito da una matrice diagonale [B]ij = Aidij,

la cui azione su un generico vettore u = (u;) &
[Bul; = Aju (20.14)

Un operatore A & detto hermitiano se A* = A. Si verifica facilmente
che Q & hermitiano:

[e0]

(F1ag) = [ Frgx)dx = [ xf(x)g(x)dx = (@Qf|g)-
UN ALTRO OPERATORE IMPORTANTE e 'operatore di derivazione
rispetto all’argomento della funzione:

Df(x) = 4 f(x). (2015)
Poiche le funzioni in in . (RR) sono infinitamente differenziabili con
derivate a decrescenza rapida, se f € in .(R), anche Df ¢ in . (R).
Un operatore A e detto anti-hermitiano se A* = —A. Si verifica
facilmente che D € anti-hermitiano: mediante integrazione per parti e
tenendo conto dell’annullamento all’infinito delle funzioni in .#(IR)
si ottiene

{f1Dg)

|0 = f)z0)[% - [ Floglodx
= —(0f Ig).

Se A ¢ anti-hermitiano, allora iA e —iA sono hermitiani, infat-
ti: (iA)* = —iA* = iA. Poiché & comodo lavorare con operato-
ri hermitiani, si introduce l'operatore P = —iD, che fornisce una
rappresentazione equivalente dell’operazione di derivazione D.
Quando un operatore hermitiano finito-dimensionale A, rappre-

sentato dalla matrice [A];;, non e in forma diagonale, esiste sempre,

ijr
per il teorema spettrale, un operatore unitario U che lo trasforma in

un operatore B nella forma diagonale (20.14),
B=UAU!.

L’operatore hermitiano P non & in forma diagonale, ma ¢ facilmen-
te diagonalizzabile. In effetti, abbiamo gia ottenuto questo risultato,
anche se non abbiamo usato questa terminologia. Nella sezione 11.7
abbiamo visto che la trasformata di Fourier trasforma la derivazione
nella moltiplicazione per l'argomento. Riproduciamo qui il digram-
ma usato in quella sezione con le notazioni e convenzioni di questo
capitolo:

f —2— Df
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Questo significa FD = iQF, cioe FDF~1 = {Q. In termini dell’operato-
re P = —iD, questa indentita diventa

FPF 1 =Q (20.16)

La trasformata di Fourier ¢ dunque 'operatore unitario che diagona-
lizza I’operatore P.

Dalla (20.16) segue che P = FIQF. Si pud allora definire ¢(P), per
¢ buona, nel seguente modo:

$(P) = F1p(Q)F,

avendo gia chiarito che cosa e una funzione di Q. Questa definizio-
ne € consistente con le potenze intere di P, che sono direttamente
definite in termini di P: ad esempio, per ¢(P) = P? si ha

P2 =F 'Q’F = F 'QFF 'QF = P?
Si osservi che, dalla relazione di reciprocita (20.3) si ottiene FQF1 =

—P, il che rende la coppia Q, P una sorta di “coppia canonica” nel
senso della meccanica Hamiltoniana, per cui valgono le relazioni

Q= FPF! (20.17)
P=—FQF! (20.18)
Verifichiamone la consistenza: Q = FPF~1 = —FFQF1F~1 =

—F2Q(F?)~! = —.#Q.¥ = Q, avendo usato la (20.4)."

GLI OPERATORI P E Q sono i mattoni di base per costruire operatori
pitt complicati come

QPQ, PQ,
Alcuni di questi sono hermitiani e altri no. Per esempio, QPQ & her-
mitiano in quanto (QPQ)* = Q*P*Q* = QPQ, ma PQnonlo ¢,
essendo (PQ)* = Q*P* = QP # PQ. Nella manipolazione algebrica
di questi prodotti, & utile usare la relazione di commutazione

QP — PQ =il

dove | & I'operatore identita in . (R). Nell’'ambiente quantistico,

P2+ Q2% Q%+PQ%...

(20.19)

la (20.19) & nota come relazione di commutazione e si dimostra facil-
mente a partire dalle definizioni di Q e P come operatori in . (R)
(esercizio).

UNA SCELTA EQUIVALENTE di mattoni di base per costruire operatori
pitt complicati e data dagli operatori

def 1 o 1
a= 7 [Q+iP] = 7 [Q + D] (20.20)
sdef 1o g g
at = 7 [Q—iP] 7 [Q — D] (20.21)

Intendiamo la trasformazione in
meccanica hamiltoniana

p—=aq q9—-p,

che lascia invariata la forma delle
equazioni di Hamilton, ed & quindi
canonica.

* Esplicitamente: .#Q.# applicato a f
significa: 1) trasforma f in f(—x), 2)
applica Q a f(—x) e ottieni xf(—x), 3)
applica .# e ottieni —xf(x). Il risultato
finale & —Qf. Poiche davanti c’era un
segno meno, si ottiene Q.

Si osservi che:

(ABC...)* =...C*B*A*
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Si verifica facilmente che per questi operatori vale la relazione di
commutazione

aa* —a*a=1I (20.22)

e che la trasformata di Fourier agisce moltiplicamente su di essi:

FaF 1 = \}E [FQF‘l + iFPF—l} = \1@ [-P+iQ] =ia (20.23)
[FQF‘l — iFPF‘l} = \1@ [-P—iQ] = —ia"  (20.24)

1

V2

Fa'F ! =

20.3 Le funzioni di Hermite

—x2/2 s

La funzione e & particolarmente interessante perché e una

funzione buona che & autovettore di a con autovalore 0. Infatti,

a {e‘xz/z} = \2 {xe‘"z/2 + (e_xZ/z)’] = \2 {xe_"z/2 — xe‘xz/z} =0

non ha norma 1, ma il quadrato della sua

/jo [e*xz/zrdx = /j:oe’xzdx = /7.

e quindi la corrispondente funzione normalizzata ¢

. a2
La funzione e~ * /2

norma e

¢po(x) = e (20.25)
e, per quanto visto sopra,
ago = 0. (20.26)

Pn(x) = ¢o, n=0,1,2,... (20.27)

Queste funzioni sono dette funzioni di Hermite. Dal corso di meccani-
ca quantistica dovrebbe essere noto che queste funzioni formano un
sistema ortonormale rispetto al prodotto scalare (20.5).

Per calcolo esplicito si mostra che la caratterizzazione (20.27) delle

funzioni di Hermite & equivalente alla definizione tradizionale:
Pn(x) = ¥e*x2/2H (x) (20.28)
" NG ! '

dove H,(x) sono i polinomi di Hermite, cosi definiti

Hox) = /2 (= L) or2
" dx
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Ecco i primi cinque:
Hy=1
H1 =2x
Hy, = 4x> -2
H; = 8x> —12x
Hy = 16x* — 48x2 + 12
‘ | ‘ | ‘ | ‘ | ‘ ‘ | ‘ | ‘ | ‘ | ‘
, ‘ , ‘ , ‘ , ‘ , , ‘ , ‘ , ‘ , ‘ ,
0.8 -
0.6+ T
0.4 +
0.2+ T
: 1 g
—0.2+ +
0.4+ -+
—0.6+ -
-0.8 % | % | % | % | % % | % | % | % | %
) —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )

Studiamo adesso le proprieta delle funzioni di Hermite rispetto
alla trasformata di Fourier. Essendo lisce, ed avendo un decadimento
esponenziale all’infinito, le ¢, sono funzioni buone; essendo buone,
la loro trasformata di Fourier & ben definita.

Incominciamo con 'osservare che ¢y € un autovettore di F con
autovalore 1, cioe F¢g = ¢y . Infatti,

F [e—xz/Z U —x2/(4(1/2)) _

1/2

—x2/2

2 .
eV /2e_lxydy = e

} 1 /°° 1
V211 J—eo V2
Anche le funzioni ¢, per n > 1 sono autovettori di F. Poiché F* = |

ci aspettiamo che gli autovalori di F siano radici quarte dell’unita,

cioe 1,i = /2, —1 = €27/2, —j = ¢i37/2,
Per verificare questo fatto, calcoliamo Fe¢y,:
@)" 1

1
__— paxhp—1 _ *«ne-—1
\/m ¢o = \/aFa F~ F¢o 7@ Fa*™ " F "¢p

Nel primo passaggio abbiamo inserito l'identita | = F~'F e nel

F

secondo abbiamo usato il fatto che F¢g = ¢p9. Osserviamo adesso
che ;
Fa""F~! = Fa'FFa"F 1. = (Fa'F 1)

Ricordando che

/ e~ e My =
—00

T =2/ (4a)
a
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e che, per la (20.24), Fa*F~! = (—i)a*, Ne concludiamo che
Fa*nF_lgbo — (71-)113*114)0,
da cui
_ 1 NH_AM . An
Fon = ﬁ(—z) a* 'y = (—i)"Pn (20.29)

Abbiamo cosi dimostrato che le funzioni ¢, sono autovettori di F
con autovalori (—i)" = e~inm/2 5 =0,1,2,....

20.4 Completezza del sistema delle funzioni di Hermite

Stabilire che un insieme di vettori forma un sistema ortonormale non
vuol dire stabilire che & una base. Perche sia una base occorre che il
sistema sia completo. In effetti & cosi, e vale il teorema: Le funzioni di
Hermite formano un sistema ortogonale completo in L?(R).

La dimostrazione di questo teorema & particolarmente istruttiva
perché & un punto d’incontro tra analisi complessa, spazi funzionali e
trasformata di Fourier.

La proposizione (17.17) del capitolo 17 stabilisce che un sistema
ortogonale & completo se e solo se & chiuso. E un sistema ortogonale
& chiuso se non esiste alcun vettore non nullo nello spazio di Hilbert
che sia ortogonale a tutti gli elementi del sistema. In altre parole, un
sistema {e, } & chiuso se dalle relazioni

(en|uy=0, n=123,...

segue che u = 0. Adesso vogliamo mostrare che le funzioni di Her-
mite sono un sistema ortogonale chiuso in L?(R). A tal fine, data la
(20.28), & sufficiente mostrare che se

/ e T2 F(x)dx =0, n=0,1,23,...
—00

allora f(x) deve essere la funzione nulla.
Consideriamo la funzione

F(z *xz/zf(x)e*izxdx

1 <)
==/

27 J—e0
come funzione della variabile complessa z. L'integrale converge asso-
lutamente e uniformemente in ogni regione finita del piano comples-
s0. Quindi F(z) non ha singolarita e deve essere una funzione intera.
In altre parole, possiamo rappresentare F(z) in serie di potenze,

F(z) = ) caz"
n=0
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e il raggio di convergenza della serie deve essere infinito. Allora

cn = l1—“(”)(0) _ =) e_xz/zx”f(x)dx =0
" on! niv2m J—oo
per ipotesi. Ne segue che
F(z)=0

Poiché in . (RR) la trasformata di Fourier inversa della funzione nulla
e nulla si ha

e*xz/zx”f(x)zo = f(x)=0,

che e proprio quel che occorreva dimostrare per dimostrare che le
funzioni di Hermite formano un sistema ortogonale chiuso.

In conclusione, le funzioni di Hermite formano una base ortonor-
male in L?(R). Risulta cosi stabilita I'equivalenza unitaria di L?(R) e
2 nello stesso senso in cui nella sezione 18.6 si era stabilita 'equiva-
lenza unitaria tra L?(T) e £2. Come conseguenza di questo, vale un
diagramma analogo a quello visto in quella sezione:

f e 2(R) Yo

u—l
? {ca} € £

{{gnlf)} el

Y cngn € LA(R)

Le funzioni di Hermite sono dunque una base per un’analisi di
Fourier generalizzata di una funzione f in L2(IR); i coefficienti ¢, =
(¢n | f) sono le coordinate di Hermite della funzione f.

20.5 Trasformata di Fourier di funzioni a quadrato integrabile

La trasformata di Fourier F si estende da . (R) ad un operatore unitario in
L?(R). Questo & un risultato che che Norbert Wiener ottenne negli
anni 30 del secolo scorso (finalmente un po” di matematica del goo!).
Ecco le tappe della dimostrazione:

(a) 1l sistema delle funzioni di Hermite {¢,} n =0,1,2,... & una
base ortonormale in L?(IR) (dimostrato nella sezione precedente).

(b) Quindi qualunque funzione in L?(IR) pud essere decomposta
nella base {¢, }:

f= i0¢n<¢n|f>

(c) La (20.29) fornisce 1'azione di F sui vettori della base {¢, }:

: 7T

Fpn = (—=i)"pn =€ "2 ¢y

Norbert Wiener (1894-1964) & stato

un matematico americano. Bambino
prodigio, divenne poi un matematico
che contribui significativamente allo
sviluppo della matematica applicata
nel XX secolo (dalla teoria dei processi
stocastici all'ingegneria elettronica e
delle telecomunicazioni). E il padre
della cibernetica e della teoria del con-
trollo; & sua la formalizzazione della
nozione di feed-back. In fisica teorica
¢ noto per la misura di Wiener, che si
applica alla teoria del moto browniano
e alla integrazione lungo cammini di
Feynman.
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(d) Quindi F pud essere estesa per linearita a tutto lo spazio L?(IR):

Ff=FiO¢n<4>n|f>:Z<F4>n (Pl f) = Ze”" n (¢ | £)

n=0

Fine. (La dimostrazione appare molto semplice perché tutti i passi
sono gia stati fatti nelle sezioni precedenti).

Risulta cosi stabilita I'identita di Parseval-Plancherel per tutte le
funzioni in L?(R). E risulta cosi anche stabilito il seguente sviluppo
in serie dell’integrale di Fourier:

Ff(k) = \/12? /j:of(x)e*ikxdx = i cncpn(k)e*”i% dove c¢n = (¢ulf)

n=0

20.6 L'oscillatore armonico quantistico

Consideriamo 'azione dell’'operatore N = a*a sulle funzioni di Her-
mite ¢, = (1/v/n!)(a*)"¢o. Usando la relazione di commutazione, si
dimostra che (esercizio)

N¢, = a*a¢, =n¢,, n=0,12,...

Quindji, ricordando il caso finito dimensionale, N risulta diagona-
le nella base formata dalle funzioni di Hermite e quindi possiamo

scrivere
o
N = Z 1|Pn) (Pl
n=0
E importante aver chiaro che N NoN & definito su tutto L2(IR): la sua Cosi come non sono definiti su L2(R)
azione su una funzione f con coordinate di Hermite ¢, = (¢ | f) & ne Q ne P. Gli operatori N, P e Q sono

esempi di operatori non continui o illi-
0 o0 mitati, che possono essere definiti solo
Nf = Z g {Pu | f > = Z e, su un dominio strettamente contenuto
. 2 . . . .
— — in L*. La teoria degli operatori di que-
sto tipo, in particolare lo studio della
loro herminiticita (o auto-aggiuntezza)

. . . . . . . n ¢ particolarmente difficile e richiede
la successione {nc, } delle coordinate di Hermite di Nf sia in ¢4, molta cura e competenza matematica.

da cui si vede che se i ¢, formano una successione in 2, non ¢ detto

perché non ¢ detto che la serie

[e0]

Y n?ca)?

n=0
converga. La sua convergenza dipende dall’andamento all’infinito
delle coordinate c,. Analogamente a quanto visto per le serie di Fou-
rier, si pud mostrare che se f & buona, cioé € a decrescenza rapida,
le sue coordinate di Hermite decadono esponenzialmente. Quindi N
& sicuramente ben definito per funzioni in in . (R) (naturalmente,
basta molto meno: ¢ sufficiente un decadimento che bilanci n2, ad
esempio |c,y| ~ 1/n? va bene).
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Abbiamo gia ricordato che nel caso finito-dimensionale, quando
una matrice hermitiana & in forma diagonale A = Y, Aylen) (ex|, la
funzione h(A) della matrice & definita da h(A) = Y, h(An)|en)(en|. La
stessa definizione si applica al caso infinito-dimensionale. Possiamo
quindi considerare h(N), ad esempio per h(x) = e~'*, dove t & un
numero reale. Allora risulta definito

Ur e ™ = 3 e ™) (pn] - (20.30)
n=0
Questo operatore & estendibile a tutto L?(R). Infatti,
Upf = e ™f = 3 e ™ulgul f) (2031)
n=0

e la successione {e " (¢, | f)} & in £, se la successione delle coordi-
nate di Hermite ¢, = (¢, | f) & in £ perche [e="c,| = |cy].

In conclusione, osserviamo che la (20.31) fornisce la soluzio-
ne f(x,t) dell’equazione di Schrodinger dell’oscillatore armonico
quantistico per condizione iniziale f(x,0) = f(x) in L?(R). Infatti,

sviluppando N = a*a si ottiene

1 d d 1[ &
N=_(x—— — )=z |——+x*—-1
2<x dx) <x+dx> 2[ ae T ]
che & proprio I'hamiltoniana dell’oscillatore armonico quantistico,
con tutte le costanti fisiche poste uguali a 1 e a cui & stata sottratta 1'e-
nergia 1/2 dello stato fondamentale (che pud quindi essere facilmen-

te aggiunta). Inoltre, per t = 7r/2, la (20.31) fornisce la trasformata di

Fourier di f.
Esercizio. Dimostrare che U; = ¢~ N
L%(R).

€ un operatore unitario in

20.7 La trasformata di Fourier frazionaria

Alla fine della sezione precedente siamo giunti ad una conclusione
inaspettata: la trasformata di Fourier F non & altro che 'evoluzione
temporale dell’oscillatore armonico quantistico calcolata dopo un
quarto di periodo:

Uzf= e_i%Nf = Zoe_ni%%@n |f) =Ff

Se potessimo superare tutti i problemi legati alla difficolta di co-
dificare, manipolare e recuperare 1'informazione contenuta nello
stato di un sistema quantistico (oggetto di studio della computazione
quantistica), avremmo un sistema fisico concreto per fare trasformate

307
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di Fourier: basterebbe preparare un oscillatore armonico nello stato
iniziale f e leggere lo stato del sistema dopo un tempo pari ad un
quarto di periodo e avere cosi la trasformata di Fourier di f. Tutto
cid & molto irrealistico. Inoltre, abbiamo gia molti sistemi fisici (ottici
soprattutto) che come effetto della loro evoluzione temporale produ-
cono la trasformata di Fourier del dato iniziale. Sia come sia, questo
legame tra oscillatore armonico quantistico e trasformata di Fourier
e interessante. Nasce spontanea la domanda: che cosa ha di speciale un
quarto di periodo? Perché non un ottavo o tre quinti?

Motivati da questa domanda (a cui, peraltro, non saprei come
rispondere), alcuni ricercatori, nelle ultime decine d’anni (final-
mente matematica del 2000!), si sono posti il problema di studiare
trasformate di Fourier frazionarie

e}

F*f = Uef = 3 ¢ "“Pulgn | f).

n=0

dove a & un numero reale, e di applicare tali trasformate allo studio
dei segnali per migliorare le tecniche tradizionali di analisi. Non
conosco abbastanza la materia per dire se questo sia uno sviluppo
interessante e utile dell’analisi armonica classica. La letteratura al
riguardo (articoli e libri) € in crescita (ma questo al giorno d’oggi non
vuol dire, di per sé, un granché). Sia come sia, I'analisi frazionaria da
una descrizione del segnale in domini intermedi tra il puro dominio
temporale e quello in frequenza. La figura 20.1 (presa da Wikipedia)
riproduce 'analisi frazionaria di Fourier della funzione di “scatola”
per diversi valori di «.

25 25 25
Real Part Real Part Real Part
2 Imaginary Part 2 Imaginary Part 2 Imaginary Part
15 15 15

\ p RN
o 0 [ [ /\f\/ ‘
M/ \d 1\/
05 05
30 20 10 0 10 20 30 30 20 0 0 10 20 30
a=0 a=0.05m
25 25 25
Real Part Real Part Real Part
2 Imaginary Part 2 Imaginary Part 2 — Imaginary Part
1.5 1.5
1 1
05 05
TS N ”
S
0.5 0.5
30 20 10 0 10 20 30 30 20 0 0 10 20 30

Figura 20.1: Trasformata di Fourier
frazionaria per diversi valori di «. La
prima figura e la scatola, (x = 0),
l'ultima ¢ la sinc (¢« = 71/2), che e la
trasformata di Fourier tradizionale
della scatola; per valori di a tra 0 e 77/2,
ci sono rappresentazioni intermedie
del segnale tra la scatola e la sinc.

Si osservi che la figura puo anche
essere vista come una successione di
fotogrammi dell’evoluzione temporale
della funzione d’onda dell’oscillatore
armonico quantistico, con funzione
d’onda iniziale “scatola”, tra il tempo
t = 0eil tempo uguale a 77/2 (un
quarto di periodo).
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Complementi sulla trasformata di Fourier”

* Non in programma.

21.1  Proprieta di analiticita della trasformata di Fourier

Vogliamo occuparci delle proprieta di analiticita della trasformata
di Fourier, approfondendo alcuni temi introdotti nella sezione 13.5.
Come nella sezione 13.5, in questo capitolo useremo la convenzione
© per la trasformata di Fourier:

f(a)) = /_ozof(t)ei“’tdt (21.1)

f(t) = % /_0; Flw)e “tdw (21.2)

Si osservi anche lo scambio di segni degli esponenziali nella de-
finizione della trasformata e nella formula di inversione, nonche
I'uso delle variabili w e t. Abbiamo in mente applicazioni a segnali
dipendenti dal tempo e ad analisi in frequenza degli stessi.

Consideriamo il continuamento analitico di f(w) nel piano com-
plesso z = w + ic ad una funzione

82 = [ foear

tale che ~ " |
g(w) = f(w) = /_oof(t)ewfdt.

~

Frequentemente, f(w) pud essere estesa ad una funzione che &
analitica in una certa regione del piano. Per esempio, se f(t) = eIl
allora 1

w)=——
flw) 14+ w?

che si estende alla funzione meromorfa

1

$G) =152

Questo non dovrebbe sorprendere pit1 di tanto: per ogni reale ¢, la

funzione e'** che compare sotto il segno di integrale & una funzione
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intera, e quindi ci sia aspetta che ci siano delle condizioni su f per
cui fsaré analitica in certe regioni del piano complesso. Considere-
mo due classi di funzioni analitiche che emergono in questo modo e
che giocano un ruolo importane in fisica.

Una funzione causale f(t) & una qualunque funzione in L?(—oco, c0)
che si annulla in (—o0,0). Sia

:/0 f(t)e'?dt per zeIT" (21.3)

dove IT" & il semipiano superiore del piano delle frequenze comples-
se, cioe l'insieme di tuttelez = w +ic taliche o > 0. Sez € ITT

allora
|€izt| — e*U’t

il che mostra che l'integrale (21.3) & convergente. La continuita

di g(z) e facilmente verificata. E altrettanto facilmente si verifica

l'analiticita, fatto che abbiamo gia stabilito nella sezione 13.5.
Riscriviamo (21.3) nella forma

S(w+io) = /Ooo f(t)e et dt (21.4)

e consideriamo ¢ come fissato. Allora g(z) e la trasformata di Fourier
della funzione f,(t) = f(t)e~*, cioe

§z) = fo(w) per fo()=f()e ™ e z=w+tic  (215)
Applichiamo l'identita di Parseval-Plancherel a f,(t):

o / 2w + i) |2dw—/°° F(£)Pe2tar < /°° F(0)2dt

per ogni ¢ > 0. Questo mostra

Proposizione 21.1. Se
:/ f(t)edt per zeII"
0

allora g(z) e analitica nel semipiano superiore 17 e le sue restrizioni a linee
orizzontali in TT* formano un insieme limitato in L2(—co0,c0).

La seconda classe di trasformate di Fourier analitiche consiste in

T itz
:/_Tf(t)e dt

dove0 < T < ooe f(t) € L?(—00,00). Queste funzioni sono intere
(stessa dimostrazione di prima) e soddisfano la condizione di crescita

tutte le funzioni della forma

2 < [ Ifwlear < [
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Funzioni intere che soddisfano questa condizione di crescita sono
dette di ordine esponenziale. Se C & la costante che denota 'ultimo
integrale dell’equazione precedente, la condizione di crescita implica
che

8(2)] < Ce™F. (21.6)

Proposizione 21.2. Se g(z) é una funzione della forma

8= [ fea

allora é una funzione intera che soddisfa (21.6) e le sue restrizioni a li-
nee orizzontali nel piano complesso sono in L2(—co,c0) (per il teorema di
Plancherel).

21.2  Teoremi di Paley-Wiener

E un fatto notevole che valgono gli inversi delle proposizioni 1 e 2.

I teoremi che stabiliscono questo fatto sono noti come teoremi di
Paley-Wiener. Ci limitiamo ad enunciare questi teoremi senza darne
una dimostrazione.

Teorema 1. Si supponga che g(z) sia una funzione analitica nel semipiano
superiore IT" e che

sup % /_00 13(w +i0)|?dw = C <

0<o<oo

Allora esiste una funzione f(t) in L?(0,00) tale che

£z = [ st

| 1FoPa=c

Teorema 2. Si supponga che T e C siano costanti positive e che g(z) sia
una funzione intera tale che

8(2)] < Ce™™
per tutti z = w +ic € C e che

| 18w e < oo

Allora esiste una funzione f(t) in L?(0, o) tale che

8= [ fe=a
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21.3 Segnali a banda limitata e teorema di Whittaker-Shannon

~

Un segnale ¢ detto a banda limitata se f(w) & assolutamente integra-
bile e se esiste una frequenza Q) > 0 tale che f(w) = 0 per tutti gli
lw| > Q. La frequenza Q) & chiamata larghezza di banda. Un segnale di

questo tipo ¢ allora dato da

f)= [} Fle)e i

Naturalmente, poiché non importano i nomi delle variabili, si appli-
cano le stesse considerazioni che abbiamo fatto prima. La funzione
f(t) puo essere estesa ad una funzione f({) nel piano complesso
(adesso del tempo) che ¢ analitica e intera (per le stesse ragioni di
prima). Anche f(¢) e di ordine esponenziale, nel senso che la sua
condizione di crescita &

@1 < [ Fw) e

per tutti ¢ € C.

L’analiticita dei segnali a banda limitata ha conseguenze singolari.
Una e il risultato contro-intutuitivo che la conoscenza del segna-
le f(t) in un breve intervallo di tempo [a, b], arbitrariamente piccolo,
sull’asse reale, determina i suoi valori a tutti i tempi. Questa € una
conseguenza dell’unicita del prolungamento analitico delle funzioni
analitiche.

Ecco un paradosso. E una pratica sperimentale standard che non si
possono generare onde di lunghezza d’onda arbitrariamente piccola.
Quindi tutti i segnali generati in laboratorio sono a banda limitata. E
altresi una pratica sperimentale standard che non ci sono segnali che
si estendono infinitamente lontano nel passato. Quindi ceun T > 0
tale che f(t) = 0 quando t e reale e t < —T. Queste due pratiche spe-
rimentali standard implicano che i segnali sono funzioni analitiche
intere che si annullano nell’intervallo (—co, —T) C RR. L'unicita del
continuamento analitico implica che tutti i segnali di questo tipo deb-
bano essere identicamente nulli. Percio il solo segnale che soddisfa
la pratica sperimentale standard & f(t) = 0! La risoluzione di questo
paradosso € che mentre & vero che in laboratorio si puod controllare lo
spettro in una banda limitata —) < w < (), si creano in ogni caso,
indipendentemente dal nostro controllo, frequenze fuori da questa
banda.

Uno dei teoremi pit1 interessanti e antichi per i segnali a banda
limitata stabilisce che il segnale puo essere recuperato progressiva-
mente mediante un campionamento ad intervalli di tempo regolari.
Questo fatto fu scoperto da Whittaker nel 1915 e riscoperto da Shan-
non nel 1949. Enunciamo (una versione di) questo teorema senza
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darne la dimostrazione. Prima ricordiamo la definizione della sinc.
Sia .
def sin 7t

7Tt

sinc(t)

la funzione sinc. Per t = 0 il valore della sinc & definito pari a 1. Ed
ecco il teorema:

Teorema 3 (Whittaker, Shannon). Sia f(t) un segnale a banda limitata
con larghezza di banda () e sia

7T
L< ™.
<0

Allora f puo essere ricostruita da un campionamento dei suoi valori ai
tempi {nL,n € Z} come la serie convergente

Calude Shannon (1916—2001) & stato un
matematico americano. E riconosciuto
come il padre della teoria dell’informa-
zione, dove, importandola dalla fisica,
introdusse la nozione di entropia come
misura della quantita di informazio-
ne. Nella sua tesi del 1937, a 21 anni,
getto le basi per la costruzione di un
computer digitale, dimostrando che
con l'implementazione elettrica del-
l'algebra booleana si poteva risolvere
qualunque relazione logica e numerica.
Durante la seconda guerra mondiale,
contribui anche notevolmente allo svi-
luppo della crittografia. In questo, il
suo lavoro fu parallelo a quello svolto
nello stesso periodo dal matematico
inglese Alan Turing sull’altra sponda
dell’oceano Atlantico.






22
Analisi asintotica*

22.1 Notazioni standard dell’ analisi asintotica

I simboli O, 0 e ~ sono definiti nel modo seguente. Supponiamo che
f(z) e g(z) siano funzioni complesse definite in qualche regione R C
C del piano complesso e che abbiano un limite quando z — zp in R.
Allora si considera le seguente notazioni abbreviate per descrivere le
proprieta relative di queste funzioni nel limite z — z.

Asintoticamente limitata

f(z) = 0(g(2)) per z— 2z

se il rapporto |f(z)/g(z)| & limitato quando z — zg. Diciamo allora

che f(z) e asintoticamente limitata da g¢(z) quando z — zy.

Asintoticamente pii piccola

f(z) = o(g(z)) per z—z
significa che f(z)/g(z) — 0 quandoz — z. Vale a dire, f(z) &

asintoticamente piti piccola di ¢(z) quando z — z.

Asintoticamente uguale

fz) ~g(z) per z—z
significa che (assumendo g(z) non nulla in un intorno di zy)

f)

lim

==z §(2)

Equivalentemente, questo significa che per z — zg

f(z) = g(2) +0(g(2))

Esempi:

* Non in programma.
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f(t) = O(1) quando t — g significa che f(t) & limitata quando
t — to (si dice che f & O(1) quando ¢ limitata ovunque).

* Se f(t) = 5t2 +t + 3, allora, per t — oo, f(t) = o(t3), f(t) = O(?)
e f(t) ~5t%. Pert — 0, f(t) ~ 3.

e Pert — oo, t1000 = g(ef).
Osservazioni:

¢ La funzione g(z) nelle definizioni precedenti ¢ usualmente detta
funzione di calibro, in quando ¢ la funzione rispetto a cui si calibra il
comportamento limite di f(z).

¢ Come notazione alternativa a f(z) = 0(g(z)), spesso (specialmente
in fisica) si usa
f(z) <g(z) per z—z.

22.2  Integrali di Fourier e lemma di Riemann-Lebesgue

Vogliamo studiare il comportamento asintotico dell’integrale di Fourier
generalizzato

b .
F(A) = / el)‘s(x)f(x)dx (22.1)
a
nel limite A — co. Intuitivamente, ci aspettiamo che l'integrale sia Sir George Stokes (1819-1903), & sta-
pari a zero nel limite: se A & grande, la funzione integranda oscilla to un matematico e fisico irlandese

che diede importanti contributi alla
dinamica dei fluidi (noto per le equa-
contributi positivi e negativi di intervalli adiacenti, e quindi un valore zioni di Navier-Stokes), all’ottica e alla
fisica-matematica

molto rapidamente e ci aspettiamo che ci sia una cancellazione tra

dell’integrale prossimo allo zero. In effetti, vale il seguente teorema:

LEMMA DI RIEMANN-LEBESGUE. Se f(x) é integrabile e S(x) & conti-
nuamente differenziabile in a < x < b e, inoltre, non é costante in nessun
sotto-intervallo di a < x < b, allora, per A — oo

F(A) = / ! S0 £ (x)dx — 0

a

22.3 Metodo della fase stazionaria

Stabilito che F(A) tende a 0, si vuole determinare il suo ordine di in-
finitesimo per A — oo. Nella seconda meta dell’8oo Stokes e Kelvin,
principalmente interessati ad applicazioni all'idrodinamica, sviluppa-

rono un metodo, noto come metodo della fase stazionaria, che & proprio
William Thomson, primo Barone Kel-

vin (1824-1907) € stato uno scienziato e
Consideriamo prima il caso in cui §'(x) # 0. Moltiplichiamo e ingegnere britannico. Fu tra i fisici pitt
influenti del XIX secolo.

mirato a raggiungere questo scopo.

dividiamo per S’(x) sotto il segno di integrale a secondo membro



della (22.1), quindi integriamo per parti:

/bei/\s(x)sl( ) f() o inst (%)

N ) iNS'(x) |, A Ja dx \S'(x)
int S——
der
Allora

F()\) — ez‘AS(x) f(x)

b 1 b d f(x) i X
iAS'(x)|, iA ( )ew( Jdx

A Jo dx \ S (x)

a

termine al bordo termine integrale

Per il lemma di Riemann-Lebesgue, il termine integrale & o (%)

b
. =0 (}\) (22.2)

Tuttavia, se nell’intervallo [a,b] la funzione S(x) ha un punto critico o

quando A — oo e quindi, per A — oo

iAS(x f(x)
F(1) ~ e )i/\S’(x)

termine al bordo

stazionario, cioé un punto c in cui si annulla la sua derivata, S'(c) =0,
dobbiamo cambiare strategia: non possiamo integrare per parti ed
avere un S’ a denominatore.

L’idea centrale del metodo della fase stazionaria e che in presen-
za di un punto critico ¢ di S, il contributo dominante allo sviluppo
asintotico di F(A) proviene proprio dall’intorno di t = c. Intuitiva-
mente, I'idea del metodo ¢ chiara: nell’intorno di un punto in cui la
fase e stazionaria non c’e cancellazione, come si puo verificare con un
esempio. Consideriamo l'integrale

/3 X COS [A <1x3 — x)] dx (22.3)
0 3

e riportiamo in figura 22.1 la funzione integranda per diversi va-

lori di A. La figura dimostra perché ¢ la regione intorno al punto
stazionario della cubica S(x) = %xe‘ — x, cioé intorno a x = 1, che con-
tribuisce maggiormente all’integrale (22.3). In figura sono mostrati

3

i grafici di x cos [A (%x - x)} per valori successivamente crescen-

ti di A (curve solide in rosso); la curva blu tratteggiata e la cubica
S(x) = 1x3 — x (che un minimo in x = 1). Vediamo che, fuori da
un intorno del punto stazionario di S(x), le aree tra ’asse delle x e
la curva x cos {)\ (%xs - x)} si cancellano approssimativamente, in
completo accordo con il lemma di Riemann-Lebesgue.

Spieghiamo il metodo della fase stazionaria in 3 passi.

b1 b g (f(x))ems(x)dx
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-3 I I
0 1 2 3
Figura 22.1: Grafici della funzione

S(x) = x cos [)\ <%x3 — x)}

per diversi valori di A.
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Primo passo.  Sia ¢ un punto stazionario di S (assumiamo per sempli-
cita che ce ne sia uno solo) e sia € > 0 piccolo. Allora

F(A) = [/L:SJF/CC_TJF/CL] ¢AS(X) £(x)dx
= /CHE M) f(x)dx + 0 </,1\)

—€
Infatti, per i due integrali che non contengono il punto critico pos-
siamo integrare per parti, applicare Riemann-Lebesgue e arrivare ad
un’equazione simile alla (22.2). Poiché, come vedremo, il contribu-
to nell’intorno di c € dominante, d’ora in poi trascureremo questa
correzione di ordine 1/A e scriveremo

cte

F(A) ~ / NSO f(x)dx, per A — oo

c—€

Secondo passo. Se € & abbastanza piccolo, per ottenere il comporta-

mento dell’ordine dominante dell’integrale, le seguenti approssima-
zioni sono giustificate:

S(x) ~ S(c) + %S”(c)(x —0c)?

f(x) = fle)

Naturalmente, nello sviluppo di Taylor di S(x) manca il termine
del prim’ordine in quanto S’(¢) = 0. Abbiamo inoltre assunto che
§"(c) # 0: se cosi non fosse, dovremmo considerare termini di
ordine superiore (e fermarci al primo termine non nullo). Sia come
sia, otteniamo

F(A)N/C+€f(c)ei/\(S(C)+%S”(C)(x—C)Z)dxI per A — oo

Terzo passo. Adesso estendiamo il dominio di integrazione da —co a
-+00. Per quanto apparentemente bizzarro, questo & legittimo perché
in questo modo introduciamo correzioni di ordine O (%) , che pos-
sono essere trascurate. Allora (portando anche fuori dall’integrale le
costanti)

F(A) ~ f(c)eS(©) /oo ¢35 (=P gy | per A — o0

Con il cambiamento di variabili (dovuto a Morse)

w =t/ 215" (x o)
~ iAS(c) 2 « isgn[S" (c)]u?
F(A) ~ f(c)e ’//\|S”(c)| /7006 du,

si ottiene
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dove
+1 se y>0

sgn(y)—{_l se y<0

Calcoliamo l'integrale

oo ) T
/ e du = /et

—00

(vedi appendice). Quindi, 'asintotica di F(A) &

. . " T 27T
AS S T
F(/\) ~ f(c)e’ (c)+isgn[S" (c)]§ W ,  per A — o0 (22.4)
Fine della descrizione del metodo della fase stazionaria. Adesso
alcune osservazioni.

1. Sec = a oc = b, il contributo all’integrale, che adesso & solo su
un intervallo semi-infinito, & meta del risultato asintotico trovato.
In questo caso occorre dunque moltiplicare per % il risultato che
abbiamo trovato.

2. Se S(x) ha molti punti stazionari in [a, b], allora spezziamo l'in-
tegrale in intervalli che contengono solo un punto stazionario, li
trattiamo indipendentemente usando il metodo appena descritto e
poi sommiamo tutti i contributi.

3. Se il punto stazionario ¢ tale che tutte le derivate di S sono nulle
fino alla derivata m-esima, che & non nulla, allora lo sviluppo in
serie della fase sara S(x) ~ S(c) + 55" (c)(x — c)™.

Esemrio 22.1. Calcoliamo il termine dominante dello sviluppo
asintotico dell’integrale (22.3), che scriviamo nella forma

1.3

Re {F(A)}, F(A) :/03xei/\(3x %) dx

Riconosciamo f(x) = xe S(x) = 1x® —x.Siha§'(x) = 2?2 — 1, e
solo una delle due radici, x = 1 & dentro l'intervallo di integrazione.
Poiché S§”(x) = 2x > 0 per x > 0, il punto x = 1 & un minimo locale e
globale. Allora

f=1, s()=-3, §'(1)=2
e dunque, applicando la (22.4),
F(A) ~ \/fei(zzg) , per A — o

Prendendone la parte reale, otteniamo l’asintotica cercata:

3 14 [ w2
/Oxcos[)t(?)x —x)]dxw Acos(4—3> , per A — o
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22.4 Asintotica a onde corte in meccanica quantistica

Applichiamo il metodo della fase stazionaria per risolvere un eserci-
zio di interesse fisico.

Esercizio 1. Determinare I'andamento asintotico h — 0 della soluzione del
seguente problema al contorno

.haf B h? 2 f
ot 2max?
f(x,0) = fo(x) = T(x)e%s(x)

per s(x) = mugx, essendo vy una costante positiva, e per r(x) funzione
reale positiva.

Sol. Per quanto visto nella lezione 19, la soluzione di

2 32
nof _ 1S

"oF T T omox?

(0%

Flat) =G folxt) = [ Glx=y0foly)dy

m .
Glxt) = | 5y

L'andamento asintotico di f(x, t) & ottenuto ponendo A = 1/h e

dove

studiandone l'asintotica per A — co. Dopo aver inserito G nel pro-
dotto di convoluzione, tenuto conto della condizione iniziale, e posto
A = 1/h, si ottiene

_ LA « iAm(x—y)?/2t ,idmogy _ \/W
flx,t) =4/ it /_Ooe e r(y)dy = 2m,tF(/\) (22.5)

dove "
F(A) = / ei/\m(xfy)Z/ZtEiAvayr(y)dy )

Possiamo riscrivere questo integrale come

) = [ eSWr(y)ay

—00

dove

s(y) = M —v)°

2t

Determiniamo i punti stazionari di S(y):

+ mugy .

S/(y) _ m(y_x)

; +myy=0 — y:x—votdZEfc
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Il valore della fase in c &

t)? 1
S(c) = m(zi(z) + mvy(x — vot) = mvgx — Emv%t.

Per l'asintotica ci serve anche la derivata seconda di S calcolata in c.
Si ha
m
SN (y) = ? > 0

Applichiamo la (22.4),

N iAS(c)+isgn[S" (c)] X 2
F(A) ~ f(c)e : AIS"(0)] ! per A — oo.

Otteniamo

F()\) ~ r(x _ Uot)ei)x(mvoxf%mv%t)ﬁ% 2t

Am

Sostituendo il valore di F(A) nella (22.5) e ripristinando i = 1/A si
ottiene l'asintotica cercata (osservando che le radici si cancellano a
vicenda e che la radice di i a denominatore si cancella con ¢'%). Si ha

f(x/t) ~ r(x — Z)Ot)e%("”’ox*%mv%t)

che descrive un pacchetto d’onde con numero d’onda

e frequenza
1,2 2
smuy  hk

I T

il cui profilo iniziale r(x) si propaga nel corso del tempo lungo la
traiettoria classica x(t) = x + vt senza cambiare di forma.

22.5 Diffrazione in ottica

Perché le trasformate di Fourier spuntano fuori da tutte le parti?
Succintamente, la risposta e: perche le trasformate di Fourier sono na-
turalmente prodotte dall’evoluzione temporale a grandi tempi, o a grandi
distanze, di onde di vario tipo (sonore, elettromagnetiche, quantistiche etc.).
Chiariamo questo, considerando degli esempi.

Consideriamo la situazione descritta in figura, con ovvio significa-
to dei simboli: un’onda di luce monocromatica con vettore numero
d’onda k = Ke; passa attraverso un fendidura di apertura a e poi
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incide su uno schermo a distanza L >> a dal piano della fenditura.

T
2
L I : =
T z
o
L

Si vuole determinare il profilo dell’onda allo schermo (il cui quadrato
é l'intensita dell’onda che viene rilevata allo schermo).

Per semplicita, trattiamo 1’'onda come uno scalare ¥ = ¥(x,z,t) e
vista la geometria del problema, non ci occupiamo della variabile y
ortogonale al piano della figura. Queste non sono assunzioni cruciali,
ma servono solo a semplificare 'esposizione. Dopo che la studente
ha compreso tutti i passaggi, non & difficile riformulare il tutto in
termini di campo elettrico E, invece dello scalare ¥, includendo la
variabile y.

Assumiamo che la propagazione dell’'onda avvenga nel vuoto, per
cui ¥ evolve secondo 'equazione delle onde

Y Y  1*Y

9x2 922 2 o2
dove w/K = c. Poiché 'onda € monocromatica, in regime stazionario,
possiamo scrivere

Y(x,z,t) = p(x,z)e"
Sostituendo questa forma della soluzione nell’equazione delle onde,
si arriva all’equazione di Helmholtz

Py Py o
ox2 = 9z2 4

Poniamo
= f(x,2)e
(si osservi che questa non & un’assunzione, ma semplicemente

una definizione della funzione f) e sostituiamo nell’equazione di
Helmbholtz. Si ottiene

o%f  *f . of
—5 + =5 +2iK-==0 6
ax2 T 922 TN (226)
Per tenere conto delle scale fisiche del problema e della condizione

L > a, conviene passare a variabili adimensionate. La presenza
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dell’apertura di ampiezza a, che restringe il fascio monocromatica ad
una larghezza a quando passa attraverso la fenditura, fissa una scala
naturale sull’asse delle x. Poniamo allora X = x/a.

A questo punto, la scala a longitudinale e il numero d’onde K
(fissato, essendo una caratteristica del fascio monocromatico inci-
dente), determinano Ka? come scala nella direzione trasversale z.
Poniamo allora Z = z/(Ka?). In termini di queste nuove coordinate
adimensionate 1’equazione (22.7) diventa

1 9*f 1 0%f 1 of
a78X2+K24822+2KKZaZ 0
2 2

0% f 1 af+28f 0

0X2 ' K2420972 oz

cioe,
wf __Ff 0
0Z X2 072
dove e = 1/(Ka). Quindi, se la scala trasversale (I'apertura delle
fenditura) & molto piti grande della lunghezza d’onda incidente (=
27 /K), la derivata seconda a secondo membro puo essere trascurata
esiha
8 af 1 02 f
97 T T20x2
L’approssimazione appena descritta & nota come approssimazione

(22.7)

parassiale (nei libri di ottica non & sempre descritta in una forma com-
prensibile). L'equazione (22.7) &€ un’equazione di “tipo-Scrhodinger”
con Z che gioca il ruolo del tempo. Risolviamola per il dato “ini-
ziale”, cioe per Z = 0, che corrisponde alla fenditura di apertura a.
Ricordando che X @ in unita di 4, cioé X = x/a, il dato iniziale &

Ay se —lex<l
X) = 2 2
folX) { 0 altrimenti

Per quanto visto nella lezione precedente (e nella lezione 19), si
ottiene

f(X,2) = \h i(X=X2/2) £ (X")dX' (22.8)

cioe
1/2
\/ 2m 1/2

La funzione f(X, Z) pud essere espressa in termini di integrali di

f(X,2) i(X-X')?/(22) g5 (22.9)

Fresnel
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mediante un cambiamento di variabili nell’integrale (22.9) (e ovvia-
mente usando la formula di Eulero per 1'esponenziale complesso).
Procedendo in questo modo si ottiene

che e il profilo di diffrazione di Fresnel, detto anche “a campo vicino”

o “near field”. Il profilo di diffrazione “far field”, cioe a “campo
lontano” puo essere ottenuto direttamente dalla (22.9) per Z > 1.
Consideriamo 'argomento dell’esponenziale complesso nella

(22.9):
(X —X)?  (X2-2X'X+X"?) (X?-2X'X)

= ~

2Z 2Z 2Z
per X'2/27Z < 1, che & proprio la condizione di campo lontano

(regime di Fraunhofer). Infatti, osservando che al massimo X’ = 1/2
e detta z = L la distanza tra fenditura e schermo, la condizione
diventa l’approssimazione di Fraunhofer

Ka® < 2L.

Dunque se questa condizione di campo lontano vale, la (22.9) diventa

f(X,z) = 1//2 (X=X 22) g
V2 1/2

1/2

1X2
\/271?1 / 1/2

(i X/ (2Z) X
=A 7s1nc
0 \2miZ (ZZ>

Morale: sullo schermo lontano si forma un profilo di diffrazione propor-

—(i/Z) XX’dX/

zionale alla trasformata di Fourier del campo “iniziale”. Naturalmente,
cioe che si misura in un esperimento (o si vede con gli occhi) ¢ il
quadrato del campo, cioe 'intensita luminosa.

Questo fenomeno é del tutto generale: in una modelizzazione piti
realistica tri-dimensionale, in cui, per esempio, si considera come
fenditura un’apertura circolare, il profilo che si forma sullo schermo
risulta essere proporzionale alla trasformata di Fourier dell’apertura
circolare.

22.6 Asintotica a grandi tempi in meccanica quantistica

In maniera analoga a quanto visto per l'ottica, possiamo studiare

il comportamento a grandi tempi delle soluzioni dell’equazione di
Schrodinger per la particella libera. I passaggi son del tutto simili,
anche se adesso non assumeremo una funzione d’onda iniziale par-
ticolare come prima. Adesso la condizione iniziale & f(x,0) = fo(x),
senza ulteriore specificazione.

5<X

VnZ

—-1/2

)}
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La soluzione dell’equazione di Schrodinger & ottenuta dalla (22.8)

perZ=teX=,/%x

o g L
/ 27-”htezmx 2/ (2nt) /700 efimxy/(ht)eimyz/(th)fO (y)d]/
~ 4 27Zmeimxz/(Zth‘) /oo efimxy/(ht)fo(y)dy ( perché eyt /(2ht) g per t — )

M w2/ 2nt) 7 X
— Vit fo(ht)

Consideriamo la distribuzione di probabilita p(p) di p = ? a

grandi tempi:

p(p) ,; ’f (;;7)

= (I

|
St
=
/N
St
N——
N

Risulta cosi dimostrato che la distribuzione di probabilita dell'impul-
so asintotico (a grandi tempi)

P:T

& data dalla trasformata di Fourier della funzione d’onda iniziale.
A volte questo fatto € assunto come un assioma della meccanica
quantistica, ma &, in effetti, un teorema.

L’asintotica a grandi tempi € anche un’asintotica a grandi distanze.
Infatti, nel caso quantistico x/t = O(1) e nel caso della diffrazione
X/Z = O(1). Chiarito questo, possiamo ottenere 'asintotica diretta-
mente con il metodo della fase stazionaria partendo dalla soluzione
f(x,t) espressa in trasformata di Fourier:

£ r [ et ok

[ 5 e
\ﬁ
La fase 2
S(k) =k =72
e la sua derivata
s =2_k
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si annulla per
mx

ht
Applicando il metodo della fase stazionaria per t — oo, x/t = O(1), a

k. =

1 / ©it(k3- ’f—h) =
— e ") fo(k)dk
V271 /e folk)
arriviamo allo stesso risultato per l'asintotica di f(x,t) che abbiamo
ottenuto precedentemente.

22.7 Integrali di Laplace

Un integrale di Laplace ha la forma
b
F(A) = / eAS(X)f(x)dx (22.10)
a

dove assumiamo che A > 0. Tipicamente, A & un parametro grande
e siamo interessati nell'andamento asintotico dell’integrale quan-
do A — co. Osserviamo che (analogamente a quanto visto per gli
integrali di Fourier), possiamo scrivere F(A) nella forma

F(A) = i/ab éfl(x) (;xe/\s(x)> dx (22.11)

(x)
Integrando per parti

F()\) — e)\S(x) f(x)

"1 b d [ f(x) .
A5/ () ( VS( lix

A Ja dx \ S'(x)

a

termine di bordo termine integrale

Se il termine integrale ¢ asintoticamente pit1 piccolo del termine di
bordo, cioe

termine integrale = o(termine di bordo)

quando A — oo, allora

o fx) |
F(A) ~ et >AS,(x) a

termine di bordo

e abbiamo cosi un’utile approssimazione dell’integrale quando
A — oo. Tuttavia, in generale, questo metodo non funziona perché
la precedente approssimazione vale solo se §’(x) non si annulla.

La situazione ¢ simile a quella degli integrali generalizzati di Fou-
rier. Adesso la situazione @ la seguente: se S(x) ha un massimo globale
per x = c,cona < ¢ < b, allora é soltanto l'intorno di ¢ che fornisce il
contributo dominante all’integrale quando A — oo.



Questo fenomeno pud essere illustrato considerando l'integrale

/oo e)\(lnrfr)dr
0

dove S(r) = (Inr — r) ha un massimo per r = 1. Se riportiamo
in figura la funzione integranda per valori cerscenti di A, vediamo
che e la regione intorno a r = 1 che contribuisce maggiormente
all’integrale. Si veda la figura 22.2.

22.8 Metodo di Laplace

Il metodo puo essere descritto in maniera analoga al metodo della
fase stazionaria.

Primo passo. Possiamo approssimare F(A) con F(A;€) dove

+
[ pays,
c

—€

se a<c<b

a+e
/ MO f(x)dx, se c=a

b
/b M f(x)dx, se c=b

—€

dove € ¢ arbitrario (solo soggetto al vincolo che ciascuno dei sotto-
intervalli di integrazione sia contenuto in [, b]). Questo passo & giu-
stificato se I'asintotica di F(A;€), quando A — oo, non dipende da € ed
e identica all’asintotica di F(A) quando A — co. Queste due condizioni
sono in effetti verificate. Consideriamo per esempio il caso a < ¢ < b.
I termini

b
+ / M0 £ () dx
c+e

/Cie M) f(x)dx

sono dominati da F(A), quando A — co, perché e*°(*) & esponen-
AS(c)

zialmente piccolo quando & confrontato con e ina<x<c—e

ec+e < x < b. In altre parole, cambiare i limiti di integrazione e
passare da F(A) a F(A;€) introduce errori esponenzialmente piccoli.

Secondo passo. Analogamente al caso della fase stazionaria, conside-
riamo F(la) ~ F(A;e€) e facciamo le approssimazioni:

e SeS'(c)=0pera<c<beS"(c) #0 allora

S(x) ~ S(c) + %S”(c)(x —c)?
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Figura 22.2: Grafici della funzione

5(1‘) — e)\(ln r—r)

ot 1+

per diversi valori di A.
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e Sec=aoc="beS(c) #0, facciamo le approssimazioni

f(x) = f(e) #0
S(x) = S(c) +S'(c)(x —¢)

Terzo passo. Dopo aver fatto le approssimazioni precedenti, esten-
diamo gli estremi di integrazione da —co a co per valutare gli inte-
grali (questa operazione é legittima perché introduce soltanto errori
esponenzialmente piccoli).

* Se S'(c) =0pera < ¢ < b, dobbiamo avere S”(c) < 0 (x = ce un
massimo) e quindi, per A — oo,

Quindi, poiché I'integrale & uguale a /7, per A — oo si ha

VERF ()

Y~ =

(22.12)

Se S'(c) =0ec=ao0c=Db,allora I'andamento asintotico dell’inte-
grale ¢ lo stesso di quello in (22.12), a parte la moltiplicazione per
un fattore 1/2.

* Sec=uaeS'(c) #0, dobbiamo avere S'(c) < 0, e quando A — oo si

ha
E(A) ~ / " A (@)+5" @) (3= £ ()
N AS(a) [T A8 (0)(x—0)g
f(a)e /0 e x
Quindi
f(a)e/\s(a)
F(A> )LS/({Z)

Sec =be S (c) # 0, dobbiamo avere §'(c) < 0, e un argomento
simile al precedente implica che quando A — oo si ha

F(B)eS®

FA) ~ AS'(b)
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Fine della descrizione del metodo di Laplace. Adesso due osserva-
zioni.

1. Se S(x) raggiunge il suo massimo globale in diversi punti in [a, b],
allora spezziamo l'integrale in intervalli che contengono solo un
punto, li trattiamo indipendentemente usando il metodo appena
descritto e poi sommiamo tutti i contributi.

2. Se il massimo globale ¢ tale che tutte le derivate di S sono nulle
fino alla derivata m-esima, che & non nulla, allora lo sviluppo in
serie sara S(x) = S(c) + %S(’”)(c)(x —c)™.

ESEMPIO: LA FORMULA DI STIRLING Vogliamo determinare 1’anda-
mento asintotico della funzione Gamma

I'(z+1) dZEf/ e~'t7dt,
0
quando z — co. In primo luogo, notiamo che possiamo scrivere
o
I(z+1) = / e~tzintgy
0

In secondo luogo, ci riconduciamo ad un integrale di Laplace stan-
dard, facendo la sostituzione t = zr (questo ha in effetti lo scopo di
creare un massimo globale per S),

F(Z + 1) — /Ooo efzr+zlnz+zlnrzd;,

1 [ I
. / ez(frJr nr)dr
0

Quindi f(r) =1eS(r) = —r+Inr.SihaS'(r) = —1+ 1 eS"(r) =
—rlz, per v > 0. Ne concludiamo che S ha un massimo globale per
r =1e che §”(1) = —1. Applichiamo la (22.12):

/2 —Z
[(z+1) ~ z”l% = V2nz Z%e”F

zZ
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Poiché T'(n + 1) = n! per n intero positivo’, la formula preceden- ' (1) Dalla definizione della funzione

te, per n intero positivo, diventa l'usuale formula di Stirling per il

Gamma, mediante integrazione per
parti, si dimostra che I'(z + 1) = zI'(z);

fattoriale: (2)T(1) = [, e 'dt = 1. da queste
n! ~ V2man ne " due proprieta segue, per induzione, che
I(n+1)=n

LEMMA DI WATsON Basandosi sulle idee esposte fin qui si puo di-
mostrare un risultato piti sofisticato per un integrale di Laplace pit
semplice. Per ragioni di tempo non lo dimostriamo, ma chi volesse
cimentarsi dovrebbe riuscirci anche da solo: 1’esercizio non e facile,
ma neanche eccessivamente difficile.
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LeEMMA DI WATSON. Per qualche b > 0 (eventualmente infinito), si
consideri 'integrale di Laplace

I(A) = /Obf(t)e“dt

Si supponga che f(t) sia continua in [0, b] e che abbia
F(t) ~ 1Y a,th
n=0

come espansione asintotica® quando t | 0. Si assuma cheax > —1e p > 0,
cosicché l'integrale é limitato vicino a t = 0. Se b = oo, si richiede anche che
f(t) sia di ordine esponenziale c per qualche ¢ > 0 (ovvero f(t) = o(et))
per garantire che l'integrale sia limitato per grandi t. Allora, per A — oo,

> a,T(a+ pn+1)
I(/\) ~ ZO Aatpn+1
n—=

22.9 Transizioni di fase magnetiche

Vogliamo adesso applicare il metodo di Laplace ad un problema di
fisica. Calcoleremo l'asintotica per N — oo dell’energia libera per
spin di un sistema magnetico di N spin.

Un modello matematico di sistema magnetico & tipicamente ba-
sato su un insieme di N spin y;, i = 1,2,..., N, che possono essere
vettori, scalari, o, nel caso quantistico, operatori di spin. Noi conside-
reremo il modello piti semplice basato su spin scalari y; = +10 —1
corrispondenti a spin su o spin giu rispettivamente. Si assume che
I'energia di interazione tra due spin y; e p; collocati nei punti fissati
r; e 1j nello spazio (per esempio nei vertici di un reticolo regolare)
sia +¢(|r; — 1;]) se gli spin sono paralleli (y;pu; = +1) e —¢(|r; — 1}|)
se gli spin sono anti-paralleli (y;; = —1). In altre parole, I'ener-
gia totale di interazione del sistema in una data configurazione

{n} = (p1,...,un) degli spin &

N
E{pub)= ). ¢(|ri_rj|)ViVj_H;Vi

1<i<j<N

dove il primo termine proviene dall’interazione tra gli spin e il secon-
do termine dall’interazione di ciascun spin con un campo magnetico
esterno.

La funzione di partizione del sistema &

ZIN,B) =Y e~ BE{n})
{n}

? Per la nozione di espansione asintotica
si veda la prossima lezione.
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Dove la somma @ su tutte le configurazioni (in totale 2V), y; =
1,4y = £1...uny = %1, T ela temperatura, B = 1/xpT ela
temperatura inversa e xp € la costante di Boltzmann. Tutte le proprie-
ta termodinamiche del sistema sono ottenute a partire dall’energia
libera per spin che & determinata dalla funzione di partizione del
seguente modo

F 1
f= N —KBTN log Z(N, B)

Occorre quindi determinare —in questo problema, e pil1 in ge-
nerale in tutti i problemi di meccanica statistica dell’equilibrio—
I’'andamento asintotico di

%log Z(N, B)

per N — oo. Questo ¢ in generale, anche per il caso di spin scala-
ri che stiamo considerando, un problema di notevole complessita
matematica. In molti casi non disponiamo ad oggi di una soluzione
analitica.

La teoria classica dei sistemi magnetici si basa su una drastica
semplificazione del problema, utilizzando I'approssimazione di campo
medio: si assume cioe che ciascun spin interagisce con un campo
medio prodotto da tutti gli altri spin. In questa approssimazione

YR (LI IENIE S S

1<i<j<N 1<i<j<N

dove
J=— [9(ndx

(¢ negativo, e quindi | positivo, caratterizza un sistema ferromagneti-
co). Il problema diventa dunque quello di determinare la funzione di
partizione per un’energia d’interazione data da

] N
Efuh) =—% L mil —H;m

1<i<j<N

Per valutare la funzione di partizione, per prima cosa riscriviamo
I'energia d’interazione in una forma simmetrica:

TSR Y U R
M= —an (Lm) ta - Hbm

Questa formula segue da p? = 1. Adesso, semplifichiamo le notazio-
ni: poniamo
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e quindi

E({n}) = — 542+ 5 — HA

La funzione di partizione diventa

Z(N,p) = )y e PEIIY) = o By [ R Br4] (22.13)

{n} {n}

Se non ci fosse termine quadratico in A, sarebbe facile eseguire la
somma. Infatti, in tal caso si avrebbe

N
) oA = Yo ellimiti = (el e )N = (2cosh L)V (22.14)
{u} {u}
Possiamo ricondurci ad un termine lineare con un trucco basato su
integrali gaussiani: si ha

a1 /°° —x2/2+ Ax
e = — e dx
V27T J—oo
(l'identita e ottenuta completando i quadrati). Se poniamo
(B])
A==
N A

nella somma a secondo membro della (22.13), otteniamo

Z(N,B) = e Y — /00 /2 R Ax g (BH)A
{n} V270 S o0
_@p 1 2724/ B Axt(BH) A

=e 2 e N dx
V21T {VZ} /700

! 1 E:L/ﬁ>eﬁ/2+b/%px+QHﬂ}Adx
V2T fy /e

o 37(/527]) 1 /oo €7x2/2 Ze{\/ (53\,7])X+(/5H)}A dx
V27 J-eo {n

Usando la (22.14), si ha

N
Z(N,ﬁ)—e@\/%/o:oexz/Z lZCOSh( whpx—f—(ﬁH))] dx

_6n 1 ® —x2/2+Nlog{2cosh<\/(‘ST])JH-(/SH))]
—=¢ 2 / e dx
V21 J -

Con il cambiamento di variabili

X

N (I



possiamo ricondurre Z(N, ) ad un integrale di Laplace standard:

JBON _p N[(])/2)&2+N log{2 cosh|(B])&-+ (BH)]}
N ‘B 27T / d¢

Abbiamo cioe

z(N, ) =/ PN o~ )

27T
dove o
1) = [ NS
. _

5(8) = — 5 (BN)E + log {2cosh [(B))¢ + FH]}

Facciamo un grafico della funzione S(¢): fissiamo BH abbastan-
za piccolo (abbiamo scelto H = 0.2) e consideriamo diversi valori
di B]. Si veda la figura 22.3. Osserviamo che le curve per gJ = 0.1
e BJ = 0.4 hanno un solo massimo per { = 0, mentre le altre due
curve, per BJ = 2 e per ] = 3.5, hanno due massimi, uno negativo
e uno positivo, ma un solo massimo globale per ¢ = mj positivo: da
osservare che é soltanto questo che contribuisce all’asintotica dell’'integrale.
Secondo il metodo di Laplace & 'andamento nell’intorno del massi-
mo globale che domina l'integrale: gli altri massimi danno contributi
esponenzialmente piccoli nel limite N — oo.

Uno studio grafico pit1 accurato permette di determinare che per
B] = 1 si ha una biforcazione3 nel senso che per valori di ] < 1, la
funzione S(¢) ha un solo massimo per { = 0, mentre per f] > 1,
¢ = 0 cessa di essere il punto di massimo assoluto della funzione:
appena pBJ diventa maggiore di 1, il massimo assoluto si sposta a
destra. In figura 22.4 sono riprodotti i grafici della S(¢) per ] = 1e
per altri due valori di 8] di poco sopra e di poco sotto 1.

L’andamento della funzione S puo essere reso pitt preciso studian-
do gli zeri della derivata

§'(¢) = —(B])Z + (B]) tanh ((B])¢ + BH) .

Il punto di massimo globale & dunque soluzione dell’equazione
m = tanh ((B])m + BH)

(assumiamo BH positivo ma di entita trascurabile). Il grafico della
figura 22.5 mostra che se (B]) < 1 le due curve si intersecano nello
0em = 0 ¢ la sola soluzione, mentre per (B]) > 1, si hanno tre
soluzioni. Non é difficile mostrare analiticamente che il massimo
assoluto & per m = mg > 0 (I’altra soluzione & —m nel limite di BH
trascurabile).

Applichiamo infine a I(N) la (22.12), per A = N e f(x) = 1. Allora

/zneNS(m)

1N) —NS"(m)
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pJ =35

Figura 22.3: Grafici della funzione 5(¢)
per diversi valori di B].

3 In effetti, nel senso tecnico della teoria
delle biforcazioni, ma per ragioni di
tempo (e di natura di questo corso) non
possiamo sviluppare questo aspetto.

1

Figura 22.4: Grafici della funzione
S(¢) per diversi valori di ] = 1 (linea
punteggiata), .9 (linea blu), 1.1 (linea

viola)
1

0.5

Figura 22.5: Grafici delle funzioni
y = mey = tanh ((f])m + pH)
(BH < 1).
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da cui

(BI)  —#D Ns(m)
Z(N/ﬁ) —S”(m)e e
Dall’andamento asintotico della funzione di partizione risaliamo a
quello dell’energia libera per spin

f — % = ‘llﬂliflogZ(N,‘B)

per N — co. Quindi si ha

f= —;s<m>

vale a dire, la funzione S non e altro che I'energia libera per par-
ticella cambiata di segno (a meno di una costante moltiplicativa).
Ricordiamo che

magnetizzazione media per particella = _of _! 95
oH poH
Ma 3
5 = Btanh (B])m + BH) = pm
Quindi

m = magnetizzazione media per particella

Dunque, il massimo globale per la valutazione asintotica dell’inte-
grale con il metodo di Laplace ¢, nel linguaggio della termodinamica,
lo stato di equilibrio termodinamico, cioe lo stato di magnetizzazione
media che rende minima I'energia libera (massimo di S — minimo di
f). Rovesciando le curve di S (ad esempio per B] > 1) si ottengono i
grafici tipici dell’energia libera (al variare della magnetizzazione):

Per ultimo, ma non per importanza, osserviamo che la biforcazio-

ne di cui abbiamo parlato prima non ¢ altro che una transizione di fase:

per B] < 1lo stato di equilibrio & quello di una magnetizzazione
media nulla, mentre per per fJ > 1 si ha una magnetizzazione spon-
tanea anche in assenza di campo magnetico esterno. La temperatura
critica corrisponde a J/xgT, =1, cioe a T, = [ /xp.

22.10 Serie asintotiche e serie convergenti

Consideriamo la funzione esponenziale integrale definita per A > 0 da
o0 e—f
Ei(A) & / ¢t
At
e cerchiamo una sua approssimazione analitica per A > 1. Integra-
zione per parti ripetuta, a partire da

o 1
/ et dt
A=~
int S~~~
der

-2 0 2
Figura 22.6: Grafico dell’energia libera
in funzione della magnetizzazione.

m
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ci fornisce
7t—00 00 7t
Ei(A) = {—e —/ ¢t
t1a At
—A o ,—t
e _/ € g
A A 12
A [t 0o p—t
e e e
= — — 2 ——dt
" | 2 }A i /?t 2

—A —A oo ,—t
e e e
=S 4o S
Aot /A 8

1 1 (N-1)! o et
_ A N-1 NN

Sn(A) Rn(A)

dove Sy(A) e la somma parziale dei primi N termini,

(1 1 2! (N —=1)!
Sn(A) = e A<A_/\2+/\3>+"~+(—1)N I(sz))

e Ry(A) il resto dopo N termini,

) eft
RN(/\):(—l)NN!/A St

La serie di cui Sy(A) & la somma parziale & divergente per ogni
A. Si osservi che per N grande la grandezza dell’N-esimo termine
aumenta al crescere di N. Naturalmente, anche Ry (A) aumenta al
crescere di N poiché Sy (A) + Ry(A) deve rimanere limitato, essendo
Ei(A) definita e limitata per tuttii A > 0.

Supponiamo di considerare N fissato e di lasciar diventare A
arbitrariamente grande. Allora

(o] eft
—t

_ N © e
=|-1) ‘N!/A St

0o eft
=Nt/ £
= N[t

| o0
N / e~ tdt
A

ANFT

_ Nt
AN+

che tende a zero rapidamente (esponenzialmente) quando A — oo. Si
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osservi che il rapporto tra Ry(A) e l'ultimo termine di Sy (A) &
Rn(A) _ IRy
(N—1)le AAN| ~ (N—1)le AA-N
Nlg=A )\ —(N+1)
(N—=1)le AN
N

A

e che anch’esso tende a 0 quando A — co. Percio, per A — oo,

<

Fi(A) = Sn(A) + o(urtivo TERMINE N Sy (1))

Questo significa, in particolare, che se A ¢ sufficientemente grande e N &
fissato, SN (A) fornisce una buona approssimazione a Ei (A). L'accuratezza
dell’approssimazione aumenta quando A aumenta per N fissato.
Questo significa che possiamo scrivere

quando A — co.
Si osservi che per A sufficientemente grande, i termini in Sy (A)
diminuiranno successivamente: per esempio,
2! 1
PEY
per A abbastanza grande. Tuttavia, per un certo valore N = N, (A), in
termini in Sy (A) incominceranno successivamente ad aumentare per
un dato A (non importa quanto grande), perché I’N-esimo termine
(—1)N-1e A (N-1)!
AN
e illimitato quando N — oo. Quindji, per un dato A, c’e un valore
ottimale di N = N, (A) per cui si ottiene la migliore approssimazione.
La stima precedente del rapporto tra il resto e I'ultimo termine della

somma parziale,
Rn (M) <N
(N—=1)le=A—N A
suggerisce di prendere per N, la parte intera pit1 grande di A.

Da un punto di vista pratico, uno sviluppo asintotico di questo ti-
po pud essere molto pitt utile di un’espansione convergente ma lenta.
Uno sviluppo asintotico puo essere straordinariamente accurato: per
Ei(A) con A = 10, N. = 10, ma S4(10) approssima Ei (10) con un
errore che € meno delllo 0.003%.

Chiariamo l'idea che sta alla base delle serie asintotiche confron-
tandole con le serie convergenti. Consideriamo la serie di potenze
intorno a z = zg:

0
Z an(z —zp)".
n=0
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Questa serie di potenze & convergente ad una funzione f(z) per |z —
29| < R, per qualche R > 0, se il resto

[e9)
Rn(z) = ), an(z—z0)" —0
n=N+1
quando N — oo per ogni z fissato che soddisfa |z — zp| < R. Diciamo
invece che una funzione f(z) ha uno sviluppo asintotico

f@)~ Y anlz—z0)"

n=0
se
Rn(z) = o ((z ~z0)")
quando z — zq, per ogni N fissato. Detto in altri termini, per una
serie convergente, dati € e z,

[f(2) =Sn(z)[ <e
per N sufficientemente grande, mentre per una serie asintotica, dati e

eN,
f(z) = Sn(2)| < elz—zN

per z sufficientemente prossimo a zg.

22.11  Sviluppi asintotici

Definizione 22.1. Si dice che una successione di funzioni di calibro
{pn(x)}, n = 1,2,... forma una successione asintotica quando x — x
se, Vn,

Pnt1(x) = 0(¢n(x)))

quando x — X.

Esempi: (x — xp)", quando x — xp; x~", quando x — oo; (sinx)”,
quando x — 0.

Definizione 22.2. Se {¢,(x)} & una successione asintotica di funzioni
quando x — x, diciamo che

[e o)

Z andn (x> ’

n=1
dove le a,, sono costanti, é uno sviluppo asintotico (o un’approssimazione
asintotica) di f(x) quando x — xo se per ogni N,

o)

fx) =} angn(x) + o(pn(x))

n=1

quando x — x, cioe, 'errore & asintoticamente piir piccolo dell’ultimo
termine dello sviluppo.
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Notazione: lo sviluppo asintotico & denotato

flx) ~ i anpu(x)  per x— xo

n=1

Definizione 22.3. Se le funzioni di calibro {¢,(x)} formano una succes-
sione di potenze (positive o negative), lo sviluppo asintotico é detto serie di
potenze asintotica.

Esercizio 2. (1) Mediante manipolazioni formali si mostri che la serie
formale divergente

(9]
Y nl(—x)"
n=0
e una soluzione formale dell’equazione

x?y" (x) + (14 3x)y/ (x) +y(x) = 0.

[ee)
n! :/ e tdt
0

(vedere lezione 23.1.2), ottenere, mediante manipolazioni formali della serie

[} eft p
y(x)—/o 1+xtt

come soluzione (rigorosa) dell’equazione di partenza (la funzione y(x) e ben

(2) Osservando che

divergente,

definita e soddisfa I'equazione differenziale). (3) Dimostrare (rigorosamente!)

che
(o]

e lo sviluppo asintotico di y(x) per x — 0. (Aiuto: usare l'integrazione per
parti come per l'esempio all’inizio di questa lezione.)

PROPRIETA DEGLI SVILUPPI ASINTOTICI

Unicita. Per una data successione {¢,(x)} lo sviluppo asintotico di
f(x) & unico, cioe i coefficienti a, dello sviluppo sono unicamente
determinati come segue:

f(x)

= b, 5
o fx) —agn(x)
AT wm
N-1
ay = lim fx)— Y1 Ann(x)

X—X0 (PN(X)



Non unicita (per una data funzione). Una data funzione puo avere
differenti sviluppi asintotici. Per esempio, per x — 0,

tan x x+1x3+£x5+
3 15

1
~sinx + E(sinx)3—|— %(sinx)5 +...

Sottodominanza. Questo e I'aspetto pili spinoso. Uno sviluppo asin-
totico puo essere lo sviluppo asintotico di piit di una funzione. Per
esempio, se quando x — X

allora anche

In effetti,

(e )
Y an(x —xo)"
n=1

quando x — xp, & asintotica a ogni funzione che differisce da f(x)
per una funzione g(x) che va a o pit rapidamente di qualunque
potenza di x — xg, quando x — xo. Tale funzione g(x) e detta
sottodominante alla serie di potenze; la sua serie asintotica sarebbe

g(x) ~ 20 X (x—x0)".

Quindi uno sviluppo asintotico e asintotico ad una intera classe di
funzioni che differiscono 1'una rispetto all’altra per una funzione
sottodominante.

Esempio (errori esponenzialmente piccoli): la funzione e™* & sottodomi-
nante a ogni serie asintotica della forma

00
a
Ly

=

=

quando x — oo. Quindi se una funzione f(x) ha un tale sviluppo
asintotico, lo stesso sviluppo lo ha anche f(x) +e™*, vale a dire, f(x)
ha un tale sviluppo asintotico a meno di errori esponenzialmente
piccoli.

ANALISI ASINTOTICA®
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Operazioni aritmetiche: Se

x) ~ Z angn(x) e g(x Z bnpn (x
n=1

allora

af (x) + Bg(x Ni"‘”anﬁbnﬁbn()

n=1

Integrazione termine a termine: OK. Se f(x) & integrabile in un intorno

di Xp €
f(x) ~ Y an(x —x0)"
n=1
allora
[ pdt~ Y B (x = x0)
Jxg —_ 1

Derivazione termine a termine: cautela! Gli sviluppi asintotici non
possono in generale essere derivati termine a termine. Il problema
con la derivazione & collegato alla sottodominanza. Per esempio, le
due funzioni

ﬂ@egmamHeMWm@Mw>

differiscono per una funzione sottodominante e hanno quindi lo
stesso sviluppo asintotico quando x — xg. Tuttavia f'(x) e

% 1 1
§'(x) = f'(x) —2(x — x9) > cos < x=x)) ) +2(x —x9)% 07 sin (e<xm>2)

non hanno lo stesso sviluppo asintotico quando x — xg.
Tuttavia, se f'(x) esiste, ed & integrabile vicino a xy, allora

o0
~ Y an(x —xp)"
n=1

implica che

) ~ i nﬂn(x - xO)n71

Esercizio 3. Dimostrare il lemma di Watson.
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S.1

S.aa. O
(a) & (b). C = cosf, S = sin0, per brevita.

¢ = 08360 + isin30 = (C +iS)> = (c3 - 3c52) +i (3c25 - 53)
Usando C? + S? = 1 e uguagliando parte reale e parte immaginaria,

cos30 = 4C3 —3C
sin30 = —45% + 3§

(c) 2cos® = ¢? + ¢~ da cui
. N4
2% cost 0 = (619 + e_le)
_ (ei49 _'_67146) +4 (eize _’_67129) +6
= 2cos46 + 8cos26 + 6

1
= 3 (cos48 + 4cos260 + 3)

(d) T = tan 6. Si rappresenti z = 1+ iT come nella figura a lato.
Poiché z ha angolo 6, z3 ha angolo 36. Quindi,

Im 23

tan39:@
3 3 2\ 3 37 - T°
z2=(1+4iT)>=(1-3T")4+i83T—-T°) = tan30 = 1372

S.1.2. O
x = s+ t nella cubica x> = 3px +2q = 0:

=  (s+t)}=3p(s+t)+29 = >+38°t+3st>+ 1 =3ps+3pt+2g

st =p
413 = 2q
allora x risolve la cubica. Eliminando t dal sistema

3 9+ —p
q—q*—p

Se

s3+s—3:2q — (*)?-29()+pP=0 = =

Per simmetria

NCE
1 VE P

Dato che s® + 3 = 24, se s> & la radice di sopra, 3 & quella di sotto.

Quindi,
x=s+t= \3/6/+\/f12—;93+§/q—\/q2—;73

P =




SOLUZIONI DEI PROBLEMI

S.a.3. 0

|(a+ib)(c+id)|> = |(a+ib)[*||(c +id)[* = (a® + b*)(c* + d*) = MN

ma si ha anche

MN = |(a+ib)(c+id)|[> = |(a+ib)(c +id)|> = (ac+bd)? + (bc —ad)? = p* +¢°.

S.1.4. O
Ci sono molti modi per risolvere questo problema. Si vuole mo-
strare che se i punti sono sul cerchio unitario e

A+B+C+D=0 (S.1)

allora non si ha la configurazione a sinistra, ma quella a destra, della
figura sotto:

La condizione (S.1) pud essere riscritta come A+ B = —(C+ D)

e significa, geometricamente, che i vettori congiungenti 1’origine
con i punti medi delle corde AB e CD stanno sulla stessa retta ¢ (i
vettori formano tra loro un angolo di 180"). Poiché questi vettori
sono sempre perpendicolari alle corde AB e CD (figura a sinistra),
ne segue che, quando (S.1) e soddisfatta, AB e CD sono paralleli tra
loro, perché ortogonali alla retta /. Il caso di un trapezio isoscele
non pud presentarsi perché (S.1) implica la stessa condizione per

la congiungente le mediane di BC e DA, in quanto (S.1) puo essere
anche riscritta come B+ C = —(A + D).

Naturalmente, & possibile anche una soluzione completamente
algebrica. Qual & piu1 facile?

Si osservi che, da un punto di vista fisico, (S.1) significa che il
centro di massa dei punti (di massa uguale) e nell’origine. E se i
punti stanno su un cerchio e inizialmente formano un rettangolo,
come nella figura sopra a destra, non possono essere spostati lungo
il cerchio e formare una configurazione come quella a sinistra, se si
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vuole mantenere il centro di massa nell’origine. Con questo vincolo, i
punti possono formare un altro rettangolo, ma non il quadrilatero
irregolare della figura a sinistra.

S.15. O

Per una soluzione geometrica, si veda la figura a lato. Si osservi
che il triangolo [O,z + 1, z] & isoscele perché i lati [O,z] e [z + 1, z]
sono di lunghezza 1 (essendo z sul cerchio unitario). Allora per il
teorema di una retta che interseca due parallele, I’angolo [1,0,z + 1]

& meta dell’angolo 6 = arg(z). Anche il triangolo [0,z — 1,z] &
isoscele; ragionando sugli angoli si conclude che 1'angolo [z,0,z +1 &

retto. Alloraz —1 =ia(z+1).
Si tratta adesso di determinare a. Ragionando sui trangoli rettangoli

simili [z—1,0,z+1] e [z+ 1,b,0], si ha la proporzione

|z—=1|:|z+1| = |z+1|sin(6/2) : |z+ 1| cos6/2,
dacui |z—1|/|z+ 1| = tan6/2. Dunque,
, 6
z—1=i tan 7 (z+1).
11 calcolo algebrico ¢ immediato

z—1 -1 ¢
z+1 41 i

NI
/N
w~
N
x
|
NI
N———

S.1.6.

sp=14z4+224+...+2"1, zs,=z+23+... +2"=s,—1+2"

2 w1 2 =1
= l14z4+z°4+...4+2z =
z—1
(@) |z| <1 (b)
-1 1
z—1 1-z
Yy

(0 b
0.9
: =1+i o
L =z],_1/2)(1+) 06

0.4
0.3
0.2
0.1

Q
—H

8]
&



Sa.z. O

S = cos 0+ cos36 + cos50 + ...+ cos(2n —1)0
=Re {eie 430 o0 44 ei(znfl)e}
T . oo\ 2 a1
= Re {elf’ 1+ (e2) + () +...+ (eaf’)" } }
 i2nf
B o [e210 —1
= Re {el 829_1”
B o _eine (einﬂ - e—inG)
=Reqe” 175 (e — 1)

— Re {el‘ng sinnf }

sin 0

__sinnf cosnf

~ sin®

_ sin2n0

2sind
S.1.8. O
Luogo dei punti equidistanti da due punti dati. Vedere la figura a

lato.
S.1.9. [J

(a) Sulla retta perpendicolare al segmento tra (0,0) e (1,0) e pas-
sa a meta (vedere problema precedente, I'identita deve vale anche
per i moduli). Nove radici perche z!° compare da ambo i membri e
I'equazione si abbassa il grado.

(b) w'=1 = w =1, wzzezm%,..., wm:ezm%
1
Zn = , n=273,...,10 (N.B. w; va esclusa).
1—w,
S.1.10. O

L'effetto della trasformazione z — z> sul cerchio unitario centrato
in (1,0) (in nero) & mostrato nella figura a lato. Le equazioni della
cardioide (in rosso), sono

|22 -1 =1
Poiché le equazioni parametriche del cerchio di partenza sono
z=1+ et
quelle della cardioide saranno
z=(14¢")? =14 2¢" + ¢
Raccongliendo e a secondo membro,

z=c"(e7" +2+¢) = 20" (1 + cost),

SOLUZIONI DEI PROBLEMI 347
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da cui segue immediatamente 'equazione in coordinate polari:
r=2(14cosf).
S.aax. [

(i) Sia
z—a

w:M”(Z>:Ez—1

L'idempotenza segue dal calcolo algebrico elementare:

z—a

w—a 7 —a
M M :M — — az—1
a(Ma(2)) a(w) T — 1 aazz:a1_1
_z—a—aaz+a _ z(1—aa)
Caz—an—az+1  1—aa
=z
(ii) Consideriamo il modulo di M,(z)
|lz—a|  |z—4
Ma(2)] = az—1| l|az—1|

Per i quadrati di numeratore e denominatore si ha rispettivamente

|z —a|* = |z|* — Gz — Za + |a|?
laz — 1% = |a|?|z|* —az — Gz + 1
Se |z| = 1, queste due quantita sono uguali e quindi |M,(z)| = 1. Il

cerchio |z| =1 & trasformato in se stesso.

(iii) Si verifica infine che se |a| < 1, M, rappresenta il disco
unitario in se stesso. Sottraendo membro a membro i quadrati di
numeratore e denominatore, si ottiene

lz—al*>—|az—1> = (1—a|*)(Jz]*=1) <0 quando |z| <1,|a| < 1.
Quindi |z —a| < |az — 1|, da cui

|Ma(z)|zm<1 quando |z| < 1,]a| < 1.

e quindi M,(z) sta dentro il disco unitario.

S.1.12. O
Le trasformazioni

az+b
zZ= Ma,h,c,d(z) = o1d’ ad —bc #0

svolgono un ruolo importante in geometria e analisi complessa e
sono dette trasformazioni di Mobius (che ne studid per primo le pro-
prieta). Nel seguito, per brevita, ometteremo di indicare i quattro
parametri reali e scriveremo semplicemente M.
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Per dimostrare che

az+b
cz+d’

ad —bc #0

trasforma linee e cerchi in linee e cerchi, facciamo il calcolo per un
caso particolare e poi argomentiamo che fare questo e suffciente.
Se ¢ = 0 allora

z+> (a/d)z+ (b/d)

e la moltiplicazione per un numero complesso,
z—w=(a/d)z,

(una stiro-rotazione, secondo la terminologia introdotta nella sezio-
ne 1.3) seguita da una traslazione

w— w4 (b/d).

E quindi geometricamente chiaro che linee e cerchi vanno in linee e
cerchi.
Se ¢ # 0, scriviamo

az+b a ad—bc 1

cz+d ¢ ¢ cz+d’
Questa trasformazione & la composizione di 5 trasformazioni:

(1) (2) (3) 1 @ ad — be (5) a
z»—)wl:cz»—>w2:w1—0—d»—>w3:w—b—>w4:— . ZU3>—>w5:ZU4—|—E
2

(1) stiro-rotazione

(2) traslazione

(3) inversione complessa
(4) stiro-rotazione

(5) traslazione

Le stiro-rotazioni e le traslazioni trasformano linee e cerchi in linee
e cerchi, se mostriamo che lo stesso vale per l'inversione complessa
siamo a posto.

L’equazione di un cerchio &

wx® +ay? +2Bx — 29y +6 =0

e per &« = 0 si ha I'equazione di una linea retta. In notazione comples-
sa l'equazione diventa

wz> 4+ B(z+2Z) +iv(z—2)+6=0
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Poniamo w = 1/z e sostituiamo

1

1 1, .1 1
“@P+“a+ ) +iv( )+6=0

w w W
Moltiplichiamo per |w|?> = @Ww e otteniamo
a+ B(w +m) —iy(w—w) + |w|> =0

che & ancora I’equazione di un cerchio (dove si & spostato il centro?
come é variato il raggio?).
Facciamo il punto sulle trasformazioni di Mobius

az+b

m, ﬂd_bc#o

M(z) =
Ciascuna di esse ¢ la composizioni delle seguenti trasformazioni:

(i) stiro-rotazione = moltiplicazione per il numero complesso 4,
Sa(z) = az

(ii) traslazione = somma del numero complesso b, T(z) =z +b
(iii) inversione complessa I(z) =1/z
Allora
M = T(u/c) ° S[f(adfbc)/c} oloTz0S5,

“_
(@]

dove, come di consueto, denota la composizione di funzioni.

Nota La trasformazione
1
Iz =
z

& usualmente detta inversione geometrica o trasformazione per raggi
vettori reciproci nel piano o semplicemente inversione. Come si vede
facilmente, anch’essa trasforma linee e cerchi in linee e cerchi.



S.2

S.2.1. O
Per prima cosa si osservi che lo sviluppo in serie di di 1/ (a — x),
visto nella sezione 2.3, si estende a 1/(a — z), per z complesso, cioe

Zk

1 [e.9)
a—zzz(a—u)kﬂ sse |Z|<l|la—u| e Z=z—u (S2)
k

Procedendo come per 1/(1 — x?), si ottiene

1 1 1 1 1
S e Rl ey R {—i—z_i—z}

Applicando (S.2) a entrambi i termini a secondo membro si ottiene

1 “1{( 1 1

1+ 22 :12)27 —i—uw) (i—u

w7 6

Siamo interessati a u e x reali:
1 > 1 [ 1 1
(_

1—|—x2:k§)2 i— ) (i—u

)k+1:| (X - u)k (54)

Poiché u ¢ reale, |i —ul = V1+ uze possiamo scrivere i — u =
V1 + uZ2e'? dove ¢ = arg(i — u). Similmente, essendo u reale, abbiamo
—i—u =1+ u2e . Quindi

1 & | sin(k+1)¢p k
1+x2 _kgé) (m)kﬂl (x —u)". (5-5)

da cui segue che il raggio di convergenza e
R=+V1+u?.
S.2.2. O

(i) La serie geometrica
l+z+22+2+2 +...= ) 2"
n=0

converge a 1 per |z| < 1. Sul cerchio |z| = 1 diverge (i termini
della serie non vanno a zero). (Per approfondimenti sulla serie
geometrica, si veda il complemento alla fine del capitolo 2).

(ii) La serie

A —ii
2 3 4 7 Hoa
converge per |z| < 1. Sul cerchio |z| = 1, per alcuni punti

converge e per altri no; ad esempio, diverge per z = 1 (serie
armonica); converge per z = —1 (infatti, 1 —1/24+1/3 - 1/4+
...=1n2).

SOLUZIONI DEI PROBLEMI

351



352 INTRODUZIONE AI METODI MATEMATICI DELLA FISICA

(iii) La serie
4 i i
n2

n=1

S
4 9 16
converge assolutamente per |z| < 1 (quindi anche sul disco

unitario).

Per quel che riguarda (ii), non era richiesto uno studio della conver-
genza per tutti i punti del cerchio e la risposta data sopra & consi-
derata sufficiente (da chi ha assegnato il problema!). Tuttavia, per
completezza, facciamo questo studio.

Per z sul cerchio, z = ¢ e la serie diventa

o 1og 1 14
0 2if) 3if 4i6
e+ e 4+ e+ M L S.6

2 3 4 6)
Non sembra azzardato scommettere sulla convergenza di questa
serie. Poiche 1 —1/2+41/3 —1/4 + ... converge, lo stesso potrebbe
essere vero per (5.6): dopo tutto, al variare di #, i termini

"% = cosnb + isin nd

hanno anch’essi alternanze di segno che potrebbero essere tali da
produrre le compensazioni giuste e quindi la convergenza. Ma questa
& pura speculazione! Un’evidenza ben pit1 solida proviene dall’a-
nalisi numerica della convergenza della serie. Ecco quattro grafici
che si ottengono studiando numericamente la serie per diversi valori
dell’angolo:

0.9
0.8
0.7

0.5 —

0.4
/7\ 0.3
N 0.2

/ . 900
) | 3()"% |
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Il primo in alto a sinistra & per § = 30, il secondo in alto per
0 = 90°. L’analisi numerica di § = 180 non da buoni frutti: la con-
vergenza & estremamente lenta. Comunque, teoricamente, sappiamo
che la serie converge a In2. La prima figura sotto a sinistra illustra il
caso 6 = 179°, quella a destra, § = 1%; per § = 0 sappiamo che la
serie diverge (serie armonica). Le serie sono state troncate al grado n
del polinomio per cui si ha stabilita numerica della somma (vettore
rosso).

La congettura che la serie (S.6) converga ha dunque solide basi
numeriche. Tuttavia, i criteri usuali, applicati ciecamente, falliscono,
in quanto coinvolgono il modulo dell’'n-esimo termine della serie,

e il modulo non distingue tra la serie (5.6) e la serie armonica, che
diverge.

Quando si ¢ in difficolta conviene sempre ragionare partendo
dai principi primi. In questo caso dalla definizione stessa di serie
convergente—la serie converge se la successione delle somme parziali
converge—e dal criterio di base di convergenza, il criterio di Cauchy.

Consideriamo le somme parziali n—esima e m—esima (n>m).

U T B 1 .
_ L8~ 2i0 | — 3i0 - ,mif
Sm=¢e +Ze +3e +...+me (S.7)
1 , 1
Sn - Sm + m@<m+1)le + e + Eel’lle (88)

Se prendiamo la differenza delle sue somme

1 . 1,
Sp— Sy = me(m“)lg +..+ Eeme (S.9)

e poi stimiamo il modulo, siamo punto e daccapo perché 1'unico modo
che abbiamo per stimare il modulo di una somma (a meno che non
siamo in grado di calcolarla esplicitamente, come ¢ il caso per la
progressione geometrica!) e

|zt + ... 4+ zp| <zt 4 ...+ |zp] (S.10)

Possiamo tuttavia sfruttare la possibilita di moltiplicare (S.7) e (S.8)
per un numero « dipendente da 6, in modo che

|«Sy — aSpy|

dia qualcosa che, stimato con la (S.10), possa essere reso pitt piccolo
di un qualunque ¢, per n e m sufficientemente grandi. Dopo vari
tentativi ed errori, si scopre che a = (¢%/2 — ¢=9/2) fornisce proprio
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quello che si vuole. Infatti,

1 1y; 1 1y; 1 1y; 1 1y;
. - - (m+1+5)if _ = (m2+5)if _ - L (n=1+5)if = ,(n+7)i0
a(Sy — Sm) el +m+26 +...+n_le +ne
AN N e
b mnbie_ 1 jmvahyie - b mearhyie _ 1 by
m—+1 m—+ 2 m—1 n
_ mtslye |1 T (n-1+byig |1 1
e {m—i—l — +...te p—1
L nt1)ie L (m+1-1yie
— 2 — 2
+ ne m+1e

da cui, applicando la (S.10),

1 1 1 1 1 1

_ < | - = T

lx(Sy Sm)|_[m+1 m_|_2]+ +[n—l n]+n+m+1
2
m+1

quindi, per n e m sufficientemente grandji, |S, — S| & pitt piccolo di
un qualunque €. Risulta cosi dimostrato che la serie (S.6) converge
nell’intervallo aperto 6 € (0,27) [che in # = 0 diverga, era gia stato
stabilito].

S.2.3. O
Polinomio approssimante

(a) Errore: Ey(z) = |P(z) — Pyu(z)]

1 2 [z
(perché per S = z" 1 +2"+2 4 siha S = z(z" +9))

(b) Per |z| <1, Ej(z) — 0 per m — oo.

(c) Per m fissato E,;(z) — coperz — 1. Per |z| — 1,z = ¢€'%, 0 # 0si
ha

En(z) — S S
2(1 — cos8)
(d) Per|z| <r=09
rm-‘rl O'9m+1
< frg = = 0. ~
En(z) < 17 01 €e=001 = m=67

[Nota. Risulta cosi dimostrato che la serie geometrica converge
uniformemente nel disco di raggio r. La nozione di convergenza
uniforme é trattata nel capitolo 3.]
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S.2.4. O (2.13) Dalla trigonometria (o dalla formula di Eulero):

1
sin AcosB = 5 [sin(A — B) 4 sin(A + B)]

1
cos AcosB = > [cos(A — B) 4 cos(A + B)]

1
sinAsinB = 5 [cos(A — B) — cos(A + B)]
Allora

T T
/ sin mf cos nf do = %/ [sin(m —n)0 +sin(m+n)0] d0 =0 per m #n

-7 -7

1 T
:5/ sin2nfdf =0 per m=n

—7T

s s
/ cos mb cos nb d = %/ [cos(m —n)0+cos(m+mn)f] dd =0 per m#n

—7T —7T

1 /7
5/ [1+cos2nf] dd =m per m=n
J =TT

T T
/ sinm@ sinnf do = %/ [cos(m —n)0 —cos(m+n)f] d6 =0 per m#n
—7T —7T

7T
:%/ [1—cos2nf] dd =m per m=n
-7

Adesso, tenuto conto di queste uguaglianze, integriamo ambo i
membri della (2.13) tra —7t e 77. Otterremo

/f f(60)de = 2mag

Moltiplichiamo poi ambo i membri della (2.13) per cos mf e integria-
mo ancora tra —7t e 7t. Otterremo

7T
/ f(6) cosmbdb = may, .
—T7T

Questo perché l'integrale [ _"n ag cosmf df e nullo e sono pure nulli
gli integrali ffﬂ a, cosnf cosmb db (n # m) e f_nn by, sinnf cos mo do.
Moltiplichiamo infine ambo i membri della (2.13) per sinmf e

integriamo tra —7 e 71. Otterremo analogamente

T
/ £(6) sinm8 d§ = rby, .
-7
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5.3

S.3.1. [
Poiché la somma dei primi n termini della serie &

Sn(z) =z(1—2)+22(1—2)+... + 2" (1 — 2)
=z 424 4
=Z—Z”+1

dal problema 1.6 segue che

S(z) = nli_r)rgoSn =z per ogni z tale che |z| < 1

(incluso z = 0, dove la serie vale 0). Alternativamente, una dimostra-
zione autosufficiente & la seguente: |S,(z) — z| = | — 21| = |z|"*]| <
€ per (n+1)In|z| < Ing, cioe
n+1>—1n€ = n>—1n€ -1 se z#0
In |z| In |z|
Sez =0,5,(0) =0e|S,(0) — 0] < € per ogni n. Quindi, la somma
della serie &

S(z) = nlgrolo Sy, =z per ogni z tale che |z| < 1 (incluso z = 0!)

S.3.2. O
La serie converge per Re (z) > —1/2. Infatti, & una serie geometri-
ca e converge quando

cioé quando
|z] < 1+42z|.

Passando alle usuali coordinate cartesiane z = x + iy, la condizione
diventa
Pyt <142+ 22+,

da cui

x =Re(z) > 1 .

2

Si osservi che in questo caso la serie, non essendo una serie di poten-
ze, non ha necessariamente un dominio di convergenza rappresen-
tato da un cerchio. Infatti, il dominio di convergenza ¢ il semipiano
limitato a sinistra dalla retta Re (z) =-1/2.

S.3.3. O
(a) Nel problema 3.1 si & dimostrato che
Ine

|Sn(z) —z| < € per ogni n>m—l se |z| <1.
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Quindj, a fortiori, la serie converge per z < 1/2. Ora,sez < 1/21l
massimo valore dell’errore si ha quando |z| = 1/2 ed ¢ dato da

N Ine

“in(i/2)

Ne segue che |S,(z) — z| < € per ogni n > N*, dove N* dipende solo
da € e non dal particolare valore di z dentro |z| < 1/2.

(b). La stessa argomentazione fatta in (a) serve a dimostrare che
la serie converge alla somma z per |z| < 0.9 0 |z| < 0.99, usando
rispettivamente

Ine Ine
Nf=——--1 N'=——F-1
In(0.9) € n(0.99)
E chiaro che non si pud estendere la dimostrazione a |z| < 1,
perché cio richiederebbe

«_ Ine
~ In(1) ’

che e infinito, non esiste cioe un valore finito di N* che possa essere
impiegato in questo caso. Quindi per |z| < 1 la serie non converge

uniformemente.
S.3.4. O
(a) Si ha
! —0/<e per ——<e = |1+nz|>1

1+ nz P |1+ nz| €

Ora,
1 1/e—1

[1+nz| < |1+ |nz| =1+n|z| e 1+n\z|2§ per n> /|€z|

Quindi per |z| > 2 la successione converge a 0.
Per dimostrare che converge uniformemente a 0, si osservi che il

()

in |z > 2 si ha per |z| =2 ed & dato da
1/1
*
=-(=-1).
v (e

1
1+nz

massimo valore di

ne segue che

—0‘<€

per ogni n > N*, dove N* dipende solo da € e non dal particolare z
in |z| > 2. Quindi la successione & uniformemente convergente a zero
in questa regione.
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(b) Se ¢ &€ un numero positivo qualsiasi, il massimo di

a1

inz<Jsihaper|z| >dede

()

Come in (a) ne segue che la successione converge uniformemente a
zero per ogni z per cui |z| > 4, cioé in ogni regione che non compren-
da punti di un intorno di z = 0. Poiché § e arbitrario, questa regione
puo essere arbitrariamente piccola (ma non ridursi ad un punto).

S.3.5. [

Dal problema 3.1,

(@) Sn(z) = z— 2", S(z) = lim S, (z). Se |z| < 1, S(z) = z. Se
z=1,8,(z) = 8,(1) =0elimS,(1) = 0. Quindi 5(z) & discontinua
inz=1.

(b) Dal problema 3.4, se si scrive

L U(z) = lim 1,(2),

un(z) = 1+I’ZZ € n—o0

sihaU(z) = 0sez # 0e U(0) = 1. Quindi U(z) & discontinua in
z=0.

S.3.6. [J
La serie non & di potenze. Forniamo una dimostrazione diretta. Sia

Sn(z) = |z(1 —2)|+ |21 —2)| +... + |2"(1 — 2)|
=[1—z| [\z| FlzP 4.+ |z\"]

1o
—1- :
11— 2]l [HZJ

Se |z| < 1, z|" tende a zero per n che va all'infinito: il limite di S, (z)

esiste e la serie ¢ assolutamente convergente. ( Si osservi che la serie
dei valori assoluti converge a (|z||1 —z|)/(1 —|z|).)

S.3.7. 0
Se |z| <1,

1
< —
_nz

z" |z|™ 1
= <
n(n+1) nn+1) ~ n(n+1)

Poiché Y"(1/n?) converge, per confronto segue 1'assoluta convergenza
della serie.
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S.3.8. U

Poiché
z" 1

< ,
nvn+1~ nd/2

per |z|] <1, la serie data converge uniformemente (e assolutamente)

per il criterio M di Weirstrass.
S.3.9. [J
La serie data e

L N
12+ZZ 22+ZZ 32+ZZ

I primi due termini possono essere omessi senza influenza sulla
convergenza uniforme della serie. Per n >3 e 1 < |z] < 2,si ha
1

2+ 22| > || = |2 2 0P —4 > on? =

1
n? + z2

2

Allora la serie data converge uniformemente (e assolutamente) in
1 < |z| < 2 per il criterio M di Weirstrass.

Si noti che la convergenza, e quindi anche 1'uniforme convergenza,
viene meno per |z| =1 o |z| = 2 (precisamente in z = +i e z = £2i).

S.3.10. O
La funzione cos nz & ovunque limitata sull’asse reale, ma non
sull’asse immaginario:

cosnz = [emz — e“”z}

|:€in(x+iy) _ efin(x+iy)}

NI~ N~ DN -

[e—nyemx _ e}’lye—l}’l.?(:|

Quindi, per n — oo, cos nz esplode esponenzialmente sia sull’asse
immaginario positivo sia su quello negativo, fatta eccezione per y =
0. Se ne conclude che la serie data non converge in |z| < 1 (on in
qualunque disco |z| < r < 1). La serie converge solo sull’asse reale
(y = 0), e vi converge uniformemente (criterio M di Weirstrass).

S.3.11. [
La serie ¢ geometrica (non di potenze) con primo termine 1/(1 —
z) e ragione 2z/(1 — z). Converge quando

|2z] < |1—z|,
cioe¢ quando z & dentro al cerchio d’equazione

3x% +3y* +2x —1=0.
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S.3.12. [
Lasciato alla fantasia.

S.3.13. O
La serie binomiale e
nm—1)---(n—k+1) , & k
T z :kgockz )

Con il metodo del rapporto si ottiene

Bu(z) =

_
agk

k+1 1+14
R lim 1%L 1 fim STk g
k—o0 |Ck+1| k—o00 |n *k‘ k—o0 Il — E‘




5.4

S.4.1. O La multifunzione

fz)=Vz+1Vz—i

& il prodotto di 2 multifunzioni Z + v/Z e W + +/W. E quindi
ragionevole supporre che Z = 0,cioéz = —1eW = 0,cioez = i
siano punti di diramazione di f.

Con riferimento alla figura a lato, e tenuto conto dell’esempio
analogo della sezione 4.2), poniamo

z=—14+re%" e z=i+re

da cui
f(Z) —w = \/mwz_ i = ﬁ%ei(91/2+92/3) _ \/ﬁ\s/aeif)l/zeif)z/g'

questo corrisponde alla scelta di uno dei valori di f in z. Per dimo-
strare che i € un punto di diramazione, consideriamo un cammino
chiuso attorno a i. I dettagli della curva sono irrilevanti: conta soltan-
to la variazione angolare (cerchio rosso della figura). Dopo un giro

completo si ha

ei92/3 o ei(92/3+27l'/3 ,

cioe la radice ha cambiato valore ed & passata nel suo secondo ramo.
Mentre z compie un giro attorno a i, I’angolo 6 va avanti e indietro:
raggiunge un valore massimo a sinistra e poi, quando z ritorna al
suo valore iniziale, anch’esso ritorna al suo valore iniziale. Quindi
complessivamente f(z) varia in un giro completo per la sola varia-
zione dovuta alla sola radice cubica. Fine della dimostrazione che
i € un punto di diramazione. Analogo ragionamento per —1 porta
alla conclusione che anche —1 & un punto di diramazione. Poiché ci
vogliono due giri per tornare al valore iniziale, z = —1 & un punto di
diramazione semplice; per i ce ne voglio tre e dunque ¢ dunque e di
ordine 2.

I tagli standard per ottenere rami ad un sol valore dalla funzione
di partenza sono mostrati nella figura a lato. Non ¢ possibile otte-
nere rami ad un sol valore con il solo taglio congiungente il punti di
diramazione perche pur essendo le le “velocita angolari” opposte in
senso di rotazione sono di diverso modulo (una & 1/2 e l'altra & 1/3),
e non ci pud essere compensazione dopo un giro completo. Si veda la
figura a lato.

S4.2. O f(z) = Vz2—1 = \/z—1y/z + 1, al finito, ha due punti di
diramazione semplici in z = +1. Per valutare se f(z) ha un punto di

diramazione all’infinito, si considera F(z) = f(1/z) per z = 0. Ma

F(z):f(1>:\/;: ;ngm
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Quindi z = 0 non & un punto di diramazione di F e di conseguenza
z = co non & un punto di diramazione di f.

S.4.3. O (a) f(z) = sin/z. Se si considera un giro attorno a 0 lungo
il cerchio unitario |z| = 1, partendo, per esempio, da 6 = 0, si ha:

6=2m)/2

sine/®=0/2 —sin(1) = sinef( = sine'™ = sin(—1) = —sin(1)

Quindi sin /z ha un punto di diramazione semplice nello zero. Poi-
che un giro lungo |z| = 1 & anche un giro attorno all’infinito, anche
lI'infinito & un punto di diramazione della funzione.

(b) f(z) = Vsinz. Il seno si annulla per z = n7 ed & singolare
all'infinito Ci potrebbero essere dei punti di diramazione in questi
punti. Consideriamo il punto z = ns. Possiamo scrivere

. sinz
sinz = (z—nm)——.
zZ—Nnn

La funzione .

(2) sinz

z) = ——

8 zZ—Nnm
e non nulla e non ha una “vera” singolarita in z = nr, in quanto’ * Quando la singolarita & solo appa-
rente e puo essere “eliminata” si dice
. sinz . COSz appunto singolarita eliminabile.
lim ——— = lim =(-1)" PP &

Z—NT Z — NTT z—nm 1

Allora, in un piccolo intorno di n7t si ha
sinz = (z—nm)(—1)"

Quindi, poiché v/z — n7 ha un un punto di diramazione semplice per
z = nm anche +/sinz avra un punto di diramazione semplice per
Z = nm.

Poiché tutti i punti di diramazione z = nsr vanno fino all’infinito,
lI'infinito non & una singolarita isolata, ma un punto di accumulazione
di singolarita. Un punto di diramazione deve essere una singolarita
isolata e quindi l'infinito non & un punto di diramazione.

(c) f(z) = /zsiny/z. La funzione & a un sol valore. Dimostrazio-
ne veloce:

712 gin z1/2

++/zsin(4+/z)
/2 sin(v2)
Vzsin vz

(d) f(z) = Vsinz2. Poiché sinz> = 0 per z = (n7m)!/2, questi
potrebbero essere punti di diramazione. Possiamo scrivere

s  ,sinz?

sinz® =z
2




dove la funzione sin z2/z2 & non nulla e ha una singolarita elimina-
bile per z = 0: per z — 0 la funzione tende a 1. Poiche v/z2 non ha
un punto di diramazione in 0, lo stesso vale per f(z). Consideriamo
adesso il punto z = (n7)'/2,

in 22
, sinz
sinz? = (z — v/nm) ———
z—/nm
. 2 _ N . PPN . . .
sinz*/(z — y/nm) € non nulla e ha una singolarita eliminabile per
z=+/nmn
sin z2 2z cos 2

lim ——— = lim ——— =2Vnn(-1)"
z—\/nm Z — \/NTT z—\/nm 1 ( )

Poiché (z — /n7) 2 ha un punto di diramazione in z = \/n7, anche
Vsinz? lo avra. Quindi f(z) = Vsinz? ha punti di diramazione
semplici in z = y/n7 per n = £1,£2 £ 3,.... Il punto all'infinito non
¢ una singolarita isolata.>

S.4.4. O Per trovare i punti di diramazione di
fz) = VB2
espandiamo f(z),
fl2) =2 -+ 1)1

Ci sono punti di diramazione di ordine 2 in z = —1,0, 1. Facendo la
sostituzione z — 1/z si vede che non ci sono punti di diramazione
all'infinito in quanto

F2) = f(1/2) = L(1-2)"*(142)"?

Ci sono tre possibili tagli:
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> E poiche non & neanche un polo, & una
singolarita essenziale (le definizioni di
polo e di singolarita essenziale saranno
date in una lezione successiva).

T

Si vede facilmente che il primo taglio va bene e trasforma la mul-
tifunzione in una funzione a un solo valore. Il secondo taglio NON va
bene perché permette un giro intorno ai punti +1. Un giro intorno a

questi due punti fa variare il valore di partenza della funzione di un

idrr/3

fattore e , quindi la funzione cosi ottenuta non & a un sol valore.

II terzo taglio va bene: girando intorno ai tre punti la funzione non

cambia (¢7/3 = €2 = 1); si osservi che questo & anche conseguenza

diretta del fatto che I'infinito non & un punto di diramazione.
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S.4.5. [J Per prima cosa fattorizziamo f(z),
f2) = (2= )Pz +i)72.

Ci sono punti di diramazione( di ordine 2) in z = =£i. Scegliamo in
tagli secondo la convenzione standard, come nella figura a lato. Si ha
f(z) = (rlei(?l)l/fi (r2ei92>1/3 _ Wei((?lJer)/S

Si vuole determinare il ramo in cui
1 ,
f(O) _ 5 (_1 —l—i\/g) _ 61(27r/3+27m)/
cioe il ramo in cui gli angoli 0] e 05 che individuano z = 0 (vedere
figura a lato) soddisfano

Y16l O7+03)/3 _ i(2r/3+27n)
dungque, per avere il ramo richiesto, deve valere la relazione
07 + 05 =2 + 671

Il ramo suggerito dalla figura con 0] = —m/2e6; = /2 non va
bene. Una scelta possibile &

—n<b<m, bn<b<7n

che corrisponde a n = 1. Naturalmente, altre scelte sono possibili.
E possibile anche fare una differente scelta dei tagli. Per esempio,
per la scelta di tagli della figura a lato, si puo scegliere il ramo

T 5 T 3
— - - < —
;g <=5, Ty <h=o

che corrisponde a n = 0.

S.4.6. [J
(@)  f(z) =log(z —1) = log(z — 1) +log(z + 1)

Ci sono punti di diramazione in z = =£1. Per sapere che cosa
succede all'infinito, consideriamo il comportamento nello zero di

F(z) = f(1/z) = log <212 — 1) =log(z2) 4 log(1 — z?)

log(z~2) ha un punto di diramazione in z = 0,

log(z72) =In|z 72| +iarg(z %) = In|z 2| — i2arg(z)

Ogni volta che giriamo intorno allo zero il valore della funzione F(z)
cambia di —47i. Allora z = o & un punto di diramazione di f(z).

0
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Possiamo rendere la funzione ad un sol valore introducendo due
tagli che partono da z = %1 e vanno all’infinito.

(b)  f(z) =log (21) =log(z+1) —log(z — 1)

Ci sono punti di diramazione in z = £1.

F(z) = f(1/z) =log <1 +Z>
1-z
F(z) non ha punti di diramazione nello zero, quindi f(z) non ha
punti di diramazione all’infinito.

Possiamo rendere la funzione ad un sol valore introducendo due
tagli che partono da z = =£1 e vanno all'infinito. Possiamo anche
rendere la funzione ad un sol valore introducendo un solo taglio
che collega i punti z = +1. Questo perché log(z + 1) e —log(z —
1) cambiano rispettivamente di 27ti e —27i quando si percorre un
giro completo intorno ai due punti di diramazione nella direzione
positiva.
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55

S.5.1. O Vedere sezione 5.8.2.
S.5.2. [0 Perché composizione di due trasformazioni anti-conformi.
S.5.3. OO Vedere sezione 5.8.3.

S.5.4. 0 MEeToDO 1. Richiedendo che le equazioni di Cauchy-
Riemann siano soddisfate per

f(z) =u(x,y) +iv(x,y), z=x+iy, u=x>+y?

si ottiene
dyv = dxu = 2x
00 = —dyu = —2y.
Integrando,
v =2xy + g(x)
v=—=2yx+h(y).

E chiaro che queste identita non possono essere verificate per nessu-
na scelta di g e h.

METODO 2. Per essere analitica, la funzione f = u + iv deve soddisfa-
re le equazioni di Cauchy-Riemann

oyt = +9yv

E se queste sono soddisfatte le funzioni u e v devono essere funzioni
armoniche, cioeé essere entrambe soluzioni dell’equazione di Laplace
nel piano. Questa proprieta si verifica facilmente:

0x0x0 = —0xdyu = —dydxU = —0dydy0
Quindi
Au Ea§u+8§u =0 e szaieraﬁv:O

La funzione u = x? + y?, non & armonica in quanto Au = 4. Quindi
non esiste alcuna scelta di v che renda la funzione f(x +iy) = (x> +
y?) + iv analitica.
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S.5.5. O Preliminarmente, richiamiamo che i limiti di funzioni com-
plesse si comportano esattamente come i limiti di funzioni reali. In
particolare, se {z, } & una successione di punti nel piano complesso
che converge al numero complesso a e se

lim f(z,) = A, zlnigag(zn) =B,

Zp—a

allora

im [f(zn) +g(z0)] = A+ B

lim [f(zn)g(2n)] = AB
Zlnigla [f(zn)/8(zn)] = A/B se B#0

(a) Oggetto di questo esercizio & la funzione (per z # 0)

f(2) = flx+iy) = 2

Viene chiesto di mostrare che f(z) tende a 0 quando z tende verso
qualunque punto dell’asse reale o dell’asse immaginario, inclusa
I'origine. Si devono quindi determinare i limiti
.o X .X

lim Ty ,  lim Ty

z98 Z z—is Z
dove s é reale e, come di consueto, z = x + iy. In primo luogo,
riscriviamo la funzione f in notazione complessa,

xy _ 1(z+z)(z—2) _ 122—22 1 i_z
z 4 z 4 oz 4i|z
Allora
1 [22 1 2
lim 27 = lim — [Z—z] = [limz—limz} —s—5=0.
z—s5 Z z—s4i | Z 4i |z—s Z Z—s
Analogamente si trova
lim X — 0.
zZ—S Z

Risulta cosi verificato che f(z) tende a 0 quando z tende verso qua-
lunque punto dell’asse reale o dell’asse immaginario, inclusa 1’origi-
ne.

(b) Poiché lungo gli assi f = u + iv = 0, sono nulli gli incremen-
ti lungo x e lungo y di u e v a partire dall’origine, e quindi le loro
derivate parziali in z = 0: le equazioni di Cauchy-Riemann sono
banalmente soddisfatte.

(c) Consideriamo l'azione della trasformazione su un vettore 4z
(infinitesimo) applicato nell’origine, di lunghezza Jp e angolo ¢.
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Allora
_ _ 12 )1 3¢ _ig
(52»—>(5f—f((5z)—4i[ 5 —(52} —E{(Spe — dpe
1 eiZ(]) _ e*l’Z([) ; 1 .
R . P — Zgi i
5 { % } dpe 7 sin(2¢)dpe

Questa non e una stiro-rotazione, non tanto per la rotazione, che c’e
ed e I'identita, ma per lo stiramento % sin(2¢), che non & uniforme. Si
osservi che per ¢ =0,7/2,7,37w/2,2m, 6f = 0, in accordo con (b).

S.5.6. [J Banale.
S.5.7. O Inversione complessa:

4 X —1iy X —

. 1 . .
I(z:x—kzy):;: = 2:x2+y2+1x2+y2:u+w

(a) Allora 2

U= ———, V= .
x2+y2 x2_|_y2

(b) Calcoliamo le derivate parziali

x% + y? — x(2x) y? — x?

e A
_ 2y
dyu = (2 + y2)2
_ 2xy
v = (2 + y2)2
5p = —FHP)+yy) _ yP -
y (x2 +12)2 (x2 +12)2

Per (x,y) # (0,0), siha dyu = dyv e dyu = —0d,v, che sono proprio le
equazioni di Cauchy-Riemann. Per (x,y) = (0,0) le derivate parziali
sono discontinue (verificare!): le equazioni di Cauchy-Riemann non
valgono.

(©
= <8xu Byu> _ 1 <y2 —x*  —2xy )
0xv 9y (x2+y2)2 \ 2xy y?—x?
In coordinate polari x = pcos8, y = psin® si ha
y? — x2 = p*(sin? 0 — cos?0) = —p?cos(20), 2xy = p?sin(20)
e quindi

1 (—COS(ZQ) —sin(29)> 1 (cos(n—ZG) —sin(n—29)>
J =

T2\ sin(20)  —cos(26) p? \sin(r —20)  cos(mr —20)
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che descrive uno stiramento di 1/p? e una rotazione dell’angolo
T —26.
(d)

y>—x* +i2xy _ p*[—cos(26) +isin(20)] _  cos(26) —isin(26)

Oxf = 0xu+idyv =

(2 + y2)2 ol 02
da cui 1 1 1
_ —i20 _ _
Of = T 2¢ o= T2 T 2

che, naturalmente, coincide, con quanto si ottiene con le regole del

da/1y_ 1
dz\z)  22°

calcolo
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5.6

S.6.1. UJ
I passaggi sono esattamente gli stessi di quelli per la formula di
Cauchy data nella sezione 6.6.

@:—?{ @dz:f @dz.
Cc z —Ce Z Ce Z

dove C, e un cerchio di raggio € centrato in O. Calcoliamo l'integrale

a secondo membro, tenuto conto che z = ee?:

dz 27 ede' 27 d(eet?) 2 jeldp . 27 .
Jc. z Jo eé 0 ee! 0 e 0

Il valore non dipende da €, che possiamo quindi far tendere a 0.

Quindi
7{ Ly
C Z

dove C ¢ il bordo di tutta la regione (semplicemente connessa)
interna a C; questo era proprio quello che si voleva dimostrare.

S.6.2. [
Poiche

f(2)

T1422 T z-i)(z+i) z—i z+1i

1 1 (-1/2)i , (1/2)i

f(z) rappresenta il campo magnetico generato da due correnti pun-
tiformi in +i e —i di uguale intensita ma di segno opposto. Quindi,

dz
I —
?{:1+22

per qualunque curva chiusa C che racchiuda le due correnti.

per il teorema di Ampere,

Consideriamo due cerchi di raggio €, C; e C,, centrati rispettiva-
mente in i e —i e applichiamo ad essi la formula di Cauchy (vedere
figura S.2). Incominciamo con Cj.

dz dz dz
= (=1/2)i —_— 1/2)i —_—
7§C11+z2 ( /)lf%jlz—i—i—(/)lfclz—l—i

Poiché 1/(z + i) & analitica nella regione delimitata da Cy, il secondo
integrale a secondo membro & nullo, per cui, applicando la formula
di Cauchy al primo, si ottiene
dz o
Ie, = }[C] T = (~1/2)i2mi) +0 = 7.
Procedendo in maniera analoga per C, si trova

dz

= ¢ —=_ =0+ (1/2)i(2mi) = —n.
Jo 1+ 22 +(1/2)i(2mi) = -7

Ic,

Figura S.1: C. € un cerchio di raggio €
che circonda un l'origine O.

Figura S.2: f(z) rappresenta il campo
generato da due correnti di uguale
intensita, ma di segno opposto.
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Applichiamo adesso il teorema di Cauchy alla curva C — C; — C; (che
delimita la regione molteplicemente connessa colorata in grigio nella

fofofonemeo
fe a Jo Jr

che & proprio quello che si voleva dimostrare.

figura):

S.6.3. [J
E chiesto di calcolare

dz ©
I — , -R @) R
Ir /]R 22 +1 T
dove C a la curva mostrata nella figura a lato. Facendo la sostituzione
z = Rei", si ottiene
7 iRe®d§ i 7 edf
Iy = 220 +1 R 210 2 (5.11)
0 R%e?0 +1 R Jo e +1/R

Al prim’ordine in 1/R, possiamo trascurare 1/R? a denominatore,
per cui

R

i T —i0 l €7i9 & 2
I’R:E/o e ifgg = L ¢ 0+o(1/R):ﬁ+0(1/R)

S.6.4. [0 Gli integrali reali sono un caso particolare di integrali di
linea complessi.

R
Iy :/ dz / ax = 2arctan(R)

RT Ja 241 JrxZ41
Ora,
T 1 m 1
arctan(R) = 5 —arctan <R> =5t o(1/R)
Quindi ) Jn
Iy, =m— R +0(1/R)
S.6.5. U
Nella regione racchiusa da Cr = Jr + Lr — C; (vedere la figura Cy
. 2\ Y. . . . .
a lato) la funzione 1/ (1 + z*) & analitica, quindi, per il teorema di 7 OT Tn R

Cauchy (vedere S.6.2)

dz . dz
fé; (—=1/2)i — =7

R Z2+1 c z—1

D’altro canto, da S.6.3 e S.6.4 si ha
2 2
I + 1, = E—i—o(l/R)an—E—i-o(l/R) =m+0(1/R)

Quindi il teorema di Cauchy risulta verificato all’ordine 1/R. Dal cal-
colo esatto dellintegrale (S.11) (un po’ laborioso, ma utile esercizio)
risulta in effetti che

1 R +1 IR=TC
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S.6.6. O
(a) I passaggi sono esattamente gli stessi di quelli per la formula di
Cauchy data nella sezione 6.6.

%+7{ d—zdz:o.
J-c.

Jc z" zn

dove C, e un cerchio di raggio € centrato in O. Calcoliamo il secondo

integrale, tenuto conto che z = ee'?:

Figura S.3: C¢ € un cerchio di raggio €
che circonda un 'origine O.

27 ojpif 2. i(1=m)2m _
dz €ie'’do _ iel_"/ p(1-m0 39 — e 1_ 0, pern#1
0

C. Z” - “eheind - 6”*1(1 —n) -
in quanto e & periodica di periodo 27t (per n = 1, l'integrale vale

chiaramente27ti, come peraltro gia calcolato nel problema S.6.1).
Analogo risultato per n = —1, -2,,.... Quindi

dz .
7{227:2711, n#1

dove C e il bordo di tutta la regione (semplicemente connessa)
interna a C, che era proprio quello che si voleva dimostrare.

(b) I campo

—q q _ 2qd

2td z-d Z-&
e quello generato da due cariche g di segno opposto poste in +d

e —d sull’asse reale. Facendo tendere d a zero e tendendo costante
2qd = p si ottiene il campo
P
-2
di un dipolo ideale. Scegliendo per p un numero complesso si ottiene
un dipolo avente p come asse.
Fondendo due dipoli di momento opposto e centrati in +e,
P P 22 +2ze + €2 — 2% + 2ze — €? 4pez

(z—e€)? (z+€)? P (22 — €2)2 (22— €2)2°

Passando al limite e — 0, tendendo Q = 4pe costante, si ottiene il
campo di quadrupolo

Q

23
e cosi via. Per i ritratti di fase di questi campi si vedano i comple-
menti del capitolo 6.
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5.7

S.7a. O
Per determinare il valore di

1222 — 4iz)dz,
/C( z iz)dz

dove C ¢ la linea y = x> — 3x? + 4x — 1 che congiunge i punti (1,1)
e (2,3) si puo: (i) calcolare l'integrale di linea lungo la curva data
separando parte reale e parte immaginaria e applicando le regole
di calcolo degli integrali di linea reali; (ii) osservare che, essendo la
funzione integranda analitica, il valore dell’integrale non dipende
dalla linea, quindi, invece di quella assegnata, si prende una linea
molto pitt semplice che congiunge i due punti, per esempio una
retta; fatto questo si calcola l'integrale di linea lungo il segmento

di retta tra (1,1) e (2,3) ; (iii) osservare che, essendo la funzione
integranda analitica, valgono le usuali regole del calcolo: la primitiva
della funzione integranda & 4z% — 2iz2 e quindi

2430 L
/ (1222 — 4iz)dz = (42° —2i2%)| = —156+ 38

/ (1222 — 4iz)dz =
JC J1+i 1+i

Chiaramente, (iii) & il metodo pit1 furbo!

S.7.2. O
(a) C: |z| = 1. Si ponga z = ¢/ Allora

2 ST
7{|Z|dz: de’ =" —1=0
c Jo=0

(b) |z—1| = 1. Si ponga z = 1 + ¢/, dz = ie®®df = (— sin @ + i cos 8)d6.
Allora

271
]{: 12|2dz = / [(1+ c056)? + 5in? 0] (— sin 0 + i cos 0)de = 2irr
0

S.7.3. O
Calcolare .
/ Z2dz + 2%dz
JC
lungo la curva C definita da z% 4 22z + 2% = (2 — 2i)z + (2 + 2i)Z tra il
puntoz =1ez =24 2i.
Risposta: 248/15.
S.7.4. O
(@)

— - = -
flz) = (Z2+4)2  [(z+2i)(z - 2i)]

E chiaro “a vista” che 2i e —2i sono poli di ordine 2 (i poli sono gli

zeri della funzione inversa). Questi due poli sono le sole singolarita e
dunque la f(z) & meromorfa.

373
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(b)
1

f(z) =sec(l/z) = cos(1/2)

Si hanno singolarita quando cos(1/z) =0, cioein1/z = (2n+1)7/2
© 2

S S | = +1,42,43,...
z 2n+1)m ove n

Poiché f(z) non e definita in z = 0 anche z = 0 & una singolarita.
Sulla base di quanto visto a lezione, usiamo la regola che permette

di decidere in generale se una singolarita & un polo di ordine m per

una funzione analitica con singolarita in z = 4. Partiamo con k = 1:

. 2 B z—2/[(2n+1)n|
ZHZ/HSJH)?T] {Z (2”‘1‘1)77] @) = 2%2/%(2n+1)7r] cos(1/z)

. 1
Hz/ﬁg}ﬂ)n] —sin(1/z)(—1/z22)
{2/[n+1)n]}?
sin[(2n + 1) 7t/2]

4(-1)"
s 0

(Hospital)

Quindi le singolarita

2

T nt)n

dove n=4+1,£2,43,...

sono poli di ordine uno, cioe poli semplici. Si osservi che questi poli
sono sull’asse reale in

2 2 2
=4, +—, +— ...
z e 3 51

—2/6r l 2/57
—2iw -2/‘37‘ | -2/hv 2}7

Ciascuno di questi puo essere circondato da un cerchio di raggio ¢, e
quindi questi punti sono singolarita isolate (come deve essere per un
polo); naturalmente, J diventa sempre piil piccolo man mano che ci
si avvicina allo zero. Ma lo zero non ha questa proprieta: non esiste
alcun cerchio di raggio J, centrato nello zero, all’interno del quale
non ci siano singolarita della funzione. Lo zero non € una singolarita
isolata, & una singolarita essenziale. Equivalentemente, potremmo
applicare la regola nel quadro sopra e verificare che non esiste alcun
k tale lim, ,ozFf(z) = ¢,

1
limzF— = vk
ZILI})Z cos(1/z) e
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(©
~ In(z-2)
f@) = i mrop
Il punto z = 2 & un punto di diramazione ed € una singolarita
isolata. Le radici di (z2 42z +2) sono z = —141i,da cui z> +2z +2 =
(z+1+i)(z+1—1i). Quindi z = —1 % i sono poli di ordine 2 (che
sono singolarita isolate).

(d)

_ siny/z
R

A prima vista, sembra che z = 0 sia un punto di diramazione. Per

f(z)

verifica, sia z = ret® = re!(0+27) dove 0 < 6 < 27
Sez = reie, si ha
sin (ﬁei‘)m)
flz) = N

0+2m)

Se z = rell , si ha

sin (\/?eie/ze”i) sin — (\/77319/2) sin (\/;eie/z)
) =

flz) = N Y - T RN - T

Quindj, in realta, la funzione € a un sol valore e z = 0 non puo
quindi essere un punto di diramazione. Poiché

Jim SOVZ 1,
z—0 ﬁ

ne segue che z = 0 & una singolarita eliminabile.

S.7.5. O Si deve calcolare

fcf(z)dz

dove

Z Z

&) = ey = G i

e C e il cerchio |z| = 4. La funzione f(z) ha due poli z = =+irr di
ordine m = 2 nel cerchio C. Quindi

Y{Cf(z)dz = 27ti [Res(f, +irr) + Res(f, —im)]

Ricordiamo la formula generale per il residuo in un polo a di ordine
m,

m—1
Res(f,a) = oo [j] [z — )" ()]

zZ=a
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Pera =im
1 [d e* d e*
R ,. _ 1|14 2 _ 4 &«
estrim) = 17 | g2 | |~ o | =
_ E(z+in)? — E[2(z +in)] e*(z +im) — 2¢* A+
(Z + iﬂ)4 Z=i7T a (Z + 1.7-()3 Z=i7m A
Analogamente, si trova
T—1
Res(f, —im) = —
es(f, —irm) 3
Allora
f _edz 27ti [Res(f, +im) + Res(f, —im)] = 27i LN St B
c (2+m2)2 ’ ’ N 43 4md | w
S.7.6. I
Calcolare

eiz
]{ —3dz
CcC z

dove C ¢ il cerchio |z| = 2. Capito il metodo, non & necessario essere
sempre pedanti:

= —7Ti

e N N
f{jz—?)dz = 27i X 5 (e”) o

S.7.7. O Dimostrare che

1 ezt
L S Y
Zni?{czz—i—l z=sm

per t > 0 e C il cerchio |z| = 3.

1 ezt 1 ezt efzt ezt
ij{:zz—kl = omi c(z+i)(z—1i) EE it e
S.7.8. U
Calcolare

COS 71z
d
7{: 2-17%
lungo un rettangolo con vertici in: (a) 2 +1i, —2£4; (b) —i,2 —17,2+1,

i.
Risposta: (a) o, (b) -1/2.

S.7.9. O
Siano

1 _ cosz 1

P(z) = Q(z) , R(z) = @—1p"

- 7
COosz

Trovare i poli di P, Q e R e il loro ordine.
Risposta: se siete arrivati sin qui, non avete problemi a trovarla.



S.8
S.8.1. O
@
/°° dx
—oo (1+x2)3
1
f(Z) - (1 +Z2)3
Polo triplo in i
1 12 3i
R ) = = =
€s (f/l) 2(Z+l)5 16
Stesso contorno della figura 8.1.
?{f(z)dz_/R L+/ _dz = 27iRes (f,i) = S
SR (428 Jop (1+22)3 8
Nel limite R — oo I'integrale lungo C da contributo nullo,
quindi
/+°° dx 3¢
—00 (1+x2)3 o 8
()
/+°° xtdx s ab>0
—eo (a+bx2)*  16a3/2b5/2 7 ’
Polo di quart’ordine in iv/a/b.
(II1)

R '
—_— 0 1
/_oo 1+ er , <a<
La funzione
eaz
f&) = 1o

ha poli per z = (21 + 1)7i. E dunque impossibile usare il con-
torno della della figura 8.1. L’idea per risolvere questo integrale
(e integrali simili) e di trovare un cammino chiuso tale che su una
parte del cammino l'integrale sia riconducibile a quello sull’asse rea-
le che si vuole calcolare, e tale che le altre parti del cammino chiuso
diano contributo nullo in un limite opportuno.

Consideriamo l'integrale lungo la retta di equazioney = ¢
nel piano complesso, dove ¢ € una costante, diciamo positiva.
Allora z = x + ic e quindi

ez 400 eiuceax . +o0 et
/ ——dz = — dx = Elac/ —dx
y=c 1+ €% x=—oc0 1+ elcehx —oo 1+ eieX

SOLUZIONI DEI PROBLEMI
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Ci siamo quasi! Basta infatti scegliere c = 2, e la funzio-
ne integranda diventa identica alla funzione f(z) in quanto

¢'?™ = 1. Possiamo allora scegliere il cammino della figura a y = 2mi
lato e ottenere
X T
T
+R p0X ]y 27T eaReiy —-R R
Y
~/7R T+er  Jy—01+eReY y
« TR X dx 2m pmaRely ) )
- e”‘z"/ - / ————idy = 2miRes (f, 7ti)
R 146X y=0 1+ e ReW
(S.12)
Calcoliamo il residuo nel polo semplice 7,
. . e 1 ; ;
Res (f, i) = lim (z — i) —— = —¢"™ = —e"".
z— 7t 1+ e? et
Consideriamo il modulo della funzione integranda del primo
integrale in dy |z1 + 22| > |z1] — |22], cioe la lunghezza
di un lato di un triangolo & sempre
e Roly 2R - eR n;aggiore o uguale alla differenza degli
—| = - altri due.
1+eRelt| [14eRely| = eR -1

e quindi tende a zero per R — o essendo a < 1. Analogamen-
te, il modulo della funzione integranda del secondo integrale in
dy € minore di

efaR

1—e R
e quindi tende a zero per R — oo. Allora, passando al limite
R — oo nella (S.12),

(1 _ eia27t) /+oo edx — Zm'(—e“”i)

—oo 146X
da cui
/+°° e™dx —2jei 2i7T s
=7 — = . = —
oo 1+e* 1—ela2m  eami — =127 sin(arm)

Iv)
27 4o
0 3—2cosf+sinf

Integrali di questo tipo si riconducono a integrali nel piano

complesso mediante le sostituzioni riassunte dalla figura 8.6.

27 de B dz/iz

0 3—2cosf+sind 77§c3—2(z+z*1)/2+(z—z*1)/2i
B 2dz

_7{c(1—2i)22+6iz—1—2i
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@

(D)
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I poli di
2
f&) = Az ez—1=2

sono poli semplici, z =2 —iez = (2—1i)/5. Solo (2—1i)/5¢
all'interno di C. Il residuo in (2 —i)/5 e 1/(2i), quindi

27 4o
0 3—2cosf+sinf

O

Per il calcolo dell’integrale

+o00
_/ 1—|—x6 4

si si osservi che, essendo la funzione integranda pari,
2 / 1) 1 + x6 />I<
1
-R ! R
Per il calcolo di questo integrale si considera il contorno della X #*
figura a lato. Zeri di 1 + x6 = (: e7i/6, (Bmi/6 Smi/6 Tmi/6 S ~x-7 ’
e7i/6, e117i/6 Poli semplici di f(z) = 1/1 + z°. Solo i po-
li e7i/6, ¢37i/6 o5TMi/6 i trovano dentro C. Usando la regola
dell’Hospital si trova
. , 1 ,
Res em/é — lim  — em/6 _ _~,—b5mi/6
( ) 2—seTi/6 ( )1 + x6 2—seri/6 625 6
‘ ‘ 1 1 4
Res e3m/6 — lim z— e3nz/6 — m — = e75m/2
( ) 2637 /6 ( >1 + x06 y—se3mi/6 620 6
. . 1 1 .
Res e5m/6 — lim 7 — e5m/6 _ _ e—25m/6
( ) z—€7i/6 ( )1 + x6 2semi/6 620 6

Allora

/+oo dx _ Zm% (e*5”i/6 4 5mi/2 +8725m'/6) _ 2j

—00 1+X6
Quindi,
1—/+°° dx_ _ 7
~Jo 1+2x6 3

Per dimostrare che

't gcosx + xsinx
J—o0 x-+a

scomponiamo [ nella somma di due integrali

"+ cosx +oo xsinx
I= ———d / ——dx =1 I
a./—oo x2 + a2 X —eo X2 442 r=hth
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Consideriamo il primo integrale
T cosx
L=a / - dx.
—0 X“+a

Non possiamo direttamente chiudere sul contorno della a lato
perché

ez + e~ iz
2
diverge lungo la direzione positiva dell’asse immaginario (a

COosz =

causa di e~**). Consideriamo invece lungo lo stesso contorno,
l'integrale

ez Ccos Z . sinz
h:?{ZZJrazdzzj{zz+a2d2+l?{zz+a2dz

Essendo il seno una funzione dispari, il secondo integrale da
contributo nullo quando & integrato lungo 1'asse reale. Quindi
I; = aJ;, nel limite R — oo, in quanto 'integrale lungo C si
annulla, nel limite R — oo, come si puo verificare direttamente,
oppure utilizzando il Lemma di Jordan.

Calcoliamo ;. Polo in ia. Residuo:

pilia)  p—a

2ia  2ia
Quindi [} = (27ti)e™?/(2ia) = me™"/a, da cui

L =a]; =me™"”

Per il secondo integrale possiamo procedere in modo analogo
oppure osservare che

I /+°° xsmx /+°° cos)\x
2 p— — P—
o0 x2+a2 AN e x2+a2

Ma l'integrale

A=1

1 cos Ax
= [

e completamente analogo a /1, calcolato poc’anzi e vale quindi

Allora

In conclusione

I=Lh+DL=mne"+me " =2me™ "
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Per calcolare
2 cos 36

Jo 5—4cosf
si procede alla sostituzione usuale per integrali di questo tipo
(figura 8.6): z = €, dz = izdf, cos® = 1(e¥ +e ) =
3(z+1/z). Si ottiene

2 cos 30 J _17{ 22 +1
0o 5—4cos®  2iJczB(2z—1)(z—2)

Polo di ordine 3 in z = 0 e polo semplice in z = 1/2. Risultato
/12

Per quel che riguarda
+eo 2 2 . e iy
I(n,a) = / x e dx, n intero positivo, a reale positivo
—00

bastano i primi della lista, ottenuti per derivazione sotto il
segno di integrale, poi si indovina facilmente lo schema

T
I =4/—
0.0) =/
(1 1
I(1L,a)=4/—|-) | =
=3 (5) (5
(1 1 3
I2,a)=4/—(=)l3) |3
20=y3(2) () ()
(1 1 3\ (5
o= () () () 6)
_ /m1x3x5x...(2n—1)
I(n,a) = V a 2mgh
Y
Poiché A )
1 >k Sim/2
fz) = coshz
ha infiniti poli nei punti % 3in/2
i
z=|n+ ) Tt
( 2 XX im/2
per calcolare T
R R
' X —im/2
1 oo p—iwx
glw) = 21 /700 coshxdx
. . . .. . . X —3im/2
conviene prendere il cammino di integrazione della figura
a lato. Si osservi la scelta di far passare il camminoper 7. Si
arriva a questa scelta per tentativi ed errori, come la scelta X —bim/2

che meglio facilita il calcolo (sfruttando la periodicita della
funzione).
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Il residuo della funzione integranda per z = imr/2 & —ie“™/? e

quello per z = —irmr/2 & +ie”*“"/2. Quindi,

1 oo p—iwx 1 too  p—iw(x+im) 1

e o axX— o= " dx = —(271i)Res = ¥/
21 /_oo cosh x * 27 /_oo Cosh(x+in) x 271( 7Tl) es=¢e

Adesso sviluppiamo il primo membro

1 400 e—iwx 1 400 e—iw(x+i7'[) 1 +o0 e—iwx WM oo e—iwx
— —d ——/ ———dx = —/ —d —/ d
27 ,/700 coshx" 27 Jowo cosh(x + i) Y= 27 ) « coshx * 27 J o coshx™"

(si osservi il cambiamento di segno cosh(x + i) = — cosh(x)).
Raccogliamo a secondo membro l'integrale cercato,

1 400 e—iwx 1 +o0 e—iw(x+i71) o 1 400 e—iwx
1 44_7/ L ix=( —/ d
2r /_oo coshx' 21t w cosh(x + i) x=(1+e )271 e coshx "

Si @ cosi determinato che
1 400 efiwx

1 W7 7/ — w7/2
(1+e )Zn — coshxdx ¢

/+oo e—iwx p ewn/Z
X =
—c coshx 1+ ewm

da cui

Si vuole mostrare che

® sinax 7T arn
= —tanh —
/0 sinh x 2 2

Un trucco simile a quello del problema precedente: sfortunata-
mente, il cammino y = 7i incontra il polo z = 7i. Ma questo
non ¢ un problema: basta prendere un cammino semicircola-

re che lo aggiri e poi far tendere a zero il suo raggio. (Con il
senno di lezioni successive, possiamo evitare questo, perché im-
pareremo che un polo lungo il cammino contribuisce con meta i
residuo). Il residuo della funzione nel polo € —isinha.

Dopo aver dimostrato che i contributi verticali tendono a zero,

possiamo allora integrare lungo il rettangolo e ottenere _R i

/°° sinaxd /"" sina(x + 7ti)

wosinhx ) e sinh(x + 7ti)

dx = rrsinha

(1 +coshar) [~ SN gy [ coSTSIT

- - dx = mrsinha
—co sinh x —o0 sinh x

® sinax sinha
—_—AaxX ="nT—F
_o Sinh x 1+ cosharmr

sinhx" 2 (1 + coshar)
(anche se non sembra & quello che si voleva dimostrare).

/°° sin ax T sinha
0
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(VII) Si vuole dimostrare che

+1 dx 2 :
I = / = —. |
-1 Y(A+x2(1-x) V3 \
|
|
La funzione integranda é singolare in —1 e +1 (figura a lato). | }
—0 O—»
-1 T oz

Passando alla multifunzione complessa

1
vV (1+2)%(1—2z)

fz) =

si vede che essa ha punti di diramazione in —1 e 1. Con riferi-
mento alla figura a lato, sia

z=—-1+ rleigl =1+ rzeigz

e scegliamo un ramo in cui

fz) = py =2 3y, = 1/3,=i(2/3)01 p=i(1/3)62

-1 1

Figura S.4: Punti di diramazione e

Osserviamo che un giro intorno ad entrambi i punti di di- taglio

ramazione non fa cambiare ramo (perché (2/3)(6; + 27) +
(1/3)(6 +2m) = (2/3)601 + (1/3)6, + 27). Possiamo quindi
scegliere come taglio il segmento tra —1e1,con0 < 0; < 27 e
—7 < 6 < 7. In questo ramo, nel limite da sopraa x € (—1,1),
siha 0] =0e 0y = 7T e quindi

e*i?‘(/3

y (1+x)2(1—x) A

f(x +ie) =123y V3e=im/3 =

Cr

Nel limite da sotto, si ha 8; = 27 e 8, = —m e quindi

1

X —ie) — p—i4n/3,in/3, =2/3, ~1/3 _ ,~in
fx —ie) 1 VT I

Possiamo allora integrare la funzione f(z) lungo il cammino L 1 1
della figura 8.11, riportata qui a lato.

Osserviamo che, pur essendo la funzione singolare, non ci

sono residui nei punti di diramazione: questo segue dal fatto

1
]{Z—pdz

e nullo per p < 1. Infatti, per un cammino circolare di raggio €

generale che

1 2 . _
—pdz:/ e e Pee®dd e P -0 per € —0
Z 0

Essendo nulli gli integrali lungo i piccoli cerchi, si ha N. B. Si tenga presente questo fatto
anche per altri problemi.
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j{f(z)dz — e /B[ 4 pmin — i (_eizn/g " 1) I
L

= (e22-1)1,

(i segni sono dovuti all’orientazione di L: sopra il taglio, il
cammino da 1 a —1, sotto il taglio, da —1 a 1). Ne segue che

1 ~

Poiché non ci sono singolarita tra L e Cg, possiamo defor-
mare il contorno d’integrazione da L a Cg, un cerchio di raggio
R > 1, come mostrato in figura, e ottenere

1
I: chlzf(z)dz

Essendo la funzione integranda regolare in ogni regione finita
al di fuori dal cerchio, calcoliamo questo integrale in termini di
residuo della funzione all’infinito. Dalla sezione 7.8,

. 1 1 1
I= (an)ml{es [O, ﬁf (w)} .

w2 w

if (1> _ 1 (1+%)_2/a(1_l)—1/a

1 _ _
_ Ew2/3w1/3(1_'_w) 2/3(1_w) 1/3

1
_ a(w + 1)—2/3(w _ 1)—1/3

::;<1—§w+“)(—n4“<1+;w+“>

Poiché il coefficiente di 1/w & (—1)~1/3, questo & il residuo
cercato. Dalla figura S.4, z — 1 = r2¢'%2, da cui (-1)"1/% =

¢~/3 nel piano z. Nel piano w = 1/z, si avra (—1)71/3 =
¢i/3. Quindi
I= (2ni)mein/3 =T ,ZZe—in/s = sin77rr/3 = 3/7;
S.8.3. [J
O 7/2
an 27/v5
(1) —47/3

(Iv) m/6

N. B. Calcolare il residuo in un polo a
significa sempre estrarre il coefficiente
dil/(z —a).
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(V) Dal problema 8.2 (V), I'integrale richiesto & 27rg(0) = 271/2 =
.

(VI) Si consideri

Zeirfz J
fczz+22+5 s

dove C e il contorno della figura a lato.

L'integrando ha poli semplici in —1 + 2i, ma solo —1 + 2i &
all’interno di C.

_ (=1420)eimm1420) e 19
Res = o qyayyz ~ 12— —
Allora
Zeinz e—irr—er T )
7{CZZ+22+5dz mi(—1 + 2i) yr 2( i)e

La funzione tende a zer per z che va all’infinito, quindi il
contributo del semicerchio C3 & nullo nel limite R — o e
quindi

27

—e " —ime”

/°° X COS 71X Z,/"" xsinmx 7w,
—00 X2 +2x+5 e X242x+5 2

-2

L’integrale richiesto & —rre e, come bonus, si e ottenuto

anche il valore di un altro integrale.
S.8.4. O

(I) In un certo senso, c’eé del miracoloso nel fatto che I'integrale di
cos(x?) converga. Infatti, cos(x?), il cui grafico & riportato sotto,
non va a zero quando x va all’infinito.

) |
V\/ VTV

Ci deve essere quindi essere un’esatta cancellazione tra parti

—
—

y

positive e negative che produce un valore finito dell’area.

Un modo per valutare l'integrale di cos(x?) e di sin(x?) & di
incominciare con la formula di Eulero,

/OOO cos(xz)dJH—i/Ooo sin(x?)dx = /

0

e dx,
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che & l'integrale della funzione complessa ez’ lungo ’asse reale
positivo. Si tratta adesso di vedere se esistono modi di chiudere
il cammino e usare il teorema dei residui. Consideriamo il
contorno nel piano complesso illustrato nella figura a lato.

Questo contorno ha tre caratteristiche che lo rendono speciale.
Primo, l'integrale lungo Cz & una fase che moltiplica l'inte-
grale della gaussiana. Infatti, posto z = e’/ lungo questo

/ eiZZdZ _ /O ei(rei”/4)2d (reir[/4>
C3 r=R
_ _in/A /R o071 gy
0

R
. )
= —em/4/ e "dr
0

cammino,

Quindi nel limite R — oo
/ e dz = —elm/4 /oo e dr = —ei”/4—ﬁ
JGCs 0 2

Secondo, l'integrale di eiZZ lungo C;, I'arco di cerchio da R a
Rei™/% nel limite R — oo, & nullo. Infatti, z = Re!™/4 lungo
questo cammino,

0

/4 ; .
/ o R giRe’odG‘
0

4
/-n/ e—RZ(COSZG—G-isin29)1'Rei9d9‘
0

/4
< / e—R2 cos20 R 4o
0

R
=20 (perché cos26 > 0 per 0 < 6 < 71/4)

Terzo, la funzione eizz e analitica nella regione delimitata da
C1+ Cy + Cs. Allora

Lol = Ll
c Jo G G

® iy eV 1 1
/Oe xX=c¢e 5 5 2—1—12 5

equivalentemente,

b i 1 /= 1 /=&
2 . . 2 _ = st P ot
/0 cos(x )dx—!—z/o sin(x )dx—21/2+121/2,

che e proprio quello che si voleva dimostrare.

e quindi

Reiw/4
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N. B. L'integrale
/°° e dx = em/4ﬁ
0 2

e detto integrale di Fresnel. Si osservi che, procedendo in modo
analogo a sopra, si perviene alla formula

/oo eiaxzdx — ein/4 /OO e—ayzdy _ ein/4 E _ E _ T
— —oo Va Va (—ia)’

che puo essere compresa come risultante dal cambiamento di

variabili

x = elﬂ'/4y,

corrispondente ad una rotazione del contorno di 7r/4. Questo giusti-
fica il passaggio da certi integrali reali che coinvolgono gaussiane, ad

altri complessi, mediante la sostituzione a — —ia.

p—1 .
j{ z dz. C2
cl+z

Poiche z = 0 & un punto di diramazione, consideriamo il con-

Si consideri

torno C nella figura a lato. L'integrando ha un polo semplice in
z = —1=¢", il cui residuo & ¢/(P" V7. Quindi

f:/ +/ +/ + [ =2mielr- D7
c Jg G Cs Cs

Gli integrali sz e §C4' rispettivamente lungo cerchi di raggi €
e Rvanno a zeropere — O(ptra0el)e R — oo (poiché p
e strettamente tra 0 e 1). Detta z = x la variabile lungo Cy, la
variabile lungo C3 sara z = e2y dato che l'argomento di z
cresce di 271 dopo un giro completo. Allora, detto

o 4p—1
I:/ X dx
o 14+x

I'integrale che si vuole calcolare, nel limite si ha

/ 4 [ = 11— 2TV = 2pieip-D7
o Jo

da cui , A
2miel(p—1)7 s s

T = 2mi(p—1) T epmi _p—pm T gin pr Y —

1l grafico della funzione In x /(1 + x?) & riportato a lato. Viene
chiesto di mostrare che c’e esatta cancellazione tra contributo
positivo e negativo all’area.

Un modo (un po” indiretto) di calcolare l'integrale e di conside-
rare

Log(z)*
]{; 1422 dz
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per il percorso in figura a lato. La ragione & che l'integrazione
lungo C; coinvolge un (Logx + i277)?, da cui, sviluppando il
qudrato si ottiene il termine Log che si vuole calcolare.

Pit1 precisamente, dopo aver calcolato i residui in i e —i, che
sono rispettivamente

1im\ 1 (imy
21\ 2 N AN A

e aver valutato che gli integrali lungo il cerchio piccolo e quello

grande non contribuiscono nei limitie — 0e R — oo, per
I'integrale di contorno si ottiene

2 00 2 1) H 2
7{ LOg(Z) dz = / Log(x) dx _/ de — 27-[1'2Res = 27‘[3 .
C 0 0

1+22 1+ x2 1+ x2
Ma
® (Logx + i27)? © (Logx)? /°° i2rtLogx /°° —47?
\LOBXY T Iy — [ 50807 1ETLO8Y L
/0 1+ x2 * /o 1+ x2 r o 14«2 x+0 1+ x2 x
Quindi,
i2rtLogx o [ 1 3
_ [ TETosY g / dx = 273,
/ 1+a2 A 0 1127 i

L’integrale reale vale 71/2, quindi l'uguaglianza risulta veri-
ficata se la parte immaginaria a primo membro & nulla, cioe

*© Logx
dx =0
/0 14 x2

se

(IV) E tempo di fare mente locale sul seguente fatto:

Mente il logaritmo, come multifunzione, preserva la proprieta
fondamentale del logaritmo reale

In(ab) = In(a) + In(b),
la sua parte principale
Log(z) = In|z| + iArg (z)
non gode in generale di questa proprieta,
Log(ab) # Log(a) + Log(b)

(a = —1 e b = i fornisce un controesempio).

Tuttavia, si ha

Log(i — x) 4+ Log(i + x) = Log(i* — x?) = Log(x* + 1) + i
(S.13)
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Questa identita suggerisce di considerare 'integrale di contor- i
no

Log(z +1)
fc 211 % i
per il contorno C in figura a lato. Il residuo in i &

-R @) R
lim(z — i) 081D _ Log(2]) .
Zi 24+1 2 —i ¥
e dunque
Log(z+1i) , , .Log(2i) T 1 ,.
?{:ﬁdz = 27i o =7 [LogZ—i— 15} = nLogZ—i—EH i.

L'integrale su Cr+ tende a zero quando R va all’infinito. Quin-
di

0 Log(x+1) ® Log(x + 1) 1 ,.
cambiando x in —x nel primo integrale, si ottiene

Log(i — x) Log(x +1i) 1 5.
A Uld / dx = mLog2 + = .
/0 211 + x2+1 x = mtLog +27r1

tenuto conto della (S.13),

* Log(x?+1) . [® dx 1 5.
—— ——— = ntLog2 + ~m7i.
/0 211 +z7r/0 21 nLog +27TZ
Poiché il secondo integrale a primo membro ¢ pari a 77/2,
uguagliando parti reale e immaginaria della precedente equa-

zione, si ottiene

S.8.5. O
0 1 )
i e e R e e
s = —1 polo semplice,

s = 2, polo doppio

1d 5 est . d [ et
Res =lim 3755 {(5_2) [(s—}—l)(s—Z)z}} =l % [s—i—l]
(s+1)test — et
im~—
s—2 (S—|—1)2
_ %tEZt _ %ezt
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Allora

-1 1 N R P TR
L {(s+1)(s—2)2 (t)—9e +3te 3¢

Dobbiamo calcolare
1
_1 -
R (s

1 1

T+12  G+is—i2

La trasformata di Laplace inversa e la somma dei residui di

Si ha

est

nei poli £i che sono ciascuno di ordine 2. Il residuo ins =i &

st 1 1 .
llm - |:(S — 1)2(62:| = _Etelt — Zielt .

Il residuoins = —i &

. d N IR U P
El)‘r}dis |:(S+l) M] = —Zte — Zle .

(che si sarebbe potuto anche ottenere direttamente dal residuo
in s = i, sostituendo i con —i). Allora

R PRI TR IR S

) Res = 4te G 4te G
= 1tcost—i—lsint—l(sinif—ifcosif)
2 2 2

Essendo s = 0 un punto di diramazione, si puo applicare la
formula di inversione

zt—a/z
F(t):E_l{f}(t)—L/Leth(z)dz:%/Le dz,

- 2mi z
a patto di usare il contorno della figura 8.12, che riportiamo a

lato.

Si osservi che il taglio per la radice & tra —co e 0: appena sopra
il taglio, lungo M, z = ¢ |x| e \/z = /|x[¢"/? = i\/|x]; appena
sotto il taglio, lungo N, z = ¢~ |x| e vz = /|x[e™/%2 =
—iv/|x|.

Poiché la funzione ¢ analitica all’interno del contorno, si ha

=l b L f




Nel limite R — oo i due integrali [+ e [-- danno contributo
R R

nullo. Valutiamo i tre integrali rimanenti, nel limite R — oo e

€ — 0.

et— u\f xe"‘fa(xe”r)l/2 0 p—xt—aiy/x
[ _/;????*M:_/;??*M

. X
/ztaf _/ oo —a

171)1/2

0 p—xttaiyx
dx :/ —dx
0 X

zt—av/z -7 ; ;
/ ¢ . dz = i/ e(“e)t*”ﬁgg/sz — —2mi per €—0
pa T

Ne segue che

F(t) = anA 27i [/ /e /} /oo = Sm”f

Poniamo
I =

1 00 ,—Xt o3
1 / e s1na\/§dx
0

7T . X

Mediante sostituzione x = 12, I diventa

2
2 e Ulgingu
o2 [,
0

T, u
Derivando rispetto a a, otteniamo
or_z2 /oo e cos audu = 2 (ﬁe”2/4t> - oo/
oa 1 Jo T\ 2/t t

Quindi, usando la condizione I = 0 pera =0,

e/ = _uzdu = erf ( a

- =5 Vi)

F(t)=1—erf <2fﬁ> = erfc (2?/%>

1:/0&\/;

Allora
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5.9

S.9.1. [J

Se ¢ f(z)dz = 0 indipendentemente da C, allora ne segue che

F(z) = /u * f(2)dz

e indipendente dal percorso che unisce a e z, purché tale percorso si
trovi tutto dentro la regione R semplicemente connessa dove vale
$c f(z)dz = 0. Ma allora

. F(z4+Az) —F(z)
F(z)=1 = .
2 A220 Az f(2)
Quindi F(z) e analitica e F/(z) = f(z). Poiché se una funzione &
analitica lo sono anche le sue derivate (sezione 9.2 ), anche f(z) &
analitica, che e quello che si voleva dimostrare.

S.9.2. [J

Consideriamo ¢ F(z)dz per una qualunque curva semplice chiusa
contenuta in R. Poiche la serie che definisce F(z) & uniformemente
convergente possiamo scambiare la somma con l'integrale:

fCF(z)dz = fcgfn(z)dz = }i%c fn(z)dz =0

perché le funzioni f, sono analitiche. Per il teorema di Morera,
concludiamo che F(z) ¢ analitica, che & quanto si voleva dimostrare.

S.9.3. O
Dalla (9.6) si ha
f"(a) _ ng f(z)dz
n!  2miJc (z—a)rtl’

Mediante cambiamento di variabili z — a = e, si ottiene

1 }I{C f(Z)dZ _ 1 ./(;2ﬂe_nitf(a—|—eit)dt

2mti Jo (z—a)™1 27
che e quanto si voleva dimostrare.
S.9.4. O
(@) Scomponendo in fratti semplici,

1 1/2 1/2

(z+1)(z+3) z+1 z+3°

Se |z| > 1,
2 A 4 11 1
z4+1 2z |1+z1| 2z z z2 oz
1 1 1 1

T 22t oAt



(©

(d)

Se |z| < 3,
1/2 1 1 1 z 2 B
z+3 6 |1+z/3 6 3 32 3
_1_ z z2 _ z3 n
T 6 6x3 6x32 6x38 7

La serie di Laurent richiesta & dunque

1 1 1 1 1 z z2 23

oA T3 T2 T T %3 6x3 Texm

Se |z| > 1, si ha, come prima

1/2 1 1 1 1

211 22 22 28 AT

Naturalmente, questa serie vale, a fortiori, per |z| > 3. Per 'altro
fratto semplice, per z > 3 si ha Se |z| > 1,

1/2 1 1 1 3 32 33
—_ — — = — 1—*-’-*2—*3—’_...
z4+3 2z |1+43z71 2z z oz z
1.3 ¥ 3
T2z 272 273 x4 T

Quindi, per sottrazione delle singole serie,

1 _1 4,13 40,
(z+1)(z+3) ¢ 5T

z2 8

Siaz+1 = u. Allora

1 1 1
(z+1)(z+3) u(m+2) 2u(l+u/2)
e e e
C 2u 2 4 8 T
1 11 1
= s (24 1) = —(z4+1)%+...
a1 2 gt e

valevole per |u| < 2, cioe 0 < |z 41| < 2.

Per |z| < 1, si ha la serie di Taylor ottenuta sottraendo dalla serie
di Taylor per (1/2)/(z+ 1) quella per (1/2)/(z + 3) gia ottenuta
al punto (a). 1l risultato e

1 1 4 13, 40
=zt -+

z+1)(z+3) 3 9 "27° "8l

S.9.5. [0 Osserviamo che

F(z) =14z422 4244284210422 =z4 [1+22+Z4+28+216---} .

SOLUZIONI DEI PROBLEMI

393



394 INTRODUZIONE AI METODI MATEMATICI DELLA FISICA

Allora

F(z) = z+ F(z%)
F(z) =z +22 + F(z%)
F(z) =z + 22+ 2* + F(z})

Da queste relazioni risulta che i valori di z tali che z = 1, 22 =1,
z* = 1,...sono tutti singolarita di F(z) in quanto F(1) = co. Ma
queste singolarita riempiano densamente il cerchio unitario |z] = 1 e

impediscono il prolungamento analitico oltre di esso della funzione.
S.9.6. [

(i) Integrando per parti (trasformata di Laplace), si ottiene

o0 6
Fi(z) = /0 e dt = a5 Re(z) >0

(ii) La funzione F,(z) = 6/z* & analitica ovunque eccetto in z = 0
e coincide con Fj (z) per Re (z) > 0. Quindi ¢ il prolungamento
analitico di F.



S.11

S.11.1. O Usiamo la convenzione @

FF) = k) = —= [ fjeax
FI7() = flx) = <= [ fetak
Allora
Ff(x) = %/: fly)e "*dy

S R e

= F ' f(—x)
Quindi

F*f = FF'f(—x) = f(—x)

S.11.2. J

(a) f pari significa f(—x) = f(x). Se f & pari allora F>f = f(—x

f(x). Se Ff(x) = f(x) allora f(x) = f(—x).

(b) f dispari significa f(—x) = —f(x). Come prima, F2f(x) =

—f(x).

¢) f = fp+ fp (qualunque funzione & decomponibile nella somma

di una funzione pari e una dispari). Allora

F*f = F*(fp+ fp) = F*(F*fp + F*fp) = F*(fp — fp)

(d)

1 e}

N wa(x)e*ikxdx = \/127” /j:o fx)e**dx

= = [ ftxe

x)e *dx

=¢1271/°;f<
(e)

1

f(=

=1
= [ s

V21T J—o0

=frt+fo=f

it /_0; f(x)e—tkxdy = \/L /oo Fx)e™dx

SOLUZIONI DEI PROBLEMI 395
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(f)

Flb) = —= [ poe s
= o= [ S
= = [ e
= 74

F = —= [ pxjeiax
= [ A
_ _V;Tr /jof(x)eikxdx
= ~f(-K)

S.11.3. O
1 se x| <1
f<x>—{ o

0 altrimenti

1 —ix ik —ik ;
_ikx e et —e sink
dx = = =2
L A ik k
da cui @
~ 1 _sink 2 sink
k — — _
fll) = ——=2—¢ —
S.a1.4. O
1 se x| <a F - 2 sinak
f() {0 altrimenti f k) Tk
allora, per la relazione di reciprocita,
2 sinax F -~ 1 se k| < a
f() T X f&) {0 altrimenti

S.11.5. O k = 1 & una discontinuita: regola dell’1/2 della somma di

limite destro e sinistro (sezione 11.8).

1 oo 2 sinx
— \/ = (coskx + isinkx)dx
/27T ‘/—oo T X
g/‘”sinxcosx N 1
7T Jo X 2
/°° sin x cos x T
0

140

2

k=1

dx = —
X x4
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S.11.6. [0 Si usi integrazione per parti e esercizio precedente:

o0
sin? w % sinw cos w e
—sm 2wdw = — 2 —_—dw = =
\- w w 2
0
~———
=0

S.11.7. O Gia svolto con il calcolo dei residui:

/Oo efa|x\efikx _ 2a
2 2
—00 a- + k

S.11.8. [0 Dall’esercizio precedente segue che

% /00 a22—fk2 eikxdk — e*ﬂ|X‘
—00

ovvero

0% _ 2a /°° cos kx
0

o a2+ k2
che e quanto si chiedeva di dimostrare.

S.11.9. O
In primo luogo si osservi che

% sink T
/0 k=T

Questo integrale puo essere calcolato con i metodi dell’analisi com-
plessa oppure essere ottenuto come conseguenza del fatto che

1 /oo Esinkeikxdk_ 1 se |x| <1
V2 - V Tk 10 altrimenti

Ponendo x = 0 si ottiene
/°° smk

da cui segue il risultato desiderato. Adesso si effettui nell’integrale il
cambiamento di variabili xt = u e si osservi che, per x > 0,

[ee] 1 [ee] 1
E/ smxtdt:E/ smudu:1
7T Jo t 7T Jo u

2 [ sinxt 2 [ si
7/ sin x dt:f—/ smudu:i1
7T Jo t 7T Jo u

che & quanto si voleva dimostrare.

eperx <0,

S.11.10. (I
nm®
1—ik

0= i
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a @

~ 2 sin?k
10 ="
Sazr.a1. O
@ @
-~ 2 sinZk

(b) Vedere esercizio precedente.
S.aa1.12. O

(I) Esercizio svolto col metodo dei residui (da ricordare a memo-

ria):
) e—ikx 3
/ ~ = e
J—oc0 1 +x

Dunque, con la convenzione @

~ 1 1 o pikx T
— — — — k]
f k) F(1+x2> \/ﬂ./_mlerzdx 2¢

(1)
a—ix a—ix 1 —i

g(x):a2+x2 T (atix)(a—ix) a+ix x—ia

1 1 oo _ i,—lkx
F< . > = / © ix
a—+ix 2T J—o X —1a
Metodo dei residui: polo semplice in x = ia. Perk > 0,
chiusura nel semipiano inferiore,

—1 1
F(x—ia) \2n =0

Per k < 0, chiusura nel semipiano superiore,

—1 1
~ _ — (27 (—i ak _ 2 ak
g(k) F(x—ia) m( i) (—i)e V2re
Quindi
a—ix r V2me™ se k<0
aZz 4+ x2 0 se k>0

Per k = 0, regola dell’1/2:

(1)
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(IV) Integrale di Fourier della gaussiana (da ricordare a memoria):

/OO e~ ik gy = Ee_%
o a

o . / 2
L/ e—axze—lkxdx — le_ﬂ
V27 J—oo 2a

Completare i quadrati
2 2 1 1
ef2x +2x _ 672(36 7x+1)+7 —e
e usare la proprieta di traslazione della trasformata di Fourier.

(V) Simile.

(VI) Si derivi membro a membro rispetto a k:

1 *© —x2 —ikx \/T _$
— e Ve ™ dx =/ ze” &
V2 /foo 2
Allora

. 1 2k 2
_ —ikx — (" -
\ﬁ/ ix)e e dx 5 ( 1 ) e 4,

2 —i ., _$
xe e gy = ke a

\/;71 /_O:o 2V2

(VII) Come nell’esercizio precedente, usando

oo —a|x| ,—ikx _ 2a
e e = 5
oo a*+k

1 —ike (2+%)

da cui

(VIII)

S.a1.13. O
Con la convenzione @, risulta comodo definire il prodotto di

convoluzione nel come

frg(x \/7/ flu)g(x —u)du

(I'esercizio e inteso con questa convenzione).

1 o .
frglx) = Tom / f(u)sin(ax — au)du
i(ax—au) _ p—i(ax—au)

W/f 2i du

[ / Flu)e ™ dy — /_oof(u)ei“”du]
/ £

eT iy — pmiox /oo f(u)ei””du} (f e pari)

—00
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S.11.14. O Richiamiamo il dizionario di traduzione:

F AL —ikx
Y(x) — Y(k) = \/2771/4» Y (x)e "dx
%Y(x) E vk (D —iQ)
2 -
SY() R S0 (D* = —Q?)
(x) i%f/(k) (Q — iD)
Yo B vy = \/;7 / " P (lel dk

7T J —00
Dunque

Y'(x) +Y'(x) +xY(x) =0  — RT 4T +ity =0

dk

Occorre quindi risolvere la ODE

ay

= —(ik* + k)Y
Questa equazione ¢ del prim’ordine e le variabili sono separabili, per
cui R
g Y g
% - —/(ik2+k)dk
€ 3 g2
o ke k
logY = iz +logC
e
Y(k) = Co— i3 /3)=(K2/2)
da cui

Y(x) = —— / " gk il /3)-(02/2) g
V271 J -0
Possiamo esprimere questa risposta in termini di quantita reali
usando la formula di Eulero per I'esponenziale complesso e ponendo
per brevita A = C+/2/7. Dopo aver osservato che l'integrale con il

seno si annulla (perche?) si arriva a

b K3 2
Y(x) = A/ cos (kx - 3) e R 2k
0

Era stata chiesta la soluzione generale dell’equazione. Poiché
I'equazione differenziale & del secondo ordine, la soluzione deve
dipendere da due costanti arbitrarie, ma noi ne abbiamo trovato
una sola. Evidentemente, il metodo della trasformata di Fourier non
permette di vedere una soluzione. In effetti le cose stanno proprio



cosl: esiste un’altra soluzione, linearmente indipendente da quella
trovata, che non ha trasformata di Fourier. Passando alle trasformate
di Fourier, abbiamo perso questa soluzione.

Dopo aver studiato la trasformata di Laplace si ritorni a que-
sto problema e lo si risolva usando il metodo della trasformata
di Laplace. Si stabilisca se in questo modo si trova la soluzione
mancante.

S.11.15. O Passando alla trasformata di Fourier,

1
/ flt = w)f () T2y

Y
V2rf(k)? = 1\/Ee_“k
al 2
Quindi
~ 1
k) = +——¢alkl/2
floy =+
Poiché

—Alk| J2_A
¢ - T A2 4 x?

si avra che

o—alkl/2 I /2 a/2 _*l 22
,/ = V24 a/22—|—x2 \/Eaz—i—élxz f(x)
S.11.16. U
Analogo al precedente.

S.11.17. O Analogamente agli esercizi precedenti, si perviene ad
un’equazione algebrica nello spazio delle trasformate di Fourier:

Varf(k)? + 27 (k) = (k)
dove g(k) & la trasformata di Fourier di

(x) = 4x? 410
s = t(x* +5x2 +4)

Risolviamo 1’equazione algebrica

V2rf (k)? + 2f (k)

—2:|:\/4+4\/ g (k)

s

—8(k)=0
Si ha

1+ v2nrg(k ]

:l

SOLUZIONI DEI PROBLEMI
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Calcoliamo

4x2 4+ 10

1 o ;
3(k) = —ikx
&) V2 /700 n(x4+5x2+4)e ax

usando il metodo dei residui.
L'integrale
1 42 +10 :
[= = y{ —ikz d

T (z4+522+4)e “
soddisfa le condizioni del lemma di Jordan. Chiudiamo nel semipia-
no inferiore I1~, per k > 0, e nel semipiano superiore IT*, per k < 0.
La funzione integranda ha 4 poli semplici in a = £i e a = +£2i, infatti

422 +10 422 +10 422 +10

(z4+5224+4)  (2241)(z2+4) (z+1i)(z—1)(z+2i)(z— 2i)

II calcolo risulta pit1 veloce se ricordiamo l’esercizio 11 degli esercizi
di riepilogo dopo la lezione 7:

eftka

(422 4+ 10)e~ k=
473 +10z

z e~ ikz
Res(a) = I{/((z)) —

4 a

z=a

z=a z=a

Allora, per k > 0 (ricordarsi che la chiusura di sotto cambia il

verso antiorario in orario) si ha

—ik(—i)  ,—ik(—2i)
I:—%(Zm') le 46 , ] =2e k472

—1 —2i
eper k <0,

1 —ik(i) —ik(2i)
I = = (27i) [e I T, = 26K 4 &%
7T i 2i

Ne segue che
I — 26_|k| + e_zlk‘

da cui
(zeflkl + e*ZIkI)

1 1+¢Z@@ﬂ

-1+ \/1 + (2~ Kl + e—Zk)]

-1+ (1+e—kﬁ}

:—1i(1+e4Mﬂ
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Otteniamo cosi due soluzioni dell’equazione:

) = LK
filk) = o g
fa(k) = Trc( 2 o)

La soluzione 2 tuttavia non & accettabile perché non tende a zero
quando k — co e quindi I'anti-trasformata di (k) non & definita
come una funzione ordinaria (lo sarebbe, eventualmente, nel senso
delle funzioni generalizzate).

In conclusione, la sola soluzione accettabile dell’equazione integra-
le corrisponde a f1(k). Poiché

N N
1+ x?

la soluzione cercata e

f = =2 = ]
S V2rV i+ m(x2+1)
S.11.18. O
L’integrale in
0 1
e Vdy = ——
p(x)+/0 plx—y)edy = 30—

non appare come una convoluzione perché é solo da 0 a +co invece
di essere da —oo a +co. Tuttavia possiamo sostituire il limite inferiore
di integrazione con —oo se sostituiamo e ¥ con una funzione g(t) che
e uguale a ¢7¥ quando y & positiva e & zero quando y & negativa. Con
questa sostituzione

o 1
plx) + /_wp(x YWy = 1
Passando alla trasformata di Fourier
o 1
p(x) + /_wp(x YWY = 10

J
p(k) + VZrp(k)g(K) = \/fek

L'equazione ¢ facilmente risolta se calcoliamo g:

~

1 o0 _;
80 = [ sty My
1 :
= —Ye—ikyg
o h
1 oo ;
- —y(1+ik) 4
V21T /0 ¢ 4
1 1
1+ ik

)

403



404 INTRODUZIONE AI METODI MATEMATICI DELLA FISICA

Quindi

[1 + lek} B(k) = \/§6k
o = /7 (5 ) e

Trasformando indietro

_ 1 o 1+lk 7“{‘ ikx
o) =3 | (i) e

da cui

B /‘°° cos xk + cos(xk — k) + ksin xkdk
—Jo 2+ 2cosk + 2k sink + k2
S.a1.19. U
Trasformiamo l'equazione secondo Fourier:
P+ f0)+ f+1) = 1
o 1+4a2
¥

[ik +1+ e*ik} flk) = \/felk

~ T e
o) = \/:(ikJrl +e i)

da cui

e quindi f(x) ...
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S.14
S.14.a1. O
Fs)= [ e st
0
1.
2 b, ¥
s3 52 s
2.
s
a1 s>1
3.
2
s(4+s2)
4.
1
s2+4
5. )
s
(52 — 1>2 , s>1
6.
T
s
S.14.2. O
1.
gt
2. 5
2cosh3x — 3 sinh 3x
3. .
Lot
2 (1 ¢ )
4.
2 /L
T
5.

O(x—3)+0(x—1)

dove O ¢ la funzione di Heaviside.

(e—bt . e—at)

| =
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S.14.3. O

11 lato sinistro dell’equazione & la convoluzione di 3 e Y(t). Ap-
plicando la trasformata di Laplace ad ambo i membri dell’equazione,
a primo membro si ha il prodotto delle trasformate e I'equazione
diventa

V65 =F) = V)= g

4

La moltiplicazione per s* e associata ad una derivata quarta rispetto

al tempo. Infatti, sappiamo che se L{f(t)} = f(s) allora
L{f' (1)} = sf(s) = £(0)

da cui
L")} = s/ (5) = £/(0) = 5 (sf(s) = £(0)) = £ (0) = sF(s) =5 (0) — £'(0)
che e la regola per la derivata seconda. Nello stesso modo si ottiene

L{f" (1)} = s> f(s) — s2F(0) — sf'(0) — £(0)
L{fW (1)} =s*f(s) —s>£(0) — 2 (0) — sf"(0) — £(0)

L{FD(1)} =5"F(s) ="' f(0) =s"2£/(0) —... — f""1(0).

Ritornando al nostro problema, abbiamo dunque

V(s) = 25 () = 7 [LUD ) +5°4(0) +52(0) +5£(0) + £(0)]

Notiamo che dall’equazione

[ 6= Pt = £

segue che f(”) (0)=0,n=0,1,2,3,.... Quindi,

T(s) = ¢ £{F (1)}

ovvero 1

Y(t) = 2f 9 (1)
Il metodo funziona se f & derivabile fino al quarto ordine, che &
dunque la condizione richiesta.

S.14.4. O Questo problema puo essere risolto in maniera analoga
a come é stato risolto il problema di conduzione del calore nella
sezione 8.7, esempio 8.5.
Prendiamo la trasformata di Laplace rispetto al tempo di ambo i
membri della
2f  19°f
ox2 292
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posto
f(s,x) E/O flx, t)e tdt,

e assumendo che nel corso del tempo la soluzione si mantenga
limitata, si ottiene

2F(x,5) - sf(x,0) — 9 (x,0) = AF" (x,5)

dove f & la derivata seconda rispetto a x. Poiché le condizioni
iniziali f(x,0) e 9;f(x,0) sono entrambe nulle, 'equazione per f
diventa
S, s2
" C72 f -0

Questa e un’equazione alle derivate ordinarie rispetto a x (s € da
considerarsi un parametro), la cui soluzione generale &

Cle(s/c)x + Czef(s/c)x ,

dove c; e ¢z sono due costanti arbitrarie tali che, per essere deter-
minate, sono richieste due condizioni. Una condizione ¢ che la so-
luzione si mantenga limitata nel tempo, il che si traduce in ¢; = 0.
Allora

f(x, S) _ Cze—(s/c)x

L'altra condizione & che per x = 0, f(0,t) = g(t) = cos? t. Si denoti
con g(s) la sua trasformata di Laplace. Allora

f(0,5) = ca =g(s),

dunque,
Flas) = gls)e /0.
Per la seconda proprieta della traslazione della sezione 14.3: se

L7HgZ(s)} = g(t) allora

Ay oas~yay ) 8(t—a) se t>a
£ e g(s)}—{ 0 se t<a

Ne segue che

cos’(t—2%) se t>x/c
) = ¢
flxt) { 0 se 0<t<ux/c

vale a dire,
u(x,t) =0 (t - %) cos? (t - %)

dove © ¢ la la funzione di Heaveside.

Fisicamente, questo significa che un punto x della corda resta in
quiete fino all'istante t = x/c e, a partire da questo istante, compie
uno spostamento identico a quello dell’estremita x = 0, ma in ritardo

407
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di un intervallo di tempo uguale a x/c. La costante c & la velocita a
cui viaggia 'onda. Questo comportamento € in completo accordo con
la propagazione causale delle onde che abbiamo messo in evidenza
nel capitolo 12.



S.16

S.16.1. [J
Si ha

1/2 se n=20
~ 1 T . 1 7T .
On) = 5 [ Owemix= o [Te™ar =4 0 se u pari
27 27 Jo . ; .
1/(int) se n dispari

—7T

S.16.2. J Elementare, dall’esercizio precedente.

S.16.3. [J
Si ha

N 1 ¢« .
_ = (a—in)x
f(n) o= /fﬂe dx

ela—in)x &

- 27(a —in)

x=—71
ela—im)m _ ,—(a—in)m

27t(a — in)

ar —art

27t(a —in)
(=1)"(a +in)sinhar
n(a? 4 n?)

= (1)

S.16.4. O
Integrando membro a membro la serie di Fourier di x, si ottiene

1, o (—1)"
—X NZZ 5 cosnx + costante
2 = n

La costante e determinata dall’essere (sempre) la media della funzio-

ne )
1 m1, T
tante = — [ —x%dx = —
costante 27t/77r2x x 5
S.16.5. [
La serie di Fourier
S Vi
xNZZTSinnx, —n<x<nm
n=1

non converge a x, piuttosto alla sua estensione periodica f(x), che
ha una discontinuita a salto nei multipli dispari di 7r. Per essere de-
rivabile, la funzione deve essere almeno continua. Se poi ha derivata
prima continua é di certo derivabile .

Norta. Si puo tuttavia assegnare un’interpretazione alla serie deriva-
ta. Si pud dimostrare che f’(x) non & uguale alla funzione 1, ma una
funzione delta concentrata ad ogni discontinuita di salto:

fl(x)=1-2r i Slx—(2n+1)n]

n—=—oo

SOLUZIONI DEI PROBLEMI
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S.1y7

S.a7.a. O

Risposte:

1. Spazio vettoriale complesso.
2. Spazio vettoriale reale.

3. Non e uno spazio vettoriale.
4. Spazio vettoriale reale.

S.a7.2. [J

Assumere che i numeri sono differenti e mostrare che questo porta
ad una contraddizione. La parola chiave ¢ “linearmente indipenden-
ti”.

S.17.3. O
Usare 'uguaglianza |[u+v||? = ||u||® 4+ 2Re (u|v) + ||v||. Si
consideri u = (1,1) e v = (i, ).



S.18

S.18.1. O
Risposte:

1. 0.

2. 2/3.
3. 8/3
4. V14
S.18.2.

La proiezione ortogonale del vettore f lungo f; € il vettore

{fil f2) A2 AN A
e valore numerico della proiezione &
o ilf)
i = .
[Ifill
Sihaci =+v7/2,¢c0=0,c3 =+/7/2.
S.18.3. [J
No, perché |x| = x su [0, 1].
S.18.4. O
x>-=1/2
S.18.5. [J
a<—1/2
S.18.6. U

Usare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. f(x) =1/+/x in (0,1]

3 3

S.18.7. [J Talla trigonometria elementare: sin” x = 3 sinx — % sin 3x

S.18.8. [J Usare il fatto che per ogni polinomio P, P(x)e™* — 0 per

X — 0.

S.18.9. I Risposte:
(i) 1

(i) 1

(iii)) o

S.18.10. O Risposta: c; =1, ¢y = =2/m,c3 = -1/

S.18.11. O Risposta: a9 = 71/2,a1 = —4/m,a,=0,b1 =0,b, =0.

S.18.12. O a, = 1/n. Convergenza 12.

SOLUZIONI DEI PROBLEMI
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S.19

S.9.1. O IIPCe

ou du
u(0,f) =u(m,t)=0 t>0
u(x,0) = sin® x 0<x<m

1° METODO. Risolviamo il problema per separazione delle variabili
u = X(x)T(t). Allora
X'+ A°X =0
T +A*T =0
la cui soluzione &
uy(x,t) = (ay cos Ax + b, sin Ax) et
La condizione al contorno u(0,t) = 0 per tuttii t > 0 implica

u)(0,f) = a;tef/\zt =0 pertuttiit>0

quindi a) = 0. La condizione al contorno u(7,t) = 0 per tuttiit > 0
implica

uy(m,t) = by sin()\L)e*)‘zt =0 pertuttiit>0
che ha soluzione non banale per

sin(A7r) =0

A=A,=mn,, n=1273...
Sono dunque soluzioni indipendenti dell’equazione:

uy(x,t) = by sin (nx) e n=1,23,...

e la soluzione generale & una sovrapposizione di queste. Guardia-

mo il dato iniziale: dalla trigonometria elementare (problema 18.7):

3 3

sin”x = zsinx — % sin 3x. Dunque nel dato iniziale ci sono solo i

modi n = 1 con peso 3/4 e il modo n = 3 con peso —1.4. Quindi la
soluzione del problema al contorno e

9

3 1
u(x,t) = e tsinx — ~—e ' sin3x

4 4
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2° MeTopo. E un problema di Dirichlet su un intervallo limitato che
puod essere risolto per estensione dispari a [—7,0] del dato iniziale.
La soluzione & quindi della forma

u(x,t) = Y by(t)sinnx,
n=1

N , . 2 .
che, inserita nell’equazione %—'j = % fornisce
dby, 2
— = —n“b,(t),
g o)

da cui
bu(t) = by(0)e ™.

Poiché sin® x = 3 sinx — § sin3x, i coefficienti b, (0) sono tutti nulli

eccetto by e bz. Quindi

9 sin3x

3 4. 1_
u(x,t) =-e "sinx — —e
(1) = i
3° METODO. Questo metodo e per chi non ha seguito le lezioni di
teoria sui problemi al contorno, ma ha dimestichezza con il metodo
della trasformata di Laplace per risolvere equazioni.
Prendiamo la trasformata di Laplace dell’equazione,

- d*i
sii(s, x) —up(x) = —
( ) 0( ) dXZ
dove up(x) = u(x,0), e riscriviamo 'equazione ordinaria cosi
ottenuta nella sua forma standard
u
— —sii(s,x) = —up(x).
o —sit(s,x) = —uo(x)

Consideriamo u( pit generale del dato iniziale di questo problema,
per stabilire le caratteristiche generali del metodo della trasformata di
Laplace per problemi di Dirichlet, sia:

[e9)
ug(x) = Y bysinnx,
n=1

La soluzione generale della precedente equazione, che ¢ lineare e
non omogenea, € la somma dell’omogenea associata e di un integrale
particolare. La soluzione dell’omogenea ¢

creVs¥ 4 cpem VSY

Per trovare una soluzione particolare, poniamo u# = Y. ; B, sinnx.
Allora, sostituendo nell’equazione

[e0]
(—n® —s)Bysinny = — Y bysinnx
1 n=1

[7e

n
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Quindi B, = b,/ (s + n?). Allora una soluzione particolare &

i Lbn sinnx
s+ n?

n=1

e la soluzione generale dell’equazione &€ dunque

b, sinnx

~ d 1
(x,5) = c1eV>* + o™ VP T + ngl s+n?

Prendiamo la trasformata di Laplace delle condizioni al contorno
che dipendono da ¢

(s, 0) = / (0, H)e>tdt = 0
0
(s, m) = / u(m, t)e stdt =0
0
Queste condizioni forniscono

c1+c=0
V5T 4 e VT =0

Quindi deve essere ¢c; = 0 e c; = 0. La soluzione ¢ allora

[09)
- 1 .
u(x,s) = —— b, sinnx
(xrs) Z s+n2"
n=1
Prendendo I’antistrasformata di Laplace (ricordando che I’antitrasfor-
mata di 1/(s — a) & ) si ottiene

[0.0)
u(x,t) =Y e "h, sinnx
n=1

che coincide con la soluzione precedentemente trovata con gli altri
metodi (tenuto conto che i coefficienti b,, sono tutti nulli eccetto by,
che vale 3/4, e bs, che vale -1/4).

S.19.2. O IIPCe

ou  d%u
- _ 7 t
5% = a2 0<x<3,t>0
Ju
u(0,t) =0, ax(?" )=0 >0
u(x,0) = sin% - sin?

Risolviamo il problema per separazione delle variabili 1 = X(x)T(t).
Come nel procedente problema, arriviamo a

uy(x,t) = (ay cos Ax + by sin Ax) e~ MDt,
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Come prima, la condizione al contorno u(0,t) = 0 per tuttiit > 0
implica ay = 0. La condizione al contorno d,u(3,t) = 0 per tutti i
t > 0 implica

Oxty (X, 1)] sy = Aby cos(3/\)e*A2t =0 pertuttiit>0
che ha soluzione non banale per
cos(3A) =0

cioé per

3\=@2n+1)=, n=0,1,23,...

N

ovvero
A=Ay = (2n+1)%, n=1,23,...

Sono dunque soluzioni indipendenti dell’equazione:
un(x,t) = by sin (nx) e=(@n+1?m/36 193

e la soluzione generale & una sovrapposizione di queste. Il dato
iniziale contiene solo i modi n =1 e n = 2. Quindi

u(x,t) =e" /4 sin % — e B3 gy ST
S.19.3. O y A
-1 \/ﬁ e‘|x!
u(x,y) = sinh3—n sin 3—nx sinh 3—ny
2 2 2 |

S.19.4. O

La funzione nella condizione iniziale € mostrata in figura a lato.

Applichiamo alla PDE

i X

2 2 '
9u _u 1 o1
otdx  Jx?
il metodo di soluzione basato su trasformata di Fourier F rispetto alla

variabile x (usiamo la convenzione ® per F). Otteniamo, a primo

o%u 0 Ju d ou od
F <atax> =F (E)té)x) —at <ax) = kgt

A secondo membro

membro,

82u 2~
Dunque,

dii(k, )
dt

dii(k, t)
dt

ik = —k*i(k,t) = ODE: = ikii(k, t)
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La soluzione della ODE con dato iniziale #(k,0) &
ii(k,t) = i(k,0)e*t

dove

7(k,0) = F ([ XI) g L \f e e

Calcoliamo l'integrale:

1 [t ; 1 /0
= —|x| ,—ikx 7. __ 7/ P —1kx / e —lkx
7 ./_oo e Mem ™ dx = 3 dx + = 5 dx

_ —Xx zkx e —ikx
= 2/ dx+2/ e "dx
+oo

_ 2/ x(1— zk)dx+2/0+ooe,x(1+ik)dx
1 -1 1 —1 o
:El_ike xezkx0+§1+lke Xp zkx0
1 1 1
:z(—m+1+m
1 /1+4+ik+1—ik
:z( 1442 )
1
T1tR
Quindi .
> _ ikt
i(k,t) T et
Allora

u(x,t) = F! (1_:kzeikt> .

Detta f(x) la F~! di i +k2 , per la proprieta che una modulazione

diventa una traslazione (attenzione al segno!), la soluzione sara

flx+t)
Ma f(x) & chiaramente \/ge_'x |, visto che abbiamo appena mo-

strato che la trasformata di Fourier di questa funzione & 1/(1 + k?).

u(x, t) = ,/ge*‘”t‘

MEeTtopo 1. Ci si ricorda la soluzione generale dell’equazione delle

Dunque, la soluzione &

S.19.5. O

onde in una dimensione, per cui senza fare un calcolo si scrive

u(x, t) == la(x+t)+a(x —t)]

1 1
+
14+ (x+8)2 1+ (x—1t)2

I\)M—\I\J\H



METODO 2. Si usa il metodo della trasformata di Fourier:

>0 5~
az -k

ii(k,t) = A(k) cos(kt) + B(k) sinkt

dato iniziale implica B=0e

it = 1(k,0) cos(kt)

~ 1 T ik
u(k,O):F(sz) = | JZe

per l'esercizio precedente (e la relazione di reciprocita).
Quindi

u(x,t) = —— o lkl\/>C05 kt)e™dk = / el cos(kt)e™*dk

Ma

1 fo° . ) ikt —ikt
f/ e M cos (kt)e** dk = 1/ e HE_TC te e** dk
2 ) 2 ) 2

_ i/oo oIkl ik(x+t) g 4 % /oo o Ikl pik(x=1t) g

dove

1 1 1
) {1+(x+t)2+1+(x—t)2}

S.19.6. U
di 1., m = 1 ks
E =— K1 = k) =a(k0)e
. 1 2 1l e
k,0) [ e ey = e P = e
60 = VARG
1 e 2 1 e
u(k, t) = oK/ k(1) /4
/2 V2
Dunque,
2
u(, ) / oK (+t) /4 pikx g3 (a=01+1t)/9
\ﬁ
_ 1 T e_x2/[4(1+t)/4]

S.19.7. [ Stesso procedimento del penultimo problema. Risultato:

u(x,t) \/7/ cos(ctk) e* gk

_ 1 /2 [sin(x+ct)  sin(x—ct)
X +ct x—ct

2 T

SOLUZIONI DEI PROBLEMI
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S.19.8. [J
Stesso procedimento degli esercizi precedenti. Risultato:

(x t 7Dk2teik(x+Kt)J/(\(k)dk

vl

S.19.9. [J
Idem. Risultato:

1 © ~
u(x,t) _ / —mk3t zk f( )
S.19.10. UJ
dit

dt
Risolvendo la ODE, si trova

= —atk®n 7(k,0) =

/—\>
=
=

il\(k, t) _ ’\(k)efutzkz/Z

1 o 212 /n ; 1 2 2
F—l [e—at2k2/2} (x) _ / e—ut k /Zezkxdk _ e /(2at*)
V21 J—oo Vat?

Quindi

x2/ (Zutz

1
\/at t\/Za

(si faccia attenzione al fattore \/% della convoluzione quando si usa

u(x,t) = fx v @) £(y)dy

la convenzione @) per F).

S.19.11. U
Stesso procedimento dell’esercizio precedente. Risultato:

u(x,t) = f*gi(x)

dove

- - 4(l;e’t)
8 = e

S.19.12. [0 Discende dalla soluzione come convoluzione del nucleo
del calore con la condizione iniziale.

u(x,t) = \/z/owﬁ(k)el)kztsin(kx)dk
- \/Z/OOO F(x)sin(kx)dx k>0

S.19.13. U

dove
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