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1. Usare il metodo dei residui per calcolare

∮
C

z2

z3 − 8
dz, dove C è il cerchio di raggio 1 e centro 3/2.

2. Calcolare l’integrale ∫ ∞
0

sinx

x
dx

(a scelta: con il metodo dei residui o con il metodo della derivazione sotto il segno di integrale).
3. Sia z = peit + qe−it, dove t è il tempo e p, q (p > q) sono numeri reali, l’orbita di un punto nel

piano z.
(i) Si mostri che si tratta di un’ellisse e si determini la posizione del centro e dei fuochi.

(ii) Si consideri la trasformazione z 7→ w = z2. Come si trasforma l’orbita? Come si trasformano
i fuochi e il centro dell’ellisse?

4. Si consideri la funzione

f(x) =

−1 se −π < x < 0
0 se x = 0
1 se 0 < x ≤ π

(i) Determinare l’espansione in serie di Fourier (trigonometrica) di f(x).
(ii) La serie ottenuta è uniformemente convergente? Perché?

5. Si consideri la funzione f(x) = xe−x
2/2.

(i) Stabilire se f è un’autovettore della trasformata di Fourier F .
(ii) In caso affermativo, determinare il corrispondente autovalore.

6. Una corda di lunghezza infinita con un’estremità in x = 0 si trova inizialmente in posizione di
riposo lungo l’asse x. L’estremità in x = 0 viene sottoposta ad uno spostamento trasversale
periodico dato da A0 sinωt, t > 0, come mostrato nella figura sotto.
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Now:

APPLICATIONS TO BOUNDARY-VALUE PROBLEMS [CHAP. 8
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using L'Hospital's rule. Thus we obtain
4(U1- UO) - (_1)n

U(x, t) = Ut + e-(2n-1)2nskt/412 cos (2n -1)7rx
7r -1 2n -1 21

THE VIBRATING STRING
4. An infinitely long string having one end at x = 0 is initially at rest on the x axis. The

end x = 0 undergoes a periodic transverse displacement given by Ao sin Wt, t > 0. Find
the displacement of any point on the string at any time.

Y

4

Fig. 8-7

If Y(x, t) is the transverse displacement of the string at any point x at any time t, then the
boundary-value problem is

a2y a2Y t>>0= 2 ,x 0aat2 ax2

Y(x, 0) = 0, Yt (x, 0) = 0, Y(0, t) = A0 sin wt, I Y(x, t)I < M

(1)

(2)

where the last condition specifies that the displacement is bounded.

Taking Laplace transforms, we find, if

sty - s Y(x, 0) - Yt (x, 0)

y(x, s) = . {Y(x, t)},

= a2 dy or
2

d2y - 2 y = 02 (3)dx dx2

A0 sin wt

A 0c,
y(0, t) = 82 + W2 1 y(x, s) is bounded (k)

Mediante il metodo della trasformata di Laplace, determinare lo spostamento Y = Y (x, t) di un
generico punto x > 0 della corda in un generico istante t > 0, assumento che Y soddisfi l’equazione
delle onde

∂2Y

∂x2
=

1

c2
∂2Y

∂t2

e che sia limitata, cioè |Y (x, t)| < M , dove M è una costante.
7. Sia

F1(z) =

∫ ∞
0

t3e−ztdt

(i) Dimostrare che F1(z) è analitica in tutto il semipiano destro Re(z) > 0.
(ii) Dimostrare che F1(z) può essere prolungata analiticamente nel semipiano sinistro Re(z) < 0.


