
10.2. Interpretazione fisica delle conseguenze del teorema di Cauchy.
Riprendiamo i punti importanti della lezione 4.2: Per H(z) = Hx(x, y)+ iHy(x, y),
z = z + iy, il campo coniugato è

H(x, y) = Hx(x, y)ex −Hy(x, y)ey ↔ H(z) ,

Allora ∮
C

H(z)dz = C (H , C) + iF (H , C)

=

∮
C

H • dr + i

∮
C

H •N ds

=

∫∫
R

∇×H dS + i

∫∫
R

∇ •H dS

10.2.1. Residui = cariche.
Potenze positive. Se n è un intero positivo zn è analitica dappertutto e il suo
campo coniugato zn è corrispondentemente a divergenza nulla e a rotore nullo e
quindi ∮

C

zndz = C (zn, C) + iF (zn, C) = 0 ,

Nel caso di un cerchio, riusciamo a rendere questa interpretazione fisica del teo-
rema di Cauchy particolarmente trasparente con una figura in cui disegniamo il
comportamento dellle linee di flusso del “fluido” z e del “fluido” z2,

Tanto fluido entra nel disco quanto ne esce: il flusso è zero. Se interpretiamo il
campo come un campo di forze, la circolazione è il lavoro fatto dalle forze nel
trasportare una particella intorno al bordo di ciascun disco e anche questo è zero.

Possiamo rendere questa idea più precisa. In primo luogo, osserviamo che flusso
e circolazione non cambiano se ruotiamo la figura di π/2. Ma ruotare la figura
di z di π/2 dà il negativo del campo originario e quindi il negativo di flusso e
circolazione1. Poiché flusso e circolazione devono rimanere gli stessi in conseguenza

1È buona cosa avere chiaro come in generale si trasforma la “figura ”di un campo per effetto
di una rotazione o più in generale di una qualunque trasformazione R che trasforma lo spazio su

1
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di una rotazione, devono entrambi annullarsi. (Lo stesso argomento si applica a

z2 per una rotazione di π/3 e a zn per una rotazione di π/(n+ 1)).
Potenza m = −1. Sia q = A+ iB. Allora, come abbiamo già visto,∮

C

q

z
dz = 2πiq = −2πB + i2πA .

Graficamente,

Potenze negative. Consideriamo le potenze negative (1/zm), dove m è positivo.
Il campo coniugato (1/zm) sarà a divergenza nulla e a rotore nullo in tutti i punti
eccetto nell’origine dove è singolare. Perciò se C non include l’origine circolazione
e flusso si annullano. Tuttavia, eccetto il caso m = 1, si annullano anche se
l’origine è inclusa. Lo abbiamo dimostrato analiticamente, ma non è rimasto un
po’ misterioso perché succede questo?

Consideriamo il campo (1/z2). La sua geometria è rappresentata dalla figura

cui il campo è definito. La regola vale per qualunque campo vettoriale in qualunque dimensione,
ma formuliamola per campi complessi: sia f(z) il campo e R la trasformazione. Allora il campo
ruotato f ′ risulta cos̀ı definito: f ′(Rz) = Rf(z), cioè, il valore del campo nel punto ruotato è
uguale a quello ruotato del punto di partenza, ovvero f ′(z) = Rf(R−1z).

Nel caso in questione f ′(z) = if(−iz), da cui f ′(z) = i(−iz) = −z̄.
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E l’argomento geometrico per comprendere che circolazione e flusso si annullano è
lo stesso di prima: per una rotazione di π il campo cambia di segno, ma circola-
zione e flusso devono restare inalterate e quindi devono annullarsi. Ma qual è la
spiegazione fisica?

Disegniamo le linee di forza di (1/z2):

Le linee di forza appaiono circolari e, in effetti, lo sono, come è facile dimostrare.
Ricordano le linee di forza di un dipolo e, in effetti, lo sono. La carica totale di un
dipolo è zero, flusso e circolazione si elidono perché il dipolo è ottenuto portando
molto vicine due cariche di eguale modulo ma di segno opposto, un pozzo e una
sorgente della stessa intensità. Verifichiamo che le cose stanno davvero cos̀ı.

Il campo di una sorgente di carica q nel piano posta nel punto P è

q

2π

1

z̄ − P̄
Un doppietto con sorgente di carica s in A e pozzo di di carica −q in B genera un
campo

D =
q

2π

1

z̄ − Ā +
−q
2π

1

z̄ − B̄
Supponiamo che pozzo e sorgente si avvicinino all’origine muovendosi lungo una
linea L che fa un angolo φ con l’asse reale. La linea L è chiamata l’asse di simmetria
del dipolo. Poniamo A = εeiφ = −B. Allora il campo del doppietto diventa

D =
q

2π

1

z̄ − εe−iφ +
−q
2π

1

z̄ + εe−iφ
=

[
2εqeiφ

2π

]
1

(z̄2 − ε2e−i2φ)
,

che tende a zero quando ε → 0. Il campo di dipolo corrisponde a tenere costante
q(2ε) e quindi ad aumentare q quando la distanza di separazione 2ε diminuisce).
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Nel limite si ottiene

D =
|d|e−iφ
z̄2

=
d

z̄2
, dove d = |d|e−iφ

Il numero complesso d è il momento di dipolo (un vettore). Il dipolo in figura ha
φ = 0, cioè, il vettore associato è diretto nel verso positivo dell’asse reale.

Il gioco può continuare: che cosa accade se fondiamo due dipoli opposti, au-
mentando la loro intensità in modo che i loro campi non si annichilino? La figura
mostra la risposta

Ecco l’algebra che la chiarisce:

Qε = d

[
1

(z̄ − ε)2
− 1

(z̄ + ε)2

]
= 4dε

z̄

(z̄2 − ε2)2

ε→0−→ Q =
p

z̄3
, p = 4dε

Questo è un campo di quadrupolo con momento di quadrupolo p. Risulta cos̀ı
spiegato l’annullarsi di flusso e circolazione di (1/z̄3): è il campo di due dipoli
infinitamente vicini ciascuno dei quali produce zero flusso e zero circolazione, e lo
stesso farà il campo di quadrupolo. Il gioco può ancora continuare: fondendo due
quadrupoli si ottiene l’ottupolo (1/z̄4) e cos̀ı via.

Dipoli, quadrupoli, ottupoli etc. sono noti come multipoli e i loro momenti sono
noti come momenti di multipolo.

Sebbene il teorema di Cauchy per potenze positive n ≥ 0 non sembri misterioso,
possiamo continuare il gioco e cercarne il significato fisico. Consideriamo, per
n = 0, il campo coniugato della funzione costante f(z) = a: un flusso costante
di intensità |a| nella direzione ā. Il campo sembra originare oltre l’orizzonte nella
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direzione −ā e sparire nella direzione opposta,

come se all’infinito ci fossero una sorgente e un pozzo. Per farsi un’ idea si proceda
ad una proiezione sterografica sulla sfera di Riemann: poiché le linee di flusso
sono linee parallele nella direzione ā, la loro proiezione sulla sfera di Riemann sono
cerchi che passano per il polo Nord nella stessa direzione. Si ottiene cos̀ı la figura

che rappresenta un dipolo all’infinito. Si può mostrare che f(z) = z rappresenta
un quadrupolo all’infinito e cos̀ı via.

10.2.2. Intermezzo: espansione in multipoli. 2 Una delle formule più sem-
plici e utili della fisica-matematica fu trovata nel 1782 da Adrien-Marie Legendre e
quindi estesa pochi mesi dopo da Pierre-Simon de Laplace. I due fisici-matematici
erano interessati a calcolare il potenziale gravitazionale associato ad una distribu-
zione di masse µi poste nei punti r′

i. Considerarono il potenziale gravitazionale
di questa distribuzione

ϕ(r) =
∑
i

µi
Ri

=
∑
i

µi
|r − r′

i|

2Non è parte del programma d’esame.
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r

R

γ

x

y

z

r′

e per ciascun singolo termine della somma, Legendre ottenne (per r > r′) lo
sviluppo in serie

1

R
=

1√
r2 + r′2 − 2r′r cos γ

=
1

r
√

1 + r′2

r2
− 2 r

′

r
cos γ

=
1

r

∞∑
`=0

r′`

r`
P`(cos γ)

dove P0 = 1, P1(u) = u, P2(u) = (1/2)(3u2 − 1), . . . sono i Polinomi di Legendre.
Sulla base della loro definizione, si ottengono calcolando lo sviluppo in serie di
Taylor

1√
1 + z2 − 2zu

=
∞∑
`=0

z`P`(u)

(per questa ragione, la funzione a primo membro è detta funzione generatrice dei
polinomi di Legendre). Si osservi che per r < r′, sarebbe stato conveniente racco-
gliere r′ a denominatore e ottenere in questo modo una serie di potenze positive
in r.3 Laplace, sempre nel 1782, fece un passo in più: usando coordinate sferiche,
si rese conto che esistevano funzioni, Y m

` = Y m
` (θ, φ), m = −`,−` + 1,−1, 0, 1, `,

con “buone” proprietà rispetto alle rotazioni, in termini delle quali era possibile
sviluppare le funzioni di Legendre:

P`(cos γ) =
4π

`+ 1

∑̀
m=−`

(−1)mY −m` (θ, φ)Y m
` (θ′, φ′)

dove (θ, φ) e (θ′, φ′) sono le coordinate angolari rispettivamente di r e r′. Le
funzioni Y m

` sono dette funzioni armoniche sferiche normalizzate. A questo punto,
Laplace espresse il potenziale gravitazionale ϕ(r) come

ϕ(r) =
∑
i

µi
Ri

=
∞∑
`=0

4π

`+ 1

∑̀
m=−`

p`m
Y −m`

r`+1

dove

p`m =
∑
i

(−1)mµiY
m
` (θ′i, φ

′
i)r
′`

3Ogni riferimento alla serie di Laurent non è casuale.
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sono chiamati momenti di multipolo e l’espansione di ϕ(r) è chiamata espansione
in multipoli. Naturalmente, la funzione cos̀ı ottenuta, è armonica nello spazio al
di fuori della regione occupata dalle masse, dove vale ∆ϕ = 0.

Correva l’anno 1782 e già era chiaro che le soluzioni dell’equazione di Laplace
si raggruppavano in multipletti: fissato `, l’insieme delle combinazioni lineari delle
2` + 1 armoniche sferiche si trasforma in se stesso per rotazioni. Nel linguaggio
moderno, le armoniche sferiche di ordine ` sono una base per la rappresentazione
irriducibile del gruppo delle rotazioni di dimensione `. Questa matematica la si
ritrova in elettrostatica e in meccanica quantistica. La incontrerete tra non molto
quando studierete l’atomo di idrogeno.

10.2.3. Serie di Laurent = Espansione in multipoli. Le idee esposte prima
dell’intermezzo gettano una nuova luce sulla serie di Laurent e il teorema dei
residui. Supponiamo che una funzione f(z), altrimenti analitica, abbia un polo
triplo nell’origine. Sulla base delle lezioni precedenti sappiamo che

f(z) =
p

z3
+

d

z2
+
q

z
+ a+ bz + cz2 + . . .

Nell’intorno della singolarità, il comportamento della funzione è governata dalla
sua parte principale, il cui campo coniugato è

P̄ ↔ p̄

z̄3
+

d̄

z̄2
+
q̄

z̄

Riconosciamo la sovrapposizione di un quadrupolo, di un dipolo e di una combi-
nazione sorgente/vortice del tipo già incontrato (q̄ = A− iB):

La parte principale corrisponde quindi ad una espansione in multipoli (si osservi
che questa è una espansione del campo, mentre nell’intermezzo abbiamo discusso
un’espansione del potenziale del campo).

La serie di Laurent e il teorema dei residui possono essere interpretati fisicamente
come segue. Il solo termine capace di generare flusso e circolazione è q̄/z̄, che
può essere a sua volta decomposto in un vortice di intensità C = −2πIm(q) e
una sorgente di intensità F = 2πRe(q). Tutti gli altri termini corrispondono a
multipoli che non generano né circolazione ne flusso; un insieme finito di questi è
nel polo, mentre il resto è all’infinito.
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10.2.4. Antiderivata di una funzione analitica = Potenziale. Sia H(z)
una funzione analitica in una regione R. Nella lezione 5.1 abbiamo visto che esiste
una funzione potenziale complessa V = V (z) tale che∫ B

A

H(z)dz = V (B)− V (A)

La funzione V è chiamata anti-derivata o primitiva in matematica. Il potenziale
complesso V è una funzione analitica e

V ′(z) = H(z) .

Separiamo parte reale e parte immaginaria del potenziale complesso,

V (z) = Φ(z) + iΨ(z) ,

la parte reale Φ(z) è chiamato potenziale (reale) e la parte complessa Ψ è detta
funzione di corrente.

Poiché (a meno di una costante additiva)

V (z) =

∫
Ca→z

H(z)dz ,

dove Ca→z è un qualunque cammino da a a z (a è arbitrario) e∮
Ca→z

H(z)dz = C (H , Ca→z) + iF (H , CP→z) ,

avremo

Φ(z) = C (H , Ca→z) e Ψ(z) = F (H , Ca→z)

Incominciamo col comprendere il significato fisico della funzione di corrente Ψ.
Il significato è particolarmente trasparente per i fluidi, per i quali H rappresenta
un campo di velocità. Allora, nelle regioni dove H(z) è analitica:

Le linee di flusso sono le curve di livello della funzione di corrente Ψ.

Ecco la ragione. Fissiamo a e consideriamo Ca→z per tutti gli z lungo una linea
di flusso che passa per a (si veda la figura sotto). Allora Ψ(z) = 0, in quanto H
è parallelo alla curva (e dunque il flusso attraverso la curva è zero). Similmente,
supponiamo che q stia da qualche parte su una linea di flusso che passa per un
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altro punto p.

Prendendo un cammino da a a p, Ca→p, seguito da un cammino da p a q lungo la
linea di flusso, vediamo che Ψ(q) = Ψ(p). In altre parole, le linee di flusso sono le
curve di livello della funzione di corrente Ψ, che è quanto si voleva dimostrare.

Fissiamo adesso un numero k e, come nella figura sopra, tracciamo solo le linee
di flusso per cui Ψ = 0,±k,±2k,±3k, . . .. Poiché il fluido non attraversa le linee
di flusso, possiamo pensare alla regione tra due linee di flusso come a un tubo
(ideale) in cui scorre il fluido. Attraverso ogni curva che collega i due lati del tubo,
il flusso sarà costante e varrà k. Adattando il linguaggio di Faraday e Maxwell,
possiamo dire che abbiamo un tubo di flusso k. La regione in grigio della figura è
la porzione di un tubo di questo tipo: se k è piccolo,

k = ε1v1 = ε2v2

dove v = |H| è il modulo della velocità. Quindi se si sceglie k piccolo, la velocità
del fluido in un punto è data da k diviso per la larghezze del tubo in prossimità
del punto. Abbiamo cos̀ı un modo per visualizzare in una sola figura la funzione
complessaH(z) e il suo modulo: il modulo cresce dove le linee di flusso si addensano
e decresce dove si diradano.

È importante osservare che la funzione di corrente Ψ contiene tutta l’informa-
zione per ricostruire la funzione H(z). Questo non deve sorprendere: essendo
V (z) = Φ(z) + iΨ(z) analitica, la sua parte reale fissa la parte immaginaria a me-
no di una costante additiva. Naturalmente, Ψ non è arbitraria ma, come abbiamo
già visto, deve essere armonica,

∆Ψ = 0 ,

in quanto parte reale di una funzione analitica. Il legame tra Ψ e H è facilmente
espresso in termine di gradiente ∇, definito in modo naturale come

∇Ψ = ∂xΨ + i∂yΨ

Il gradiente della funzione di corrente è normale alle linee di flusso in quanto
queste sono le curve di livello di Ψ (e il gradiente è normale alle curve di livello).
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Mostriamo che

H̄ = −i∇Ψ .

Infatti, per Cauchy- Riemann si ha

∇Ψ = ∂xΨ + i∂yΨ = ∂xΨ + i∂xΦ = i∂x(Φ− iΨ) = i∂xV̄ = i(V̄ )′ = iH̄ ,

che è quanto si voleva dimostrare. In altre parole, si passa da ∇Ψ a H̄ con una
rotazione di −π/2, come mostra la figura

Consideriamo adesso il potenziale (reale) Φ. Ragionando analogamente a prima
si arriva a concludere che H̄ = ∇Φ e che

Le linee equipotenziali sono le traiettorie ortogonali alle linee di flusso.

Anche Φ, come abbiamo già visto, deve essere armonica,

∆Φ = 0 .

Le funzioni Φ e Ψ sono collegate tra loro da Cauchy-Riemann,

−i∇Ψ = ∇Φ ,

le loro linee di livello sono ortogonali.

10.2.5. Elettrostatica e fluidi: un esempio.

H = 1− 1

z2
(campo costante + dipolo) ⇒ V = z +

1

z

Si ottiene la bella figura (come sempre da Needham) delle linee di flusso e delle
linee equipotenziali:
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L’apllicazione all’elettrostatica è chiara. Ma c’è anche una naturale applicazione
ai fluidi. Il cerchio di raggio 1 rappresenta una linea di flusso; dato che non c’è
alcun flusso di fluido attraverso una linea di flusso, esso può essere considerato
come un ostacolo circolare di raggio 1 posto sul cammino del fluido:

Risulta cos̀ı determinato il moto di un fluido perfetto bi-dimensionale attorno ad
un ostacolo circolare. Il campo di velocità è

w = 1− 1

z2
= V ′ , dove V = z +

1

z
|z| > 1

10.2.6. Flusso termico stazionario. Riprendiamo il discorso sull’equazione del
calore che abbiamo incominciato in una lezione precedente. Consideriamo un solido
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con una distribuzione di temperatura nel regime stazionario. Ricordiamo che

J = −k∇T

è il flusso termico, dove T è la temperatura e K, assunta costante, è la conduci-
bilità termica. In condizioni stazionarie T è armonica, cioè soddisfa l’equazione di
Laplace

∆T = 0 .

Restringiamoci a due dimensioni e introduciamo la funzione analitica temperatura
complessa

TC = T + iΨ

Questa funzione è il potenziale della funzione complessa

H(z) = −1

k
(Jx − iJy) = ∂xT − i∂yT

associata a J . Abbiamo cioè

H ′(z) = TC .

Infatti

H ′(z) = T ′C(z) = ∂xT + i∂xΨ = ∂xT − i∂yT
(avendo usato Cauchy Riemann). Poco cambia rispetto a quanto già visto: T è
analogo a Φ, il potenziale, le cui linee di livello rappresentano le isoterme; Ψ è la
corrente termica. Come prima, si ha

∇T = ∂xT + i∂yT = H̄ = −1

k
J

e

−i∇Ψ = ∇Φ ,

che esprime l’ortogonalità tra le isoterme e le linee di corrente termica.
N.B. A volte nel seguito, per brevità, diremo semplicemente temperatura la

temperatura complessa e scriveremo T invece di TC , sottintendendo che la sua
parte reale è la temperatura usuale.

10.2.7. Applicazioni ai fluidi. Riprendiamo il discorso della lezione 9.2.5. Il
potenziale

w = 1− 1

z2
= V ′ , dove V = z +

1

z
|z| > 1
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descrive il flusso di un fluido in presenza di un un ostacolo circolare di raggio 1
posto sul cammino del fluido. Le linee di corrente sono:

Applicando una trasformazione conforme a w si può trovare il movimento del
fluido attorno a profili più complicati. In particolare, procedendo prima con una
trasformazione conforme (affine)

ξ = αw + β

si trasforma il disco unitario nel disco |ξ− β| = α. Una successiva trasformazione,
detta di Joukowski,

ζ =
1

2

(
ξ +

1

ξ

)
trasforma il cerchio in un profilo che assomiglia alla sezione trasversale dell’ala di
un areoplano.

Più precisamente, la mappa di Joukowski

ζ =
1

2

(
z +

1

z

)
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trasforma cerchi centrati nell’origine nel piano z in ellissi con fuochi nell’asse reale
del piano-ζ. Figure 6.19. Conformality of z2.

Figure 6.20. The Joukowski Map.

The conformality of analytic functions is all the more surprising when one revisits
elementary examples. In Example 6.23, we discovered that the function w = z2 maps
a quarter plane to a half plane, and therefore doubles the angle between the coordinate
axes at the origin! Thus g(z) = z2 is most definitely not conformal at z = 0. The
explanation is, of course, that z = 0 is a critical point, g′(0) = 0, and Theorem 6.29 only
guarantees conformality when the derivative is nonzero. Amazingly, the map preserves
angles everywhere else! Somehow, the angle at the origin is doubled, while angles at all
nearby points are preserved. Figure 6.19 illustrates this remarkable and counter-intuitive
feat. The left hand figure shows the coordinate grid, while on the right are the images of
the horizontal and vertical lines under the map z2. Note that, except at the origin, the
image curves continue to meet at 90◦ angles, in accordance with conformality.

Example 6.30. A particularly interesting conformal transformation is given by the
Joukowski map

ζ =
1
2

(
z +

1
z

)
. (6.67)
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L’effetto “profilo dell’ala di un aereo” si ottiene applicando la mappa di Joukowski
a cerchi non centrati nell’origine. E l’effetto è davvero sorprendente. Ecco alcuni
esempi, dove il primo numero rappresenta la posizione del centro del cerchio nel
piano-z e il secondo il raggio:

Center: .1
Radius: .5

Center: .2 + i
Radius: 1

Center: 1 + i
Radius: 1

Center: −2 + 3 i
Radius: 3

√
2 ≈ 4.2426

Center: .2 + i
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Center: .1 + .3 i
Radius: .9487

Center: .1 + .1 i
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√
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Center: −.2 + .1 i
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Figure 6.21. Airfoils Obtained from Circles via the Joukowski Map.

Proof : The proof that the composition of two differentiable functions is differentiable
is identical to the real variable version, [8, 123], and need not be reproduced here. The
derivative of the composition is explicitly given by the usual chain rule:

d

dz
g ◦f(z) = g′(f(z)) f ′(z), or, in Leibnizian notation,

dζ

dz
=

dζ

dw

dw

dz
. (6.69)

Further details are left to the reader. Q.E.D.

If both f and g are one-to-one, so is the composition h = g ◦f . Moreover, the compo-
sition of two conformal maps is also conformal, a fact that is immediate from the definition,
or by using the chain rule (6.69) to show that

h′(z) = g′(f(z)) f ′(z) $= 0 provided g′(f(z)) $= 0 and f ′(z) $= 0.

Thus, if f and g satisfy the conformality condition (6.49), so does h = g ◦f . Q.E.D.

Example 6.32. As we learned in Example 6.22, the exponential function

w = ez

maps the horizontal strip S = {−1
2 π < Im z < 1

2 π } conformally onto the right half plane
R = {Re w > 0}. On the other hand, Example 6.24 tells us that the linear fractional
transformation

ζ =
w − 1
w + 1

maps the right half plane R conformally to the unit disk D = {| ζ | < 1}. Therefore, the
composition

ζ =
ez − 1
ez + 1

(6.70)
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is identical to the real variable version, [8, 123], and need not be reproduced here. The
derivative of the composition is explicitly given by the usual chain rule:

d

dz
g ◦f(z) = g′(f(z)) f ′(z), or, in Leibnizian notation,

dζ

dz
=

dζ

dw

dw

dz
. (6.69)

Further details are left to the reader. Q.E.D.

If both f and g are one-to-one, so is the composition h = g ◦f . Moreover, the compo-
sition of two conformal maps is also conformal, a fact that is immediate from the definition,
or by using the chain rule (6.69) to show that

h′(z) = g′(f(z)) f ′(z) $= 0 provided g′(f(z)) $= 0 and f ′(z) $= 0.

Thus, if f and g satisfy the conformality condition (6.49), so does h = g ◦f . Q.E.D.

Example 6.32. As we learned in Example 6.22, the exponential function

w = ez

maps the horizontal strip S = {−1
2 π < Im z < 1

2 π } conformally onto the right half plane
R = {Re w > 0}. On the other hand, Example 6.24 tells us that the linear fractional
transformation

ζ =
w − 1
w + 1

maps the right half plane R conformally to the unit disk D = {| ζ | < 1}. Therefore, the
composition

ζ =
ez − 1
ez + 1

(6.70)
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(−2 + i; 1.286) (.1 + .3i; .9487) (.1 + .1i; 3
√

2) (−.2 + .1i; 1.2042)

Sfortunatamente, flussi derivatati da un potenziale non producono spinta verso
l’alto e un aereoplano con tale profilo del fluido attorno all’ala non volerebbe.
Per farlo volare, occorre un flusso con circolazione non nulla. I metodi dell’analisi
complessa permettono di ottenere questo, utilizzando il ramo di una multifunzione,
ad esempio il ramo principale del logaritmo. Di solito, a partire dagli studi di
Martin Kutta del 1902, si considera la seguente famiglia di potenziali complessi di
velocità

ζ =
1

2

(
z +

1

z

)
+ iγ log z
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con circolazione
∮
ζ(z)dz = −2πγ. Una circolazione negativa produce una spinta

verso l’alto e, con qualche altra considerazione che qui tralasciamo, si ottengono
profili di questo tipo:

0◦ 15◦ 30◦

Figure 6.37. Kutta Flow Past a Tilted Airfoil.

By Cauchy’s Theorem 6.48 coupled with formula (6.123), if C is a curve going once around
the disk in a counter-clockwise direction, then∮

C

fγ(z) dz =
∮

C

(
1
2
− 1

2z2
+

i γ
z

)
dz = −2πγ.

Therefore, when γ "= 0, the circulation integral is non-zero, and the cylinder experiences a
net lift, which is upward provided the circulation is negative: γ > 0. In Figure 6.36, the
streamlines for the flow corresponding to a few representative values of γ are plotted. Note
the asymmetry of the streamlines that accounts for the lift experienced by the disk. In
particular, assuming | γ | < 1, the stagnation points have moved from ±1 to ±

√
1− γ2 −

i γ.
When we compose the modified lift potentials (6.132) with the Joukowski transfor-

mation (6.101), we obtain a complex potential

Θγ(ζ) = χγ(z) when ζ =
1
2

(
w +

1
w

)
=

1
2

(
α z + β +

1
αz + β

)
for flow around the corresponding airfoil — the image of the unit disk. The conformal
mapping does not affect the value of the complex integrals, and hence, for any γ "= 0,
there is a nonzero circulation around the airfoil under the modified fluid flow. A negative
circulation will cause a net upward lift on the airfoil, and at last our airplane will fly!

However, there is now a slight embarrassment of riches, since we have designed flows
around the airfoil with an arbitrary value 2πγ for the circulation integral, and hence
having an arbitrary amount of lift! Which of these possible flows most closely realizes the
true physical version with the correct amount of lift? In his 1902 thesis, Martin Kutta
hypothesized that Nature chooses the constant γ so as to keep the velocity of the flow at
the trailing edge of the airfoil finite. This requires that the trailing edge of the airfoil,
ζ = 1, be a stagnation point, and so

γ = φ + π − ph(β − 1), (6.134)

where φ is the tilt or attack angle of the airfoil. As long as φ is of moderate size, this is in
good agreement with experiments, but is not appropriate at large attack angles. Sample
lifting flows for the airfoil of Figure 6.31 are depicted in Figure 6.37. Further details, can
be found in several references, including [11, 64, 77].
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