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Avvertenza

Queste note sono indirizzate agli studenti del corso di “Elettromagnetismo
ed Ottica” del secondo anno della Laurea in Matematica dell’Universita di
Genova. Questi appunti non costituiscono delle dispense e non intendono
sostituire in alcun modo 1 testi di riferimento indicati o qualunque altro dei
numerosi, e talvolta eccellenti, libri esistenti che coprono il materiale discus-
so nel corso (e molto altro). Lo scopo di queste note ¢ piuttosto quello di
discutere alcune applicazioni fisiche ed esempi che: a) non sono discussi nei
testi di riferimento indicati nella bibliografia; b) sono discussi in quei testi,
ma in maniera meno approfondita e soltanto parziale; ¢) sono trattati in quei
testi, ma con metodi matematici diversi; d) sono presentati in modo sostan-
zialmente analogo a quello che ho scelto per queste note, ma senza fornire
dei dettagli e delle spiegazioni che ho ritenuto possano essere utili ad uno
studente del biennio di matematica. Questi appunti sono sostanzialmente



una raccolta di problemi le cui soluzioni illustrano e, quando ho ritenuto op-
portuno, richiamano gli aspetti della teoria generale che sono stati esaminati
durante il corso (ed altri che, per ragioni di tempo, non sono stati affrontati
durante le lezioni).

La gran parte dei libri introduttivi all’elettromagnetismo, fra cui quelli
indicati nei riferimenti bibliografici, sono indirizzati agli studenti dei primi
due anni del corso di laurea in fisica: conseguentemente il loro obiettivo &
generalmente quello di illustrare un vasto numero di fenomeni fisici conside-
rando situazioni la cui analisi necessita un minimo di conoscenze e di metodi
matematici avanzati. Ho pensato che un corso rivolto a degli studenti di
matematica potesse essere impostato diversamente: pur non presupponendo
niente di piu che la padronanza dell’analisi e della geometria del biennio,
ho provato a dare un’idea di come i fisici usino e “costruiscano” la mate-
matica di cui hanno bisogno per la risoluzione dei problemi che emergono
dalla realta fisica. L’enfasi e stata posta quindi da una parte sullo studio
delle condizioni al bordo fisicamente rilevanti delle equazioni di Maxwell e
sullo sviluppo di metodi per la soluzione delle equazioni differenziali della
fisica classica, da quella di Laplace all’equazione delle onde; dall’altra sulla
traduzione di approssimazioni fisicamente motivate in condizioni matemati-
che precisamente formulate. Argomenti che usualmente farebbero parte di
corsi di fisica-matematica piu avanzati, come le funzioni speciali o le funzio-
ni di Green, sono stati introdotti in maniera auto-contenuta limitatamente a
quanto necessario per risolvere un determinato problema. La scelta di appro-
fondire la trattazione ad un livello matematico leggermente piu avanzato di
quello di un usuale corso introduttivo di elettromagnetismo, ha comportato
per ragioni di tempo la necessita di trascurare alcuni argomenti (fra questi,
lottica geometrica, i circuiti elettrici, gli apparecchi elettrici etc.) che in
verita farebbero parte naturale di un corso di questo tipo.
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1 Elettrostatica

1.1 Le equazioni di Maxwell
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La densita di forza esercitata dal campo elettromagnetico e data dalla legge
di Lorentz

f=pE+jAB (1.2)
Nel sistema di misura internazionale
1 10-7 2 newton X metro?
= c ~
47 e coulomb?
~00. 109newt0n X metro? _90. 1091)0lt X metro (1‘?))
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1.1.1 Le unita di misura

- = —

Denotiamo con p, 7, E e B le grandezze fisiche che compaiono nelle equazioni
di Maxwell in un sistema di misura generico. Conveniamo che nel sistema di
misura in questione la definizione di forza e delle altre grandezze fisiche non
elettriche coincida con quella del sistema internazionale:

- -

f=pE+cpjA

mzl

= f=pE+jAB (1.4)

(=}



Abbiamo introdotto una costante cj, (presa uguale ad 1 nel sistema interna-
zionale) nell’espressione per la forza magnetica di Lorentz su una carica in
movimento. Deve essere

B (1.5)

— = p
V- E= =c
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ey 8t+eo)\202cL CM@t tem Ca (1.6)

Pertanto:

a) La scelta della costante cg che appare nella legge di Gauss ¢ equivalente
alla scelta dell’ unitd di misura per la carica (ed il campo elettrico). E
possibile porre ¢ uguale ad 1 (come nel sistema di Gauss razionalizzato),
oppure, (sistema di Gauss) uguale a 47

1
G= e am (1.7)
cosi che la legge di Coulomb diventi
5 QT
F = = (1.8)

Notiamo pero che il segno di cg non dipende dalla scelta dell’unita di misura
della carica. Questo corrisponde al fatto, fisico ed indipendente dalle scelte
convenzionali, che cariche uguali (opposte) si respingono (attraggono).

b) Nel sistema internazionale la costante ¢y che moltiplica la derivata tem-
porale di B nel secondo membro della legge di Faraday e posta uguale a —1,
e la costante ¢y, che appare nella formula per la componente magnetica della



forza di Lorentz ¢ posta uguale a 1. cp, ¢y e ¢r in un sistema di misura
arbitrario devono soddisfare le relazioni

C, = —Cf

Cp XCMI(—l) X — =cCp X = —— (19)

In particolare, € possibile cambiare il segno di cp se si fa altrettanto con ¢,

e cr. Pertanto il fatto che due correnti parallele (antiparallele) si attraggono

(respingono) € un fatto fisico, indipendente dalla scelta del sistema di misura.
Nel sistema di Gauss (razionalizzato) si prende

1 1 1
C, = — Cp=—=—— Cpy=— (110)
c C c

¢) In definitiva 'unica costante fisica, cio¢ indipendente dal sistema di misura
elettromagnetico, che compare nelle equazioni di Maxwell e la costante c%
Il fatto che questa costante sia positiva corrisponde al fatto — fisico — che
I'invarianza delle equazioni di Maxwell ¢ quella di Lorentz e la segnatura
dello spazio tempo e quella Minkowskiana.

1.2 1l metodo delle immagini
1.2.1 Carica vicino a piano conduttore

La densita di carica indotta

Sia z l’asse ortogonale al piano che passa per la carica ¢, a la distanza di
questa dal piano. Usiamo un sistema di coordinate cilindriche con centro sul
piano. La carica immagine —¢q ha coordinate (0,0, —a). Il potenziale &

q

1 1
b(p,2) = [ _ } 1.11
(p, 2) 47 € /—p2—|—(z—a)2 /02 + (z + a)? ( )
La densita di carica sul conduttore e
q z—a z+a qa 1
o(p)=e FE.| _,= —[ — } = -
R I (7w Bl P B e
(1.12)
Verifichiamo che la carica totale indotta e —¢:
o < dpp qga [ dt
/0 ( ) 0 <p2 +a2)% 2 a2 t%
1
— —gg- = — 1.13
ga—=—q (1.13)



Il campo creato dalla carica indotta deve annullare il campo per z < 0.
Quindi deve essere, per z > 0

pdbo(p)

Lol =
2+ (24 a)? V22 + (p cos@ — pg)? + p? sin? 0

S e
(P2 +a2)2 /22 + pd+ p> — 2 po p cos b

od, equivalentemente

B / / Zm pdpdf
Voi+(+17 27 oo (0 + 1) /22 + 3+ 07 — 2o p cosO
(1.14)
E relativamente agevole verificare quest’identita agli ordini pit bassi nello
sviluppo in potenze di p3

1 1 1 2
- S R (1.15)
P+ (z+1)2  z[+1 2(|z[+1)
Mentre
1 ’ _ / .
27 (2 + 1) /22 + R+ p2 —2pop cosf 27 (p+1)2 /22 + p?
p? po cos B 2,0(/)2—222+3p2C0829)+ (1.16)
2 (L p2)8 (o + 2287 8w (L4 p2)3 (o2 4 22)3 |
e

/°° pdp 1 [ \/p2—|—22]00_|z|—1_
o (pP+12/22rpr (A-DL i pde 221

B 1
_1—1—\2]

oo p2m 2 2]
_// a6 F - =0
27 (15 7 (7 + )
//27r p(p* — 222 +3p cos20) 1
87 (1+ p2)2 (p2 + 22)3 2(1+|z])?

Sembra difficile calcolare direttamente I'integrale in (1.14) per p2 arbitrario
con metodi elementari.




1.2.2 Carica vicino a sfera conduttrice

Sia a il raggio della sfera conduttrice e b la distanza di una carica ¢ dal centro
della sfera. Vogliamo determinare la distanza z lungo l'asse tra il centro
della sfera e la carica dove collocare una carica immagine ¢’. Supponiamo
dapprima che la sfera si trovi ad un potenziale costante Vo = 0. Scegliamo il
centro degli assi cartesiani nel centro della sfera, I'asse z lungo 'asse tra il
centro della sfera e la carica ¢. Sia P un punto di coordinate 7= (z,y, 2).
Siano 1 ed ry le distanze di P rispettivamente dalla carica ¢ nella posizione
(b,0,0) e dalla carica immagine ¢’ nella posizione (z,0,0):

rlz\/(b—x)2+y2+22 r2:\/(:v—f)2+y2+22 (1.17)

Per P sulla sfera deve essere

/
S AN S (1.18)
™ )

In particolare quando vy = b — a allora ry = a — Z:

T a—21T q
° =_1 1.19
q ( )

T b—a

equandor; =a+b,ro =a+12

r_gza—i-f:_q_’ (1.20)
r b+a q '
Pertanto )
. a , a
- S 1.21
T=4 74 (1.21)
Dunque
q 1 a 1
¢($, Y, Z) = [ -7 =
dmeoLy/(x — b)? + y2 + 22 b\/(x—%)2+y2+22
q [ 1 a 1 ]
= - = 1.22
dmegllF—bi| b7 — 2 (122)
dove Z ¢ il versore lungo 'asse delle x. Se P ¢ sulla sfera 7= an
. q[ 1 1 ]
_ _ —0 1.23
20 = e liaa—ta]  pa—ad] (123)
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poiché

lai —bi|* = a® 4 b* —2abcos
bir — ai|* = a® + 0> — 2abcos b (1.24)

dove 6 e I’angolo tra 7 e .
Se la sfera ¢ ad un potenziale Vj # 0 possiamo aggiungere una carica

" =4meVpa (1.25)

al centro della sfera. Il potenziale diventa

. q 1 a 1 dmegalVy
r) = — — — — + 1.26
v () Ameg Ll —bz| b7 — < g q|7] (1.26)

Se la sfera ha una carica fissata () dobbiamo aggiungere, invece della
carica ¢”, una carica

"=—qd+Q= %q+@ (1.27)
al centro della sfera. Il potenziale diventa
q [ 1 a 1 ] (Q+ %q)
_ _ - 1.28
ba(7) d7ey L] — bl b|F—%j| + 47 e |7 (1.28)

Esercizio: determinare la densita superficiale di carica indotta per Vi = 0.
Calcoliamo la densita di carica sulla sfera nel caso Vy = 0:

() [9J0) q [ a a a ]
Oy,— = —€n — —_ — - —
o “orlim=a  Arllan—bi  blan— <P
qa b?
T
Adrlan —bil a
q 1 - %]

= (1.29)
dma? 11+ Z—z —22 cos@]%

Il rapporto tra le densita superficiali di carica nel punto piu vicino e piu
lontano dalla carica ¢ e

J(Qio) = (Zfi)g (1.30)



Esercizio: si calcoli il momento di dipolo indotto per ) = 0.
Consideriamo il caso di una sfera metallica neutra isolata, con carica

fissata () = O:

q 1

a
Po=0(T) = " ba b= b (1.31)

I momento di dipolo indotto sulla sfera ¢ quello delle due cariche imma-
gine

. a a® atq .
p:—gq?x:—?x (1.32)
Verifichiamo questo risultato a partire dalla densita di carica superficiale:
dpg=o(r) q a ¥ oooa 1
TR L~ G N S N S S——
a-o(6) ©or = drmllai—biP @br—az)  ab

qa b? 1 1
2005 el -
47 CL2 |ar—bx| a’b

(1-%) a
el |

- + =
4ma? 1—|—Z—2—2§COSQ]% b

I1 momento di dipolo di questa distribuzione di carica e diretto lungo z,
quindi

27
p=27 / sin df a® og—o(0) a cos =
0

1 1_b_z
~ 9 ] U 9.
2 )0 4% oty b
__qa _2a2 __qa3
== ( 72 )= 72 (1.33)

Esercizio: determinare la forza esercitata dalla carica indotta sulla carica q.
Nel caso di potenziale fissato:

2
¢ ab dmenaly — il 1 per > 1
Fq: o 2 22 2 :| = q2 1 b
dmeg L |b? — a?| qb — il e per t a1
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Nel caso di carica fissata Q:

Fo— q° [_’b ab g]_i_ﬂ:

T A7 2—a2\2 b3 47egb?
b3
_ QQ[ __qa 2+gq
4megb b2 — a?| b
(1.34)
Per b > a otteniamo naturalmente
q@Q b
~ - 1 1.35
T Aegb? pera>> ( )
Perb~a
2
q a
Fz————[— v
"N Trer o —af
(1.36)

Notiamo che anche quando il segno di @) e g € lo stesso, per posizioni della
carica sufficientemente vicine alla sfera, la forza diventa attrattiva. Questa

distanza critica ¢ data da

b—an~ o, | L (1.37)

2V Q
Nel caso di elettroni nei metalli, questo effetto spiega la resistenza ad
rimuovere un elettrone dalla superficie, nonostante la repulsione delle altre
cariche.

1.2.3 Sfera conduttrice in campo elettrico uniforme

Consideriamo prima una sfera conduttrice (posta a potenziale nullo) il cui
centro coincide con l'origine del sistema di coordinate posta nel campo di
due cariche opposte @) poste lungo l'asse delle = nelle posizioni FR. Le
due cariche immagine F() % saranno poste lungo I'asse delle = nelle posizioni

:F%. Il potenziale e

(1.38)

13



Consideriamo ora il limite

R>a (1.39)
Il campo delle cariche () diventa quasi uniforme sulla sfera, lungo = e di
intensita 20
Ey~ —— 1.40
0 4mey R? ( )
e
Q [ 27  a 27-% a2] _
v e R A
—». A 9
— By i+ Eod® L = —Eyrcosf+ L Y (141
r3 Tey T2
cioe il campo indotto e quello di un dipolo p= p, con
p=4dmea’ By (1.42)

In effetti, per R > a, le due cariche immagini formano un dipolo lungo
I’asse delle x di momento

2 2
% x % — P*Are By (1.43)
Esercizio: determinare la densita di carica indotta.

0

2a? cosf
a(0) = —eo ¢|T:a=€0E0 (:0394-&
or

3 > =3¢y Ey cosf  (1.44)
Poiché la carica immagine totale € nulla non c¢’e differenza in questo problema
tra il caso in cui la sfera conduttrice sia a potenziale fissato nullo o a carica

fissata nulla.

1.2.4 Campo prodotto da una sfera con densita di carica o cos@

Poiché il campo prodotto dalla densita di carica indotta del problema pre-
cedente deve annullare esattamente il campo all’interno del conduttore, il
campo elettrico prodotto da una densita di carica sferica

o(0) = o cosl = oot - T (1.45)
¢ costante all’interno della stessa
= go .
E,=— 1.46
e " (1.46)



Riotteniamo questo risultato (in maniera molto piu laboriosa) utilizzando
la formula di Coulomb. Sia #p il punto interno ad una sfera di raggio a nel
quale vogliamo calcolare il potenziale. Scegliamo il sistema di coordinate in
maniera tale che

Zp = (0,0, zp) 0<z2p<a (1.47)

Sia Zy il punto sulla superficie della sfera che e il “polo nord” della densita
di carica (1.45): se

-

2’ = a (sinf cos ¢, sin b sin ¢, cos ) (1.48)

e un punto generico sulla sfera, la densita di carica in 2’ &

i

o(7) = oo (1.49)

Attraverso una rotazione dell’asse delle z che preserva le coordinate #'p
possiamo prendere Ty nella forma

Ty = a(sina,0,cos ) (1.50)
dove « e 'angolo tra ©'p e Zy. Pertanto

o(z") = op (sina sin cos ¢ + cosa cosb) (1.51)

La distanza tra Zp e ' si scrive

|fp—5’|:a\/sin29+(cos€—Z—P)2: \/1+Z—P—2—COSQ (1.52)

a a? a

Dunque

47 ey p(Zp) _ /2617;5 " df sinf (sina sin 6 cos ¢ + cosa cosf) _
o Jo

\/1 — ZP cos

df sinf cos0

=27 cosa/ =
\/1 — z“’ cos

aog

—27rcosoz/ =
*1\/1 22Pt

15



—(1+é+Z—Pt)\/1+i—2Z—Pt |
a? a a? a

=27 cos . =
3% =
27 a? cos o 22 zp Zp
— T 1+ 222
323 [(+a2+a>( a>+
22 zZp Zp
—(1+ 22 28y 4+ 22 } =
(142 -y 2y
B 27ra2(:osoz[22p 2z2p 22}33} _47TZPcosa
B 323 a a ad 1 3a
(1.53)
In definitiva o COS O o
- POy 0 - .
=—— = —7Zp- 1.54
¢($P) 360 360 PN ( )
¢ - o
E(Zp) = ——> iy (1.55)
360

in accordo con (1.46).

1.2.5 Il campo elettrico di una sfera uniformemente polarizzata

Il campo di una sfera di raggio a uniformemente polarizzata puo essere pen-
sato come la sovrapposizione dei campi di due sfere uniformemente cariche,
di segno opposto, spostate di una grandezza d < a lungo ’asse z. La densita
di polarizzazione uniforme e

3Q -

P = d 1.56
41a3 ( )

Il potenziale di una sfera uniformemente carica e

Q 1
< perr>a
Oo(r) =9 5" b (1.57)
Tre S5 perr<a
Il campo della sfera uniformemente polarizzata ¢ dunque
Q d7 _ a3 P7
- o e =2 I perr>a
62(r) = —d- Voo(r) = { e (1.58)
471'60(1_3_% perr<a



Il campo elettrico esterno ¢ quello di un dipolo con

- 4ma®P
F=Qd= ”; (1.59)
Il campo elettrico interno e costante
_ P
Ep=—— 1.60
P 3 €0 ( )

Questa formula coincide con la formula (1.46) ottenuta attraverso un altro
procedimento: infatti la densita di carica superficiale di polarizzazione e,
secondo la regola generale,

op=P-n=P cosb (1.61)

1.3 Il metodo delle funzioni analitiche

Ricordiamo che, se

(=x+1y (1.62)
abbiamo
0y = (O¢ + OF) 9y =i (0¢ — 0) (1.63)
¢ 1 1
O = 5(@ —10y) O = 5(&5 +1i0,) (1.64)
1.3.1 f(¢) = ¢?
C =2 =y +2izy (1.65)

Descrive la soluzione del problema di un conduttore formato da piani ad
angolo retto a potenziale nullo:

d(x,y) = 2° — y* (1.66)

Il campo elettrico e
E=(-2x,+2y) (1.67)

La densita di carica superficiale indotta e

— (21,22)-(1,1) = —22¢2 <0

ox)=e E-n|l, . = V2
() 0 ’éfo {\5/_05(_21"23;)(—1,1):2\/5601‘ SE>0

(1.68)
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132 f(Q) = ¢
VC=/pe? (1.69)

Prendiamo la parte reale

oz, y) = \/ﬁcose_ $2+y2)1\/m

Il campo elettrico e

Ex<x7y) ==

1 T
1+ ——) =
1 \/\/x2+y2+x)

_2\/5( \/x2+y

1 Yy
E,(z,y) = 7

Possiamo pensarlo come il campo di un conduttore con forma parabolica
lungo I'asse negativo delle x, la cui superficie e descritta dall’equazione

V22 + 2+ =v24¢ (1.72)
con ¢g > 0. Allora

Pyt =20 — 1) =495 —APiw + 2P (1.73)

cioe
y?

=% i

Il conduttore interseca 1'asse delle x in 2y = ¢3. Calcoliamo la densita di
carica per ¢y — 0. Il campo elettrico sul conduttore ¢

(1.74)

L ¢
Ex ) =
(l’ y)|con 2 |2 ¢0 _ [l’f’
7
Ey(@9)leon = —5 |2¢%—_x| (1.75)

18



La densita di carica e pertanto

€0 1

o) =€ FEl|, 4=7—FT—7 (1.76)
2 \12¢5 -1
La densita di carica e dunque massima alla punta del conduttore
€0

o(z = @) = o0 (1.77)
e diverge come %
1.3.3  f(¢)=¢(:

(2 =p2e? (1.78)

Se scegliamo 0 € (—m, 7) questa funzione & analitica eccetto che per un taglio
lungo I'asse delle x negativo. Consideriamo la parte reale

30
oz, y) = p* cos - (1.79)
Sulle rette che partono dall’origine
T T
0=—-,0,— 1.80
37 ) 3 ( )

il potenziale si annulla: ¢ = 0. Possiamo quindi pensare ¢(x,y) come il
potenziale all’interno di un conduttore posto a potenziale nullo formato da
due piani che formano un angolo di %’T (una regione che fa parte del dominio
di analiticita di f(¢)). Calcoliamo il campo elettrico nel settore —% < 6 < Z:

Ee = 0,6 = (0 + 0R((Q)) = —3 (70 + (0)) =

3.1 . 3. 0
:—Z(CQ +C2):—§P2 cos 5 |
By = 0,6 = —i (9 = R(F(0)) = =5 (£1() = Q) =
31,1 s1 31 0
— _I(CQ _Cz) = 5102 SlH§ (181)
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La densita di carica sulla superficie del conduttore, § =

*(p) , "
o =FE.(0 =+ 3) sm3 FE,(0= :|:§)
3. 3 1
=p [_Z + (iz)] =
__3
1.3.4  f(¢)=¢"
Ca — pa eia@
con 1
5 <a<l1

Scegliamo ’angolo nell’intervallo
—r<f<n7
Prendiamo la parte reale

¢(x,y) = p* cosald

Le rette che partono dall’origine

0—+
2a
hanno ¢ = 0 e formano un angolo “a punta”

1
O<x:27r<1—%)<7r

3¢
s
cos — =

3

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)

Possiamo quindi pensare ¢(z,y) come il potenziale all’esterno di un condut-
tore, posto a potenziale nullo, formato da questi due piani. Il campo elettrico

5@+ Q) + F(O) = —5(F1(O) + F(O)
= 2(& P |
<a<—a<>< Q)+ F©) = —5(£1() = F(O)
(G

(1.89)



Il modulo del campo elettrico ¢

a?

2—2«
P

2
Bl = 40" =

e la densita superficiale di carica sui conduttori

€0 X

l—«a

o=¢|E| = (1.90)

che mostra come la densita di carica e campo divergono in prossimita della
punta (a < 1).

1.4 Il campo elettrostatico in situazioni varie
1.4.1 L’equazione di Poisson in una dimensione

L’equazione di Poisson in 1 dimensione diventa

P(x) _ p(z)
T (1.91)

Vogliamo descrivere la situazione in cui degli elettroni vengono emessi in
x = 0 con welocita nulla da un elettrodo (catodo) posto ad un potenziale
fissato

»(0)=0 (1.92)

Gli elettroni si muovono lungo = fino a x = L dove vengono raccolti da un
altro elettrodo (anodo) posto ad un potenziale fissato

o(d) =V (1.93)

La velocita degli elettroni nel punto x ¢ determinata dalla conservazione
dell’energia

0= %me v*(x) — e p(z) (1.94)
ofa) =[5 ola) (1.9

La corrente tra anodo e catodo &
I=—-Ap(x)v(z) (1.96)
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(gli elettroni hanno carica negativa e I ¢ positiva) dove A ¢ la sezione del
fascio e p(z) ¢ la densita di carica degli elettroni. In condizioni stazionarie [
& costante e

pla) = ——=—=—= (1.97)

In definitiva

do(x) I/
dr?~ Aep /o) (1.98)

Per studiare quest’equazione differenziale converra usare delle variabili adi-
mensionate. Introduciamo quindi

oe)=22 ¢

; (1.99)

Le condizioni agli estremi (1.92) e (1.93) diventano per la funzione adimen-
sionata (&)

e(0)=0 p(1)=1 (1.100)
L’equazione (1.98) si riscrive come

Py _1EVE 1

d§2 N AE()V% \/@

L’equazione dipende esclusivamente dalla costante moltiplicativa, adimensio-
nata, che appare nel membro di destra e, che denoteremo come

A1d? .
R=——"s ,/Z‘—e (1.102)
0 2

cosi che 'equazione differenziale diventa

(1.101)

d? R 1
Cr_ - (1.103)
d&* 4 /o
Per risolvere quest’equazione riscriviamola come
d> 2 0 R
— = ——(——= 2 1.104
LTl (1.104)
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che sono le equazioni del moto classiche di una particella di coordinata ¢ e
di massa 1, che si muove in un potenziale unidimensionale

Vip) = —g 2 (1.105)

con & che svolge il ruole del tempo. Poiché 'energia di questo sistema si
conserva, otteniamo 1’equazione del primo ordine

1, R

1 _le
¥ T Yt T

3¢ (1.106)

2 ¢ una costante indipendente da £. Poiché ¢(0) = 0, €* deve essere

dove €
positivo

2 = ©*(0) (1.107)

e & quindi il modulo della derivata della funzione ¢(§) nel punto £ = 0.
Fissato € quindi, la soluzione ¢(£), con ¢(0) = 0 & univocamente determinata.
Dalle definizioni (1.99), risulta che
d¢'(0) Eod
= = 1.108
€=~ % (1.108)

dove Ejy e il modulo del campo elettrico al catodo
L’equazione (1.106) ¢ a variabili separabili:

¢ =1/ +Ry? (1.109)

da cui

@ d
[z = (1.110)
0 e+ Rz2

dove abbiamo imposto la condizione ¢(0) = 0. Risolvendo

&2
VR v dz _ R+‘/¢2d?/(y_%)_
Re=) e
§+Z2 R
2
_[4 s 4é é};w@



Calcoliamo anche la carica totale compresa nel diodo:

d d
Q=A /0 drp(x) = —€g A /0 dzd"(x) = —eg A(¢'(d) — ¢'(0)) =

=22V () - () =~ (VAT R o) =

:—EOAZ\/E< /1_1_%_%) (1.112)

La capacita del sistema relativa a quella di un condensatore con armature di
superficie A separate da una distanza d ¢ quindi

c(u)z@q}%z\/ﬁ(\/l—i—%—%) (1.113)

L’equazione (1.111) determina ¢ in funzione di ¢, e quindi, in modo im-
plicito, ¢(&). Poiché per ottenere la funzione inversa ¢(&) bisognerebbe ri-
solvere un’equazione di terzo grado, studieremo le proprieta di ¢(¢£) in modo
implicito. La condizione (1) = 1 fornisce la relazione tra R e e:

3vVR €2 :
=~y

2 2 3
= LA

Nlw

(1.114)

3
2

Il coeffiiente R(€) determina il rapporto #
2

Aey [2¢ s
123(6)4—;,/%‘51/5 (1.115)

Cominciamo col notare che se e = 0, cioe per campo elettrico nullo al catodo,
allora

3vVR 4 Aey [2e s
T_1:>]—§? EV2 perE—O (1116)

che ¢ la famosa relazione di Child-Langmuir tra tensione e corrente, valida
quando il campo elettrico ¢ nullo al catodo. Per ¢ = 0 la relazione tra & e ¢
si semplifica

f’:go% pere =0 (1.117)

24



e puo essere invertita agevolemente

p(€) =& pere=0 (1.118)

Per studiare la relazione R = R(¢) definita dalla (1.114) nel caso generale ¢
conveniente introdurre la variabile ausiliaria

= % (1.119)

La (1.114) si riscrive in termini di p
\/ﬁzg[(/ﬁﬂ)% — 3% (2 +1)7 + 2 4% (1.120)

Questa relazione e la definizione di p
e:x/ﬁu:%[(ﬁﬂ)%—w (1% +1)7 + 247 (1.121)

definiscono due funzioni R(u) e €(u) e quindi, parametricamente, la relazione
tra € ed R. La capacita relativa del diodo in funzione di p é:

) = 5 [0+ 03 =32 (2 0F 1247 (VIH 2 ) (1122)

La funzione e(u) ¢ graficata in Fig.1. Da questo grafico si evince che esiste
un’unico valore di € compreso in [0, 1] per ogni p positivo. Il valore ¢ — 0
corrisponde a u — 0, mentre ¢ — 17 per y — +oo. Quindi le relazioni
(1.120) e (1.121) sono invertibili e definiscono effettivamente una funzione
univoca R(e). Il grafico della \/R(u) € mostrato in Fig. 2. Vediamo che
R(p) € massimo e pari a % per i = 0 ovvero per € = 0. Per u — +00, ovvero
per € — 17, R(u) va a zero. In Fig. 3 & graficata la capacita del diodo in
funzione di p. Nel seguito consideriamo separatamente i casi p < 1 e > 1,
per determinare il comportamento analitico di R in termini di € nei due limiti
e—0+ee—1".

142 ex1
Per p <1

F) =142 =32+ 0" = 1- 212+ O(u")  (1.123)
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02f

Figura 1: La funzione €(j).

v R()

12}
1.0
0.8
0.6

0.2

Figura 2: La funzione \/ R(u).
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Figura 3: La funzione c(u).
Quindi

S ) (1.124)

€ =

Pertanto quando g — 0, il campo elettrico al catodo ¢ — 0 si annulla.
Sostituendo nell’espressione per R otteniamo

VRE= (- 5+ 0(s) = 5 (1— 5 &+ 0() (1125)

Quindi

41 d? m 16 27
= R ey 3 1.12

e la correzione alla relazione tra corrente e potenziale nel caso di € piccolo
ma non nullo. Vediamo che per ¢ > 0 la corrente diminuisce a parita di
voltaggio.

Per quanto riguarda il potenziale ¢(&), dobbiamo distinguere due regimi.
Quello in cui &€ — 0 e tale che \/p(£) < p?. In questo regime

VRE=2(1 +0<V—f>) (1.127)

ft ft
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Figura 4: La funzione R(e).

ovvero
¥ ¥
o€ = nVRE (14 0(L)) = e (1401 %) (1.12)
come doveva essere, visto che ¢'(0) = e. Quando invece ¢ ¢ abbastanza
grande che /(&) > u?,
4 39 4 3 P ©
=2 L MeE=-p1(1-=1— - 1.12
ovvero
4 9 , 1 3
p€) =& (1— e (1—€—§)+0(6 ) (1.130)

Vediamo quindi che un piccolo campo al catodo € > 0 ha 'effetto di rimuovere
. N \e . . . 4
la singolarita nell’intorno di £ = 0 della derivata seconda della soluzione &3
4
ad e = 0, ritornando per ¢ sufficientemente grandi al comportamento o< £3.

143 e— 1"
Nel limite p > 1:



11 1 3 11 1
X[3+§E+O(E)]_5[1_5E+O<E)]X

11 1 3 11 1
1+-— —N]=—[1-=—= — 1.131
<1+ 5+ Ol = 1= 35+ 0] (113D

Quindi
11 1
e(w)=[1-3 2t O(E)] (1.132)

Pertanto quando p — 400 il campo al catodo € tende a 1 (da sinistra).
Passando alle variabili dimensionate, vediamo che il valore limite del campo
elettrico al catodo e

R N
#(0) = = #(0) - ~ (1133)
Nel limite di grandi p, R tende a zero
1 11 1., 1 21 1
R(O)= 5 [= 55 + O = 51—+ 0()
=3(1—¢€)[l+0((1—¢)? (1.134)

Quindi nel limite ¢ — 1~ la corrente va a zero come

= Azod‘f \/%3 (1—¢)[l+0((1—¢? (1.135)

Per quanto riguarda il potenziale, abbiamo

p(€) =€+ (VE-1) (1 =) +O((1 - )] (1.136)

Il campo e quindi una piccola pertubazione del campo elettrico costante che
sarebbe la soluzione nel vuoto in assenza di correnti.

I grafico di R in funzione di €, insieme alle approssimazioni (1.126) e
(1.134) per ¢ — 0 e € — 1 ¢ mostrato in Fig. 4. Il meccanismo fisico
che spiega questo comportamento e il seguente. Supponiamo di partire da
una situazione in cui il potenziale iniziale tra le due piastre ¢ quello lineare
o(z) = —%x , corrispondente ad un campo elettrico costante F,q. = %,
ovvero € = 1. Questa e una soluzione dell’equazione di Poisson solo se I = 0,
cioé se non passa corrente tra le piastre. Supponiamo ora di aumentare la

29



temperatura del catodo in modo che diventi possibile per il campo E,,., =
1%

5 Tiuscire ad strappare degli elettroni di conduzione dal catodo, cosi che
una corrente I cominci a fluire tra le piastre. La nuvola di elettroni che
si formera al catodo creera un campo elettrico diretto in senso opposto a
quello originale. Quindi il campo al catodo tendera a diminuire: € < 1. Fin
tanto che il campo al catodo ¢ ancora sufficientemente intenso da riuscire
a estrarre gli elettroni dal metallo la densita di carica al catodo continuera
ad aumentare, e, di conseguenza, il campo € a diminuire. La situazione di
equilibrio sara raggiunta quando il campo € ¢ diventato cosi piccolo da non
essere piu sufficiente per estrarre elettroni. Questo valore minimo di € dipende
dal catodo, dalla sua temperatura per esempio: se la temperatura del catodo
¢ sufficientemente alta, ¢ sara molto piccolo. Al limite per ¢ = 0 la corrente
e la densita di carica non possono piu aumentare, avendo raggiunto il valore

di Child-Langmuir (1.116).

1.4.4 1l campo elettrico di dipolo e di quadrupolo

Il potenziale elettrostatico di una distribuzione di cariche e

47reogb
B.d R cmi
(1137)
Useremo lo sviluppo di Taylor
1 x 3
=1-Z4+ =2+ 1.138
— 5 Tg? + ( )
con L
R-d; d;
r=-2—4+ — (1.139)
R? R?
Dunque
1 R-d; 1d, 3 (R-d)
— _i2:1—|— 2 —554-5%4-“' (1.140)
Rd; | di
Vi-28 g
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_|_1[3 > QZSR' dz)2 > qidi ]
2 | Lk
@ ED,
&l IR
RAEIML! (R)a (R)o (di)* ()" 30, 0:0" di &
2 B |B?

dove (d:-)“, con a = 1,2,3 sono le componenti cartesiane del vettore d: 11
potenziale di dipolo e quindi

" 1 R-p
ipolo — = 1.141
Gdipoio( R) Tre |RP ( )

dove

=Y ad (1142

e il vettore che descrive il momento di dipolo. Il campo elettrico corrispon-

dente ¢ o
1 3p-r7—p

Eipolo = 1.143
dipol 47e r3 ( )
Il potenziale di quadrupolo si scrive invece
- 1 (R)q (R), M
uadrupolo R) = = 1.144
gbq drupol ( ) 47760 ’R|5 ( )
dove M, con a,b=1,2,3 ¢ il tensore dei momenti di quadrupolo
1 — — — —
ab _ . e (4.\0 _ sab 7. .
Si noti che M & simmetrico ed ha traccia nulla:
a 1 -2 - -
%:Ma:§Zqi[3di —3di-di]:0 (1.146)

Esercizio: calcolare i campi elettrici di quadrupolo.
Esercizio: calcolare i momenti di quadrupolo per una distribuzione di carica
data da due dipoli paralleli orientati in senso opposto
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1.4.5 1l campo elettrostatico di una catena di ioni

Consideriamo una catena di cariche si segno alterno poste a distanza a. Pren-
diamo 'asse z lungo la catena, e scegliamo 'origine del sistema di coordinate
cilindrico in un sito della catena di carica positiva. Sia p = /22 + 32 la coor-
dinata radiale cilindrica. Data la simmetria rispetto alle rotazioni intorno a
z il potenziale ¢(z, p) non dipende dall’angolo ¢ = arctan 2. ¢(z,p) ha le
seguenti proprieta

(@) o(z+2a,p) = ¢(z,p)
(0)  d(=2p) =¢(z,p)
(C> ¢(z +a, p) = _¢(27 p) (1'147>

(a) discende dalla simmetria del problema per traslazioni lungo I'asse z di
2a. (b) deriva dalla simmetria per una rotazione di 7 attorno ad una asse
nel piano (z,y), (c¢) riflette il fatto che la traslazione del sistema di a lungo
z porta ad un problema identico in cui tutte le cariche cambiano di segno.
(Ovviamente (c¢) implica (a).)

Il potenziale ¢ rappresentabile come la somma dei potenziali coulombiani
delle singole cariche della catena

NPT (D" 1.148
$(z1p) > : (1.148)

che soddisfa in effetti alle (a) — (¢). Questa rappresentazione & conveniente
per calcolare il potenziale per p < a. In questo caso la serie ¢ dominata
dal termine corrispondente allo ione piu vicino al punto (z, p). Quando pero
p > a un numero di termini crescente con 'aumentare di p (dell’ordine
di ~ 2) ¢ richiesto per valutare ¢(z,p) con una precisione data. Il nostro
scopo e dunque determinare una nuova rappresentazione per ¢(z, p) che sia
conveniente per p > a.
¢(z, p) soddisfa ’equazione di Laplace in coordinate cilindriche:

0? 0/ 0
£+%8p< 8?)

Essendo una funzione periodica in z di periodo 2 a e con le proprieta (a) — (c)
possiamo scriverla come somma di coseni

(1.149)

k
= Y GiRilp cos” : (1.150)
k=1,3,5.--
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L’ equazione di Laplace porta all’equazione differenziale ordinaria del secondo
ordine per la parte radiale

1 Tk

R(0) + = Bilp) = (55 Rulp) =0 (1.151)

Ponendo .
z="1P (1.152)

a
questa diventa
1

R}(z) + - Ri(z) — Rg(xz) =0 (1.153)

che non dipende da k. Indichiamo due soluzioni linearmente indipendenti
con Iy(z) e Ko(x):
Ri(p) = Aly(x) + B Ko(x) (1.154)

Per p > a cioe per
r>1 (1.155)

la soluzione deve annullarsi, in quanto la carica totale della catena e nulla.
Determiniamo i possibili comportamenti delle soluzioni dell’equazione (1.153)
per x > 1. Posto

R(x) = e** ¢() (1.156)

otteniamo ] ]
"+ (F2 + ;)cb’qtgcb(:v) =0 (1.157)

Cerchiamo una soluzione monomiale ¢(z) = z®. Il membro di sinistra diventa
FRa+1)z* 4 a®x*? (1.158)

Per x > 1 il secondo termine ¢ trascurabile rispetto al primo e quindi se

scegliamo
1
=—= 1.159
o= (1.159)

otteniamo due possibili comportamenti per le soluzioni di (1.153) a grandi x

eix

Rilz) = ﬁ(1+0(i)> r> 1 (1.160)
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Scegliamo per Iy(z) e Ko(z) le due soluzioni definite dalla (1.160). Per de-
terminarle univocamente rimane da fissare i loro fattori di normalizzazione.
Tradizionalmente questi sono presi come segue

h(@) = = (1+0(3))
Kola) = e:;%% (1 + O(i)) (1.161)

Le Iy e Kq cosi definite sono chiamate funzioni di Bessel speciali di indice
nullo. In definitiva

Ru(p) = K()(kzp) (1.162)
¢ kmp mkz
o(z,p) = Z CkK(J( " ) cos — (1.163)
k=1,3,5-

Questa espansione & valida per qualunque funzione armonica in R?* indipen-
dente dall’angolo azimutale che si annulla all’infinito e che soddisfa le condi-
zioni (a) — (¢). Notiamo che, in generale, la struttura periodica produce un
potenziale che ¢ esponenzialmente piccolo a grandi p . Il termine dominante

a grandi distanze e
27 p

(2, p) x e @) p>a (1.164)
dove 2 a ¢ il periodo del sistema.

Dobbiamo determinare le costanti C' associate al nostro problema speci-
fico . Queste sono fissate dalla condizione che il potenziale si riduca a quello
puro coulombiano per x < 1 in prossimita delle cariche della catena. Le
identita

a k k/
/ dz cos = & cos = - Ok i’ @ (1.165)

—a a a
danno

kmp 7T]€Z

aC Ko )—/ dz ¢(z, p) cos

k

47reonz/dz\/z_na 2:

"cosmkt
dt =
47?60 n; /

—n)?+ 5
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_ 4 i /1_” gt (—=1)"(+R) cos kbt _
47TEO —1-n

St Ny

& cosmkt & cost
_ 4 / dt _ 4 / 8t
27T e oo /t2+g_§ 2T e S t2+k27r§p2

a

dove abbiamo fatto uso del fatto che k e dispari. In conclusione otteniamo
la seguente rappresentazione integrale per la soluzione Ky(x) dell’equazione
di Bessel

a2 e /°° cost
Cr Ko(x) = dt —— 1.166
q k 0( ) e \/m ( )

Poiché questa equazione deve valere per ogni k, ne deduciamo che i C}, sono
indipendenti da k e che

Ko(x) a [ ’ cost

T) = — _—

0 2 e ‘/tQ—’—{EQ

Chp = —2 (1.167)
Tepaq

per una certa costante . E immediato verificare per sostituzione diretta che
la rappresentazione integrale di Ko(x) in (1.167) soddisfa in effetti 'equazione
di Bessel (1.153). La costante o ¢ determinata valutando l'integrale per
x > 1 e confrontando con la definizione della normalizzazione di Ky(z) in
(1.161). Risulta (vedi piu sotto)

a=1 (1.168)
In conclusione
Cp= 1 (1.169)
Teya
¢ k k
q TP wkz

) = K, ( ) 1.170
Cb(z ,0) Teo k:%;&” 0 a CoS a ( )

Il comportamento del potenziali a grandi distanze dalla catena, p > a, e

_ 4 [*%’3 [ (TZ L ime [a 372 ] 1.171
o(z,p) m—— e 2, cos — +e > cos — + (1.171)

Comportamenti asintotici delle funzioni di Bessel
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Determiniamo il comportamento per x — 0 della Ky(x) a partire dalla
rappresentazione integrale (1.167). La regione dell'integrale che da il contri-
buto divergente per p — 0 ¢ quella intorno a ¢t = 0:

& cost

dt ——— = —log #* + termini finiti per z — 0 1.172
e T P )

Pertanto
Ko(x) = —a log |x| + termini finiti per z — 0 (1.173)

Per determinare « ¢ necessario valutare la rappresentazione integrale (1.167)
per x > 1 e confrontare con (1.161). E piu agevole studiare il comportamento
dell’altra soluzione, la Iy(x), nello stesso limite.

Notiamo che date due soluzioni R; ed Ry dell’equazione (1.153) la com-
binazione

<R1, R2> =X (Rll RQ — RIQ Rl) (1174)

€ una costante indipendente da x. Per provarlo basta prendere la derivata del
membro di sinistra dell’equazione ed utilizzare I’equazione di Bessel. Notiamo
anche che

(Ri,Rs) =0« Ry e Ry linearmente dipendenti (1.175)

Poiché I, e Ky soddisfano per definizione le condizioni (1.161), ne consegue
che
(Iy, Ko) =1 (1.176)

E anche agevole constatare che i possibili comportamenti delle soluzioni
dell’equazione di Bessel (1.153) per  — 0 sono

Ryeq(z) =+ O(x) Rying(x) = —a log |z| 4 - - - (1.177)
Dunque
<Rreg> Rsing> == aﬁ (1178)
Concludiamo che il comportamento per x — 0 delle Iy e Ky sono correlati

1
Ip(x) = o +O0(z) Ko(z) = —a log |z| + termini finiti per x — 0 (1.179)

Per determinare a possiamo allora far ricorso ad una rappresentazione
integrale per Iy(z)

2

Ig(x):%/oﬂcosh(x cosp)dp = 1+%—|—--- (1.180)
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che soddisfa I’equazione di Bessel (1.153) come si puo verificare direttamente.
Inoltre per x > 1 l'integrale riceve il contributo dominante dalle regioni
intornoa ¢ =0e ¢ = m:

1/7r bz cosg) ~ & /7r o . (1.181)
— cosnlxr cos ~ — (§ = .
T Jo ™ Jo V2mzx

e quindi verifica la condizione (1.161) che definisce Ip(x). Dunque a =1 ¢

Ko(x) = —log|z|+ - - (1.182)

1.4.6 1l campo di una catena di dipoli elettrici

Consideriamo una catena di dipoli elettrici lungo 'asse delle z di momento
p = p 2, distanziati di a. Il campo elettrico di un dipolo e

. 3FiP

Adreg B = (1.183)

r3

Quindi il campo elettrico prodotto nell’origine da una coppia di dipoli in
z=2nae

ed il campo elettrico totale
AR S U ;
E = — = 3) ~ 0.3826 1.185
€T ad nZ:;n3 607T(13C( ) € a’ ( )

Vogliamo ora calcolare il campo prodotto da una catena di dipoli in punti
lontani dall’asse su cui si trova la catena.

Consideriamo un problema preliminare: quello di una catena di cariche
uguali ¢ lungo 'asse delle z a distanza a una dall’altra. Scegliamo l'origine
del sistema di coordinate cilindrico in un sito della catena di carica positiva.
Sia p = /22 + y? la coordinata radiale cilindrica. Data la simmetria rispetto
alle rotazioni intorno a z il potenziale ¢(z,p) non dipende dall’angolo ¢ =
arctan £. ¢(z, p) ha le seguenti proprieta

(a) ¢(z +a,p) = d(z,p)
(b) ¢(—Z,p) = ¢(Z7p>

37



Il potenziale ¢ rappresentabile come la somma dei potenziali coulombiani
delle singole cariche della catena

R 1 _
¢(2’p)—47r60 Z ‘ V(z—na)?+ 2

27k 27k
= — logp+ZCkK0< T p> cos 2 1E2

27reoa

(1.186)

a a

Questa serie e in realta divergente. Siamo pero interessati alla derivata
di questa funzione rispetto a z, che e rappresentata invece da una serie
convergente:

oo

- z¢(Z,P): a Z <Z_na) 3

dmeo n=-—00 ((Z - TL(I)2 + /)2)5

:ihsc’“m(”m) sin 27K * (1.187)

a a
k=1

Dunque

2wk N 21wk
7wk Cy K0< T p) = —/ dzsin 2102 0.9(z,p) =
a 0 a

2 “ 2
= 7Tk/ dz cos 7Tkng(z,p):
0 a

a
271k 27Tkz
q T dz = =
47T€(] + p?
q 27rk: cos == 27””
dmey a \ /22+p
_q 27k CoS z
47T€0 Z2+(27rakp)2
2mk 2wk
¢4 =7 2K0< T p) (1.188)
4mey a a
In conclusione
Cp= 1 (1.189)
€y



ed il campo elettrico lungo z della catena infinita di cariche si scrive

2¢ «— 2nkp\ . 27kz
E.(¢,p) = —0:0(z,p) = e ZkKo< - ) sin =———(1.190)
k=1

Il potenziale di una catena di dipoli p’ = pZz, disposti lungo 'asse z a
distanza a si ottiene come sovrapposizione di due catene di cariche di segno
opposto, leggeremente spostate lungo z di una distanza d = £

B 8¢(z,p) 27kp\ . 27kz
gbcatena dip(ZaP) =—d 02,’ . a2 ZkK()( a ) S1n a (1191)

Il campo elettrico in un punto con z = 0 ¢ diretto lungo 1’asse delle z

. 47D & 2mk
Egcatdlp)(ojp) - _ p ZkZ KO( p) = _6 a3 fdlp( ) (1192)

3
€0 a a
0% k=1

dove abbiamo introdotto la funzione

faip(x) =47 ikQ Ko(2mka) (1.193)

k=1
faip(z) decresce molto rapidamente per z > 1:

f(1) =0.0116 f(2) =1.53-107°
f(v/5)=330-10"% f(2v2)=7.10-10"% (1.194)

1.4.7 Il campo di un filo carico tra due piani conduttori

Consideriamo un filo infinito carico, con densita di carica lineare A, posto
lungo 'asse delle y tra due piani conduttori paralleli al piano (x,y) posti a
z = ig.

Il metodo delle immagini da per il potenziale

o0

o(x,2) = 4MO Z ¥ log[z? + (2 — k d)?] (1.195)
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Benché quest’espressione sia divergente, la serie delle derivate, che definisce
il campo elettrico e convergente puntualmente:
A - x

Ea(z,2) = 27 € kz (=1 22+ (2 — kd)?

A o z—kd
E.(z,z) = —1)* 1.196
( ) 27T€Okzz_oo( ) I'2+(Z—kd)2 ( )
Usiamo il metodo della separazione delle variabile per ottenere un’espres-
sione alternativa per i campi che sia utile a distanze dal filo carico gran-
di rispetto alla separazione dei piani conduttori: = > d. Ripetendo le

considerazioni delle sottosezioni precedenti otteniamo 1’espressione

= Cm B 1.197
o(z, 2) Z cos ——e 4 ( )
m=1,3,5-
ovvero
E.(z,z)= Chm, Wzin cos 7”;2 o= x>0 (1.198)
m=1,3,5
Pertanto

2 d Tm |z
/2 E.(z,2) cosﬂgzdz:cmm§e_ 7 m=1,3,5--- (1.199)

Nl
SH

Consideriamo il limite di questa equazione per z — 07. In questo limite
il termine dominante nell’integrale nel membro di sinistra della (1.199) ¢ il
campo generato dal filo:

a \ d
/2 E.(z,2) cos TE gy = / ’ cosﬁmzdz—l—O(x):

[VlisH

% d N 27T€0 % x2 + 22 d
A € T ) )
p— _ 2 € _
27 e /_e 72 4 22 dz + O(x) e arctan ” + O(x)
A
- o) (1.200)

C 27e
Confrontando con il membro di destra del’Eq. (1.199) deduciamo

A W:med

27 € d 2

(1.201)
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ovvero

A
C,, = m=1,3,5,... (1.202)
mm e
In definitiva
A 1 TmMmz _xmlal
¢(r,2) = — — cos e d (1.203)
T g5 d

Pertanto a grandi distanze dal filo il potenziale decade esponenzialmente:
A TZ _xlal
=—cos—e d e 1.204
o(x, ) e s e + ( )

Possiamo risommare 1'espressione ottenuta (1.203)

_mm (Jz|+iz) _mm(|z[—iz)

A
oz = 5o D E md 48 md _

m=1,3,5---

= (|z|+i2) _n(el=iz)
d

A 1+e 4 1+e

= log . .
47T€0 1 . e_ﬂ'(\m\j»zz) 1 B e_ﬂ(\x\dfzz)

Notiamo che dopo aver introdotto la variabile complessa

T +1z
(= iz (1.205)
d
il potenziale si riscrive
A 14e77¢2
= 1 1.206
o) = o ol (1.206)
Calcoliamo la densita di carica superficiale indotta sui piani conduttori, per
esempio sul piano a z = —g:
7 |z| 7 |z|
d A e d e~ d
2 4d 1+ie 1—17e —da
e e~ =i A e
+ T T ﬂlwl} - g _2nlal
. _nlal . _mla d _
1—1e 4 1+21e 74 1+e 4

L’integrale della densita di carica superficiale lungo x da

/00 dro(x) = —% (1.207)

come ci si aspetta.
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1.4.8 Il campo elettrostatico di una griglia

Consideriamo una griglia di fili uniformemente carichi disposti parallelamente
all’asse z a distanza a uno dall’altro in direzione y. Prendiamo l'asse z
coincidente con uno dei fili della griglia. Il potenziale generato ¢ una funzione
armonica ¢(x,y) indipendente da z, periodica in y e simmetrica per z — —x
e per y — —y:

¢(x7y + CL) = ¢(I7 y) qb(.T, y) = ¢(_x7y) ¢(x7 _y) - ¢<x’y) (1208>

02 + 2] (x,y) =0 (1.209)

Dunque

A 2mklz 27k
Oa,y) = —5— | =0 ’x‘+ZCke T cos 1Y (1.210)

27reo a

dove A ¢ la densita di corrente per unita di lunghezza dei fili. Il potenziale
e rappresentabile come la somma dei potenziali generati dai singoli fili della
griglia

o 2 2
Z log Y =) +2 (1.211)

¢$0,y0 (I‘ y yO -n CL) + ZE%

47re

n=—oo
dove (zg,yo) sono le coordinate di un punto arbitrariamente scelto. Si noti
che per le distribuzioni lineari di carica infinitamente lunghe, benché il campo
elettrico abbia valori finiti, il potenziale rispetto all’infinito non e ben definito.
Per questa ragione nella (1.211) abbiamo definito la differenza di potenziale
tra il punto (z,y) ed un punto al finito (z¢,yo). L’introduzione del punto
(x0,y0) rompe pero la periodicita in y del problema. Converra pertanto
considerare, invece che ¢(x,y), la sua derivata 0,¢(x,y) = — E,, cioe il campo
elettrico lungo z. Poiché ¢(z,y) non & derivabile rispetto ad x per z = 0
prendiamo x > 0. Per ottenere ¢(z,y) per z < 0 bastera tenere conto della
simmetria ¢(—x,y) = ¢(x,y).

In definitiva consideriamo le serie

AN 2Tk & Coxke 2Tky
Ex(xay):—axﬁﬁ(l’ay):zwe [a @ COoS " ]:
0 k=1
A - 2x
= >0
47reonzz_oo(y—na)2+a:2 v
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Moltiplicando ambo i membri per cos Q’Taky ed integrando in y ed usando la

relazione " ok o 1 5
/ dy cos TEY o 28 Y _ Ok @ (1.212)
0 a a 2

otteniamo

ky

2nkx COS
——C’ke « 21k ==x E 5 =
—na +a:

cos27rk:y
—— Z e —
COS27Tk‘y x [ cos2mky
= Z Fr 7 a dy————>7 =
e — o0 adJ-o Y "‘(5)
k 2 ™ x
— _x dy —COS 7ry = 7{'6_% (1213)

a J o y?+ (hz)?

dove abbiamo utilizzato il seguente risultato per 'integrale definito

“dycosy m _,
I(t) = = — 1.214
m=[ BT (1.214)

derivabile, per esempio, col metodo dei residui. Una derivazione alternativa
di (1.214) ¢ la seguente. L eq. (1.213) mostra che

o
/ ;/2 (f;y - %e_t (1.215)
—o0

dove a ¢ una costante indipendente da t. Pertanto per t — 0 l'integrale
diverge come segue

I(t) = % + B+ 0(t) (1.216)
D’altra parte

/oodycosy_/oo dy +/°°dy(cosy—1)_
o VA Sy 2+ Ytz

< d
:/0 y2ft2+7+0() (1.217)

in quanto il limite dell’integrale

>0 —1
i [y (cosy —1)

=0 fy e (1.218)
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esiste finito. Inoltre

In definitiva

da cui
a=T

In conclusione otteniamo per i coefficienti C} I'equazione

(b(:l?,y):— A [M—Ze ka cosZﬂky}:

a

(=|+iy) (lzl=iy)
,Qﬂk%+e,2ﬂk%

A [ﬂxl e
a 2k
k=1

Introduciamo la variabile complessa

¢ = [ +iy
a
Allora
A R L
o) =~ [T+ O - ——

A _
=~ T ire [W (C+¢) +log|l — e‘“cﬂ =

A _
= o= 10+ 1]

dove f(¢) ¢ la funzione analitica sul piano complesso
f(Q) =m¢ +log[l —e7?7¢]
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(1.219)

(1.220)

(1.221)

(1.222)

(1.223)

(1.224)

(1.225)
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1.4.9 Effetto punta

Consideriamo due semipiani conduttori, posti a potenziale nullo, aventi un
bordo in comune e formanti un angolo 2 (7 — 6y) tra di loro. Si vuole calco-
lare la carica superficiale indotta sui semipiani ed il campo elettrostatico in
presenza di un filo carico uniformemente carico, con densita di carica lineare
A, parallelo al bordo comune dei semipiani, a distanza d da questo e giacente
sul piano che biseca I'angolo formato dai due semipiani.

Facciamo uso di un sistema di coordinate cartesiano il cui asse z € parallelo
al filo carico, posto in (z,y) = (d,0). Il bordo comune dei due semipiani & a
x =1y = 0. Le proiezioni dei due semipiani conduttori sul piano (z,y) sono

le semirette
y==xtanbyx x <0 (1.227)

Introduciamo le coordinate polari

r=+z?+y? § = arctan 2
x

Prendiamo 0 nell’intervallo
—rT<0<m (1.228)

Le proiezioni dei due semipiani sul piano (z,y) sono delle semirette con
origine in r = 0 e 6 = £6,. Pertanto

o(r, £0,) = 0 (1.229)
Il potenziale elettrostatico ¢(r,#) & armonico nel settore —fy < 6 < 6y:

[(@)2 + 83} ¢(r,0) =0 —0p <0 <6 (1.230)

eccetto che nel punto (r,0) = (d,0), dove tende al potenziale del filo carico
infinito:

o(r,0) "= gl 9) = ~1 A log(d® 4+ 1 — 27 d cos ) (1.231)

T €

Il problema ¢ simmetrico per riflessione rispetto al piano (z,x). Pertanto
deve essere

¢(7’, _0) = ¢(7“, 9) (1232>
Dimostriamo inoltre che il problema e anche invariante per
2
r— d— (1.233)
T
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A questo scopo introduciamo la variabile 7
r=rgpe’ (1.234)

dove rg > 0 € un numero reale positivo arbitrario. L’equazione di Laplace
sul piano si riscrive nelle coordinate (7, )

[aﬁ + 83} én(1,0) = 0 (1.235)

dove ¢,(n, 0) ¢ il potenziale nelle coordinate (7, 6):
Gy(n,0) = d(roe”, 0)
Osserviamo che 'equazione (1.235) ¢ invariante per
n— - (1.236)

Questo vuol dire che se ¢,(n,0) ¢ una soluzione della (1.235), la funzione

(1,0) = py(—1.0) (1.237)

¢ pure soluzione della stessa equazione. Pertanto la funzione g%(r, 0), che
descrive in cordinate polari il potenziale associato alla ¢, (1, 0),

d(roe, 0) = ¢,(n,0) (1.238)

¢ armonica se ¢(r, ) ¢ armonica, qualunque sia ry. (5(7", 0) soddisfa

o(roe”,0) = dy(n,0) = dy(=1,0) = (roe™",6) (1.239)
OVVero

o(r,0) = gb(%gﬁ) (1.240)

Sia dunque ¢(r, ) la soluzione del problema posto. Prendendo ro = d nella
(1.240) deduciamo che la funzione

o(r,0) = Gb(d;ﬂ) (1.241)

46



¢ armonica. Inoltre gzg(r, 0) soddisfa le stesse condizioni al contorno di ¢(r, 6),
definite nelle Eqgs. (1.229) e (1.231). L’unicita della soluzione dell’equazione

di Laplace assicura che
d2

Secondo la strategia del metodo della separazione delle variabili, cerchia-
mo dapprima le funzioni armoniche fattorizzate

o(r,0) = R(r) ©(0) (1.243)
Abbiamo dimostrato altrove che queste hanno la forma seguente
(Ap 7" + Byr™) (Cy cosk 0 + Dy sink 6) (1.244)
dove k & un numero reale’. La simmetria per riflessione (1.232) impone
D=0 (1.245)

La condizione al bordo (1.229) richiede

coskby=0 (1.246)
ovvero® S
k=—=ma« m=1,3,5,... (1.247)
20,
dove .
= — 1.248
=35 ( )

Per r — 07 la ¢(r,0) deve annullarsi, in quanto r = 0 appartiene al bordo
del conduttore. Pertanto

P(r,0) = Z Ay ™ cos(maf) r <y

m=1,3,...

in un certo intorno di r = 0 di raggio ro. Poiché la ¢(r, ) ¢ perfettamente
regolare nel dominio

D = {(7”7 0) :0<r< d, VRS [—90,90]} (1249)

'Per k = 0 possiamo considerare, a priori, anche la soluzione Ay + By logr.
2Questa condizione esclude la soluzione con k = 0 che abbiamo menzionato nella nota
precedente.
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possiamo prendere 7o = d. La (1.242) implica allora che

dam

2
roam

cos(m a 0) r>d

or.0)= > An

m=1,3,...

E conveniente ridefinire i coefficienti A,,, secondo la relazione

Ay = Ay dm (1.250)

e riscrivere le espressioni per ¢(r, ) ottenute come segue

Z A (2—Z>m cos(maf) r<d

(b(r, 9) _ m=1,3,... i Jonm
Ay | — 0) >d
mlzg <r°‘> cos(m «a r

Da queste espressioni ricaviamo la componente radiale del campo elettrico

- Z amd, <ra)mcos(moc6) r<d

r \de
E,«(T, 6) - _87" ¢<T7 9) = m_173’&.mA de\m
" — 0 d
m:123 . (r“) cos(maf) r>

e la componente del campo elettrico ortgonale a quella radiale:

Z amdy, (7«&>m sin(m a0) r<d

Eg(?“ 9) _ _89 ¢(T, 9) _ m=1,3,... r B d*
7 r amA,, /d*\m .
m123 " (r_a> sin(m a0) r>d

Ne consegue che la densita di carica sul conduttore e

A Ta m m+1
S w<%> (-1)"" r<d
o+(r) = Feo Ep(r, £0y) = M=l ' A gem
5 amehn BV ey

ro
m=1,3,...
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Consistentemente con la simmetria del problema, le densita di carica sulle
due facce del conduttore con 8 = £6, coincidono

oi(r)=o0_(r)=o(r) (1.251)

Vogliamo ora determinare i coefficienti A,,. A questo scopo consideriamo
il settore anulare definito come segue

D= {(rf.2): r€ld—e.dtc, 0,00 =€ [—g, g]} (1.252)

con € >0 e h > 0 e definiamo su D, i campi vettoriali

— —

V, = cos(na @) E(r,0) n=13,5,... (1.253)

Il teorema della divergenza sul volume D, si scrive

/ ﬁ-Vnz/ neV, (1.254)
€ 9D,
D’altra parte abbiamo:

V-V, = (Vcos(nab)) - E(r,0) +cos(nab)V-E (1.255)

L’unica carica contenuta in D, ¢ il filo carico posto in (r,0) = (d,0). La legge
di Gauss L
V- E=L (1.256)
€0

implica dunque che l'integrale della divergenza di V, &

/ V-V, = / (Vcos(nab)) - E(r,0) + AR
€ € 60
_ _/ nasmnay) SH;(”O‘H) Ey(r,0) + 21 (1.257)
€ EO

Il flusso di Vn attraverso D, riceve contributi non nulli dalle superfici con
r=d=xe

—

0o
/ ﬁ"?n:h/ df cos(naf) |(d+€) E.(0,d+¢€) +
8D, —0o

—(d—¢€)E.(0,d—¢€)] (1.258)
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in quanto V, si annulla sulla parte del bordo di D, delimitata dai piani
0 = +6y. Sostituendo la (1.251) nel secondo membro di questa equazione
otteniamo un’espressione che coinvolge gli integrali elementari seguenti

)
/ df cos(maf) cos(naf) =

—6,

bo
— 1/ df [cos((m +n) af) + cos((m —n) af)] =

2 J g,
sin(m+n) & sin(m—n)
:{ a(m+n)2+ a(m—n) _0 m%n:
0 m=n
= ‘90 Omn

valida per m ed n ambedue dispari (e quindi per m-+n pari). Il flusso (1.258)
e pertanto:

/aDEﬁ' ‘_/;L = h@o[anfln <di€>an+an;1n (d;€>an] (1.259)

In definitiva la (1.254) si scrive
(7)) -

~ d
i ()
/ nasm(n G)E( 9)+Ah
= — 9 —_—
. €0

Consideriamo ora il limite di quest’equazione per ¢ — 0%. Ricordando che
260y a = 7, otteniamo

hrn A, _ AR lim —nasm(nou?) Ey(r,0) =
€0 =0t Jp,
\h d+6
= — —nah lim / df sin(na0) Eg(r, 0)
€o e—0t+
ovvero
B A d-‘,—e
A, = — % im / df sin(n a ) Ey(r,0) (1.260)
€ETN T e—0t

Dimostriamo che il limite dell’mtegrale al secondo membro

d+e
K, =2 lim / df sin(na 6) Ey(r,0) (1.261)

T e—0t



si annulla. Se la Ey(r, 6) si mantenesse limitata nella regione d’integrazione
questo sarebbe evidente, in quanto la regione d’integrazione D, ha volume
nullo nel limite e — 0*. D’altra parte il campo elettrico puo scriversi come la
somma di due contributi: il campo elettrico generato dal filo carico e quello
generato dalla carica indotta sul conduttore

E(T, 0) = Econduttore (7”, 6) + Efila (’I“, ‘9)

Il campo Econduttore(r, 0) generato dalla carica indotta sul conduttore & limi-
tato nella regione D, intorno al filo carico: pertanto esso non contribuisce
a K,. Efilo(r, 0), invece, diverge nel punto (r,0) € (d,0) € D, e quindi, a
priori, potrebbe dare un contributo non nullo al limite dell’integrale:

d+e
K, =2 lim / df sin(na ) EJ"™(r,0) =
T e—0t
a\ ‘HE d sin 6
li do 0 =

2W2€Oe—l>%l+ dee / sin(na )d2+r2—2dr cos 6
da d+6 iné

22 lim / df sin(n a 6) s —5
T 2% eg ot Jy L (d—7r)?+4drsin® 3

Osserviamo che benché Ejy(r,0) diverga in corrispondenza del filo carico,
I'integrando & una funzione che, grazie al fattore moltiplicativo sin(n a 6), si
mantiene limitata anche nell’intorno del punto (r,0) = (d,0). Per verificarlo
esplicitamente si sviluppi l'integrando in serie di Taylor intorno a questo
punto. Posto

r=d+zx (1.262)

otteniamo
sin(n a 0) sin 6 n a6

= 2
(d—r)24+4drsin?? 22+ 6232 (1—|—O(x,9 )) (1.263)

2

dove i termini trascurati sono di ordine z o #2. Poiché
‘ 0? 1

—_— | < = 1.264
24+ 0282 = @2 (1.264)

I'integrando si mantiene limitato nell'intorno del punto (r,0) = (d,0). Ne
consegue che K, si annulla:

K,=0 pern=135,--- (1.265)
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I coefficienti A, si ottengono quindi dalla relazione (1.260):

J I (1.266)

€ETN

Il potenziale e pertanto

=)™ cos(maf
5 (Z=)" cos( )

r<d
o A m=1,3,... m
(b(T, 9) - 60_7'(' Z (f_z)m COS(mOzG) oy
m T

Le serie che appaiono nel secondo membro della (1.267) sono dello stesso
tipo di quelle gia risommate nella risoluzione del campo di filo carico in
presenza di due conduttori piani:

A d?® + r2® 4+ 27> d cos(f )
) = 1
o(r,9) 47 € & Pa | p2a _gpaga cos(f )
Posto o
(= (E> gl (1.267)

possiamo riscrivere il potenziale in termini di una funzione analitica nel piano
complesso

(1.268)

o(r,0) = — 1og‘i§‘2

47 e

La densita di carica lungo i piani conduttori &

.....

7= 2a T (d_a>m(_1)m$1 r>d

7777

Le serie che appaiono nel secondo membro possono essere ambedue ricondot-
te, con passaggi elementari, alla serie geometrica:

(07

> () et Y (g)m(—l)f:_g—zﬁ(l.%f))

m=1,3,... m=1,3,... d2>
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per cui

Aa re 1

or)=——— ——= (1.270)
mrod® 14 o

In prossimita della punta, ovvero per r < d, possiamo limitarci al primo

termine della (1.267):

A a—1
o(r) = —%Tda + - per r < d (1.271)

Vediamo dunque che, se i semipiani conduttori formano una “punta”

7w >0 > g (1.272)
ovvero se 1
g <a< 1, (1.273)

allora o(r) diverge per r — 0. Il campo elettrico in prossimita della punta

A 7,,04—1 d\ 1—a
! 4+ =—F¢(O 2a<—> +-
mTegd dol sitoO) r

& molto pitt grande — per un fattore 2 o (2)' = — del campo elettrico Eyy,(O)
che sarebbe prodotto nell’origine O, in assenza di conduttore, dal filo carico

posto in (r,6) = (d,0):

Ep(r) = — r<d (1.274)

A
N 27 €0 d

Questo risultato per il comportamento della densita di carica su condut-
tori piani che formano un angolo a punta e valido anche in presenza di distri-
buzioni di cariche diverse (e piu complicate) da quella considerata, purché
rispettino la simmetria per traslazioni lungo z.

Infatti, nel caso di una generica distribuzione di carica all’esterno del
conduttore, il potenziale in un intorno della punta r = 0 sara ancora descritto
da un’espansione analoga® alla prima delle Eqs. (1.251) (quella per r < d).
Naturalmente i coefficienti A,, saranno, in generale, diversi da quelli riportati

nella Eq. (1.266). Per o < 1, la densita di carica in prossimita della punta a
r=20

Ei10(O) (1.275)

Alae
U(T) - _dalrlftg o

diverge, con 'eccezione del caso in cui A; = 0.

r—0 (1.276)

3Quando la distribuzione di carica non & simmetrica per # — — ’espressione del
potenziale contiene, in generale, anche termini della forma r™ ¢ sinm a6, con m pari.
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1.4.10 Alcune identita per serie e prodotti

Alcune identita tra serie di funzioni
I risultati delle sezioni precedenti equivalgono alle seguenti identita tra
serie di funzioni

Z (_1>n — 4 Z K[)(kﬂ'p) COS(]CWZ)

e 16— k=1,3,5,
o0 g_n 00 |
Y o 8T 2 Kol2krp) sin(2 k)
=T k=1
i = _ 2ma
N=—00 C_n eZﬂ-C _e—lﬂ'c
> ——2mi S Y e et o
":_OOC_n 2 k=1
e2miC 4]
=Tt ome 7 k=12 (1.277)
dove
(=z+1ip (1.278)

¢ una coordinata sul piano complesso. Sinoti che la prima e la terza serie nella
(1.277) e periodica in z con periodo 2, mentre le altre due sono periodiche
con periodo 1.

Mostriamo come ricavare dalla terza equazione in (1.277) i valori di alcune
serie numeriche legate alla funzione zeta di Riemann:

1 2™ 41 1
SR 1 I ) — ], P S
(—) k'gé%(c_n)k+l a( [7”62”(_1 A

Prendiamo k dispari e valutiamo ambo i membri in ¢ = 0:

=1 1,71 mie?™¢+1 o
Z = a[ﬂ_T—ezﬂc—l}go k dispari

nktl T E1¢
n=1

I coefficienti dello sviluppo in serie di potenze di ¢ intorno al punto ( = 0
della funzione tra parentesi quadre nel secondo membro di questa equazione
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sono pertanto le somme delle serie che appaiono nel primo membro:

Z(¢) = T 7 o Zg 2k +2) 2 (1.279)
dove
=1
((s) = s
n=1

per s nel piano complesso, € nota come la funzione zeta di Riemann. Abbiamo
1wt

S 2¢ 2 e?mic—1

1 [1 1< 2mi —27mi( >]
- 2¢ e2mi¢ _ 1 e—2mi¢ _ 1

2
Lo sviluppo di Taylor della funzione

Z(¢)

(1.280)

(1.281)

definisce i numeri di Bernoulli B,. Dunque

Z(¢) = %[1—%< (27Ti§)+B(—27Ti<>:|:

—_

By,

(2/@)!@”0%:

_ﬂk

( 1)k+1 By

22k 1

<2k> CQk 1 ZC2I€ CQk 1 _

I
i

®| '\qw@' :}I\D

C+ o

Un prodotto infinito
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Consideriamo il potenziale (1.225) per y = 0 e a = 1. Uguagliando
I'espressione coulombiana (1.211) per il potenziale con lo sviluppo (1.225) e
trascurando il fatto che la serie in (1.211) & in effetti definita a meno di una
costante divergente* otteniamo

00 +o0o
Z log(n? + 2?) = log H (n? +2%) =

=2f(|z]) = 27 |x| + 2 log[l — e 27 1] (1.282)
cioe

+o0 ) ) _% B efﬂ|x\ L83

H(n +$) _1_e—27r|x| ( )

1.4.11 Un problema di Laplace con condizioni al bordo di Neu-
mann

Dalla risoluzione del problema della carica in presenza di un piano conduttore
infinito, abbiamo derivato che il potenziale creato dalla distribuzione di carica
sul piano z = 0, . .
/
a(p) 27 (1t (p’)Q)% (1.284)
in un punto posto a distanza z dal piano e distanza p dall’asse ortogonale al
piano e passante per il centro della distribuzione di carica, e

27
dgp 1
47 eq o(p, /d:c:v/ =
0o E 27 (1 + 22)2 \/p2+z2—|—a:2—2xpcosg0

= (1.285)
p* + (1 + 2)?
benché, a nostra conoscenza, 'integrale doppio che figura nella (1.285) non
appaia calcolabile direttamente con metodi elementari.

Vogliamo derivare il campo (1.285) creato dalla distribuzione di carica
(1.284) risolvendo il problema di Laplace corrispondente. Sia data dunque
la distribuzione di carica (1.284) sul piano z = 0. Il potenziale ¢(p, z) sara
una funzione simmetrica per riflessioni rispetto al piano z = 0

4Abbiamo spiegato che questo implica che la relazione che segue vale in realta per le
derivate.
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armonica per z # 0, che soddisfa delle condizioni al contorno di tipo Neumann
260 E.(p,0) = ~2600. $(p. 2) ()= (1.287)
eo B.(p,0) = —2¢€00, ¢(p, 2 =0(p) = ———7 :

Si noti la differenza rispetto ad un problema in presenza di conduttori: il
campo e diverso da zero su ambedue i lati della superficie z = 0, e questo
porta al fattore 2 nel membro di sinistra dell’equazione (1.287).

La soluzione generale dell’equazione di Laplace indipendente dalla coor-
dinata angolare ¢, nella regione di spazio con z > 0 si scrive nella forma

degp(p, z) = /dk Cr Ri(p) Z(2) (1.288)

L’equazione di Laplace in coordinate cilindriche porta alle equazioni

%éwp 0,Ru(p)) = —K2 Ru(p)

La richiesta che Rg(p) sia regolare sul semiasse p > 0 e che Zi(2) si annulli
per z — oo impone che k sia reale

k>0 (1.289)

Dunque
A eo dlp, 2) = / d Cly Jo(p) e+ (1.290)
0

dove

1
500(p 0y Jollip)) = —k* Jo(k p)
02 e—k:z — k? e—kz

z

27
Jo(p) = /0 % cos(p cos @) p>0 (1.291)

La condizione al contorno sul piano z = 0 determina i coefficienti C},

1 1 1 [~
-2 anz¢<p, Z)’zz(] = ﬂm = ﬂ ; dk‘kC’k Jo(kp) (1292)
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Usando le proprieta di ortonormalita delle funzioni di Bessel

00 /
oo ntt) i p) = 25 (1.203)
otteniamo
Cr = /OodppM =e " (1.294)
o (1+p%):
In conclusione -
Amegd(p, 2) = / dk Jo(kp) e F =+ (1.295)
0

L’integrale nel secondo membro di questa equazione ¢ calcolabile con metodi
elementari

co 27 ng
Ameo d(p, z) :/dk Jo(kp) e FEHD :/ 2¥ «
0 47

(

/ —k(z+1 ip cosg0)+e—k(z+1+ip cosgo)] _

/“d@ 1 N 1 } B
z+1—z’pcosg0 z4+1+ipcospl

(1+2) + p?

1.4.12 Plasmi

Sia pe(Z,t) la densita di un gas di elettroni immersi in una densita py di
ioni positivi (pesanti e, quindi, approssimativamente immobili), uniforme ed
indipendente dal tempo. Sia §(Z,t) lo spostamento dalla posizione di equi-
librio degli elettroni in Z. Sia V un certo volume contenente, all’equilibrio,
Ny =V pg elettroni. In una configurazione in cui lo spostamento degli elet-
troni ¢ caratterizzata da S(Z,t), lo stesso numero di elettroni Ny si trova in
un volume

V[§]:V—|—/ §.ﬁd2a:/(1+ﬁ§’)d3v (1.296)
oV v
Corrispondentemente la densita elettronica per la configurazione 5(7,t) ¢
Po
Pell5] = ——=— 1.297
e s (1:297)
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dove pg ¢ la densita all’equilibrio. Pertanto 1’equazione di Gauss diventa

—

— — ]_ -_»
S QePO(l_ _ ): qe Po Vqs (1.208)
€0 14V-s € 1+V-§

dove si e tenuto conto che all’equilibrio la densita di carica elettronica e ionica
si equivalgono. Per piccole perturbazioni dell’equilibrio

V-3 <1 (1.299)
I’equazione di Gauss diventa
V- E=%2g. 5 (1.300)
€0
e dunque
v [E—qepo 5] —0 (1.301)
€0
Tenuto conto che per §= 0 il campo elettrico deve annullarsi, otteniamo
E=%Lrg (1.302)
€0

L’equazione del moto degli elettroni diventa

ds q2 Po
— =7 1.303
mn dt2 € s ( )

Il moto degli elettroni ¢ dunque un moto elastico caratterizzato dalla fre-
quenza
s @po  Ame py

= 1.304
m€g m ( )

wplasma -

detta frequenza di plasma del metallo in questione. Possiamo riscrivere questa
frequenza in termini di unita atomiche

e2

R Wptasma = 2/ poa,, ~ 96.42ev X \/Nponr (1.305)

A Bohr

dove Npop, ¢ il numero di elettroni in un volume a%,, =~ 1.48 - 1072° cm?.
Nei metalli, per esempio, ci si aspetta che N, sia dell’ordine dell’unita.
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1.5 Energia elettrostatica
1.5.1 Energia di cristallo ionico

Consideriamo un cristallo cubico, di passo a, sui cui siti sono posti cariche
(ioni) +e positivi e negativi. Vogliamo calcolare I'energia elettrostatica di
uno ione nel reticolo. L’esempio concreto ¢ NatCl~ . Sperimentalmente
I'energia per molecola necessaria per separare NaCl in ioni (che & 'energia
di vaporizzazione del cristallo piu I'energia di ionizzazione) &

ev

Usper = 7.92 (1.306)

molecola

(che ¢ equivalente a 183 kcal/mole). 1l passo reticolare per il NaCl ¢
a=281-10"%m (1.307)

Calcoleremo l'energia U di uno ione nel campo creato da tutti gli altri ioni
del reticolo. Questa energia ¢ il doppio dell’energia da associare ad ogni
singolo ione, in quanto l'energia e da assegnarsi alle coppie cariche. Quindi
U e uguale all’energia per molecola:

e2 (_1)(n1+n2+n3)

>

a
{n1,n2,n3}7#{0,0,0}

(1.308)
n? +n3 +n3

dove la somma su n; o 3 € sugli interi relativi. Decomponiamo la tripla somma

come segue
2

(&
U= [Uo + Y Unn] (1.309)
{n17n2}7é{070}
dove
Uy =2 i Sl log2 ~ —1.386 (1.310)
n3=

e per {ny,ny} # {0,0},

ni+n - (_1)n3
Unino = (_1)( vine) Z

2 2 2
ny +n3 + ns

ng=—o0

(1.311)
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Usiamo il risultato per il potenziale di una catena di ioni (1.170):

Uny g = 4 (—1)(172) [Ko(w 2+ nd) + Ko(37y/n2 +n2) + - } (1.312)

I numeri U,, ,, descrescono rapidamente all’aumentare di \/n? + n3:

62

U= E[Ug+4U1’0+4U171+4U2,0+8U2,1+4U2,2+~"] =
2

~ % [—1.3863 — 0.47266 + 0.109088 +
a

+0.0146654 — 0.0132376 4 0.0001837 + - - ] =

2

- —%1.7476 (1.313)

Per a = 2.81-10"%cem

2
(& A Boh
— ~272ey x 2
a

= 5.122ev (1.314)

Dunque
Uelettrostatico ~ —8.95ev (1315)

La ragione principale della differenza tra il valore teorico e quello sperimentale
¢ che non abbiamo tenuto conto dell’energia elettrostatica di repulsione degli
ioni a distante ravvicinate. Questo effetto abbassa il valore teorico a —7.99 ev.
Un altro effetto trascurato e I'energia associata alle vibrazioni del cristallo.

2 I dielettrici

2.1 Le equazioni dell’elettrostatica nei dielettrici

Supponiamo che una molecola neutra posta in un campo elettrico E acquisti
la polarizzazione p = ¢7, in quanto il centro di carica degli elettroni (di
carica totale —q) si sposta di una distanza —7 dal centro di carica dei nuclei
atomici. Se ci sono N molecole per unita di volume, il vettore densita di

polarizzazione €
P(ry=Nyp (2.1)



Consideriamo un mezzo dielettrico descritto da una densita di polarizzazione
P(Z). 1l potenziale elettrostatico creato da P ad una distanza ¥ grande
rispetto alle dimensioni dei dipoli e

P (7 — 7
47 eo pp(T) :/dgf' (:r;z (ai 3:6) —
|7 — 7|
/dS p(*/).ﬁd,;__/d fu (2.2)
|7 -2 |7 — 2| '

La variazione di densita di polarizzazione da quindi origine ad una densita
carica di polarizzazione ppo

Ppol = -V-P (23>
La densita di carica totale si scrive pertanto come

P = Plib + Ppol (2.4)

dove py;p € la densita di carica dovuta alle cariche libere, che rappresenta un
eccesso od un deficit di elettroni nel mezzo. L’equazione di Gauss si scrive

. F = PubT Pl (2.5)
€0
Definendo
I’equazione si riscrive in termini della densita di carica libera
0, in termini di flusso, B
&(D; 5) = Qua(V) (2.8)

dove V' & un volume 11 cui bordo e la superficie chiusa S.
La relazione tra P e E & approssimativamente lineare in molti materiali:

P=c¢x.E (2.9)
dove x. € la suscettibilita elettrica. Dunque

D=ec(1+x)E=ee E (2.10)
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dove
€& =14 xe (2.11)

e la costante dielettrica o permissivita relativa.
Nel caso in cui . e costante al variare del punto, I’equazione di Gauss
diventa

V.E = (2.12)
€o €

Quindi i campi elettrici prodotti da cariche libere in un mezzo dielettrico
sono ridotti di un fattore e, relativamente al vuoto. La polarizzazione delle
molecole o degli atomi produce dei campi elettrici in opposizione a quelli
prodotti dalle cariche libere. Quindi la capacita di un capacitore riempito di
dielettrico € aumentata di un fattore €, rispetto a quella dello stesso capacitore
nel vuoto.

2.2 Le condizioni al contorno per £ e D

Consideriamo due dielettrici con costanti dielettriche €; ed € separatl da una
superficie S. Vogliamo determinare le condizione al contorno di EeDsus.
Prendiamo una scatola gaussiana tra i due mezzi, di altezza infinitesima,
con le facce piatte parallele a S. Siccome le cariche libere nella scatola
tendono a zero se il volume tende a zero, abbiamo dal teorema di Gauss

(2.8) per D
D1 . ﬁlg = DQ . ﬁlg (213)

cioe la componente normale alla superficie S di D e continua.

Applicando invece L
VAE=0 (2.14)

ad un piccolo cammino I' tra i due mezzi, con i lati lunghi paralleli ad .S ed
i lati ortogonali di lunghezza infinitesima, otteniamo

El A 777{2 = EQ N ﬁlg (215)

cioe la componente tangente di E alla superficie e continua.

2.2.1 Esempio: carica in presenza di un dielettrico

Supponiamo che il piano (z,y) delimiti la superficie tra due dielettrici, con
costanti dielettriche relative €; (€) per z > 0 (z < 0). Una carica ¢ ¢ posta
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nel punto P = (0,0,d). Si vuole calcolare il campo elettrico risultante. Il

metodo delle immagini suggerisce 1’ansatz

!

4 4 z2>0

4dre VY, z) = i A 2.16
06(z,1,2) {q_ . (2.16)
€271
dove
ri=2>+9* + (z — d)? r3 =2 +y* + (2 +d)? (2.17)
Vogliamo determinare ¢’ e ¢” dalla richiesta che
ED(2,y,0) = EP(x,y,0)
EM(z,y,0) = EP(x,y,0)
et EW(2,4,0) = e E®(x,y,0) (2.18)
Le condizioni di continuita delle componenti tangenziali di E danno
_'_ / /!
177 _ T (2.19)
€1 €9
mentre la continuita della componente normale di D impone
—q+q =—¢" (2.20)
Deduciamo
"n_ 2 q _ 2 €24
14 z—; €1+ €2
€1
/ @ €1 — €2
= = 2.21
e L (2.21)
La densita di carica sulla superficie z =0 ¢
op = []5;(2 ] = |:60 (63— 1) E® — ¢y (e — 1) ED =
z=0 z=0
-l
_ [ —q+q —d q”] _
47(p? —|—d2)3/2 €1 €2
dq" €2 — €1

[1 _ 1} __dq 1
An(p+ )l e
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2.2.2 Esempio: la sfera uniformemente polarizzata

Il campo elettrico esterno ad una sfera uniformemente polarizzata, con

P=P: (2.22)

e quello di un dipolo di momento

47a® P
p=—12 0 (2.23)
3
dove a ¢ il raggio della sfera:
= 1 3p-rr—p

est — 2.24
! 47 e r3 ( )

La componente normale del campo elettrico esterno sulla superficie della sfera
e

cost) = 2P cos 0 (2.25)

E(n) —
2 ae €0

est

dove 6 e I'angolo della normale rispetto all’asse z. La componente tangenziale
del campo elettrico esterno e

R kiU al el A
Il vettore di spostamento D interno alla sfera &
D=cyEpm+ P2 (2.27)
La componente normale di D interno &
D™ = ¢y sinf EW™) 4 cos 6 (¢g B 4 P) (2.28)

mentre la componente tangenziale del campo elettrico e
P A By = (—cos 0 E!(f"t), —cosf (™ 4 sinf B sing Ey”t)) (2.29)

Le condizioni di continuita danno

2P | |
2 cont = g sind B+ cond o 509 + P
ing P | ,
Slg = cos§ BV — sing B
€0
int) __
" =0 (2.30)
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cioe

_3L;0 cosf = sin 6 B\ + cos § £
P , ' A
3o sinf = cosf Eg(cmt) —sinf Egznt)
B =0 (2.31)
la cui soluzione e
Bl — Ez(/mt) —0 E™ — _3_1:0 (2.32)

2.3 Equazione di Clausius-Mossotti per dielettrici

Consideriamo un dielettrico caratterizzato da una densita di polarizzazione
13, separato dal vuoto da una superficie S. Supponiamo dunque che P sia di-
scontinuo attraverso .S, e si annulli bruscamente nel passaggio dal dielettrico
al vuoto. Sia V' un cilindro gaussiano infinitamente sottile che attraversa la
superficie S: la carica di polarizzazione racchiusa in questo volume e

8= [ == [V P [ Pri=Poinas e
1% 1% oV

dove 115 € la normale alla superficie S, nella direzione dielettrico-vuoto, e AA
e l'area della base del cilindro V. Pertanto la densita di carica superficale
indotta dalla polarizzazione sulla superficie S e

—

op = P ﬂlg (234)

Consideriamo ora una cavita in un dielettrico. Sia F il campo nel dielet-
trico, P il vettore densita di polarizzazione e EO il campo nella cavita. Poiché
op tende a ridurre 'intensita del campo elettrico nel dielettrico, tendera in
generale ad aumentare quella nella cavita.

Per una cavita stretta parallela al campo elettrico

E = E, (2.35)

Per una cavita piatta ortogonale al campo elettrico

—

— P —
€o
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Per una cavita sferica

—

. P .
E+ — =Ej (2.37)
3 €0
L’ultimo risultato discende dal fatto che il campo elettrico dentro una sfera
uniformemente polarizzata e

A P
sfera — 360

(2.38)
come dimostrato in (1.60). Nel modello di Clausius-Mossotti Ej ¢ identificato
col campo locale sentito da una molecola di liquido dielettrico. Dunque

— — ﬁ
P=pae (E v —> (2.39)
360

dove p ¢ la densita e « la polarizzabilita atomica. Pertanto

P=- Pe e E (2.40)
RER
cioe la suscettibilita elettrica e
ster—1:1fo‘& (2.41)
3

(e, = k ¢ la la costante dielettrica, e € = €, ¢y ¢ la permittivita).
Un esempio e il solfuro di carbonio, C'S,. Per il gas

Xohd = 0.0029 = pgas v (2.42)
Inotre o
Pliquido — 381 (243)
Pgas
Quindi
eorico 381 X 00029
X?@'quido - m =1.75 (244)
3
mentre
X‘lSZ'I:ZZTidO = 1.64 (245)

Si noti che senza la correzione di Clausius-Mossotti il valore di Xiquido PTe-
detto sarebbe Xiiquido = Pliquido & = 381 x 0.0029 ~ 1.10, molto piu lontano
dal valore sperimentale.
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2.4 Legge di Curie-Weiss

Anche per i solidi rimane vero che p o diminuisce con la temperatura, a causa
della dilatazione termica. Supponiamo che

pa=3—pB(T-T,. (2.46)

dove 8 &~ (107> — 107¢)/C° dipende dal coefficiente di dilatazione termica.
Deduciamo dalla formula di Clausius-Mossotti che

pa 9
Xe = o ~ (2.47)
1 - p? B (T - Tc)

2.5 Un modello classico per la polarizzabilita atomica

Schematizziamo gli elettroni negli atomi come degli oscillatori armonici. In
presenza di campo elettrico

>z

mﬁ%—mwgif:qef_j (2.48)

Per campi elettrici di frequenza w

. qe B
S — 2.49
o) = (2.49)
Per campi costanti
N qe EO
= 2.50
Zo mwg ( )
ed il momento di dipolo indotto e
2E 4me? o ,
}7: % S = 7T€2 () Eo = Q€ Eg (251)
muwg  muwp
con .
a=—" (2.52)
muwg
e L2
Tesp
Xoos =~ 1=ap="05 (2:53)
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Facciamo delle stime per l'idrogeno (trascuriamo la differenza tra pola-
rizzabilita atomica e molecolare).

2 E%ohr _ 64
T TR T AR a
aBohr
16 w h? a3,
a=——"s 623 M= 167 ad,,
N P 1.01-10° t 2 1
_N_ P 0 0° newton/m 0268 1001
Vo kT 1.38-1072 x 273 Joules cm3

oo — o/ p e 16 - - 0.529° - 10724+ 0.268 - 10% = 0.00020
X3P = 0.00026

Per 1’ elio
(24.5 ev)?
wi(He) ~ B e 1.801% x wi(H)
teorico X (HQ ) teorico
=2y 2 ~0. 1
Xtle 13012 0.00006

X = 0.000068

2.6 Un modello per gli anti-ferroelettrici

Supponiamo che i dipoli siano disposti in un reticolo cubico di passo a. Le
catene di dipoli paralleli, disposte lungo 1’asse delle z, sono a distanziate di
multipli di 2a in quanto nelle file intermedie si collocano altri ioni non (o
poco) polarizzati. Abbiamo visto che il campo elettrico creato dai dipoli della
catena che agisce su un dipolo appartenente alla stessa catena e

P 1 P P
E, = E — = 3) ~ 0.3826 2.54
— nd  ema’ ) € a? ( )

€ T a’

Il campo elettrico creato dai dipoli di una catena posta a distanza p dal
dipolo considerato ¢, secondo la formula (1.192)

cat di p P
Bt 4) (0, p) = Tl fdip(a) (2.55)

dove

Jaip(x) =47 ilﬂ Ko(27kx) (2.56)

k=1
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Le quattro catene piu vicine si trovano a distanza 2a. Il loro contributo a
campo elettrico agente sul dipolo e pertanto

p
€ a?

b
€ a’

4 Bt d®) (0 24) = — 4f(2) ~ — 6.14-107° (2.57)
che ¢ quindi trascurabile rispetto a (2.54). Il contributo delle altre catene del
reticolo € ancora piu piccolo. Dunque. con ottima approssimazione,

, = ap((3)
= E - 2P5Y)
P Q€ a3 -

(2.58)
Esiste dunque un ae,i00 al di sopra del quale il campo dei dipoli si autoso-

stiene:
3

a’
Aeritico = 7o~ (259)
")
Per il titanato di bario BaT10s,
ax~2-10"%cm (2.60)
per cui
Qeritico = 2.09 - 10723 cm? (2.61)
Le polarizzabilita dei singoli atomi sono
ap=3.02-1072cem®  ap;~ 24107 em?
Qmedio = 1.63 - 1072 em? (2.62)

Poiché le catene del BaTiOz sono composte da ioni alterni di O~2 e Ti"4,
in teoria dovremmo ricalcolare o nel caso di ioni alterni. (Le altre ca-
tene sono costituite da Ba™ o O~ ma sono scarsamente polarizzate). Per
semplicita abbiamo invece usato la media delle polarizzabilita dei due ioni.
Vediamo che 040 € Uun poco troppo piccolo per spiegare la ferroelettricita
del BaTiO3. Questa richiede I'esistenza di una polarizzabilita ionica del 1%
di circa 1.2 - 107 (che perd non & ben compresa).

Notiamo anche che il nostro risultato per le catene lontane (2.55) mostra
che il campo di una catena tende a polarizzare la catena vicina in direzione
opposta. Quindi questo modello predirrebbe che il BaTiO3 sia un anti-
ferroelettrico, mentre in realta questo materiale e un ferroelettrico, cioe un
materiale in cui le catene hanno polarizzazione parallela. Questo ¢ dovuto alla
presenza di catene intermedie che si polarizzano in direzione antiparallela, ma
che sono poco polarizzabili cosi che I'effetto complessivo € una polarizzazione
netta per unita di volume in una data direzione.
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3 Magnetostatica

3.1 Il potenziale vettore di un filo rettilineo

Ay = —2 /j@””5 (3.1)

47 e c? 19

La densita di corrente per un filo rettilineo di sezione 7 a?, disposto lungo z
e percorso da una corrente I, e
1

2

j’:jzzzm 3 (3.2)

Dunque la componente del potenziale vettore non nulla ¢

A1) s | (3.3)

471'6071'&2 2 T12

che coincide con I'espressione per il potenziale elettrostatico di una distribu-
zione di carica lineare infinita di densita di carica lineare A\, con

c2

Dunque

Il campo magnetico e

Iy
B,=0,A,—0. A, =
Y Y 27 €q 2 p?
Ix
B,=0.A,—0, A,
Y 27 €y 2 p?

3.2 1l potenziale vettore di un solenoide infinito

Sia z ’asse di simmetria del solenoide, a il suo raggio. La densita di corrente
e

Jz = _jO Sin¢ jy = jO COS¢ jz =0 (36)

71



dove I
n
= — 3.7
Jo d (3.7)
dove n ¢ il numero di spire per unita di lunghezza e d e lo spessore radiale del
solenoide. A, ¢ dunque identico al campo elettrostatico creato da un cilindro
infinito con una distribuzione di carica superficiale

o(¢) =09 cos¢p = jz_j cos g = 7;_21 cos ¢ (3.8)

(in quanto % = py ¢ la densita di carica di volume.). A sua volta questo

potenziale elettrostatico si puo ottenere per derivazione lungo = del potenziale
elettrostatico creato da un cilindro infinito densita di carica uniforme py:

—Mlogg per p > a

¢czlumf(p) = { B 2ep

3.9
B —a?) perp<a (39)

Dunque il campo elettrostatico generato dal cilindro con carica superficiale

o(¢) = ¢ cosp = pod cos ¢ (3.10)
é 2
NELE perp>a
= — . . — 2€
¢y(p) - daﬁ:¢czl.umf.(p) - { c;o_jp per p S a (311)

Quindi per il potenziale vettore otteniamo

nla’zx
erp>a

Ay(p) =4 2oeF® PP (3.12)

2@ PETpSa
Analogamente

nlay
— erp>a

Alp) =4 2 PO (3.13)
T 2¢0 2 perp=a

Calcoliamo quindi il campo magnetico

nla® [ 1 222 | 1 24| _
B.(p) =0, A, — 9, A, = { 2« [/ﬂ Fa 4] =0 perp>a
6252 perPSG

(3.14)
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Per apprezzare I'utilita di pensare al cilindro con distribuzione di carica
0(6) x cosf come due cilindri di carica uniforme e di segno opposto, spo-
stati leggeremente uno dall’altro, proviamo a calcolare il potenziale (3.11)
direttamente attraverso la formula di Coulomb:

oy (p, ) 2% / dz X

47 e

X/z” df cos 0
0 /(pcosg —acosf)?+ (psing —a sinf)? + 22

a o 2w
=— / df cos 0 10g[(pcosgb—acos€)2+
dmey Jo
+(p singzﬁ—asin@)z] =
2w
_ 29 / df cos log[p2+a2—2ap cos(9—¢)] =
dmey Jo
a0y Zm 5 9 B
=— df cos@ cos ¢ log|p®+a” —2ap cosf| =
dmey )

27
= —M df cos b log[p2 +a® — ap(ew +e_w)} -
47e€ 0

2w 2
_ _300cosg df e’ log[p—Z—l—l— p(ew+e*”’)} -
a

47 e 0 a
e wlE-0¢-p)] -
_ aiogg cos¢ (Z-0(1C—-12) B
SR el B log| : ] =
Se p < a la funzione
2 Q)¢
f(C)Zlog[( >C( ”)] (3.15)

ha un taglio tra ¢ = 0 e ( = 2, ed un altro taglio, fuori dal cerchio [{| = 1,
tra ( = % e ( = +o00. Se invece p > a il taglio interno al cerchio ¢ tra ¢ =0
e (= % mentre quello esterno ¢ tra ¢ = 2 e ¢ = +o0o. La discontinuita al
taglio interno e quella del (—log (), cioe —27i. L’integrale in (3.15) & dato

dall’integrale della discontinuita sul taglio interno:

ou(p.0) = 2752 {

260

per p<a
per p > a

ESEEESRS)
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in accordo con la (3.11).

3.3 1l campo di dipolo magnetico

Consideriamo una spira percorsa da corrente I. Possiamo decomporre la spira
in spire infinitesime rettangolari, poste nel piano (z,y) di lati a e b. Il campo
totale sara la somma delle spire rettangolari infinitesime. Consideriamo il
campo A, prodotto da una spira rettangolare infinitesima. Questo campo e
identico al campo scalare prodotto da due distribuzioni lineari di carica, di
segno opposto, di lunghezza a poste a distanza b I'una dall’altra in direzione
1y, con densita lineare di carica

Az—pgcs—i—xs—i (3.16)

dove S ¢ al sezione del filo della spira. Il campo elettrostatico e quello di un
dipolo di momento diretto lungo y

bl
Py = —a )\xb — a_ (317)

c2

Dunque A, in un punto posto a distanza R = (x,y, z) dalla spira e

lab vy
A, =— = 3.18
4megc® R3 ( )
Analogamente
lab =
A, = — 3.19
Y dmeyc? R3 ( )
e naturalmente
A, =0 (3.20)
Dunque introducendo
p=1Iabz (3.21)
abbiamo ~
> 1 [GgAR
A= a (3.22)
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3.4 Una digressione sull’invarianza relativistica

Vogliamo considerare una situazione analizzabile con risultati elementari del-
I’elettrostatica e della magnetostatica che mostra come le leggi dell’elettroma-
gnetismo — ovvero le equazioni di Maxwell (1.1) coniugate con l'espressione
(1.2) per la forza elettromagnetica su una carica — non siano compatibili
con la cosidetta “invarianza galileiana”: cioe con le trasformazioni che in
meccanica newtoniana descrivono il passaggio da un sistema di riferimento
inerziale ad un altro.

Si consideri una distribuzione di carica lineare uniforme, disposta lungo
I’asse delle z, che si muove, lungo quest’asse, con velocita v. Se A ¢ la densita
di carica lineare, la corrente lungo ’asse delle x e:

I=\v (3.23)

Sia P un punto posto, per concretezza, sull’asse delle z, a distanza 2z dall’asse
delle x.
Il campo elettrico creato in P dalla distribuzione di carica ¢

A
E.(P)=FE,(P)=0 E.(P) = 3.24
(P) = Ey(P) (P) Smeos (3.24)
Il campo magnetico, nello stesso punto, ¢
Bu(P) = B.(P) =0  By(P)——— 2" (3.25)
* - n v  27mepzc? ’

Consideriamo ora una carica g che si trova in P e si muove con velocita
v nella direzione di = positiva: v = (v,0,0). La forza elettromagnetica F' su
q ¢ la somma del contributo elettrico e di quello magnetico:

2 2
Fo—F =0 F =1 Aavi A (1—“—) (3.26)

2mepd 2megzc? 2Tenz 2

Analizziamo ora la stessa situazione fisica, come descritta da un osser-
vatore che si trova in un sistema di riferimento che si muove con velocita v
costante lungo 'asse delle x. In questo sistema di riferimento la distribuzione
di carica lineare ¢ immobile e disposta lungo I’asse delle x; la carica g ¢ pure
immobile e posta a distanza 2’ dall’asse delle x. Pertanto in questo sistema
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di riferimento i campi elettrici e magnetici nel punto P dove si trova la carica
Sono:
A/
2meg 2

B.(P) =0 (3.27)

E,(P)=E,(P)=0  E(P)

B,(P) = B,(P)

La forza elettromagnetica sulla carica ¢ misurata in questo sistema di riferi-
mento e quindi

A/
Fl=F =0 F=-"1
Y 2meg 2!

(3.28)

Abbiamo indicato con un apice le grandezze fisiche misurate dall’osservatore
nel sistema di riferimento solidale con la distribuzione di carica lineare. In
meccanica classica abbiamo ovviamente che

z=2 (3.29)
Inoltre le leggi della dinamica newtoniana richiedono che
F=F (3.30)

Infatti, in meccanica classica la relazione tra le velocita V' (t) e V'(¢) di una
particella misurate ad un tempo t da due osservatori inerziali che si muovono
con velocita relativa U costante e

V(t)=V'(t)+ 7 (3.31)
Ne consegue che le accelerazioni sono le stesse nei due sistemi di riferimento

dV(t) dV'(t)
dat  dt

Dunque la forza, che e legata all’accelerazione dalla legge di Newton

(3.32)

. AV (t)
F=m-—7 3.33
m— (3.33)

¢ pure invariante nel passaggio da un riferimento inerziale ad un altro.
Per quanto riguarda A\ questa e una carica per unita di lunghezza:

_AQ

= —%
Ax

(3.34)
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La carica ¢ indipendente dal sistema di riferimento scelto®. Nella meccanica
newtoniana le distanze tra due punti sono pure identiche, quando misurate
in due sistema di riferimento inerziali:

Ax=A7 (3.35)
Dunque, in meccanica classica vale la relazione
A=) (3.36)

Confrontando (3.26) con (3.28) deduciamo che se valgono le leggi di
trasformazione newtoniane (3.30) e (3.36) per forze e distanze, le leggi di
Maxwell non possono valere simultaneamente in tutti i sistemi inerziali.

Proviamo a dedurre, con 'aiuto di qualche assunzione aggiuntiva, le mo-
difiche alle leggi di trasformazione (3.30) e (3.36) necessarie per assicurare
la validita delle leggi di Maxwell in qualunque sistema inerziale: ¢ questa la
proprieta nota come “invarianza relativistica” delle equazioni di Maxwell.

Assumiamo dunque che la relazione newtoniana (3.30) sia modificata nel

seguente modo
F, =a(v) F! (3.37)

e analogamente che
A= pBw) N (3.38)

dove a(v) e fB(v) sono delle funzioni ignote della velocita relativa v lungo
x tra i due sistemi inerziali. Per semplicita, facciamo anche l'ipotesi che
la relazione newtoniana (3.29) tra le coordinate trasverse alla direzione del
moto relativo tra i due sistemi di riferimento continui a valere

z=2 (3.39)

Interpreteremo la (3.37), dicendo che se F’ ¢ la forza esercitata lungo z
su una particella in stato di quiete, a(v) F! ¢ la forza che si esercita su questa
particella che si muove con velocita v lungo x.

Se manteniamo 1’assunzione che la carica elettrica sia indipendente dal
sistema di riferimento inerziale, la (3.34) implica che la relazione (3.38) ¢

equivalente alla

L
Ax = MAQ? (3.40)

5 Abbiamo gid usato questo fatto avendo preso lo stesso valore g per la carica nei due
sistemi di riferimento.
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dove Az’ e Az sono le distanze lungo x tra due punti misurate rispettiva-
mente nel sistema in cui questi punti sono in quiete ed in quello in cui questi
punti si muovono con velocita v nella direzione x.

In definitiva otteniamo da (3.26) e (3.28) che

Bv) Nq v\ N
2me 2 (1_§> = o(v 2me 2 (3-41)
OVVero (v) )
a(v v
o (1 _ 5) (3.42)

Confrontiamo ora la descrizione da parte degli stessi due osservatori di
una situazione diversa, nella quale la particella di carica ¢ si trova in quiete nel
punto P nel primo sistema di riferimento — quello nel quale la distribuzione
dei carica lineare si muove con velocita v lungo x. In questo caso, poiché la
carica e immobile, la forza F, misurata nel primo sistema di riferimento e
puramente elettrica:

F,= Ag =0 (U)

2mey 2

Ng

2mey 2

(3.43)

dove abbiamo fatto uso della (3.38).
Nel sistema solidale con la distribuzione lineare di carica, invece, la carica

si muove con velocita —v lungo x. La forza su ¢ € puramente elettrica anche

in questo secondo sistema di riferimento in quanto il campo magnetico e

nullo:

N q

2men 2

F = (3.44)
E evidente, per ragioni di simmetria, che questa situazione ¢ indistinguibile
da quella in cui la carica ¢ viaggia lungo la direzione positiva x con velocita
v. Ora pero la relazione tra F, e F) ¢ invertita rispetto alla (3.37). Infatti e
nel primo sistema che la particella e in quiete, mentre ¢ nel secondo sistema

che essa si muove lungo x con velocita v. Dunque in questo caso ’assunzione
(3.37) diventa:

F = a(v) F, (3.45)
Pertanto, confrontando (3.43) e (3.44) otteniamo
Ngq Nq

= 3.46

2mey 2 a(v)B(U)QWeoz ( )
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ovvero

= 3.47
() = (3.47)
Inserendo questa relazione nella (3.42) otteniamo
1 v?
- —4/1== 4
Oé(’U) B('U) 2 (3 8)

Concludiamo che se le equazioni di Maxwell devono mantenersi valide
in tutti i sistemi di riferimento inerziali, la distanza Az’ tra due punti in un
sistema di riferimento in quiete rispetto ad essi e la loro distanza Az misurata
in un sistema di riferimento che si muove con velocita v nella direzione della
retta congiungente i due punti e

v,
Ax= 1—0—2Ax (3.49)

Questo e il fenomeno che viene detto della contrazione relativistica: regoli in
movimento appaiono piu corti che in quiete.

L’altra relazione
/ 02

puo essere riformulata nel seguente modo. Ricordiamo la legge della dinamica

newtoniana: .
d pZ F/ _ %

F, = = 3.51
dt N dt ( )

In meccanica newtoniana, naturalmente, t' = ¢, ed anche
p. =p. (3.52)

per due sistemi di riferimento inerziali che si muovono con velocita relativa
v lungo .

Assumiamo che le equazioni della dinamica nella forma (3.51) e la rela-
zione (3.52) continuino a valere in meccanica relativistica®: la (3.50) implica

allora che Ay
At = —— (3.53)

2
v
1=

6Un’assunzione che naturalmente si rivela corretta in meccanica relativistica. Si noti

che 'ipotesi (3.52) & analoga alla (3.39).
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Questa relazione descrive il fenomeno della dilatazione relativistica dei tempi:
orologi in movimento appaiono piu lenti che orologi in quiete.

Le relazioni (3.49) e (3.53) esprimono le trasformazioni di spazio e tempo
nella meccanica relativistica e ne costituiscono il contenuto fondamentale.

4 Magnetismo nella materia

4.1 Magnetizzazione

Il potenziale vettore generato da una densita di carica j(:z:) stazionaria e

- =

Ameg Alx) = /d?’zg;% (4.1)

Se la distribuzione di carica ¢ confinata in una regione limitata dello spazio,
il potenziale a grande distanza ¢ dato da

1z 1 >> (42)

4W%8E@yi/&£ﬂﬂm—q- e

(i
La densita di corrente soddisfa I’equazione di continuita nel caso stazionario
V.-J(x) =0 (4.3)

Da questa equazione deduciamo che

0;(x; J;(x)) = Ji(x) + 2; V - J(z) = J;(x) (4.4)
e quindi
/ Ji(z') d*x' = / d;(z; J;(x))) d®¢" = 0 (4.5)
se la corrente e confinita in un volume finito. Analogamente, da
Oj(w; wx Jj(x)) = wp Ji(x) + 23 Jp () (4.6)

deriviamo

[ ) + 0 3w) =0 (4.7)
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Pertanto

4W6062Ai<x>:|§—1g/d%?x;ﬁ< )+ Ol15) =
;|;T3/d39;’(x;Ji(x’)— 2 Jy( ))+0(|ﬂ|3>
—%%gf/dw(mf(x')) +0(|ﬁ|3)
— (Tﬁ’;\‘j)i +0(’;‘3) (4.8)

dove abbiamo introdotto il momento magnetico m della distribuzione di

corrente data ]
T = / M(z)d*% = 5 / ZA J(x) dPZ (4.9)

—

e la corrispondente densita di magnetizzazione (o di momento magnetico) M
A J(z) (4.10)

Il campo magnetico corrispondente al potenziale vettore di dipolo magnetico
(4.8) &

_ 1 3&(F-m)—m

B(zx) =

(4.11)

47 ey c? |7|3
Se la densita di corrente ¢ confinata in un anello piano, nel quale passa

la corrente I, I'espressione per il momento magnetico della distribuzione di
carica diventa

1 = I bnd
T?L:—/f/\l](x)d?’f:—ff/\dl:([xArea)ﬁ (4.12)

dove Area e l'area dell’anello, e 77 € la normale alla superficie piana il cui
bordo ¢ 'anello. Riotteniamo in questo modo il risultato (3.21).

Se la densita di corrente ¢ formata da cariche ¢,, di massa M, che si
muovono con velocita v, allora

2) =Y o U0 (T — To) (4.13)
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ed il momento magnetico si scrive
mzlzqa‘;‘/\g :lzq_al_j -1 7 (4.14)
24 ) M, “ 2M '

se tutte le particelle hanno lo stesso rapporto A‘Z—‘; e L & il momento angolare
orbitale totale del sistema.

Supponiamo ora di avere un sistema localizzato caratterizzato da una
densita di magnetizzazione M (x). Il potenziale vettore in un punto  lontano
dal sistema e

|7~

Pertanto la densita di magnetizzazione M (x) & equivalente ad una densita di
corrente
Jmag() =V AN M (4.15)

E possibile riottenere lo stesso risultato in maniera piu elementare ma piu
laboriosa partendo dall’espressione del momento di dipolo magnetico di un
piccolo anello di corrente I di area A:

=T Ail (4.16)

Consideriamo per semplicita una densitd di magnetizzazione M (z) diretta
lungo I'asse delle z. Il momento di dipolo magnetico di un volume A V3 sara
dunque

Am, = AVz M, (%) = I, Az Ay (4.17)

dove I, ¢ la corrente che circola nel piano zy associata al volume A V.
Quindi
Az M,(Z) = 1,,,(Z) (4.18)

Consideriamo ora il volume A Vzya,; continguo a A Vz, nella direzione .
La corrente associata a questo volume &

Az M,(Z+ Az ) = [, (T + Az T) (4.19)
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La corrente effettiva nella direzione y risultante dalla magnetizzazione dei
due volumi e

Jy(Z) Ax Az = —1,, (T + Az z) + L, () =
=Az(M,(Z) — M, (Z+ Axz)) =~ —Az Az 0, M,(¥) (4.20)

Dunque

Jy(Z) = =0, M,(Z) (4.21)
Analogamente considerando un volume A Vz,a, 4 continguo al volume origi-
nale nella direzione y otteniamo

J2(Z) = 0y M, (Z) (4.22)

in accordo con la (4.15), ristretta al caso di M = M, 2.

In presenza di una densita di magnetizzazione M e di una densita di
polarizzazione 13, le equazioni di Maxwell possono essere riscritte in termini
dei nuovi campi:

ﬁ = €p E + ﬁ
. L M
H=B—-—— 4.23
e (4.23)
come segue
6 D= Plib
.~ 9D -
2
VANH =— con
€pC ot + ]
. . . 0B
V-B=0 VAE=—— (4.24)
ot
dove fwn ¢ la corrente delle cariche libere”
Notiamo che un’altra definizione di H & spesso usata
H=d¢H=¢B-M (4.25)

H’ ha le dimensioni della magnetizzazione invece che del campo B.

"Una derivazione pili dettagliata delle equazioni di Maxwell (4.24) & presentata nella
Sezione 6.1
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Per una grande classe di materiali la relazione tra M e B (o H) & appros-
simativamente lineare:

—

M = ey Xm H = xm H' (4.26)
dove x,, € la suscettibilita magnetica. Abbiamo

L+ Xm
€p 2

B= (14 H = H=e¢duH=upH (4.27)

La grandezza con le dimensioni di 50%

14 Xm
€o C2

(4.28)

e detta la permeabilita magnetica. Se x., € positivo (negativo) il materiale si
chiama paramagnetico (diamagnetico). Per questi materiali x,, € un numero
molto piccolo (< 1075). Per i materiali ferromagnetici x,, puod invece essere
molto grande (fino a 10°), anche se in questo caso la relazione tra B e H non
soltanto non & piu lineare ma & anche a molti valori (fenomeno dell’isteresi
magnetica).
Poiché )
M= X g (4.29)
I+ Xm
concludiamo che nei materiali diamagnetici la magnetizzazione ha direzio-
ne opposta al campo magnetico che la induce. Questo effetto ¢ presente in
tutti i materiali e sostanzialmente indipendente dalla temperatura: e do-
vuto alle extra-correnti atomiche indotte dal campo esterno. Nei materiali
paramagnetici ed in quelli ferromagnetici la magnetizzazione indotta ha la
stessa direzione del campo magnetico. Questo effetto ¢ presente nei materiali
costitutiti da atomi o molecole con momenti magnetici intrinseci: e dovuto al-
I’allineamento dei momenti magnetici intrinseci degli atomi e dipende quindi
dalla temperatura.

4.2 Condizioni al contorno per B ed H

Poiche B ha divergenza nulla la componente di B normale alla superficie che
separa due materiali & continua.

El Tl = §2 * Tigy (4.30)
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Poiché H soddisfa I’equazione di Ampere, la componente di H tangente alla
superficie che separa i due materiali € continua, assumendo che non ci siano
correnti superficiali di conduzione tra i due materiali

ﬁl N T_igl = ﬁQ A ﬁ21 (431)

4.3 Sfera uniformemente magnetizzata

Consideriamo una sfera di un materiale magnetico di suscettibilita magnetica
Xm CON M costante. Vogliamo determinare HeB. 1 problema ¢ formal-
mente identico a quello della sfera dielettrica, di suscettibilita elettrica ye,
uniformemente polarizzata con

—

P=cyx.E (4.32)
Questa relazione va confrontata con I’analoga relazione magnetica
M =e?xmH (4.33)

Dunque

M
€

VRN
— H
YRS

B

Syl TR eSS R o T]

Xe ¢ Xm (4.34)

In effetti i campi in corrispondenza soddisfano le stesse equazioni
— — ﬁ = e d M
V-(E—I——):0<—>V-(H+2—):O

€ C” €

VAE=0oVAH=0

Anche le condizioni al bordo corrispondono: attraverso la superficie della sfe-
ra, rimangono continue le componenti tangenziali di £ ed H e le componenti

normalidi 2 =F+LeB=H+ 2.
€0 €0 Cce €0

Nel caso della sfera dielettrica, il campo E esterno alla sfera & quello di
un dipolo elettrico con
4ra® -
P
3

p= (4.35)
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dove a ¢ il raggio della sfera e P la densita di polarizzazione elettrica. Pertan-
to il campo magnetico esterno alla sfera magnetizzata e quello di un dipolo
magnetico m con

4ra’ -
M = 7;“ M (4.36)
Il campo interno della sfera dielettrica e
- P
E=—— 4.37
3ec (4.37)
Ne consegue il campo H all'interno della sfera magnetizzata e
H=— 4.38
3c2¢ ( )
e quindi
- - M 2M —
B=H+—-—= =—-2H (4.39)

2eg 3¢

4.4 Magnetizzazione spontanea

In analogia al modello di Clausius-Mossotti per i dielettrici, consideriamo
una cavita sferica all’interno di un materiale magnetico. Siano FICM e F[mat
i campi, rispettivamente, all'interno della cavita e nel materiale magnetico.
Dal risultato (4.38) deduciamo

cav = Hpna 4.40
P : (4.40)

Inoltre all’interno della cavita
Beay = Hegy (4.41)

Dunque
Hcav = ﬁma =
¢t 3¢
_ _ 2 M

= Beaw = Bmat — 4.42
" 3c2¢, ( )



Seguendo la stessa logica del modello di Clausius-Mossotti, vogliamo identi-
ficare il campo magnetico atomico con il campo nella cavita sferica. In vista
di una generalizzazione del modello scriviamo la relazione (4.42) nella forma

. LM
Batomico =H + — (443)

2 €
e nel caso della cavita sferia A = % Il campo Botomico © quello sentito da un
atomo in un mezzo magnetico di magnetizzazione M e valore dell'intensita
magnetica media data da H. Sia p il momento magnetico dell’atomo e IV il
numero di atomi per unita di volume. L’energia di un dipolo magnetico i in

un campo magnetico B e
U=—[-B (4.44)

Pertanto la magnetizzazione media alla temperatura 7' ¢ data da

e“Balz%mico ei”BaI:onico ILLB
M =N — — N p tanh m—=2omico
Me%%ico +e,“Baktonico ’u kT
p(H+ 55)
= N u tanh ————&-€07 4.45
p tan T (4.45)

Questa e un’equazione per M che possiamo riscrivere come un sistema

= tanhx
Msat

M c2eok:T< uH)

My ApMg \" 7 kT

dove abbiamo introdotto la magnetizzazione di saturazione
Mgy = pN (4.46)

Discutiamo la soluzione di questo sistema in varie circostanze. Prendiamo
il caso

H=0 (4.47)
Allora esiste una temperatura critica T,
02 €0 k TC

e | 4.48

)\ H Msat ( )
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cioe
Au? N
02 €0 k
Per T' > T, 'unica soluzione del sistema (4.46) ¢ x = 0. Per T' < T, esiste
una soluzione con x non nullo, cio¢ una magnetizzazione spontanea.
Consideriamo ora H # 0 ma piccolo. In questo caso I'unica soluzione
e quella con x # 0. Se T e grande x sara piccolo. Quindi in questo caso
possiamo porre tanh x &~ x ed ottenere

c =

(4.49)

M T/ M wH
= — - — 4.50
Msat Tc <Msat kT) ( )

OVVero M H
1

= 4.51
Mgy k(T -T,) ( )
I valori di T, che si ottengono da questo modello, con A = %, sono in di-

saccordo con i dati sperimentali per i materiali ferromagnetici come il nichel
per un fattore ~ 3000. Il punto fondamentale e che il modello implica che il
campo magnetico atomico e

M A—1)M
Batomico=H +X\—— = B + Q (4.52)
€0 c2 €0 c2
Dunque per A\ = % il campo atomico e piu piccolo del campo medio, la

magnetizzazione riduce il campo effettivo. Invece il ferromagnetismo richiede
che la magnetizzazione aumenti — di un fattore ~ 103 — il campo effettivo.

La relazione
M T

i = i) (4.53)

che si ottiene risolvendo (4.46) per H =0

M

Msat
Msat = tanh TT (454)

¢ una curva universale che non dipende dal materiale magnetico ed ¢ in
buon accordo con i dati sperimentali. Deriviamo il comportamento della
funzione m(t) nel limite di piccola magnetizzazione (¢ — 1) e di grande
magnetizzazione (t — 0). Posto

M
Msat

~
Il

m (4.55)

SN
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abbiamo

m 1 m?
m%7(1_§t_2) pert~1 (4.56)
da cui
m(t) = V3/1—t pert1 (4.57)
Invece

m(t) ~1— 2¢ " ~1—2e 1 pert — 0 (4.58)

5 La legge del flusso

Consideriamo un cammino chiuso che si muove nello spazio. L’applicazione
I'; che rappresenta il cammino dipende pertanto parametricamente dal tempo
t:

Lyio— @(o;t) (5.1)
Abbiamo indicato con ¢ una variabile reale sull’intervallo o € [0, 1] che pa-
rametrizza, ad un istante dato t, il cammino I'; nello spazio. Se il cammino
¢ chiuso varra la relazione

7(0,t) = #(1, 1) (5.2)

Definiamo il flusso ®5(t) del campo magnetico B attraverso il cammino T,
ad un dato istante di tempo ¢:

By(t) = / Pa B(it) - i (5.3)
St
dove S; € una superficie, dipendente dal tempo, il cui bordo coincide con I';

®p(t) dipende dal tempo sia attraverso la dipendenza temporale del campo
magnetico B(Z,t) sia attraverso la dipendenza dal tempo della superficie S;.
Corrispondentemente la variazione di ®g(¢) in un intervallo di tempo At
infinitesimo sara data dalla somma di due contributi:

OB(i,t)

Adp(t) = At /S anT SR+

+[/ d%é-ﬁ—/d%é-ﬁ} (5.5)
Strat St



Tenendo conto dell’equazione di Faraday-Maxwell, possiamo riscrivere il pri-
mo termine nel membro di destra di quest’equazione come la circuitazione
del campo elettrico lungo I';:

At/ anw:—At/ dz - E (5.6)
St at It

I termine tra parentesi quadre nel membro di destra dell’Eq. (5.5) rappre-
senta il contributo aggiuntivo alla variazione del flusso dovuta al movimento
nello spazio del cammino. Sia C(t, At) la superficie a forma di cilindro che
ha per basi le superfici S; e S;ia: € come bordo laterale la superficie anu-
lare A(t, At) spazzata dal cammino I'(¢) nell'intervallo di tempo [t,t + At].
Dall’equazione di Maxwell

V-B=0 (5.7)

consegue che il flusso totale attraverso C'(t, At) si annulla. Pertanto

/ anE-ﬁ—/ané-ﬁ:—/ PaB - (5.8)
Sttt St A(t,At)
I vettori

. 0Z(o,t)

g =—"7

! ot

0Z(o,t)
= ——— 5.9
¢ do (5.9)

sono ambedue tangenti alla superficie anulare A(t, At), uno nella direzio-
ne “parallela” e l'altro in quella “ortogonale” all’asse del cilindro C'(t, At).
Pertanto I’elemento di area 7 d?a normale alla superficie A(t, At) si scrive

nd*a = €, N € At Ao (5.10)

Tenendo conto che
e, Ao (5.11)

e 'elemento di lunghezza infinitesimo lungo il cammino I'; mentre

& = i(0,1) (5.12)
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¢ la velocita con cui si muove nello spazio un punto del cammino I';, riscri-
viamo la (5.8) come segue

/ d2a§'ﬁ—/d2a§‘fz:—/ B (¢, N&)At Ao =
Sitat St At,At)

=— a,-(aAé)Ama:—At/ dz B) (5.13)
A(t,At) Tt
In definitiva la variazione del flusso ®5(t) diventa
Adp(t) = —At/ df-E—At/ di - (7 A B) (5.14)
Ft Ft
ovvero 1Dl
B<)z—/df-(ﬁ+ﬁ/\§) (5.15)
dt r,
L’espressione
F - . =
—=FKE+UAB (5.16)
q

e la forza di Lorentz che agisce su una carica unitaria posta in un punto del
cammino [';. La circuitazione di questa forza lungo il cammino I'; ¢ chiamata
la forza elettromotrice lungo il cammino in questione. Denotiamola con &r,.
La legge del flusso (di Faraday) e pertanto

4P (1)
dt

— &, (5.17)

Questa legge generalizza al caso di cammini in movimento la relazione, diretta
conseguenza dell’equazione di Maxwell-Faraday, che si applica a cammini I’
fermi, cioe indipendenti dal tempo:

8<I>B(t)__/ e
= )4 E (5.18)

La legge del flusso implica dunque che possiamo ottenere una forza elettromo-
trice in un circuito sia tendendo fermo il circuito e facendo variare il campo
magnetico, sia tenendo costante il campo magnetico e muovendo il circuito
in modo da far variare il flusso magnetico che lo attraversa.
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6 Onde

6.1 Equazioni di Maxwell nei dielettrici

Ricordiamo che la densita di carica di polarizzazione p,y ¢ legata al vettore
densita di polarizzazione P dalla relazione

Ppot = =V - P (6.1)

Nel caso dinamico abbiamo anche una corrente di polarizzazione

. P
ol = —— 6.2
La densita di carica totale si scrive
P = Ppol + Plib (6.3)
mentre la densita di corrente
j - jpol + j/ - jpol + jmag + jcon (64>
dove
Jmag = VANM (6.5)

e la densita di corrente dovuta alla densita di magnetizzazione M e j’con e la
densita di corrente delle cariche libere. Posto

D=e¢E+P
. - M
H=B—-— 6.6
e (6.6)
le equazioni di Maxwell si riscrivono
ﬁl—j = Plib
.~ 9D
2
VANH = — con
€y C ot +7
o = - - OB

In alcune circostante esistono delle relazioni approssimate tra ﬁ, He E, B:

D=¢E=¢(1+x)E=ceFE B=1+ymH=cpnH (68)
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6.2 Onde nei dielettrici

Supponiamo o
piiv=7 =7.=0 (6.9)
Allora
L a4 oL . 1o » -
V/\(V/\E):V(V-E)—VZE:—G—V(V P) - V*’E =
0
)= = 1 P 18E
ot NB = ey 02 2 2 (6.10)
Dunque
. 10°E 1 9*P 1. - =
’F— = = - = P 11
v 2 Ot? 2 ey Ot2 EOV(V ) (6.11)

Questa equazione ha come soluzioni delle onde se la relazione tra la densita
di polarizzazione ed il campo elettrico e lineare. Cerchiamo una soluzione
della forma

E(Z,t) = Ey(w) @+ (6.12)
L’equazione di Gauss impone
k-Ey=0 (6.13)
Prendiamo
P(&,t) = P(w) e @t=FD
P(w) = € xe(w) Ep(w) (6.14)

dove abbiamo tenuto conto che la suscettibilita dielettrica puo dipendere
dalla frequenza dell’onda. L’equazione d’onda diventa

= 20K
2p O T 1
\% AT 0 (6.15)
dove
n*(w) =1+ xe(w) (6.16)
Dunque
win? oo,
2 = k (6.17)



Pertanto la velocita di fase dell’onda ¢

Ufase = - = (618)

n(w) ¢ lindice di rifrazione del mezzo.
Nel caso di materiali densi, abbiamo visto che il fatto che il campo locale
e diverso da quello medio, porta alla relazione di Clausius-Mossotti

Na(w)
1 — N a(w)

3

Xe(w) = (6.19)

dove a(w) ¢ la polarizzabilita atomica, per la quale un modello miscroscopico
che schematizza gli atomi come degli oscillatori dampati da
N q? 1

N = 6.20
aw) meyws —w?+iyw (6:20)

Abbiamo quindi per l'indice di rifrazione

N
A p—— (6.21)
1=
ovVvero 24 N X
n-— q
3— = Na= c 6.22
n2+ 2 “ meozwgk—w2+i7kw (6.22)

dove abbiamo tenuto conto della possibilita che diverse frequenze wg, siano
rilevanti nell’interazione degli atomi coll’onda elettromagnetica.

6.2.1 Coefficiente di assorbimento

Notiamo che l'indice di rifrazione (6.22) ha una parte immaginaria non nulla

se vy #0:
n=ng—1ins (6.23)

ny € legato al coefficiente di assorbimento § dell’onda nel dielettrico
E? o eP7 (6.24)

con
2wng

B = (6.25)

C
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6.2.2 Indice di rifrazione di una miscela

Nel caso di una miscela di atomi diversi la formula (6.22) diventa

2
n®—1
3—%——F = E Nja; (6.26)

n* 42 .

j

Quindi I'indice di un miscela non & semplicemente la media degli indici delle
componenti.
Esercizio: Si verifichi la validita di questa formula a partire dai valori misu-
rati di n per una soluzione di acqua e saccarosio per diverse concentrazioni
del saccarosio.

6.3 Onde nei metalli

Per i metalli possiamo modificare la teoria dell’indice di rifrazione per i ma-
teriali densi tenendo conto che in questo caso il campo locale puo essere iden-
tificato col campo medio e che wy =~ 0 per i metalli, in quanto gli elettroni di
conduzione sono quasi liberi. Dunque

e : (6.27)

Troviamo la relazione tra v e la conduttivita o del metallo. La forza che
agisce sugli elettroni deve uguagliare la forza di resistenza quando la velocita
degli elettroni ¢ quella di deriva

Y M Vderiva = Ye E (628>

La corrente prodotta dal campo elettrico e

2
N
J = 4e Nvderwa = L. E=0cF (629)
ym
OVVEro ) N
y=1 (6.30)
am
Dunque

(6.31)



dove

2
9 q: N
= = 6.32
“pl €0 Mm ( )

e la frequenza di plasma del metallo, introdotta nella sottosezione 1.4.12. 7
e una scala di tempi, e rappresenta il tempo medio tra un urto ed un altro
degli elettroni che trasportano la corrente. Introduciamo anche la frequenza
associata alla conduttivita del metallo

Wy = — (6.33)
€0
per cui
1 w2
= (6.34)
T Wy
L’indice di rifrazione dei metalli si scrive
N ¢? 1 1
mEo—uﬂA—z’%w iwegiwT + 1
We 1
=1—-7—= — 6.35
! witwT+1 ( )

Esistono dunque due regimi estremi per la propagazione di onde elettro-
magnetiche nei metalli.

6.3.1 Limite di bassa frequenza

Il regime di bassa frequenza ¢ quello per cui
1 w
w< ==L (6.36)
T

In questo limite la formula (6.35) per l'indice di rifrazione ¢ bene approssi-
mata da:
. Wo

2
—1- .
n i — (6.37)

Possiamo distinguere due sotto-casi estremi, del regime di bassa frequenza.
e Buon conduttore
In questo caso o ¢ grande:

w <L Wy (6.38)
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per cui

n's—i— = —j— (6.39)
w €0 W
e 'indice di rifrazione diventa
o
~ (1—1 6.40
n (1-0)y 5 (6.40)

L’ampiezza dell’onda elettromagnetica decade con la distanza z di penetra-
zione dentro il metallo secondo la legge

2 o w

E(z)xe V2o =¢75 (6.41)

La profondita di penetrazione § e

12 € c? [ 2c2 [ w
5 = — = A,/ — 42
ow Wy W 272w, (6.42)

dove abbiamo introdotto la lunghezza d’onda dell’onda nel vuoto

B 2mc

A\ =

(6.43)

w

Quindi per un buon conduttore la profondita di penetrazione nel mezzo ¢
¢ molto minore — per un fattore oc /7> — della lunghezza d’onda della
radiazione nel vuoto.
e Cattivo conduttore

Questo ¢ il limite di piccoli o

We K w (6.44)
per cui

~]1—7— 6.45
n Z?w ( )

La profondita di penetrazione § ¢ quindi

s_lwe 2

We W Wy 27T Wy

(6.46)
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Per un cattivo conduttore quindi la profondita di penetrazione ¢ indipendente
dalla frequenza ed e molto maggiore — per un fattore > — della lunghezza
d’onda della radiazione.

Consideriamo 1’esempio di un tipico metallo buon conduttore, il rame.®

o =5.76 - 10" (ohm x metri) ™

A7 X 0.0 1091)c>lt>< metro
~4mx90-10" ———

€0 coulomb
wo = L = 6.51-10' sec?
€0
gr
cm
PCu 8.9 23 -3
N = N svogadro = —— % 6.02 - 10 ~
peso atomico Cu Avogad 63.5 cn
~ 8.44-10%2 cm™3
e? e 27c N

WBohr = =
2 A Bohr h 2 A Bohr he

_136evx2mx3- 100 em x sec™t
12400 - 108 ev x cm

— / 3 ~
Wpl = 4\/EwBohT NaBohr ~

A 4T x 2.067 - 10" sec™ 1/8.44 - 1022 x (53 - 10-8)3 =

~ 1.643 - 100 sec™!
1 Wiz 13 . -1
== TP 414259 - 10" sec (6.47)
p

Wa

~ 2.067 - 10'® sec™!

Nel caso del rame, pertanto, il regime di bassa frequenza e quello per cui
w < 10" sec™! (6.48)

In questo regime w < w, e quindi il rame & sempre un buon conduttore. Per
esempio per onde di frequenza

w =~ 10" sec™! (6.49)

8Ricordiamo che un numero di atomi di una sostanza eguale al numero di Avogadro
N4 ha una massa in grammi numericamente uguale alla massa atomica. Quindi, poiché il
peso atomico del rame € 63.5, un numero N4 di atomi di rame hanno una massa di 63.5
gr.
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la profondita di penetrazione sara

2% 9-102
Sy 2 o A~ 1.66- 10 em 6.50
6.51- 102

Discutiamo ora la trasmissione della radiazione elettromagnetica in re-
gime di bassa frequenza attraverso 'acqua pura, che ha ¢ = 80.1¢y, 0 =
5 x 1075 ohm x metro, e 7 = 1.01 x 107! sec.

La frequenza associata alla conducibilita dell’acqua pura e

We ~ 5.65 x 10° sec™" (6.51)

Il regime di bassa frequenza e quello per cui
1 1. 1
w<—~10" sec (6.52)
T
Dunque per frequenze nell’intervallo
Wy ~ 10° sec ™! < w < 10M sec™! (6.53)

I’acqua pura va considerata un cattivo conduttore. La formula di bassa
frequenza (6.37) va leggeremente modificata per tenere conto che l'acqua e,
in condizioni statiche, un dielettrico con una permissivita e, = 1 + y # 1:

2 . Wo

=€ —1— 6.54
= —i— (6.54)

Per cattivi conduttori questa relazione da

n%\/a—iQ

Wo

(6.55)

€, W

Pertanto la profondita di penetrazione nell’acqua pura nel regime suddetto
e:
2c /€,
§~ Ve ~ 10 km (6.56)

Wo

Problema. Dedurre una formula per 'indice di rifrazione e la profondita di
penetrazione per basse frequenze nel caso di conducibilita “intermedia”.
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6.3.2 Limite di alta frequenza

Nel limite in cui

1 w
w>-=-2 (6.57)
T Wy
I'indice di rifrazione diventa
2
w
n?al— w—’;l (6.58)

Vediamo dunque che, quando w7 > 1, wy funge da frequenza critica. Per
w < wy l'indice ha una componente immaginaria e 'onda viene assorbita
dal metallo. Mentre per w > w, lindice ¢ reale ed il metallo ¢ “traspa-
rente”. Le stesse equazioni di applicano nel caso della trasmissione di onde
elettromagnetiche nella ionosfera. Spiegano perché le onde radio lunghe si
trasmettono oltre I'orizzonte, in quanto riflesse dagli strati alti della ionosfe-
ra, mentre quello corte non lo sono. Per comunicare con i satelliti bisogna
quindi usare onde corte.

6.4 Energia ed impulso del campo elettromagnetico

Consideriamo un sistema di cariche p(Z,t) e correnti j(Z,t). Il lavoro per
unita di tempo esercitato dal campo elettromagnetico sulle cariche e

—

Wmat(v) = / E j (659)

v

dove V e il volume che racchiude il sistema di materia. Sostituendo in
quest’espressione ’equazione di Maxwell per la corrente otteniamo

E'j:EOC2E'(VAB)—EOE'E:
:EOCQE'(VAB)_EGOW:
:EOCQ|: (V/\E)—V(E/\B)} EGOW_
. 9B - - =7 1 OQE?
= [B5p =V (EAB)] - 50 75 =
o o 10
_ 2 I 2 2 2| _
=-V eocE/\B> Qat[eEqLceB}



(6.60)
dove
§:mgﬁA§
1F=%M?+8éﬂ (6.61)
Poniamo
U (V) = / wdv
v
(bem(v) = / g fzdza (662)
oV
La (6.60) si riscrive come
a(]em
Winat(V) + =55 + @em(V) = 0 (6.63)

Le egs. (6.60) ed (6.63) ammettono la seguente interpretazione: u ¢ la den-
sita di energia del campo elettromagnetico, U,,, (V') ¢ 'energia del campo
elettromagnetico contenuta nel volume V, S il flusso di energia per unita
di tempo e di superficie trasportato dal campo, e ®.,,(V) Penergia che at-
traversa il bordo di V' nell’'unita di tempo. In questo modo (6.60) esprime
una legge di conservazione locale dell’energia: cioe la somma del lavoro fatto
sulle cariche nell'unita di tempo e nell’'unita di volume, della velocita di va-
riazione della densita di energia del campo elettromagnetico e del flusso di
energia elettromagnetica ¢ nulla. La (6.63) esprime la corrispondente legge
di conservazione integrata dell’energia.

Al campo elettromagnetico possiamo associare, seguendo un ragionamen-
to analogo, la densita di impulso:

Pom =0 ENB (6.64)

Ricaviamo la legge di conservazione cui soddisfa I'impulso cosi definito:

a_‘em —, j = -1 — -1
7;5 :Eo(CQV/\B—i)/\B—EQE/\(V/\E):

€0
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- —jA§+eo<c2 (E'ﬁ)é—c2BiﬁBi+(E'ﬁ)E—EiﬁEi> _
— —JAB—pE+

2
+e (02 9, (B, B;) — % VB 40;,(BE) -~V E2> (6.65)

1
2
Poiché la densita di forza esercitata dal campo elettromagnetico sulla materia
e

al o s >3 0 _»ma
F=pE+jAB= gtt (6.66)
otteniamo
aﬁem aﬁmat > 02 = - le =
ot + ot :€0<628J(B]B)—EVBQ—Fa](EJE)—§VE2>
Riscriviamo quest’equazione come
api(tOt)
% —0; Tj; (6.67)
dove . . .
P(tOt) = Pem + Pmat (668)
e I'impulso totale del campo e della materia, mentre
ﬂj = 51'3‘ U — € (El Ej + 02 Bz BJ) (669)

¢ un tensore simmetrico a due indici. Se interpretiamo 7;; come il flusso della
componente i-esima dell’'impulso nella direzione j-esima, ’equazione (6.67)
esprime la conservazione locale dell’impulso totale.

Verifichiamo la correttezza dell’interpretazione di S; e T;; rispettivamen-
te come il flusso dell’energia e della componente j-esima dell’impulso nel-
la direzione i-esima della radiazione elettromagnetica. Per la radiazione
elettromagnetica valgono le relazioni

— —

E-B=0 |E|=c|B]| (6.70)
Notiamo innanzitutto che ’equazione

S=¢cPen (6.71)
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indica che il flusso di energia si propaga nella direzione dell’impulso. Le
(6.70) implicano inoltre che

15| = | Pom| = cu (6.72)

Questa equazione dice che il flusso di energia si propaga con velocita c. Ci
aspettiamo quindi che il flusso della componente i-esima del momento in
direzione j sia ' ' ‘

_ PinPh _ Pin P!

TY L cm 2 (6.73)
|Pem| u

In effetti
Pémpgm = 68(5/\§)Z (EAE)] =
= Eg 5z'j<E2 32 — (E . §>2) — Ez Ej B2 — Bl Bj E2 +
H&&+@&yfﬂ (6.74)

Quindi, in virtd delle (6.70),

. . E4
Pl Pl = €& 05— — (Ei Ej + ¢ B, B)) B?| =
u? €U
:%g—ﬁﬂﬁf&&h; (6.75)
Pertanto
Pi P
%C = (Lju— €0 (El Ej —|—C2 Bl B]) (676)

in accordo con (6.69).

6.5 Riflessione e rifrazione

I campi elettrici e magnetici di un’onda elettromagnetica piana, di frequenza
w, che si propaga in un mezzo con indice di rifrazione n si scrivono

(6.77)



con
w c

y = (6.78)
Consideriamo due mezzi con indici di rifrazione n; ed ny a contatto tra loro
lungo un piano ortogonale all’asse x. Consideriamo un’onda e.m. incidente
EZ, di frequenza w e vettore d’onda k che possiamo scegliere nel piano (z,y).
Siano w' e w le frequenze, rispettivamente, dell’onda riflessa E, e dell'onda
trasmessa Et, K e ki rispettivi vettori d’onda. Abbiamo

w c w’ c w' c

k s k' nq k" N o
Consideriamo le condizioni al bordo, sul piano (y,z) che separa i due
dielettrici®.
L’equazione di Gauss

0=V -D=¢V-E+V.-P (6.79)

quando integrata nella direzione x, in un intervallo infinitesimo a cavallo della
superficie tra i due mezzi, porta alla condizione

DY = ¢ EW 4+ PO = D@ — ¢ E® 4 p@) (6.80)

Cioe la componente di D normale al bordo deve essere continua.

Un modo “fisico” di intepretare questa condizione, come pure le altre che
seguono, ¢ il seguente. Nella realta fisica il bordo non & una superficie di
disconinuita ma una regione dove i campi variano fortemente, benché con
continuita. In questa regione di bordo le equazioni differenziali continuano a
valere. Pertanto i termini nell’equazione differenziale che contegono derivate
normali rispetto al bordo (rispetto ad x nel nostro caso) devono compensarsi
tra loro.

Consideriamo ora ’equazione di Faraday

VAE = —%—f (6.81)

Integriamo ancora nella direzione z, lungo un intervallo infinitesimo a cavallo
della superficie (y, z) tra i due mezzi. Otteniamo

EO =E®  ED=E® (6.82)

9Abbiamo gia dedotto queste condizioni, separatamente per E,D e B, H, nel caso
elettrostatico in Sezione 2.2 e nel caso magnetostatico nella Sezione 4.2.
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cioe la componente del campo elettrico parallela al bordo e continua.
L’equazione per la divergenza di B

V-B=0 (6.83)
quando integrata nella direzione x porta alla condizione

BY = B® (6.84)

cioe alla continuita della componente di B normale al bordo.
Infine 'equazione di Maxwell-Ampere, assumendo che H = B,

- A D
€0’V AB =5 (6.85)
porta a
Bél) — 3?52) Bgl) = Bf) (6.86)

IL vettore F; ¢ normale a k che giace nel piano (z,y). Trattiamo separa-
tamente i casi delle due polarizzazioni indipendenti:
a) Polarizzazione incidente perpendicolare al piano di incidenza (x,y)

Le condizione al bordo per E sono

E; ei (wt—kyy) + (Er) i(w/t—k’ y—klLz) _ (Et) i(w” t—k, y—k z)
(Er>y ez(w t—kyy—klz) _ ( ) i (W t—ky y—k 2)

n% (Er)mez(wt kyy—k, 2 =n

e
( ) i (W t—ky y—k 2)

NN <@

Se prendiamo t = y = 0 otteniamo in particolare che
K=k =0 (6.87)

Questo significa che i vettori d’onde delle onda riflesse e trasmesse giacciono
nel piano di incidenza, (z,y). Prendendo y = 0 otteniamo anche

w=w =uw" (6.88)

da cui

o (6.89)
Prendendo ¢ = 0 otteniamo

ky =k, =k (6.90)
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Combinando (6.89) e (6.90), concludiamo
B = (k) (6.91)

Poiché I'onda riflessa ¢ diversa da quella incidente, dobbiamo prendere la
soluzione

ky = —k. (6.92)

che esprime il fatto che l’angolo di incidenza é equale all’angolo di riflessione.
Per quanto riguarda il numero d’onda dell’onda rifratta, le eqs. (6.89) e
(6.90) danno
K24k (KD + k2
= ¥ - (k) Y (6.93)

cioe

()2 = "2 42 _ g2 (6.94)

Inoltre sempre dalla (6.89) abbiamo
k' 2 ]432
(k—f’,> ng =5 (6.95)

Notiamo che, quando n; e ny sono reali, allora k e k” sono anche reali e
possiamo definire gli angoli di incidenza 6; e di rifrazione 6, come reali:

ky . v
E = Sln 91 ﬁ = Sln et (696)

La (6.95) diventa allora la legge di Snell della rifrazione
ny sin@; = ny sin 6, (6.97)

Le condizioni al bordo per il campo elettrico si riducono in definitiva alle
relazioni

(Er)y = (E)

Consideriamo le equazioni al bordo per il campo magnetico.
ENE, + K NE, =K' AE, (6.99)
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In componenti

kyE; + ky (E,), =k, (Ey),
—ks (Er)y - ky (Er)z = klx, (Et)y - ky (Et):v (6-10())

La terza equazione in (6.100) diventa, tenuto conto delle (6.98)
n2
(k2 + ) (B + by (1= ) () = 0 (6.101)
2

L’ortogonalita del campo elettrico e del vettore d’onda impone che
ky(Ey)y — ki (Er)s =0 (6.102)

Queste due equazioni sono inconsistenti, a meno che (E,), = (E,), = (E}), =
(Et). = 0. In effetti una soluzione non nulla per i campi richiede

2 2
USRY n3 42 2

—kk,+—=k"—ki=0 6.103
nt ° +n% 4 ( )

Sostituendo (6.94) in questa equazione otteniamo

" g K =0 (6.104)
incompatibile con la (6.94). Concludiamo che
(Er)y = (Bp)e = (BEp)e = (By)y =0 (6.105)

Le equazioni che determinano E,. e F; sono in definitiva

ko B, + k! E, = k, E;

b, — E, =—-E;
(6.106)
Quindi

k, — L

=L -

ko + K

ko

B =2F (6.107)
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Il coefficiente di riflessione per polarizzazione del campo elettrico normale al
piano di incidenza ¢ dunque

’EHQ ke — kg 2
R, = vl i (6.108)

Per indici di rifrazione reali possiamo esprimere questo coefficiente in termini
degli angoli di incidenza e di rifrazione

|k cosO; — k" cos 0,
|k cosb; + k" cos b,
sin 6, cos; — sin 6; cos b,

2

2 ‘nl cos B; — ny cos b,

Ry

~ Iny cos®; + ny cosb,
2 sin(0, — 0;) 2
B sin(@t + 92)

(6.109)

sin 0; cos 6; + sin 6; cos 6,

b) Polarizzazione incidente parallela al piano di incidenza (z,y)

Poiche in questo caso EZ e diretto lungo z converra considerare prima
le condizioni al bordo per il campo magnetico. Anche in questo caso le
condizioni al bordo implicano che B, e B; sono diretti lungo ’asse delle z. In
modo analogo al caso precedente si ottengono anche le identita delle frequenze
delle onde incidente, riflessa e trasmessa, e le relazioni (6.89,6.90,6.92, 6.94)
per i vettori d’onda delle onde riflesse e trasmesse. Le condizioni al bordo
per i campi magnetici danno pertanto

B, — B, =—-B; (6.110)
Il campo elettrico ¢ dato da
— C — —
E=——BAk 6.111
o (6.111)

Dunque le condizioni di continuita per il campo elettrico danno

— Bk, — Bk, = —Byk,
Bik,— Bk, Bk

2 2
L L

In definitiva

B, — By = —B;
B, kyn3 + B, k!n? = B; k, n3
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la cui soluzione ¢
kyn3 — k' n?
“ken+ k'n?
k. n3
k, n% + K n%

B, =B
B, = 2B; (6.112)

Il coefficiente di riflessione per polarizzazione del campo elettrico parallelo al
piano di incidenza e dunque

|B,|? kyn3 — k!n? |2
Ry = = 2 6.113
PTIBR T Tk nd + k0 (6.113)

Per indici di rifrazione reali possiamo esprimere questo coefficiente in termini
degli angoli di incidenza e di rifrazione

k cosf; n2 — k" cosO;n?
k cos@;n3 + k" cos by n?

sin @; cos 8; — sin 8, cos b,

2

2 ‘ng cos 6; — ny cos b,

Ru:‘

ny cosb; + ny cos b,
tan(6; — 0;)
tan(6; + 60;)

2

2

(6.114)

sin 6; cos 0; + sin 6, cos 6,

6.5.1 Riflessione sui metalli

Per frequenze sufficientemente basse I'indice di rifrazione dei metalli € imma-
ginario
LWe .
Nometalli = —1 — = —ing (6.115)
w
Il coefficiente di riflessione di luce proveniente da un mezzo con n = 1 sul
metallo e

cos0; +ing cosby 2 cos®0; +n? cos® 0,
cos? 0; + n? cos? 6,
2
=1

=1

cosb; —iny cosb,
iny cosb; + cos b,

R

I ny cos; + cos b,
(6.116)

Questo spiega perche i metalli luccicano.
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6.5.2 Riflessione totale interna

Consideriamo la propagazione di luce da un mezzo con n > 1 in un mezzo

con n = 1. La (6.94) diventa

k2 w?
2 2 2 i 2
(k) zﬁ—k:y:§(1—n sin” 6;)
Se
Qi > Qc
dove
sinf, = —
n

k! = +ik; ¢ immaginario e 'onda trasmessa ha la forma

Et — EO e*Ikleth*kyy

(6.117)

(6.118)

(6.119)

(6.120)

Il campo trasmesso si estende per una profondita dell’ordine di £, che ¢ la

lunghezza d’onda della luce nel vuoto per la frequenza w.

6.6 Diffrazione

Ricordiamo il teorema di Green. Siano ¢(Z) e 1(Z) due funzioni scalari.

Dall’identita . . L .
V- (¢VY)=Ve-Vi+ ¢V
deriviamo
[ #eFo-Forotu = [ oa-T
1% oV
Analogamente
[ @20 Su v = [ wio
v oV
Sottraendo le due equazioni appena derivate, otteniamo
| #5090 - v = [ (i To-vi-To
1% oV
L’onda monocromatica
Y(T,t) = e " ha(F)
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soddisfa I’equazione di Helmholtz
(V24 E2)(2) =0 (6.126)

22 . . . .
con k* = == L’equazione (6.126) ammette anche una soluzione a simmetria

sferica
i k|

T Arn 7|

che soddisfa ’equazione d’onda in tutti i punti dello spazio eccetto che nel
punto & = 0, dove diverge. Pill in generale, la soluzione

¢s(T) (6.127)

. ol k| E—a’|
Os(Z— ') =

(6.128)

A7 |Z — 2|

& un’onda sferica che diverge nel punto 7 = 2.

Applichiamo il teorema di Green (6.124) a (%) e ¢4(Z — 2/). Come V
dobbiamo prendere un volume spaziale che esclude il punto & = 7', in quanto
in questo punto ¢(7 — 3;’ ) non € una soluzione dell’equazione. Introduciamo
pertanto una palla sferica B(a,?’ ,€) di centro in 7 e raggio € > 0. Consideriamo
il teorema di Green nel volume V/B(z', €), con V che include il punto ':

Consideriamo il limite di quest’equazione per ¢ — 0. Nell'integrale sulla
superficie della palla sferica il termine proporzionale a ¢4(¥ — z’) si annulla,
in quanto ¢4(7 — z’) diverge come % per € — 0. Per la stessa ragione nel

termine proporzionale a V, ¢s(Z — ) possiamo limitarci ad includere il solo
termine che diverge come }2:

. . ik|i—a’
A7 |Z — a'|?

In definitiva, il limite € — 0 della (6.129) da

(&) = / Palu@)i V0@ - )+



I1 contesto al quale vogliamo applicare (6.130) ¢ il seguente. Supponiamo
di avere un’onda monocromatica incidente su uno schermo opaco con un’a-
pertura S. Siamo interessati a calcolare il campo diffratto attraverso S al di
la dello schermo. Come volume V' prendiamo allora la regione spazio dove si
propaga la radiazione diffratta. Il bordo di V' ¢ rappresentato dallo schermo
e la sua apertura S da una parte, e da una superficie all'infinito dall’altra.
Se i campi in V' decadono come 1/r il contributo della superficie all’infinito
nell’identita di Green e nullo.

L’approssimazione essenziale sara quella di suppore che (&) si annulli
sullo schermo opaco, e sia non nulla, ma nota, in S. Dalla (6.130) deriva pero
che affinché questa approssimazione sia consistente e necessario che 'onda
sferica ¢4(7 — 7 ) si annulli per & sullo schermo e sull’apertura S. Benché
questo non sia vero in generale, l'argomento che ha portato all’equazione
(6.130) rimane valido se sostituiamo ¢, (& — ') con ¢4(F; '), tale che

Os(F — 1) = 6u(T;27) = §u(T — 27) + o (T; 2) (6.131)

con qbo(f;f’) soluzione di (6.126) regolare in 2. Useremo pertanto la (6.130)
con una ¢g4(7; x') che soddisfa le condizioni di Dirichlet

bs(T; ) = 0 (6.132)
per & sullo schermo e su S. Il campo diffratto si scrive allora

—

(@) = /S Pap(@)n- Vs bl 7) (6.133)

Per il caso in cui lo schermo opaco coincida col piano z = 0, 'onda sferica
che soddisfa la condizione di Dirichlet (6.132) e

~ 1 [eikz 7| ik |a?—:?:‘”|}

=— 6.134
ype (6.134)

7 -] |77
dove " ¢ 'immagine di &’ rispetto al piano z = 0. Il campo diffratto (6.133)
diventa (dopo aver scambiato Z con z/)

. k iR ,,
0@ = 5o [ da T(l—k—) — (@) (6.135)

dove

R=%-7% R=|R| (6.136)



Se la distanza R ¢ grande rispetto alla lunghezza d’onda della radiazione
kER>1 (6.137)

(6.135) diventa

.k o - Rethh
0 =50 YRR

Nel seguito ci limiteremo a questa approssimazione.

W(F) (6.138)

6.7 Diffrazione di Fraunhofer

Consideriamo il caso di radiazione incidente su uno schermo piano, ortogona-
le alla direzione del fascio incidente. Vogliamo determinare 'intensita della
luce diffratta attraverso un’apertura nello schermo, a distanze grandi con-
frontate sia con la lunghezza d’onda della radiazione, sia con le dimensioni
dell’apertura. Supponiamo inoltre che la radiazione incidente sia un’onda
piana, cioe che la sorgente sia anch’essa distanze grandi dallo schermo.

Per |#| piccoli rispetto a |Z| abbiamo

R=|7—@|=|T| - &+ (6.139)

Le condizioni di Fraunhofer sono quelle per cui e lecito trascurare i termini di
ordine superiore nella (6.139) nel calcolo dell’integrale in (6.138). Sostituendo
I'approssimazione (6.139) nella (6.138) deduciamo

keik|a’c‘|

d2 ! A s —ikd 2 =/ 6140
omif J L e (@) (6.140)

() =

Supponiamo l'onda incidente sia piana

W(F) = oo F (6.141)

L’onda diffratta diventa

k| 5 A Lo
Y(T) = M / d*a P W R T gy =
2mil|Zd] Sy

Ltk g . 4 o
= e—.riSE/an'e_“” (0 (6.142)
2mil|Zd]  Jg
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dove

K =kz (6.143)
¢ il vettore d’onda dell’onda diffratta e
S 0
q=kK—k q:|(ﬂ:2k:sin§ (6.144)
la variazione del vettore d’onda, 6 l’angolo di diffrazione. Se prendiamo

k=k2 lungo l'asse delle z e lo schermo opaco nel piano (z,y), '’elemento di
angolo solido si scrive

. d¢qdq
dQ =sinfdpdf = d)k;? (6.145)
e 'onda diffratta
k eik\aﬂ
7)) — — - 14
»(T) 27 7 cos b fz (6.146)

dove

fi= / d?d e 1T oy = / dady e (%= 7T WY) 4, (6.147)
S S

Notiamo che

gz = k sinf cos ¢ ¢y =k sinf sin ¢ (6.148)
Pertanto o d
qZQ D — cos6 sin6 db dop = cosd) (6.149)

L’intensita della radiazione diffratta nella direzione definita da ¢ & pertanto

2 dqgc de

(2m)

dove C e una costante di proporzionalita. Se ®q e il flusso della radiazione
incidente, I'intensita totale della luce incidente sull’apertura S di area Ag e

dIz = C (@) dQ|7” = C cos® 6| 7]

(6.150)

g Ag = C /dx dy [o]* = C Ag [t (6.151)
s
Dunque
dly k2 o | f7]2
=& =4 152
10 0 22 cos” 0 o (6.152)
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oppure
dlz d J7|?
= cosf | —
dqy dg,  (2m)? Yo

Per angoli di diffrazione piccoli possiamo sostituire in queste equazioni

(6.153)

n-&=cosf~1 (6.154)
ottenendo
dlz k2 fz)?
— ®, Jq
dQ (2 7T)2 wo
dlgz Dy | f7]2
— 29 6.155
d%c de (2 7)2 ¢0 ( )

Discutiamo la validita dell’approssimazione di Fraunhofer. Sia A = 27” la
lunghezza d’onda della radiazione incidente. Sia a la lunghezza caratteristica
dell’apertura nello schermo, L la distanza dall’apertura alla quale si misura
la radiazione diffratta.

Il primo termine trascurato nella espansione (6.139) per R = |7 — 27| &

Ll
o

(6.156)

[\
81

Pertanto nella fase dell’esponenziale ei*1Bl stiamo trascurando un termine
dell’ordine di

-2
k a' a’
~— 6.157
2z AL ( )
L’approssimazione di Fraunhofer richiede pertanto che
a2
=—x1 (6.158)

AL

f & noto come numero di Fresnel. Ricordiamo che "approssimazione (6.138)
(di Huygens) richiede in ogni caso che

A< L (6.159)
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6.7.1 Fenditura verticale

Sia 2 a la larghezza della fenditura nella direzione = e 2 b quella nella direzione

Y , :
EZZSm%aQsmqyb (6.160)
% Gz Qy

L’intensita della radiazione diffratta nella direzione definita da ¢, e g, ¢
pertanto, per piccoli 6:

dlz sin? ¢, a sin® g, b sin? ¢, a sin® g, b

=4dyab ad Yo =1 ud Y 6.161
dq. dg, P a Tbq; " mag2 wbe ( )
dove

e l'intensita totale della radiazione incidente sulla fenditura. Supponiamo
in particolare che la fenditura sia infinitamente lunga nella direzione y, cioe¢
b > a: in queste condizione non c’e praticamente diffrazione nella direzione
y. Integrando su ¢, e tenendo conto che

sinq,b b [ sin®¢
d V- — — =b 6.163
otteniamo p )
Iz sin” g, a
= I 6.164
dg, "’ armg? (6164

Per piccoli angoli 6 di diffrazione
gz = k0 (6.165)

e quindi
d1(0) sin ka6
A 1
de O rkab? (6.166)

Notiamo che il massimo della intensita diffratta e per § = 0

d1(0) ka
——=1y— =1 1
d9 0 T max (6 67)
In termini di 1,,,,;
d1(0) sink a6

NPT (6-168)
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La radiazione diffratta si annulla pertanto in corrispondenza degli angoli
ka sin®,,;, =mm m==+1,4+2 +3... (6.169)

Il fascio di radiazione diffratta forma un angolo che e dell’ordine di

A
Oonda ~ — 6.170
da ™ ( )

Notiamo che ’angolo di diffrazione “geometrico”, cioe predetto da una teoria
corpuscolare della radiazione sarebbe piuttosto dell’ordine di

a
gcorpuscolo ~ z (6 171)

Nelle condizioni di Fraunhofer (6.158) abbiamo dunque
gcorpuscolo < eonda (6172)

Siamo pertanto in un regime nel quale gli effetti ondulatori della radiazione
elettromagnetica sono dominanti.

6.7.2 Diffrazione da una grata

Consideriamo uno schermo attraversato da N fenditure verticali di lunghez-
za 2a nella direzione x e b > a nella direzione y, poste a distanza d una

dall’altra. Abbiamo

N-1 .a4nd )
fe= Z/ da e " hy =
n—0 7 —atnd
2 sin g 0~ J 2sing,a 1 —e i%dN
= o T S riaedn g 2 |
x nz—(] 4z 1 _e—zqmd
e quindi
dly Iysin®qea|l—eiwdN 2
dg N amg®2 | 1—ciad
Ipa sin? g, a sin? =X
=0 I 2 (6.173)

Nt qa® sin®%
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6.8 Diffrazione di Fresnel

Consideriamo uno schermo opaco che occupa il semi-piano (z,y) con x < 0,
della radiazione incidente nella direzione z, da z < 0. Siamo interessati a
calcolare 'intensita della luce diffusa, per z > 0. Nell’integrale

W(F) = 2im [ 24 n ]‘%R GZ;R W(F) (6.174)
I'integrazione e sui punti 2’ con
= (9,00 2>0 (6.175)
Sia .
= (z,y,2) R=@-2y—vy,2) n=32 (6.176)

L’approssimazione di Fresnel consiste nel sostituire |R| nell'integrale (6.174)
con 'espressione approssimata:

(z -2+ (y—y)°
2z

Bl =@ =2+ (y—y)P+2~z+

Nelle condizioni di Fresnel 'onda diffratta di scrive

k, ikz o) 24 (y—u')2
e /dm/ dy’e”“( ( )w(l‘/,y/,o):

C 27iz
kezk’z

271z

/ d”/ de S Yy + 2,6 49,0)  (6.177)
Se la radiazione incidente fosse un’onda piana, dovremmo porre nella (6.177)

Y(n+x,€+y,0) = 1o (6.178)

con 1)y costante. In realta, in una situazione fisica reale, I’onda incidente
sara approssimativamente piana in una regione grande ma finita di spazio.
Prendiamo pertanto

Y+ 2,6 +y,0) =1pge T (6.179)

con o > 0, reale, positivo, piccolo ma non nullo. Questo rendera gli integrali
convergenti: alla fine del calcolo prenderemo il limite a — 0. Pertanto

o) = B0 [T g ol /OO dge(ost) € —

2miz ), .
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_ keikzwo ﬁ Oodne_(a_ﬁ)WQ .

ikz [e%S)
_ ke w ﬁ 2_2 dse_Q.]zcas2 ei82 _
2m 2 —ax V k), JE

dove abbiamo usato il risultato

/OO dteP? = \/g (6.181)

valido per 8 = a + i b complesso, con parte reale a > 0.
Riscriviamo 'integrale che appare nella (6.180) nel modo seguente

o 2 2 2 o 2 2 2 0 2 2 2

_2za . _ 2z« . _2za :
/ dse” ® T ¢'? /dse kS e? —I—/ dse” & * e'% =
A/ K ] E

z
—T
dse e
/22(1

Sostituendo nella (6.180)

ikz —_ra/ K
= € w(] 1 |: m 1 / 2z _2za 2 ~2:|
z) = —— — dse” & e =
v Vi f2za ;L2 —i Jo

k k

. 2za0 5 _ &
ezkz¢0 1 2\/ k t "V 2z _2za 2 ;2
=5, Zm 1— NG dse” & e
(4 = —1 ™
k 0

In quest’espressione possiamo finalmente prendere il limite o« — 0 ed ottenere

dsel =

2
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'Lkz,(/)O - '
= \/§ \/7/ dse =
zkz \/_
35 [<2 o J;>>+z<;—s<—x )]

= \/g/ cos s’ds = —C(—w)
T Jo
2 M,

= —/ sin s°ds = —S(—w) (6.183)
T Jo

sono noti come gli integrali div Fresnel. L’intensita della radiazione diffratta

¢ pertanto
t) = §[(g + /) + (5 5t/ 2)’

dove Iy = [1)p|? & l'intensita della radiazione incidente.
Per discutere il comportamento qualitativo di I(z), studiamo la funzione

_ \/g /0 " ds = O(w) + i S(w) (6.184)

1+
2

dove

Abbiamo gia visto che

F(w) — per w — 400 (6.185)

Questo risultato si puo ottenere attraverso la stessa procedura che abbiamo
seguito nella derivazione di (6.183): si introduce un fattore esponenziale e~ *’
con o > 0 nell’integrale per renderlo assolutamente convergente, si prende
prima il limite w — 00, e, successivamente, si passa al limite  — 0. Dunque

lim C(w)= lim S(w)= i% (6.186)

w—+oo w—r+oco

Pertanto, come ci si aspetta,

I(x) — Iy per  — 400
I(x) =0 per T — —00
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Inoltre

1(0) = 7 (6.187)
Deriviamo un’espressione asintotica per F'(w):
1 —|— l de's’
F =
(w) = \/>/ ds 223
_ 1+ f[ N /°° ds isg]
j— e =
2 Tl 27w w 2187
1+ 27 e’ eiw? *  3ds >
— —4 /2 — ——— "% [(6.188
2 7T|: 2iw  (24)?w3 / (21)2 s }( )

[terando questa procedura arriviamo all’espansione asintotica per F(w) va-
lida per w — 400

1+i o’ 1 1
F = 1 — 1
(w) = = +m¢w[ +2iw2+0(w3)] w > 0 (6.189)
e quindi
1 sin w? 1
C(w):fmwm(wz)
1 cos w? 1
== - — 1
S(w) 5 \/ﬂw+0(w2) w >0 (6.190)

Otteniamo in definitiva i seguenti comportamenti asintotici per l'intensita
diffratta

2k 2k
I(%) :IO[I+ Qi/ﬂx P +O(k12)] per £ — +00
1 1
(%) = 2770ka2 + O(;) per & — —o0 (6.191)

6.9 Apertura circolare: confronto tra approssimazioni
di Fraunhofer e Fresnel

Consideriamo la diffrazione di un’onda piana
Y(T) = el v (6.192)
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di vettore d’onda .
k=kz2 (6.193)

incidente su un’apertura circolare di raggio a in uno schermo opaco posto nel
piano z = 0. Sia O = (0,0,0) il centro dell’apertura circolare. Supponiamo
che l'onda provenga dalla regione z < 0 e calcoliamo l'onda diffratta in un
punto P = (0,0, z) con z > 0 posto sull’asse ortogonale allo schermo passante
per il centro dell’apertura circolare. La formula di Kirkhoff-Huygens (6.138)
da:

P k a ik A/ 22+p?
wp) _ 2rpdp S

wo  2mi Jo V22 +p?

Eo[Vert?
/ dte’bkt:
0

(4
L ihE ] _ ok (V)] (6.194)

dove nell’integrale abbiamo effettuato il cambio di variabili

t =22+ p? (6.195)

L’intensita della radiazione nel punto P e pertanto

k(vVz24a%—2)

®(P) = 4 d; sin® 5 (6.196)
dove ®q ¢ 'intensita della radiazione incidente.
L’approssimazione di Fraunhofer per lo stesso problema da
¢F'rau<P) k eikz /a
Yo 2mi oz Jy Tpap
. ka?
ikz
= - 6.197
© 2 (6.197)
L’intensita corrispondente e
k2 at
¢ rau P)=29o . 6.198
pranlP) = @0 (6.198)

L’approssimazione di Fresnel da invece

122



resne P k ihz ¢ i kp?

wF l( ): ‘e / 27Tpdpel%z
Yo 2mi 2z Jy

k ikz a? ] ) ha?

:Te / dnel% :e””(l—e’%) (6.199)
vz Jo

Pertanto l'intensita della radiazione nel punto P nell’approssimazione di
Fresnel e
o ka?
D presnel(P) = 4 Pg sin 1, (6.200)
z
Per facilitare il confronto tra le approssimazioni di Fraunhofer e Fresnel ed
il risultato “esatto” (6.196) introduciamo il numero di Fresnel f associato al

problema in questione
a? k a?

fEE:%rz

e la distanza del punto P dallo schermo misurata in termini di lunghezze
d’onda:

(6.201)

z  kz
A 27 ( )
Le intensita nel punto P si riscrivono in termini di [ e f come segue
O(P) =4 sin’[rl(y/1+ % —1)]
CI)FTesnel(P) =4 cI)O Sin2 %
Pprau(P) = B2 f3 (6.203)

Ricordiamo che in realta anche la formula “esatta” (6.196) ¢ valida nell’ipotesi
sottostante 'ottica geometrica, ovvero di piccole lunghezze d’onda

I>1 (6.204)

Dalle (6.203) vediamo che I'approssimazione di Fraunhofer richiede, oltre a
questa ipotesi, anche che il numero di Fresnel sia molto minore di 1

f<1<l (6.205)

come avevamo gia dedotto in una sotto sezione precedente. Invece ’appros-
simazione di Fresnel vale per

F<i (6.206)
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anche se f non e piccolo rispetto all’'unita. In altre parole nella situazione
1< fxl (6.207)

I’approssimazione di Fresnel ¢ accurata mentre quella di Fraunhofer non lo
e.

7 Cavita e guide d’onda

7.1 Condizioni al contorno in presenza di conduttori

Consideriamo la superficie S tra il vuoto ed il conduttore. La richiesta fisica
e che i campi rimangono finiti sulla superficie anche se le derivate in direzione
normale alla superficie possono divergere. Le equazioni

sono indipendenti dal mezzo e valgono in ambedue i lati di S. Introduciamo
le componenti dei campi normali e parallele a S:

E = EH + En B = EH + én (7.1)

Considerando una regione infinitesima a cavallo di S (ed usando o un loop
stretto con i lati lunghi paralleli a .S o un corto cilindro gaussiano con le facce
parallele a S) deduciamo che

Ef'=E; BY =B, (7.2)

dove E(C), B© ¢ sono i campi nel conduttore; E , B sono quelli nelle cavita;
In un conduttore perfetto

=0 BY=0 (7.3)

Pertanto le condizioni al contorno dei campi alla superficie del conduttore
(perfetto) sono
EH =0 Bn =0 su S (7.4)



All’interno della cavita valgono anche le altre due equazioni

-~ - QE
AV ANB="
ot

V-E=0 (7.5)

Prendiamo, per fissare le idee, la normale alla superficie come asse delle z.
Allora le (7.4) e (7.5) danno per i campi al bordo

0,B,—0,B,=—-0,B, = —l% =0
c? Ot
1 0F,
0.By — 0y By = 0, B, = Ehey =0
o,E, =0
cioe
8nBH =0 8nEn =0 su S (7.6)

7.2 Cavita e guide d’onda cilindriche

Consideriamo ora un problema con simmetria lungo un asse, che prendiamo
come asse delle z. I campi possono essere presi della forma

E(z,y,2) = E(z,y)e"*7%"  B(z,y,2) = B(x,y) ™=t (1.7)

e le equazioni d’onda diventano

[83 + 07—kl + i—;] E(z,y) =0

[33 + 5’; — k2 + C;)—j] B(z,y) =0 (7.8)
Le equazioni per i rotori danno

iwB, =0, FE, —ik, E,
tiwBy =1k, E, — 0, E,
LW .
ngm:—asz—l—szBy

i~ E,=—ik. B, +0,B.
C
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Queste equazioni possono essere risolte per i campi trasversi:
iwB, =0, F, —ik, E,

iwB, =ik, E, — 0, E.
k2 k

i~ B, =-0,B.+i=E,—~0,E,
c w w
LW k. k2
ZgEy = _anEz+Z;Ey+amBz
Cioe
_ A k? k., c?
X% (1 — 2 )Bx = ay EZ — 785,;32
_ A k? k. c?
iw(l— 3 VB, = —0, E, — 0y B,
w A k? k.
w A k? k.
26—2(1— o2 )Ey:—;ayEz—‘—asz

Pertanto i campi longitudinali £, e B, determinano i campi trasversi. I
campi longitudinali sono a loro volta determinanti dai seguenti problemi bi-
dimensionali:

2

[8§+8§—k3+i—2]Ez(x,y):O E,=0susS

[82+62—k2+w—2]B(x )=0 9,B.=0susS (7.9
x Yy z 02 z YY) = n-z — su ()

Una delle soluzione delle equazioni del moto e pertanto un’onda “trasversa”

E.=B,=0
VAE,=V -E,=0 E,=Ei+E,q
g W

In particolare per una cavita con un unico bordo, cioe per un conduttore
cilindrico vuoto, queste equazioni danno la soluzione triviale, in quanto il
campo elettrostatico e nullo dentro un conduttore.
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La soluzione generale delle equazioni d’onda in una cavita cilindrica sara
data pertanto da una combinazione lineare di una soluzione “elettrica” (detta
anche “magnetica trasversa” (TM))

2

8§+8§—k§+% E.r,y)=0 E.=0su S

B.=0
, o, E, , 0, F.
ZOJBI:% ZWBy:—W
2z 1_ wzz
, k.c*> 0, FE, . k.c* 0,F,
ZEx = — w2 ]__Tkg ZEy:— w2 1_7@ (711)

w w

e di un’onda “magnetica” (detta anche “elettrica trasversa” (TE))

82+82—k;2+°:— B.(z,y)=0  9,B,=0suS

T Y z 2
E, =0
kz 2 asz kZ 2 6BZ
w 1_Cw2z w 1_cw_22
Lw asz LW asz

piu eventualmente un’onda trasversa (7.10), nel caso la cavita cilindrica abbia
bordi interni.

Scriviamo i campi trasversi per le onde “elettriche” e “magnetiche” in
forma piu condensata introducendo gli indici bi-dimensionali o, 3 ... per le
coordinate sul piano trasverso (z,y):

; 2
) tk.c
EJ" = a2 = O F.
B&tr) = —ﬁ €ap aﬂEz onde TM
L2
(tr) — __tWC
Ea = e — 2 k‘g €ap 8532
.]{}Z 2
B = — "0 9.B onde TE

(e} z
w? — 2 k2
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Vale dunque la seguente relazione tra campo magnetico ed elettrico trasverso

étr = 2w A Etr onde TM
c?k,
o k, . o
Btr =——2ZA Etr onde TE
w

7.3 Cavita risonanti

Supponiamo di collocare due pareti perfettamente conduttrici ortogonali
all’asse di simmetria della cavita cilindrica nelle posizioni z =0 e z = d.

Per le onde elettriche siamo interessati alle condizioni al contorno per F,
nella direzione z:

0.FE,=0 per z =0,d (7.13)
Quindi

pTz

E.(z,y,2) =1(x,y) cos p=0,1,2,... (7.14)

Per le onde magnetiche siamo interessati alle condizioni al contorno per

B, nella direzione z:
B.,=0 per z =0,d (7.15)

Quindi

Pz

d

B.(z,y,z) = ¢¥(x,y) sin p=12,... (7.16)

7.3.1 Sezione circolare

Se la sezione del cilindro ¢ circolare I'equazione per ¢,(z,y) in cordinate
polari (p, ¢) diventa

2

1 w
+ =z Yy, =0 (7.17)

1 p?
20,08, + =02 —
P p p pz [

d2

Yp(p, ) € scrivibile come somma di onde di momento angolare definito lungo
l’asse delle z

Vo (0, @) = bpm(p)e'™®  m =0,£1,4£2... (7.18)
Abbiamo
2 2,2
0 U (0) + p Uy () + [ 055 =B ) = mdm(p) =0 (719)
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Introducendo
C=p\— — (7.20)

I’equazione assume la forma dell’equazione di Bessel

() + CUpn () + |62 = 12|t () = 0 (7:21)
La soluzione regolare in ( =0 e
2 2.2

Modsi elettrict
Nel caso di onde elettriche la condizione sul bordo del cilindro ¢

Yym(R) = 0 (7.23)

dunque
w2 P2 72

mnp o
R (7.24)
dove (pn € I'n-esimo zero della funzione di Bessel J,,(¢). Dunque per le onde
elettriche

R

n Wiy PP
EP™) () = Ey (,0 e P ) (7.25)
dove ) , ) o
wmnp __ Smn b
2 — B + 0 (7.26)
Il modo piu basso € quellocon p =0, m=0,n=1
2.405
Woio = o ¢ ~ ‘ (7.27)

R R

Si noti che questa frequenza non dipende dall’altezza d della cavita.
Modi magnetici
Nel caso di onde magnetiche la condizione sul bordo del cilindro e

w;m(R) =0 (7.28)
dunque
w?  p2y2
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dove (.., ¢ I'n-esimo zero della funzione di Bessel J! (¢). Dunque per le onde

magnetiche
o (Whnp)? P22
Bz(’p )(p) = BO ‘]m (p\/ CQP - d2 > (730)
dove (o )2 ( /)2 .
wmnp o C mn pT
2 = e + 7 (7.31)
Abbiamo
Con = 3.832, ...
¢, = 1.841,. ..
Con = 3.054, . ..
Gy = 4.201, . ..

Il modo piu basso e quelloconp=1, m=1,n=1

(ie\?  m 184lc R?
Wit = (?> + om 12020 (7.32)

Questa frequenza dipende dall’altezza della cavita. Per d > d., dove

T2 R2

G 1+ g =
" (C11)? 2

C1o0 (7.33)

cioe per
d d.

s
—> —=———"=203
BB/ - (Ch)?

la frequenza “fondamentale” magnetica e piu bassa di quella elettrica.

(7.34)

7.4 Guide d’onda

7.4.1 Sezione circolare

Nelle guide d’onde non c’e la condizione di quantizzazione per k.. Definiamo
il campo bidimensionale 1 (z,y) attravero le relazioni

E.(z,y,2,t) = (z,y) e twhik:= per onde TM (7.35)
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per le onde elettriche e,
B.(z,y,2,t) = (x,y) e i whik== per onde TE (7.36)

per le onde magnetiche. Se la sezione del cilindro e circolare ’equazione per
¥ (z,y) in cordinate polari (p, ¢) diventa

[la 9+ L2+ _p2ly—o (7.37)
pppp p2¢ CQ z - .

¥(p,0) & scrivibile come somma di onde di momento angolare definito lungo
I’asse delle z

Vm(p, @) = Ym(p)e'™?  m=0,41,42... (7.38)
Abbiamo
2
P (0) + Pl (0) + [ 255 = k2) = m () = 0 (7.39)
Introducendo

2
gzm/%—kg (7.40)

I’equazione assume la forma dell’equazione di Bessel
CUn(C) + CUn(Q) + [ = m2 | Ym(p) = 0 (7.41)
La soluzione regolare in ( =0 e

2
Yn(p) = Codmlpy| 5 = k2) (7.42)

Onde elettriche
Nel caso di onde elettriche la condizione sul bordo del cilindro ¢

Um(R) =0 (7.43)
dunque
w2
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dove (,, € I'n-esimo zero della funzione di Bessel J,,(¢). Dunque per le onde
elettriche

E™(p, ¢, 2,t) = E Jm(”%) gim® gt (b 2mwt) (7.45)
dove
w? G

(0 _ GmnC 7.47
tale che
k,c=1\/w?— (wS,%V (7.48)

Per w < w' londa non si propaga lungo la guida: & descritta da un
esponenziale descrescente reale e penetra solo per una lunghezza

Ae = < per w < w9 (7.49)

(wé%)ﬂ — w?

Onde magnetiche
Nel caso di onde magnetiche la condizione sul bordo del cilindro e

U(R) =0 (7.50)
dunque
w? ) ,

dove (/... € I'n-esimo zero della funzione di Bessel J! (¢). Dunque per le onde
magnetiche

!
BI™(p,0,2,1) = B J (25 ) oo it (759)

e la frequenza di taglio, tale che

cky, = \Jw? — (wh)? (7.53)
é !/
(©) = mnC 7.54



7.4.2 Sezione rettangolare

Prendiamo il caso in cui la sezione del cilindro ¢ un rettangolo di lati a e b
nelle direzioni x ed y. L’equazione per ¢(x,y) in cordinate cartesiane diventa

9% + 0?2 “—2—k2 =0 7.55
x+ y+02 zw ()

Onde elettriche
Nel caso di onde elettriche la condizione sul bordo del cilindro ¢

(0, y) = ¥(a,y) = (z,0) = ¥(x,0) = 0 (7.56)

Dunque una base di soluzioni per le onde elettriche ¢ data da

B (3,y,z,t) = Ej sin ML Gn nzyei(kz et mon=1,2,... (7.57)
a
dove
w? m2n?2  n?n?
kz:\/§_7_ 72 (7.58)
La frequenza di taglio definita da
ko= \/w? — (wih)? (7.59)
¢ (c)
Winn, m2n?  n?mw?
= 7.60
. \/ R (7.60)

Onde magnetiche
Nel caso di onde magnetiche la condizione sul bordo del cilindro e

0ut)(@, )] o= OV (2, Y)| ,mu= Opb (2, Y)|,mo= Oy (2, y)],—,=0  (7.61)

Dunque per le onde magnetiche

B (x,y, z,t) = By cos T cos n7bry el (ke z=wd)
a
m,n=0,1,2,...; {m,n} #{0,0} (7.62)

Si noti che se n ed m sono simultaneamente nulli, la soluzione delle equazioni
di Maxwell diventa banale, cioe nulla. Le nostre formule per i campi trasversi
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non sono direttamente applicabili, in questo caso, in quanto diventano sin-
golari per m = n = 0, ¥ = k.. Ma ¢ immediato verificare direttamente,
considerando per esempio 'equazione di Maxwell per la divergenza di B , che
se m = n = 0 allora la soluzione che soddisfa le condizioni al contorno si
annulla identicamente. Pertanto, la frequenza di taglio

(c) 2,2 2,2
Wmn m= T nem
— 7.63
c \/ a? + b2 ( )

piu bassa € o w%) 0 w((ﬁ) a seconda del rapporto tra a e b. Si noti che questa

frequenza e sempre piu bassa di quella delle onde elettriche, e quindi questo
¢ il modo piu comunemente usato nelle guide d’onde rettangolari.
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