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Avvertenza

Queste note sono indirizzate agli studenti del corso di “Meccanica Quantistica
2”7 del terzo anno della Laurea in Fisica dell’Universita di Genova. Questi
appunti non costituiscono delle dispense e non intendono sostituire in alcun
modo 1i testi di riferimento indicati o qualunque altro dei numerosi, e talvolta
eccellenti, libri esistenti che coprono il materiale discusso nel corso (e molto
altro). Questi appunti sono sostanzialmente una raccolta di problemi le cui
soluzioni illustrano e, quando ho ritenuto opportuno, richiamano gli aspetti
della teoria generale che sono stati esaminati durante il corso. Alcune di
queste applicazioni sono tratte dalle prove di esame del corso, le cui soluzioni
sono disponibili in un documento separato: in generale la discussione di
tali problemi presentata nelle presenti note ¢ piu approfondita rispetto alla
soluzione indicata nella raccolta delle prove di esame.
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1 Teoria delle perturbazioni indipendenti dal
tempo

1.1 Teoria delle perturbazioni degenere

Le equazioni agli autovalori scritte nella base degli autovettori dell’Hamilto-
niana imperturbata sono

(B — E[gO)) Apa = Z Vy Gya (1.1)
v



Sostituendo le espansioni

E, = E(O) + E(l) E(l) 4.
Ao = a/(BOCz + a(l) + a(2) + - (1.2)

Otteniamo all’ordine zero

(BQ —E)al) =0 (1.3)
cioe
a(ﬁoo)é =0 per a ot (1.4)

dove abbiamo introdotto la notazione v ~ [ per indicare che EQ = Eéo).

Al primo ordine
EL o) + (BY — EY)af) = Z Vo al =Y "V (15)
Yo
Per 8 ~ a questa equazione diventa
Z Viy ay (0) ar~f3 (1.6)
Yo

che ¢ I'equazione agli autovalori per V ristretta all’autospazio relativo ad a.
Prendiamo gli autovettori imperturbati degeneri wéo) con § ~ « autostati di
questa matrice. Allora

Vo = 0,E)  Br~y~a (1.7)

1.1.1 Degenerazione rimossa al primo ordine

Se la degenerazione del livello o € completamente rimossa al primo ordine
(tutti gli E(l), con 3 ~ « sono diversi) la base degli autovettori impertur-
bati degeneri ¢ fissata dalla richiesta di diagonalizzazione della matrice Vj,
ristretta all’autospazio a. Con questa scelta abbiamo

a$) = Gag (1.8)

per tutti i S ed a. Prendendo f + « nell’equazione del primo ordine
otteniamo

Vi
) =~ Boa (1.9)



Si noti che ago)é con § ~ « non e determinato dalle equazioni del primo

ordine. Consideriamo ’equazione del secondo ordine

E® af) + BV af) + (O — EY) ) = Zvva (1.10)

Per f ~ a e 8 # « otteniamo

Viy Vaya
E(l) a//(fjloz Zv"fa/'ya E(l) (1) + Z /B'Y Y (111)
Yo a
e dunque
Vi Via
ago)[—z AR} B~aef#a (1.12)

2 (B - B (BY - EY)

L’equazione del secondo ordine con 3 = « da invece

) -V _ Ve Vaa
E® + E E oy m o 0D+ E © (0)) (1.13)
Eoc Ev

voéa
ovvero VoV
JoICJ (LA L. (1.14)
@ 0 0
Yha (EC(V) - Eg’ ))

Si noti che la condizione di ortonormalita per 1), al primo ordine &
(a4))* +ally =0 (1.15)

Questa condizione, che e soddisfatta dalle soluzioni trovate per § # a, per
[ = « diventa

R(a)) =0 (1.16)

Scegliendo la fase della funzione d’onda possiamo porre a zero anche la parte
immaginaria di aly). Tn conclusione
al) =0 (1.17)

ax

Infine I’equazione del secondo ordine per 8 +¢ « diventa

0)y (2) _ 1 _
(E((xO) - EB )aﬁa - Z V/B’Y a“'(y:g - E(()zl) aBa -

- ZVB“/ '(yoz + ZVBW 'ya - a(ﬁlo)c

y~a Y
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Dunque

1
2 =3 Vi1 Vaa BV .
@ 0 0 0 0 0 0
(B B (B - B (B - By

VBA/ V‘yé ‘/6(1
+ Z Z E(l ED ) (E(O) _ E§ )) (E&O) _ Eéo)) (1.18)

Yo yFEa 574a a

1.1.2 Degenerazione rimossa al secondo ordine

Supponiamo che la degenerazione non venga rimossa al primo ordine. Con-
sideriamo il caso in cui tutti gli E[(;) sono coincidenti. La matrice V ristretta
all’autospazio relativo a « e proporzionale all’identita

Vi, =EWMds,  Bry~a (1.19)

cosl che la base dell’autospazio degenere non e determinata dall’equazione
secolare del primo ordine. L’equazione del primo ordine per § % a e

v (0)
(1) By Qya
ag, = — B A« 1.20

L’equazione del secondo ordine per 3 ~ « da pertanto

2) (0) 1) (1) (1) Vm (LI C)
EP afy) + EY af) = EVa) +ZZ 0) (1.21)
Yo d~a oz

che ¢ l'equazione secolare del secondo ordine per a(ﬂooz. Gli autovalori della

matrice ristretta al sottospazio a

Viay Vis
(Vo(lz))ﬁa = Z ﬁ frd~a (1.22)
i o — By

danno le correzioni del secondo ordine del livello degenere. Scegliamo come
autovettori imperturbati wéo), con 3 ~ «, gli autovettori di V(E?). Con questa
scelta

Vi, V-
Yo T



Se gli EéZ) sono tutti diversi autovettori imperturbati wéo) sono unicamente

determinati e
a$) = 8pa (1.24)

per tutti i § ed a. In questa base riotteniamo la formula usuale per i
coefficienti del primo ordine

®_  Vea
A = 5O _ O B A« (1.25)

L’equazione del secondo ordine per § % «

(B9~ )2 = 3 Vil 3 Vi~ E ) (120

Yo yora

. . ..
contiene ancora 1 coefficienti a(ﬁoz

equazioni del secondo ordine.
Consideriamo allora ’equazione del terzo ordine

con B ~ « che non sono determinati dalle

E® a(ﬁoo)é +E® ago)é +EW a(;oz +(BY — Eéo)) a(ﬁgo)é = Z Vi, a% (1.27)

07

Per f ~ a e § # « abbiamo

E®af) + EVaf) = Vs a? + EY o) (1.28)
Yoo

Sostituendo in quest’equazione I’espressione (1.26) per a% con v o « otte-

niamo

1 1 1 1

@ O _ 2 : 20 Vi Vs a((sa) 250 Var Vas a((;a) ~ B Vi a(wg B

@« e EO _ 5O =
Yo

1 1 1
257604 Viy Vis a((Sa) B Viy ’(702
At

5 50 (1.29)

b
Dunque

1 1 1
Zam Visy Vas az(sa) - B Vy a(vog

1) _ Z _
Ago = 2 2 0 0 -
Z EP—ED) (Y - D)
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N +
~ED)(EY — EY) (ED — EBY)

Yoho 57404
Vﬁv Vw
—g B~a [#a (1.30)
v OB = By

La condizione di ortonormalita delle autofunzioni e la scelta di un fattore di

fase arbitrario impongono
al) =0 (1.31)

Dalla (1.26) otteniamo i coefficienti del secondo ordine per 5 ¢ a:

1
a? = Z Vy Via _ Ey VBa n
T B D) (BY - EY) (8D - ED) (B9 - ED)
VB"/ am
t ; B0 _ E(o)) (1.32)
yFo

Questa equazione vale in qualunque caso, sia esso degenere che non-degenere.
Nel caso non-degenere 'ultimo termine — quello dipendente dai coefficienti
del primo ordine a(ﬁ.z— ovviamente si annulla. Nel caso degenere, con degen-
erazione rimossa completamente al primo ordine, sostituendo ’espressione
per a'y (con v ~ a,y # «) ottenuta in (1.12), si ricava la (1.18). Nel caso in
cui la degenerazione e rimossa soltanto al secondo ordine, otteniamo invece,
sostituendo la (1.30):

2) Z Z Viy Vas Vse Vea
Ago = 0 0 0 0 0 0 +
R phacra (B — BP) (B - BY) (B - EO) (B - EJ)

D> B o Ve Ve
(B — B) (B - BY) (B — E)?

e o
Vi Vi ES Vg
+) e - (1.33)

0 0 0 0 0 0 0
(E() E())(E()—Ef(y)) (Eé)—Eé))(Eé)—Eg))

con [ 7 a.
Consideriamo ora la correzione al terzo ordine ES per l'autovalore del-
I’energia. Questa si ottiene prendendo = a nell’equazione del terzo ordine



(1.27):

Z o 05— B all) =) Vo ) (1.34)

Yoo

Anche questa equazione vale in qualunque caso, sia esso degenere che non-
degenere. Si noti che il calcolo di EY) non richiede la conoscenza dei coef-
ficienti a(ﬁ? con f ~ a. Sostituendo in quest’equazione la (1.32), otteniamo
un’equazione anch’essa valida sia nel caso degenere che non degenere:

D R RN
) (E(O) E(O)) E(O) _ E(O) 2
Yro 67éo¢ a 0 'yr;éa( @ il )
Vaﬁ Vi am
+> Z oy (1.35)
prra 1ze ( B — Ef

Nel caso non degenere 1'ultimo termine si annulla. Nel caso degenere con
degenerazione rimossa al primo ordine dobbiamo sostituire la (1.12)

1
YN ey P
Yo 67604 a ) (E E(S ) Yo (Ea - E7 )2

Vap Vay Vis Via
XD . (1:36)
S 37 v (B — B (B — ) (B — )

Nel caso in cui la degenerazione e rimossa al secondo ordine otteniamo invece,
sostituendo la (1.30)

Vow V’y5 ‘/604 Eél) Vow ‘/q/oz
ZZ (0) )y Z (0) 0)\9 +
Yo (57004 ) (E E(S ) 022" (Ea o E’Y )
Vaﬁ Vﬁfy nyé ‘/:56 Vvea
+> Z > +
S 7 o (B — B (B — B) (B — E) (B — EO)
Va Viy Vis Vsa
N Z (25 . (2)6 : (0) (0) 2] (1.37)
o7 (ES (Ea — E57) (Ea” — E57)
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1.2 Correzione al terzo ordine del livello fondamantale
dell’oscillatore anarmonico

L’Hamiltoniana &

H=Hy+V (1.38)
dove
t 1
Hy=hw(a"a+ 5)

V=ygzrt= hw%(aT —a)*

h

=i\(a—al A=/ — 1.39
r=1\(a—a") Yoy (1.39)

ed abbiamo introdotto I’accoppiamento anarmonico adimensionale

gh
= 1.40
TE (1.40)
Abbiamo

4V1]0) = V2-3-4[4) — 6v2[2) + 3/0) (1.41)

da cui deduciamo la correzione all’energia del fondamentale fino al secondo
ordine

Fo(y) 1 3 %7622 2-3-4]
hw 2 47 1wl T T
1 3 21,
L3 2, 1.42
SRR (1.42)

Per la correzione del terzo ordine abbiamo bisogno di calcolare gli elementi
di matrice di (n|V|m) per n,m = 2,4. Scriviamo

R 2
4V = [a2 +(a"? — (2N + 1)] =
=a'+ (a')* = {® + ("% 2N + 1} + {a® (a')*} + (2N + 1)°
Pertanto

(214V)2) = 5% + (2|{d?% (a")?}|2) =52 +3-4+2-1=139
(44V]4) = 9% + (4){a® (a")*}|4) =81 +5-6+4-3 =123
(44V]2) = 2[4V [4) = =53 -4 — 93 . 4 = —28V/3

11



La correzione del terzo ordine ¢ pertanto

EY [|V()2|2V22 n |V04‘2V214 2‘/02 Vaa Vo

43 0 :43
hw 4 6 4-2
Voo* | Voul*\7
Bk e Tl
62-2-39 2-3-4-123  —6v2- (—28v/3)v2-3-4
= + + -
4 16 4
62-2 2-3-4
_3 =
ST
3-123 32
:32-2-39+T+32-56—33-2—§:

3-120
:32~128+T:32-128+180:1332

In definitiva Bol) L3 o1 233
o\Y 2 3
=—+-—-v—-— — 1.43
he 2 a7 (1.43)

1.3 Caso degenere al secondo ordine: oscillatore ar-
monico in 2 dimensioni

Consideriamo ’hamiltoniana di un oscillatore armonico in 2d

2 2

- D; muw-x
Hy, = ! ! 1.44
" Zam T (1.44)
perturbata dal potenziale
V=mQz z=mAQ(ayd +al ay — a1 a5 — al al) (1.45)
dove
h
A=/ —— 1.46
2mw ( )

Vogliamo calcolare la perturbazione al primo livello eccitato fino al secondo
ordine.

Abbiamo
1%
e b0 =101) - V2(2,1)
."\/
m)\2§z2|1’0>:|1’0>_\/§|1’2> (1.47)

12



Pertanto la matrice associata a V' sul livello degenere ¢

1% 0 1
- <1 0) (1.48)

e gli autovalori dell’energia al primo ordine sono

hQ2 0?2
BY —opwt B 9 <1i—> 1.4
by hw 50 hw e (1.49)

I corrispondenti autostati al primo ordine sono
1

Pertanto

~

v 1
) = HE - V2(12,1) %1,2)) = £|4) — (|2, 1) £[1,2)) (1.51)

Le correzioni al secondo ordine delle energie

+ 2
AEf) = Z KalVIE)[* (1.52)
o) 2hw — B

dove |a) corre sugli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata, si scrivono
dunque

) ! = —th—4 (1.53)
4hw—2hw 4 w4

In definitiva, gli autovalori dell’energia al secondo ordine sono

2
AEY = —Q(hQ

2w

Lt ) (1.54)

B, —2h (11———
+ v 4w? Sw *

Confrontiamo con il risultato esatto. L’Hamiltoniana totale si scrive
. h
H=hQ,d a, +hQ_a" a,—l—g(QJr—l—Q,) (1.55)

dove

Qi =V w2 + Q2 (156)

13



Gli autovalori esatti corrispondenti al primo livello eccitato imperturbato
sono

h

Ei :hQi+§(Q++Q_) -
0 o Qf
0 Qf
1o+ O(F)] (1.57)

in accordo con la (1.54).

Deduciamo anche le correzioni al primo ordine degli stati dalla teoria delle
perturbazioni indipendenti dal tempo. La perturbazione di primo ordine agli
stati |£) si scrive

£ = |1 + a7+ 3 ol ]8) (1.58)
BF#|£)
Abbiamo v
(1) B+
JW VBt B) # |+ 1.59
=g DA (1.59)
dunque
m A2 Q2
14D = |+) + ag;l)iH:) + (12, 1) £ |1,2)) =
2hw
1) 15
= |£) + sl F) + 75012, 1) £11,2)) (1.60)
Inoltre

o _ VsepVense  VepaVigs
(M) 2hw) T (M) (2hw)

m2 )\ Q2
=+ (1) =0
In definitiva
QQ
O =y - (]2,1) £ 11,2 1.61
B !>+4w2(|,>|7>) (1.61)

14



1.3.1 GIli autostati esatti

Calcoliamo anche gli autostati esatti. Avendo definito

Api2 1T

= — 1.62
M2 =TT T 90 (1.62)
e
T12 = A (CLLQ — CL11-’2)
h
P12 = o) (@12 + ab) (1.63)
abbiamo \ .
+ P+ 1T+
= - — 1.64
A A W (1.64)
dove

| h
A= oo (1.65)

x1 £ xg _ P1EDe

Posto dunque
Aps  1xy  ay E£as
AL = — = 1.67
abbiamo
A (At AL din(AL - AL
= I VI
Lde A Lede A
R
2()\ +)\i> 3N TN
— cosh 03 A + sinh 6% Al (1.68)
con
A2 )2 Q. 1-4/1x%
tanh 6 = T2 0 2k i (1.69)
)\:I: -+ A w + Qi 1 + /1 + Q_;
Pertanto . .
0 0
gy = o3 ((A2-ad) 4 B ((ah)?-a3) (1.70)

15



Il vuoto relativo agli oscillatori a4 ¢

_ﬁ ((A‘L )2—A2)
|0y =e 2 + +/10) (1.71)
Lo stato fondamentale esatto del sistema &
o = [0)410) (1.72)
Al primo ordine in g—i
9+ 0
= 0,0) — = (A1)?10,0) — = (AL)?|0,0) =
_l’_
= 0,0) — 9 (x/_|2 0) +2[1,1) +/2[0,2)) +

_9_02 (\/§|2,o> —2/1,1) + v/2(0,2)) +

2

4. 4w?
2

=10.0)+ {2 5L+ (1.73)

=10,0) +

A1,1) 4=

I primi due stati eccitati sono

2

Q
al¢0=al|0,0>+mal|l,1>+:

2

0
= AlL]0,0) + m(|2,1> +1,2)) + - - (1.74)

1.4 Barriera dentro buca

Il sistema imperturbato ¢ quello di una particella unidimensionale confinata
in un intervallo della retta di lunghezza 2a. I livelli energetici sono
2.2 152

0 __ 1 _

Prendendo la coordinata = della particella nell’intervallo [—a, a], le autofun-
zioni normalizzate imperturbate si scrivono

k 1 kmx
¢é+ ):%COS %a k:173757-“
" 1 | krmx
¢(() ) — —\/asm o k=24,6,... (1.76)

16



Consideriamo la perturbazione
V(z) = Adé(x) A>0 (1.77)
Le autofunzioni in presenza del potenziale soddisfano ’equazione
AY'(0)  2mA
¥(0) h?

dove A¢)/(0) & la discontinuita della derivata della funzione d’onda in z = 0.
Per funzioni d’onda dispari la derivata e pari, e quindi Ay’(0) = 0. T livello
dispari non sono pertanto alterati dalla presenza della barriera.

Le funzioni d’onda pari per x > 0 hanno la forma

(1.78)

1
,(:)(:1:) = —sink(z —a) x>0 (1.79)

Ja

L’equazione (1.78) determina gli autovalori corrispondenti

AY'(0) 2mA
= —-2kcotha=—— 1.
o00) cotka 2 (1.80)
cioe
tané = _¢ (1.81)
g
dove abbiamo introdotto i parametri adimensionali
Ama

E=ka g= = (1.82)

La soluzione &, di questa equazione che corrisponde allo stato fondamentale
e quella per la quale

<< (1.83)

ro| 3

~

E evidente che quando g — 0, {(g) tende al valore imperturbato:

&(9) = 5 +0(9) (1.84)

Determiniamo £y(g) agli ordini pitt bassi in g. Posto

G =5 +3(9) (1.85)

17



I’equazione per gli autovalori diventa

g C0t6:(5+g (1.86)
OVVero 5
9 9
_ — 1— — ... 1.
) 5+%(5cot5) (5+’—2’( 3+ ) (1.87)

Questa equazione permette di determinare recursivamente 6 all’ordine n in
g dalla conoscenza di § all’ordine n — 1:

2 (n—1)\2
o =29 (g (0"7)
1 + P 5(n—1) 3

) (1.88)

dove il segno di equivalenza indica che consideriamo solo i termini di ordine
n. Per esempio all’ordine 1 abbiamo

2
_ 9 2
All’ordine 2 , ) ;
@o-_ =9 __z9 _2 2 1.90
_1+%5(1)—1_'_72r_ig—7rg 71_39 (1.90)

All’ordine 3

93 26 93
:;g——g)gQ—i—(—— : >93 (1.91)

L’autovalore dell’energia e

Ei(g) 2 2
—= =(14+ -9 1.92
= 1+ 23lg) (192
L’espansione di quest’espressione in potenze di ¢ fino al terzo ordine & dunque
Ei(g) 23 21, 28 2° 27N 5
O TR (g )t
3 24 27 25
—1+59- ¢+ (5 5)6 +0l") (1.93)



Otteniamo ora questo risultato in teoria delle perturbazioni indipendenti
dal tempo.
La correzione dell’energia al primo ordine e data da

A(l)Elz( (+1 V¢+1) 2 (194>

Quella al secondo

A® B = _ A i 1 :_2_6925’(0)1%;_
T @ED —~(2k+1)2 -1 w7 T Ak (k)
2t L 0) o, 1 1 24 0
- 4°E ) === 2B L.

L’espressione generale della correzione del terzo ordine ¢ :

A E § Va E | 1 |
(3) | ilclz Laﬁ LBl 1 L o
0 0 0 0 0 0)\2
B#1 (E( ) E§ )) (Eg) — Ef )) (EO( ) — E} ))

(1.96)
Nel nostro caso gli elementi di matrice V5 non nulli sono quelli in cui o e

[ si riferiscono a stati con la stessa parita: in questo caso gli elementi di
matrice non dipendono dagli indici « e 3:

/\ 23
Vop === gE(O) (1.97)
Dunque
LS 1 .
50 w0l 2 (@t D (@mr1p—1)

)
— (2n+1)2—1)°

(1.98)
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Abbiamo

n=1 n=1
=1 2
=2 ——1-2=—— 1.99

In definitiva
AOE B g2

— = 4— — 1.100
o =g (1.100)
in accordo col risultato ottenuto sopra.
1.5 Struttura iperfine in campo magnetico
Consideriamo l'interazione iperfine
Hy= f359 .5 = ! (5% — (59)% — (5¥)?) (1.101)

2

dove 5°P) sono gli spin dell’elettrone e del protone dell’idrogeno e S =504
5 lo spin totale. I livelli di Hy sono

2 2
O I3 gy 3R
2 4 4
h? h?
EY — fT (2- Z X 2) = fT (1.102)
11 livello E(()O) corrisponde all’autostato con S = 0
1
15=0,8. = 00— (I+)el=)p = 1=)ely) (1.103)

mentre il livello E(()l) ha degenerazione 3 e corrisponde al multipletto con
S=1
1

5 =1,8. = 0) = = (14l )y +1-)el),)

S =1,5. = 1) = [£).]4), (1.104)
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Immergiamo il sistema in un campo magnetico uniformeB diretto lungo
I’asse delle z, il cui effetto e descritto dall’Hamiltoniana

Hy = 2w, s + 2w, s (1.105)
dove we, = pep B con p., momenti magnetici dell’elettrone e protone.

Abbiamo
h
sS=0,9, =0) = Sl5=1,5.=0)
h
Sgp)’S =0,5, = O> = _5’5 =1,5,= 0>
sS=1,8, = +1) = ig|5 =1,8. = +1)

sPIS=1,8, = +1) = —g|3 =1,5, = =£1)
(1.106)

Dunque la matrice corrispondente a Hy + H; nella base degli autostati del
momento angolare totale e

—%hf c;ijj_c 0 0

w_ =L 0 0
H=Hy+H, =h 4 1.107
0 0 0 i, 0 (1.107)

0 0 0 By
dove wy = w. £ w,. I quattro autovalori di H sono
h?

By = Tfihw+ (1.108)

con autostati |S =1,5, = £1), e

h? h? f)?
E12=——f:|:\/ﬂ+h2w2 (1.109)
’ 4 4
Nel caso di campo debole hw_ < h%f possiamo applicare la teoria delle

perturbazioni separatamente ai livelli con S = 0 ed S = 1. Al primo ordine
in w_ la correzione al livello fondamentale e nulla

AV E =(5=0,5.=0|H|S=0,5.=0)=0 (1.110)
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La correzione al secondo ordine ¢

|(n|Hy|S = =0)* (hw.)? w?
Z 5 E1 =7 =7 (1.111)

in accordo con l’espansione al secondo ordine del risultato esatto per E

5 h?f(l 1 4w? ___>:_3h2f

2
T3 2 UTampet r

(1.112)

2 Teoria delle perturbazioni dipendenti dal
tempo

2.1 Oscillatore forzato

- D muw T
Hy= 2.1
" om T 2 (21)
La perturbazione e
V(t) = —F(t)t =i \F(t)(a" — a) (2.2)
dove X ¢ la lunghezza associata all’oscillatore
h
A=/ — 2.3
2muw (2:3)
Supponiamo
F(t)=0 per t<0 (2.4)

Supponiamo che il sistema si trovi al tempo ¢ = 0 nello stato fondamentale

(it =0)=10) (2.5)

Vogliamo valutare la probabilita che al tempo t il sistema si trovi in uno
stato |n)
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2.1.1 Teoria delle perturbazioni

Al primo ordine (per n # 0) 'ampiezza di transizione ¢

A [t o, A [t .
Ao =3 [ aeem B ) (nlallo) = 8,07 [ ave™ F(e) = 6,100
0 0
(2.6)
dove abbiamo posto
DN L
fu(t) = ﬁ/dt’e’”t F(t) (2.7)
0

Calcoliamo A,_,, al primo ordine non-nullo, per n > 1, cioe all’ordine n
in teoria delle perturbazioni:

Agsn = — /dtl/dtg / dtpe’®Ft) P() .o F(t,)(n](ah)0) =

Vil s ni/dltl/dt2 /dt ) Fty) - F(tn) =

_ \/7 ROk (2.8)

2.1.2 Soluzione esatta

Sia ¥(t,z) lo stato al tempo t in rappresentazione olomorfa nella pittura
dell’interazione:

ih% =i F(t) Aze'“! — e "“10,)(t, 2) (2.9)

Introduciamo
Y(z,t) = XD (2.10)

L’equazione per x(z,t) = log(z,t) diventa

aX(taz) A —twt aX(tvz) _ A twt

Di questa equazione ¢ possibile trovare la soluzione generale. Ma per comin-
ciare cerchiamo delle soluzioni particolari, lineari in z :

X(z,t) = a(t) z + B(¢) (2.12)
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Sostituendo nella (2.11) otteniamo

o (t) 2+ B(t) + % Ft)e ™'a(t) = % F(t)e'“!z (2.13)
da cui deduciamo

A

o (t) = 7 F(®) Sl
B(t) = —% F(t) e "t a(t) (2.14)

Poiché cerchiamo la soluzione con le condizioni iniziali

P(0,2) =1 (2.15)
abbiamo
a(0) = p(0)=0 (2.16)
Dunque la soluzione della prima delle (2.14) ¢
A [ -
a(t) = %/0 dt'F(t") et = f,(t) (2.17)
mentre la seconda da
t F(t t Ft" . .. .
B(t) z—/dt’A t) /dt”)\ (1) giwte—) (2.18)
0 hJo h
Notiamo che
t F / t F "
Reﬁ(t):—/dt’)\ h(t) dt”)\ Fft )cosw(t"—t') =
0 0
L [P AEW) [f ANE
:—§/dt/ h( ) /dt" h( )cosw(t”—t'):
0 0
1 [P ANF) [P NFE) oy 1
— —— |at' dt" jw(t’—t') _ _ ~ (¢ 2 2.19
5 [ [arrm e S0P (219

mentre

Tmeg B(t) = — /ét’“;_ft') /0 ML h(t") snw(t —¢)  (2.20)



Pertanto lo stato ¥ (t) ¢ uno stato coerente. Le ampiezze di transizione (a
meno di fattori di fase inessenziali) sono pertanto

1 1
Ao = e HHOR 1) (2.21)

n!

in accordo, all’ordine n in teoria delle perturbazioni, con (2.8).

Consideriamo ora la soluzione generale dell’equazione (2.11). Questa ¢
data dalla somma della soluzione particolare (2.12) e della soluzione generale
dell’equazione differenziale omogenea associata:

dx(t,z) A e Ox(t, 2)
T+ ZF(t)e T = =0 2.22
o Tl 9 (2.22)
Per risolvere 1’ equazione omogenea possiamo utilizzare il seguente metodo
(delle caratteristiche). Si introduca il campo vettoriale sul “piano” (z,t)

F(2,t) = (v, 0,) = (1, % F(t) e—wf) (2.23)
ed il gradiente di x(z,t)
VX(t,2) = (9 x(t,2), - x(2, 1)) (2.24)
L’equazione omogenea (2.22) diventa
7-Vx(zt)=0 (2.25)

Questa equazione dice che la funzione x(z, t) & costante lungo le curve tangen-
ti al campo vettoriale ¥(z, t). Tali curve sono definite dal sistema di equazioni
differenziali ordinarie

dZ(T) _ _ )\ —twt
T = U= —F(t)e
dt(T

che e equivalente all’equazione differenziale ordinaria:

dz(t) o A —iwt
i F(t)e (2.26)
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La soluzione generale di quest’ equazione e

4@:0+A&%F@)Wﬁ C+ fi(1) (2.27)

dove C' & una costante arbitraria, che parametrizza le curve. Si consideri ora
la funzione di z e ¢ che si ottiene dalla (2.27) esprimendo la costante C' in
termini di z e t

C(z,t) =z — fi(t) (2.28)

w

Poiché x(t,z) & costante lungo le curve parametrizzate da C, una generica
funzione di C(z,t) gode di questa stessa proprieta. La soluzione generale
della (2.11) e pertanto:

X(z,t) = aft) z + B(t) + ¢(z — f5(1)) (2.29)

dove ¢(z) € una funzione arbitraria di una singola variabile. La funzione
d’onda v(z,t) & dunque

W(z,t) = o—ilmg A(t) e—%lfw(t)l2efw(t)z¢(z — fX(1)) (2.30)

w

(con e? = ). Determiniamo lo stato 1,,(z,t) che al tempo t = 0 coincide
con un generico autostato |m) dell’Hamiltoniana imperturbata:

Z’m
m(2,t=10) = = p(z 2.31
(et =0) = S= = () 2:31)
da cui
U2, 1) = ¢ 1880 Lo LOP Lo02(; _ g () (2.32)

m!
Da questa formula deriviamo 1’espressione per I'ampiezza di transizione al

tempo t dallo stato |m) allo stato |n).

A £ ezlfe®* d*z —2Z+fwzzn *(F))YM
m—m( )eQ - —e Z (Z - f (t)) —

Tvnlm “
i( ) m k/ 7zz+fwzznzk
W\/n'

k=0

- 0 d“z -
—k k 7zz+fwz—n:
;0( ) f3) <3fw) /W\/n!m!e :
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_ - m *\m— 0 k fZ)L _
= k)(—f@) ()=

min(m,n) m (_fot)m—k f;l—k n!
- Z (k) (n — k‘)' -

nlm!

min(m,n)

S
= Vmln! ;; (n(— k;)?k! (m — k)| (2.33)

Verifichiamo (2.33) all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni. Sia
n > m. In questo caso il termine di ordine piu basso in f, nella (2.33) &
quello con k =m

Al primo ordine in teoria delle perturbazioni 'unica ampiezza non nulla e
dunque quella con n = m + 1:

m+1)!

Apomgr = (T)fw—i-"'_vm—i-lfw—i--“ (2.35)
in accordo con la formula del primo ordine in teoria delle perturbazione, che
coinvolge I’elemento di matrice (m + 1|a’|m) = v/m + 1.

2.1.3 Esempio: radiazione su elettroni atomici in approssimazione
di dipolo

Consideriamo il caso in cui l'elettrone e descritto da un oscillatore armonico
di frequenza w mentre la radiazione ¢ un treno d’onda di frequenza ' di
durata 7:

F(t)=e&sinw't per 0<t<T (2.36)

(Nell’approssimazione di dipolo si pone
sin(w't — k) — sinw't (2.37)

perché si suppone che la lunghezza d’onda della radiazione incidente sia molto
piu grande rispetto alla lunghezza caratteristica del sistema: kx = 0.)
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Allora

6)\50 [ei(w+w’)t -1 ei(w—w’)t _ 1]

fu(t) = 2in | wrd) =) per t<rT (2.38)

folt) = fo(r)  per t=>7 (2.39)

Supponiamo che la frequenza dell’onda incidente sia vicina a quella dell’oscil-
latore
ww (2.40)

In questo caso trascuriamo il primo termine nella (2.38). La probabilita di
transizione al tempo t e pertanto al primo ordine in teoria delle pertubazioni

2 )\2E£2 _gin? (w=w')t
Py_yn(t) = 6, 0 42 2 _ —
0— ( ) 71 4 h2 |:(w—w’)t:| 2

2

2971227 sin2 (w—w')t

e
Pon(t) = Pysn(7) per t>T (2.42)
dove abbiamo introdotto l'intensita della radiazione [
c&?
I=—"29 2.43
o (2.43)
[energial

che ha le dimensioni di Timghcaza? .
dimens unghezzaltenmpd] o .
Cerchiamo di determinare la validita dell’approssimazione del primo or-
dine nel contesto di un esempio numerico appropriato per la fisica atomi-
ca. Consideriamo il caso vicino alla risonanza, ed una differenza di energia
tra il livello eccitato e quello fondamentale dell’oscillatore dell’ordine delle
transizioni atomiche

W' ~w = pe’/hag (2.44)
dove
h2
ap = —~ 510" cm (2.45)
me
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¢ il raggio di Bohr e u ¢ un fattore dell’ ordine di 10~! — 1. Pertanto

h R e? 1
= = —:_QB
2mw  2mehw  2p

2 (2.46)

Per tempi ¢ > 7 maggiori della durata del treno d’onda incidente abbiamo

2 2
T e agTl

whe B/t

(2.47)

Py~

h/T ~ AFE & una energia dell’ordine della larghezza spettrale della radiazione
incidente. Prendiamo

7 10"*sec = /T = 0.6610 " ev =~ 1.0510 F erg (2.48)

In conclusione

I 2
Py ~ (2:291072)(0.281072)(0.95 10%) ~ x ="
1% erg
1 I Cm2 sec
~0.61-10" - x 219
K erg

Prendiamo per esempio un valore tipico per transizione atomiche, hw =~
1.8 ev (corrispondente ad una frequenza v = w/2 7 = 0.43910' Hz ), per il
quale p ~ 0.66 107L. Allora

2
Py ~ 0.910% 1 x I 5¢¢

2.50
erg ( )

Vediamo dunque che in queste condizioni ci aspettiamo che il calcolo pertur-
bativo del primo ordine sia accurato per intensita della radiazione incidente
che non siano piu grandi del valore

erg

I~107° (2.51)

cm? sec

Confrontiamo in effetti il risultato perturbativo del primo ordine con il risul-
tato esatto in queste condizioni. Per

_,erg
I=10"° 2.52
cm? sec (252)

abbiamo dunque che
Py = | ful? = 0.09 (2.53)
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La formula esatta da per la probabilita di transizione in questo caso
Py = P £, ~0.08 (2.54)

Supponiamo ora di avere un’intensita dieci volte maggiore

I =102 2.55
cm? sec ( )
per la quale
Py = |ful* =09 (2.56)
che ¢ molto diverso dal risultato esatto
Py = e Vel |12 ~ 0.37 (2.57)

Discutiamo infine la validita dell’ approssimazione di dipolo in questo
esempio. La lunghezza d’onda della radiazione incidente &

2mc 27 2w hc
Madg = —— = —hc=—— 2.58
¢ w hw ' © poe? 5 (2:58)

Dalla (2.46) risulta che la lunghezza tipica del sistema ¢ A\ = \‘/ZT%, per cui

by 2
I/ (2.59)
)\rad hc 2 \/§ ™
Poiché la constante di struttura fine a@ = ;_2:: ~ 1/137 abbiamo che ﬁ ~

0.81073 V- Quindi, per g dell’ordine di 1 come nelle transizioni ottiche,
questo rapporto e sufficientemente piccolo da giustificare 1’approssimazione
di dipolo.

2.2 Atomo di idrogeno in campo elettrico

Sia Hy I’Hamiltoniana dell’elettrone di un atomo idrogenoide, corrispondente
ad un potenziale coulombiano

W) = -2 (2.60)
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2.2.1 Rimozione della degenerazione accidentale

Consideriamo una correzione a questo potenziale che tenga conto della di-
mensione finita del nucleo dell’idrogenoide. II modello per il nucleo che uti-
lizzeremo e quello di una distribuzione uniforme di carica in una sfera di
raggio R, comparabile con le dimensioni del nucleo. Sostituiamo dunque al
potenziale Vj(r) il potenziale

Vo(r) per r>R
Vi) = Z}f (27;2 - %) per r<R (2.61)

La formula (2.61) tiene conto del fatto che il campo elettrico per r < R ¢

quello prodotto da una sfera uniformemente carica di raggio r, con densita
Zerd

di carica “5z—, cioe
Zerd 1
E(r)=— 73 gz per T <R (2.62)
Scriviamo pertanto ’hamiltoniana del sistema nella forma
con
0 per r>R
AV = Z:Q n Z};Q (27«;2 B g) per r<R (2.64)

ed trattiamo A;V come una perturbazione di Hy.
Calcoliamo l'effetto di AV sui livelli con n = 1 ed n = 2 al primo ordine
in teoria delle perturbazioni.

Al El,O,O — <1,0,0‘ A1V|1,0,0> —

= [ (2 A (B

zr
_AZP [ e_2p[a2362p a5362p4_362a?j3p2]_

A 27*R3 272°R

3
ag Jo

ZR
o 3

4 72 e? B a 3ap
_ 7 pr[ B 4 2} _
an ), PP Ty TozR’
72 o2 R —2R
— € [1—1— ?)A (1—e_2R)——3eA
ap 2R3 R?
3 N
_ 2 1+ef2R] 2.65
e 2.6
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dove abbiamo introdotto il parametro adimensionale

a (2.66)

ap

R

che misura la dimensione del nucleo rispetto a quella dell’orbita dell’elettrone.

Nelle situazioni realistiche R
R«1 (2.67)

Per esempio per Z = 6, R~ 30 x 107° = 310~%. Pertanto ¢ lecito espandere
(2.65) all’ordine piu basso in R

Ay Ergp = ~ — B} (2.68)

72 e? [2R2 ] 4R* )

ap

dove Efo) e l'energia dello stato fondamentale dell’Hamiltoniana imperturba-
ta Ho.
Per il livello n = 2 abbiamo similmente

Al E27070 — <2, 0, 0| A1V|2, 0, O> —

R A G

ZR
_z adee_”(l—B)Q [CL2B€2p a%62p4_362a‘°}3p2] _
243, J, 2 Z 27YR%  27°R
72e2 [ p a’ 3ap
_ o e—P 1__2[ B 4 _ 2} _
T N STl sy y v 1
Z%e? 1 - 21 s 2le R
= S(1-9e M+ =(1—-e ) - =
e e -
3 9ef 3Re Ry 222 R2 2 R
2 7 2R ]% B0 (2.69)
2R R 8 ap 20 5

dove Eéo) e il primo livello eccitato dell’Hamiltoniana imperturbata H,.
Analogamente

Al E2,1,m = <2, 1,m| A1V|2, 1,m> =
R Ze2 Ze?, r? 3
- [ 25 G (- )] -
/0 rrlBn (P ==+ 5 3m 3
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_ VA /Zdeepr[a%62p+a%62p4_362a%p2}:
Z
0

24 43, 27°R3 27°R
72 [an a’ 3ag
— d —p|: 3 B 6 4] —
daag ), ¢V o’ TazR’
Z2e271  5e R . 15e R
= 6[——  psR -2y
agp L4 4 R3
15 3 Ge R e_RR} _Z*e* RY
R2 2R R 8 ag 1120
o, B
_ g 2.
122 110 (2.70)

Possiamo provare a simulare il raggio finito del nucleo con una diversa

pertubazione ad H,
VA 2 ,—pur
Ay =25° (2.71)
r

Le correzioni dei primi livelli diventano
All El,O,O == <1, O, 0| A;V’l, 0, O> =

00 A 2 —ur
:/ dr 2| Ryo(r)2 252 —
0

2 2 [oo
:4Z e /dpe_(2+“23)pp:
aB 0

B 4 72 e2 1
ap (2 + Loy
422 2 .
~ - (R =8 (R)|EY) (2.72)

ap
dove abbiamo introdotto il parametro adimensionale

. Z
R =— (2.73)
rap

che misura la dimensione del nucleo rispetto a quella dell’orbita dell’elettrone.
Per il livello n = 2 abbiamo similmente

All EQ,(]’O — <2, 0, 0| A1V|2, 0, O> —
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. (R = |EQ | 4 (R')? (2.74)

All E2,1,m = <2, 1, m| A1V|2, 1, m) =

00 VA 2 —ur
= [ R 25 =
0 r
Z2 62 & rap
_ d —(1+ )p 3 _
24aB/0 pe 2P
Z2 2 6 R
¢ S~ | B2 (R (2.75)

© 2dap (1+ 422)

2.2.2 Campo elettrico uniforme costante

Immergiamo ora il sistema della sottosezione precedente in un campo elettrico
uniforme e costante:

Hy = Hy+ AV (2.76)

dove

AV = —e2E (2.77)

Supponiamo che
eag &  Z%€?

< (2.78)

cioe it
&< 5423100 2% (2.79)

cm

Supponiamo pero £ sufficientemente intenso che eap £/Z > (A;V). In
accordo con i risultati della sottosezione precedente, questo significa che per
i livelli con [ = 0 dobbiamo prendere

cap & Z2%e? 72
A T ap

(2.80)
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cioe, poiché R~ Z107°
E>0542° volt (2.81)
cm
In queste condizioni ¢ legittimo applicare la teoria delle pertubazioni del
primo ordine separatamente allo stato fondamentale ed ai 4 stati intorno ad
Eéo) . Come noto dall’analisi dell’effetto Stark “usuale” (senza tener conto
della dimensione finita del nucleo) abbiamo

(1,0,0|A5V[1,0,0) = (2,1, m|AsV[2,1,m) = (2,0,0]A5V[2,1,£1) =0
(2.82)
per le note regole di selezione per 2 (Am = 0 e Al = 1). Quindi gli unici stati

che vengono mescolati dalla perturbazione sono |2,0,0) e |2,1,0). Sappiamo
che

3 £
(2,0,0[A,V[2,1,0) = — 623 =5, (2.83)
Poniamo inoltre
Z2e? R?
201 = Eaop0 — E210=A1Fs00 — A1Es 10~ A1Eyp0 & - (2.84)
ap 20
in quanto R? < 1. Gli autostati di Hy sono pertanto
12,£) = 2+ 12,0,0) + y+|2,1,0) (2.85)
dove
Es10+2061 0o Ty () [ T+
L = F 2.86
( 9o E2,1,0 Y+ 2 Y+ ( )
Da cui
ESY) = Byyo+ 61 £ /82 + |6, (2.87)
e
09 —01 £ /0% + |02
= = = 2.88
Tt N, Y+ N, ( )
dunque
ﬁ_(v1+772¥1)2 (2.89)
2 2 :
+ n
dove abbiamo posto
)
n= 192] (2.90)
01



La condizione di normalizzazione:

L+n2F1)° o 2/ 1+ 2 (\/1+7n2F1)
> >:xi e

et =1=a (14

(2.91)
da cui
22 = 1+n2+1 yi:\/1+n2$1 (2.92)
24/14+n? 24/14+n?

Lo splitting dei livelli £ &

AEf = Ef — By =24/62 + |6,]? (2.93)

2.2.3 Perturbazione periodica

Supponiamo ora di inviare sul sistema, nello stato fondamentale, della ra-
diazione elettromagnetica la cui interazione con l’elettrone descriviamo at-
traverso 'Hamiltoniana

Hs = Hy + A3V(2) (2.94)

con

AsV(t) = —eZ - &(t) (2.95)

Vogliamo studiare quali stati eccitati di livello n = 2 verranno popolati a
partire dalla stato fondamentale.

Se la radiazione si propaga lungo ’asse delle z ( quello definito dal campo
elettrico statico) allora sono possibili solo transizioni con Am = +1 in quanto

T &(t) = (wiy) & (1) (2.96)

In questo caso verranno popolati solo gli stati |2, 1, +1).
Supponiamo invece che la radiazione si propaghi in direzione ortogonale
al campo elettrico statico e che

E . . ) .
AV (t) = —e 2 E(t) = _%@wt " e—uut) — v, (ezwt + e—zwt) (2.97)
Sia hw ~ Ey— FE;. Siamo interessati alle transizioni 1 — 2. L’unico elemento

di matrice di V3 non nullo per questo tipo di transizioni e

36&353

2,1 1 = —
(2,1,0[V4]1,0,0) = =~

=5 (2.98)
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Pertanto
3eag&s

2,+£(V53]1,0,0) = 2.99
< ) | 3| ) > 27 Y+ ( )
Sia dunque
+ Eéi) — E1p0
Deduciamo che il rapporto tra le popolazioni dei due livelli ¢ dato da
. er —Ww —
Plrogysz(t) 2 sin? 7l () — )2

— _ — 2.101
P|1,0,0)—>|2,—>(t) y? qin? (w202—w)t (W2+0 —w)? ( )

Per w~ wi et < 1/(w —wi) , otteniamo

Prooy-p (@) 2 82

dove abbiamo introdotto il parametro

2
Piooysizn(t) ﬁ [51 — Vi |52’2] _ [1 — V1 +n2r (2.102)

0] 2B 120 capé,
77 = — = 7202 2 = = 77 o2 (2103)
o ZEL Zhr e

Per esempio per £ = 10%volts/cm, Z = 10, R = 610~*

Z2 2 R2
26, ~ 20 2 £ 2710%1.810 % ev ~ 4.86 1077 ev
ap 2
GeapE
26, = e‘? 2 ~310°°10°10 " ev ~ 310°% ew
26,
=292 062 2.104
=55, ( )

e per questo valore di 7,

Pi1,0,0y—2,4) (1)
Pi,0,0)-12,-) (1)

~ 0.08 (2.105)

quindi I'intensita di una delle due righe di assorbimento ¢ circa 12 volte quella
dell’altra. La differenza in frequenza delle due righe e

AEF ~ 5710 % ev (2.106)
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ed in termini relativi

AE; 267
= spa V1t \/ 7~ 5.6107° (2.107)

B — B

SaB

La probabilita di transizione per unita di tempo per il processo |1, 0,0) —
|2, —) al primo ordine in teoria delle perturbazioni ¢

52 y2 sin2 (wyo—w)t

P () = 22= 2 _
|1,0,0>*>‘2, ><t) h2 (UJ;O—OJ)Q
4
e22r79a% 1T
Ry (2.108)
dove I = —5 e l'intensita della radiazione incidente e 7 ¢ la lunghezza del
treno d’onda. Prendendo, per esempio,
TR 10 see  Ta 10— (2.100)
sec X cm
abbiamo
P (7) , 6.2890.521071%107210*
1002 (T) ¥ T B G5 105 erg
~y?9.8107° (2.110)

Dalla sottosezione precedente abbiamo

v 1 241
Y = vitn+t (2.111)

214+ n?

dunque, per un campo elettrico come nell’esempio precedente, con 1 ~ 0.62,
y? ~ 0.93, ed in definitiva

Pl 002, (1) = 9.1107° (2.112)
OSSERVAZIONE: la misura diretta di §; attraverso una transizione
2,1,0) = [2,0,0) (2.113)

e difficile in quanto la differenza di energia tra i livelli (2;) & molto piccola e
corrisponde a radiazione di frequenza troppo bassa per essere misurata diret-
tamente (20; &~ 4.9107° ev nell’esempio considerato sopra, che corrisponde
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a lunghezze d’onda A ~ 2.5¢m). Inoltre, in assenza di campo elettrico, non
e possibile misurare §; attraverso la misura della differenza di frequenza tra
le righe di assorbimento corrispondenti alle transizioni dal fondamentale agli
stati |2,1,0) e [2,0,0), perché la seconda transizione & proibita dalla regola
di selezione Al = +1. La formula (2.102) dimostra che in linea di prin-
cipio e possibile misurare ¢; immergendo il sistema in una campo elettrico
(09 # 0) e misurando la differenza di intensita tra le due righe di assorbimento
corrispondenti alle transizioni dal fondamentale agli stati |2, £).

2.3 Regole di selezione per il momento angolare

Denotiamo con |a,l,m) la base degli stati con valori definiti [ ed m del
momento angolare L2 e della proiezione del momento angolare L,. L’indice o
denota I'insieme degli altri numeri quantici necessari per formare un sistema
completo di osservabili. Per esempio, nel caso degli idrogenoidi e trascurando
lo spin, « coincide col numero quantico principale n = 1,2, ..., associato al
livello energetico.

Siano V;, con i = 1,2, 3, tre operatori che si trasformano come un vettore
per rotazioni, ovvero che soddisfano le regole di commutazione

Un esempio importante di operatori vettoriali, rilevante per le transizioni di
dipolo atomiche, ¢ costituito dagli operatori associati alle coordinate carte-
siane

[Li, z;] =i hejp xy
La relazione (2.114) mostra che il sottospazio Hy,,; generato dagli stati
Vi = Vilayl,m) i=1,2,3; m=—-l,—l+1,...01—1,1 (2.115)
¢ invariante sotto 1’azione del momento angolare

Li 77Z)j;m =1 heijk 77Z)lc;m + Z V} (Lgl))m’m|aa l7 m/> =
= ihEijk ¢k;m + Z(Lz(l))m'm wj;m’ =

= (il €k S + Ot (L)) s (2.116)

k,m/’

39



dove (Lgl))m/m, conm,m' = —l,—l+1,...,1—1,1, sono le matrici (20 + 1) x
(20 4+ 1) che rappresentano gli operatori L; sullo spazio di momento angolare
[, nella base degli stati con proiezione del momento angolare L, definita.
Pertanto il sottospazio finito-dimensionale Hy.,; si decompone in sot-
tospazi di momento angolare L? determinato. Vogliamo determinare i val-
ori possibili di I su Hy.q;. A questo scopo ¢ utile introdurre le seguenti

combinazioni lineari degli operatori V;:

Vit Vs
Gli operatori V,,, m = —1,0,1 hanno, contrariamente a V;, momento ango-

lare L. definito:

(L., V] =hmV, m=—1,0,1
Lo V] =0 [Lo, V] =V2aV, [Ly, Vo] =V2RhW
[L_ V1| =V2hVy [L_,V_4]=0 [L_,Vo]=V2hV_; (2.118)

dove Ly = L1 14 Lo.

Tenendo presente la forma esplicita delle matrici (L%))m,m,, che rappre-
sentano L4 e L3 sullo spazio con [ = 1 nella base in cui Lz ¢ diagonale,
osserviamo che le regole di commutazione (2.118) possono essere riscritte
come segue:

[Lm7 Vm’] - Z (Lgfll)>m”m’ Vm” (2119)
dove m € {z,£} em' = —1,0, 1.

Sia W,,,.m, la base di Hy,,,; definita attraverso gli operatori V,,,,:

\Ilml;mg = mi |a,l,m2>
my=—-1,0,1; mo=—l,—1+1,....1—1,1 (2.120)

Gli stati ¥,,,,.n, hanno proiezione del momento angolare L, definita e pari a
my + my. L’azione degli operatori L,,, con m € {z, £}, sulla base U, ., si
ottiene dalla (2.118) in maniera analoga alla (2.116)

L, \I]m:l;mQ = ((Lgrlz))m’lﬂu 6m’2,m2 + 5m’1,m1 (ngz))m’zmz) \Ilm’l;m’g
my,my=—1,0,1; mo,my=—1,—1+1,...,1—1,1 (2.121)

40



L’azione di L,, sugli stati W,,,.,, ¢ dunque identica all’azione del momento
angolare sul sistema H™ @ H® composto da due sottosistemi H® e H®,
di momento angolare uguale a, rispettivamente, 1 e [, nella base con Lgl) e
L? definiti. Pertanto lo spazio generato dagli stati W,,, ., si decompone in

componenti con momento angolare
I'=1-1,1,1+1 (2.122)

se [ # 0. Per [ = 0 lo spazio Hy.,,; ha un’unica componente con [ = 1t
In conclusione, gli elementi di matrice

(@1, m [V, e, 1, m) (2.123)

si annullano, per [ # 0, se I’ #1 —1,1,1 + 1. Se invece [ = 0, gli elementi
di matrice si annullano per I’ # 1. Inoltre gli elementi di matrice (2.123) si
annullano se m’ # my + my. In formule

mi1ima2

<O/a l/a m/|Vm1 |Oé, l? m2> = 5m’,m1+m2 (51’,1—1 N(l_l’l) (Q{,7 OZ) +

—HSZ/JNU’D (O/, Oé) + 51/7l+1N(l+1’l) (CY/, Oz)) ) 7é 0

mi;ma2 mi;ms2
(U, Vi |@,0,0) = Sty 61 NS () ) (2.124)

I coefficienti N,gi’lf% (o, ) dipendono, naturalmente, dall’'operatore V. Quan-

do gli stati W,,,.,, non sono tutti linearmente indipendenti, i coefficien-

. ’ . RN . . .
ti N3.b.,(a/, ) si annullano per uno o piu valori di I. Per esempio, per

Vin = Ly, lo spazio Hy,,; ha soltanto la componente con I" = [ e quindi
N U£LD (&/7 a) -0

mi;m2

2.3.1 1l teorema di Wigner-Eckart

Per quanto riguarda gli elementi di matrici non nulli, ¢ possibile, attraverso

un’analisi un po’ pitt complessa, determinare la dipendenza da m, e my dei

1)

.. v, N . N o .
coefficienti Nﬁll;m(o/ , ). Piu precisamente, ¢ possibile dimostrare che

NED (o a) = NP (o, ) Cr(rlzll);l,mg [#0 U'=1-111+1

mi;m2

N a) = My(d, ) 1=0 (2.125)

'Per operatori V,, particolari gli stati W, :mo POSSONO non essere linearmente indipen-
denti. In questo caso gli autovalori di L2 sul sottospazio generato dagli stati W,y ., for-
mano un sottoinsieme proprio dei valori possibili (2.122). Vedi piti sotto per le conseguenze
di questo sulle regole di selezione.
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. . . 4 . . .
dove i coefficienti ") sono universali, nel senso che non dipendono da

mi;l,mo
Vin.
Due esempri di applicazione del teorema di Wigner-Eckart
Come prima semplice applicazione del teorema di Wigner-Eckart consid-
eriamo gli elementi di matrice dell’operatore coordinata

(U, m |2, 0,0) = 6p 1 Oy m (@ 1, 41|, 0,0) = 0pr 1 Oy i N (0, @)

dove
$x +iy
Tl =
V2

g =2 (2.126)

Pertanto
(o, 1,1|z41]e,0,0) = (/, 1, 0]xp|c, 0,0) = (', 1, —1]|z_1]c, 0, 0)
OVVero

(a/,1,0|z]c, 0,0) = N(, @)
N(d, )
V2
iN(,a)
o 1, —1lyla,0,0) = (/, 1, +1|y|, 0,0) = ———=
( ] ) = |yl ) 3
Come secondo esempio di applicazione delle relazioni di Wigner-Eckart
deriviamo una relazione tra i tre elementi di matrice dell’operatore coordinata
z

(a/,1,—1]z|a,0,0) = —(/, 1, +1|z|a, 0,0) =

M, (o) = (', 2,m|z|a,1,m) m=-1,0,1
(2.127)

A questo scopo deriviamo i coefficienti di Clebsh-Gordon relativi alla
decomposizione del prodotto di due momenti angolari [ = 12. Partendo da

L) @|1,1) =12,2)
otteniamo

L 1,1 @1,1) = v2(]1,0) ® [1,1) + [1,1) ® [1,0)) = 22, 1)

2Questi coefficienti sono naturalmente tabulati e si trovano in qualunque testo di
meccanica quantistica elmentare: in quanto segue ricordiamo il modo di derivarli.
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ovvero

11,0) ®[1,1) + [1,1) ® |1,0) = V2|2, 1)

Pertanto
ovvero
1
1LO)®|[1,1)=—(|2,1)+ 1,1
11,0) ®@[1,1) ﬁ(l ) +11,1))
1
LD)®|[1,00=—(2,1) — 1,1
11,1) ®[1,0) ﬁ(l ) —11,1))
Analogamente
1
LO®|[1,-1)=—(2,—-1)+ |1, -1
11,0) @ | ) ﬂ(l )+ )
1
L-1)®|[1,00 =—(|2,—-1) — |1,—1
| ) ®@11,0) ﬁ(l ) — | ))
Inoltre

11,-1) @ [1,1) +2]1,0) ® |1,0) + [1,1) ® |1, —1) = V6 ]2,0)

Quindi

Deduciamo

1,00 ®[1,0) = \/§|2,o> _ % 0,0)

In definitiva i coefficienti di Clebsh-Gordon cercati sono:
1

V2
1,00 [1,0) = \/§|2,o> _ % 10, 0)
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Questo significa che

1
()2, +1]z]a, 1, +1) = N (o, ) Ne
(,2,0]z]a, 1,0) = N(c/, @) ;
(2.128)
ovvero
My = M- M _ 2 (2.129)

M. /3
in accordo col calcolo esplicito (vedi esempio nella raccolta delle prove scritte
di esame).

2.4 Sistema a due livelli

Supponiamo il sistema abbia soltanto due livelli 9,5 di energie E;,. La
funzione d’onda al tempo t in rappresentazione dell’interazione si scrive

(L) = ai(t) Y1 + az(t)iy (2.130)

Supponiamo che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato ¢;: vogliamo
calcolare I’'ampiezza di transizione allo stato 1, al tempo ¢ nel caso un cui il
sistema sia perturbato da un potentiale

~

V(t) = Ae?wt 4 Af it (2.131)

Le equazioni di evoluzione per la funzione d’onda nella rappresentazione
dell’interazione

ih— = ViRt (1) Wi (1) (2.132)
danno
ihai(t) = AV ()[1) a; + e 211V (1)]2) as
ihas(t) = <2|f/(t)|2> as + eiw21t<2| % (t)[1) aq (2.133)
dove £ g
way = % (2.134)
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Nel caso di una perturbazione periodica (2.131) con frequenza w vicina a wo;
W=wy —€ (2.135)

con € piccolo, possiamo trascurare tutti i termini eccetto quelli che contegono
le fasi e'@—«20)t  Approssimiamo dunque il problema con il sistema seguente

S i (w—wa21)t A* —tet Ax*
ihay(t) = e @ w2t A g, = 7Tt AE ay

) hCLQ (t) = e_i (wa1—w)t A21 a; = e“t A21 aq (2136)

dove Ag; = (2| A|1). Derivando la prima equazione otteniamo

ihi, = —ieiha; +e AL ay =
=—ieiha; — %e_“tA;‘1 et Ay ay (2.137)
Pertanto )
.. .. | Aoy B
a;+rea + 12 ay = 0 (2138)
Cerchiamo una soluzione della forma
ap = aefl (2.139)
Otteniamo
2 | Ay |2
B +es— = =0 (2.140)
da cui
€ e |An]2 €
5i__§:t Z—I— 2 :_EiQ (2.141)
Pertanto A A .
ar(t) = e "2 (o ' 4 a_ et (2.142)
Dalla (2.136) otteniamo as(t)
etict Feist ¢ ' c '
t)=iha(t =— 0—- (4 =) a_ e ') (2.143
alt) = i (1) S = =2 (@= G eV =@ ) o) (2143)

Imponiamo la condizione che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato

|1):

ax(0) = 0 = (Q — %) as — (Q+ %) a_ (2.144)
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da cui deduciamo

Q45
ap = 5= goz_ (2.145)
Pertanto 0.
a1 (0) =1 = a_< 2 4 1) (2.146)
Q-3
cioe 04
=2 2.147
Ot 20 ( )
In conclusione
i 2t €\ —iQt
_ o ) _
(@ Hem @ e
=e" (coth—i—zE stt)
A izt , Ao, el St
as(t) = ;157; (et — 71ty = % SnQt (2.148)
La probabilita di transizione allo stato |2) al tempo ¢ & pertanto

Ay |? sin?Qt
Piaft) = 21

2 02 (2.149)
Sviluppiamo questo risultato per A5 piccoli, in modo da riottenere il risultato
della teoria delle perturbazioni

2=t o)

dunque, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, otteniamo

(2.150)

A et
agert<t) _ 21 €
(§]

-1

h

€

(2.151)
Aoy |? et
Pépert( ) — ’ 21| sin

w2
in accordo con le formule generali

2

(2.152)

Discutiamo il regime di validita del risultato perturbativo. Evidentemente

una condizione necessaria per ’applicabilita della teoria delle perturbazioni
e

| A

<€
h

(2.153)
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Questa condizione non ¢ pero sufficiente per tempi arbitrariamente grandi.
In effetti, confrontando (2.148) con (2.151) deduciamo che per tempi ¢ tali

che .
(Q— 5)15 ~1 (2.154)

il risultato perturbativo non & pii affidabile — anche se la (2.153) & verificata:
la ragione ¢ che per tempi cosi grandi le fasi dei seni nelle (2.149) e (2.152)
saranno significativamente diverse. In definitiva il risultato perturbativo e
affidabile non soltante se vale la (2.153) ma anche per tempi non troppo
grandi:
|Asa|? t
h?e
Notiamo infine che per € = 0, o piu generalmente, nel regime opposto a
quello perturbativo (2.153)

<1 (2.155)

|A£2’ > e (2.156)

I'ampiezza diventa (a meno di una fase)

ay(t) = —i sin |Ah12! t (2.157)
Per tempi ¢ sufficientemente piccoli
%t <1 (2.158)
I’ampiezza si riduce a
ar(t) = —i%t (2.159)
che coincide con l'espressione perturbativa se
et <1 (2.160)

2.4.1 Calcolo perturbativo al terzo ordine

Espandiamo il risultato esatto (2.148) all’ordine successivo in teoria delle
perturbazioni:

i A ist
as(t) = —% sinQt =
20 Ay st et 2|Ag | et €t
- g [ e (T et T 1)+ ey

47



La correzione successiva al termine del primo ordine ¢ pertanto del terzo
ordine. Trascurando nella formula generale per la correzione perturbativa
al terzo ordine i termini proporzionali alle fasi “grandi” rispetto a quelli
proporzionali alla fase “piccola” e'¢!, otteniamo:

—z' 3 [t .
a53>(t): —_ /dt1/ /dt3 2V (1) VD (1) VEnn) (1)]1) =

_2 /dtl/ dtz/ dts ellwar ti—w2r tatwar t3) o

<2|v t1 V1)1V (£2)|2) 2]V (£5)]1) =

:< |A21| A21/dt1/ dtQ/ d-[; ez(€t1 etatets)

Ay |t A , .
_ | 21 Aay |:2(1_ezet)+it€(1+ezet)] _

h3 €3
20 ]Ay [ Age®a ! t t
_ 2! | 2711’3 = nes! [ 2sin % +te cos %} (2.162)

in accordo con 'espansione del risultato esatto (2.161).

Notiamo che, per quanto piccolo sia il rapporto ‘inlj, per tempi grandi,

tali che

| Ay |? ¢
h?e
il termine del secondo ordine diventa dello stesso ordine di quello del primo —
un segnale che in questo regime ’espansione perturbativa perde significato.
Ritroviamo in questo modo la condizione (2.155) per la validita del risultato
perturbativo.

~ 1 (2.163)

2.5 Transizioni a stati nello spettro continuo

Si consideri un sistema che si trova al tempo ¢ = 0 in uno stato discreto v;,
autostato dell’ Hamiltoniana imperturbata I:IO con autovalore E; = hw,. Al
tempo t = 0 si accende la perturbazione V(t) Si vuole calcolare la probabilita
che al tempo ¢ il sistema transisca in uno stato dello spettro continuo con
energia compresa tra Ey — 1/2AE e Ef + 1/2AFE.
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L’operatore di evoluzione temporale nella rappresentazione di interazione

4 it inNg [t . v
Umt(t) — 1 o ﬁ /dtl th(tl) + <_ﬁ> /dt/ th(t/) /dt” th(t”) 4.
0 0 0
(2.164)

Al primo ordine in teoria delle perturbazioni, I’ampiezza di probabilita per
la transizione ad uno stato del continuo |E) di energia E &

(BIU™ (Ol =~ [de BV @)1 (2.165)

Quest’ampiezza di probabilita non ha un significato fisico diretto, in quanto
gli stati dello spettro continuo non sono normalizzabili. In particolare il valore
di questa ampiezza dipendera dalla normalizzazione scelta per gli autostati
dell’energia |E).

La quantita fisica misurabile e invece la probabilita che al tempo t il
sistema si trovi in uno stato con energia compresa tra Ey — 1/2AFE e Ef +
1/2AE. Denotiamo con H B AE il sottospazio degli stati con questi valori
dell’energia. La probabilta in questione ¢ data dall’espressione

2

PRE® =Y [mlU®)le) (2.166)

dove o
U(t) = e nHol grint(¢) (2.167)

¢ loperatore di evoluzione temporale e {|n)} ¢ una base ortornormale di
stati normalizzabili del sottospazio ’HEf,AE. Naturalmente gli stati |n) non
saranno autostati dell’energia.
Sia

(E|E'y = p(E)0(E — E") (2.168)
la normalizzazione scelta per le autofunzioni dell’ Hamiltoniana dello spettro
continuo. Stiamo supponendo per il momento, per semplicita, non-degeneri.
Nel caso degenere bisognera includere nelle formule che seguono somme ed

integrazione sui numeri quantici aggiuntivi che specificano gli stati finali.

Abbiamo
E;+1/2AE

Iny = / dE a,(E) |E) (2.169)

Ef—1/2AE
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Pertanto

(E|n) = an(E) p(E) (2.170)
per cui
Ef+1/2AE dE
m= [ L IENER) 2.171)
Ef—1/2AE p(E)
Questa relazione implica che il proiettore sullo spazio Hg, ar
Prerap =Y |n)(nl (2.172)
si scrive in termini delle autofunzioni dell’energia come
Ef+1/2AE dE
Pe,AE = / — |E)(E 2.173
Frak Ef—1/2AE p(E) ENE] ( )
Equivalentemente
1
an(E)" an(E') = )  ————~(E|n)(n|E) =
2 2 () )
1 1
=————(F|F)=—=4(F—-F 2.174
o8 o) P o ) 24

In conclusione la probabilita di transizione (2.166) si esprime in termini
delle ampiezze di transizione verso autostati dell’energia del continuo nel
modo seguente

Ef+1/20E g 9
R = [ Eul) (2175)

Ef—1/2AE p(E)

Utilizzando la (2.167) otteniamo, al primo ordine in teoria delle perturbazioni
Ef+1/2AEdE ) 2
P = [ S Eram| -
- Effl/QAEp(E)
1 Ef+1/2AEdE

t . ) 12
== ——| [ @ (E\V () |p)erEEI 4
h? Ef—l/ZAEp(E) ’ /0 BV )

. (2.176)

Nel caso in cui lo spettro continuo sia degenere, l'integrazione nel secondo
membro dell’equazione (2.176) include I'integrazione e/o la somma sugli altri
numeri quantici che specificano gli stati finali.
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2.5.1 Perturbazioni periodiche

Consideriamo il caso in cui la pertubazione e periodica di frequenza w
V(t) = Ae*wt 4 Af it (2.177)

Come discusso precedentemente le ampiezze di transizione verso stati del
continuo saranno piu grandi per quei valori dell’energia F dello stato finale
vicini a

Per questi valori il termine dominante nell’ampiezza del primo ordine e

(EIU™ O =~ [a (BlAg)ekt==Fort =

R
(YA S 2.179)
‘ E— .EZ — hw ’
Inserendo quest’espressione nella (2.176) otteniamo
1 [EH1/28E sin2 E-Ei—hw)t
PAE(t) = —/ E|A|;) | 2 2h 2.180
—>f( ) K2 By 1/2AEP(E)’< ’ ‘ >‘ ((E—E;;hw)t 2 ( )
Operando il cambio di variabili nell’integrale
E=FEi+e=FE+hw+e (2.181)
abbiamo
+1/2AE in? £t
PO =g o B APt (21
—>f 1/2AE P Ef + 6) ! (%3)
Poniamo ora y
€
N 2.183
T= oy (2.183)
(2.182) diventa
AEt
2 [aw dx 2hx
PRE® =3[ B+ T A T (218
T R spep(By + )
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sin? z

Osserviamo ora che la funzione *75* ¢ sostanzialmente diversa da zero solo
nella regione |z| < 7. Pertanto se

27rh<<E e 2R 2mh
t ! 2

(2.185)

le funzioni p(E; + 222) e [(E; + @]AWJ%HQ sono sostanzialmente costanti e

coincidenti, nel caso di spettro continuo dell’energia non-degenere, con p(Ey)
e |<Ef|fl|¢z>|2 nell’intervallo di integrazione significativo, |z| < .

In conclusione, per tempi t grandi, nel senso specificato dalla relazione
(2.185), la probabilita di transizione dipende linearmente dal tempo. Possi-
amo scrive nel caso di spettro continuo non-degenere

PAE() 2t\ Ef\AWZ | / sm T

i—f

_ 27rt|<Ef|A\wi>\

2.186)
h (E) (
dove si & anche supposto che, oltre alla (2.185) valga ugualmente la
2mh
t> —— 2.187
> X5 ( )

In queste condizioni ¢ pertanto ben definita, ed e indipendente dal tempo, la
probabilita di transizione per unita di tempo:

AP 27 [(Brl A

=) (2.188)

Possiamo riscrivere il risultato (2.188) in una maniera che ¢ pitt conveniente
nel caso (frequente) in cui gli autovalori dell’energia dello spettro continuo
siano degeneri. L” argomento precedente dice che nel caso di tempi ¢ grandi
(nel senso della (2.185)) vale il limite nel senso delle distribuzioni

<2 (E—Ef)t o
T 7r5<(E Ef)t) _ 2 sE — By (2.189)

—2h
(E—E;)t) 2 2h t
2h
Otteniamo dunque dalla (2.180) la “regola d’oro” di Fermi:

dPRE(t)  on [ dE
=it = o AR E - B (2190)
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dove By = E; + hw.

Nel caso piu generale, gli stati finali del continuo |E,a) sono labellati
oltre che dall’energia E anche da altri numeri quantici a (che possono essere
sia discreti che continui). Questi stati soddisferanno, in luogo della (2.168),
la condizione di ortogonalita

(E',d'|E,a) = p(E,a)6(E — E') §(a — o) (2.191)

dove la delta rispetto agli indici « indica una delta di Dirac per v continuo e
di Kronecker per « discreto. La regola di Fermi (2.190) si generalizza come
segue

dPZ-A_,b}(t) 27 [dFE da

dt  hJ)p(E, «a)

dove il segno di integrale sottindende, oltre all’integrazione su F, anche
I'integrazione e/o la somma sull’indice continuo e/o discreto a.

Puo essere conveniente riscrivere la formula (2.192) in maniera legger-

mente piu generale. Supponiamo di scegliere come base degli stati del con-

tinuo degli stati | f) labellati da indici f, che siano autostati dell’energia con
autovalore E(f):

(E,alAlg)"6(E ~ Ep)  (2192)

H|f)=E(f)|f)
(F1f) =p(f)o(f = f) (2.193)

(2.191) & un caso particolare di questa scelta, per il quale f = {E,a}, ma ¢
anche possibile prendere per f degli indici che non includono ’energia. Per
esempio, nel caso di una particella in 3-dimensioni senza spin, una scelta
conveniente per f ¢ il vettore d’onda k. In questo caso E(k) = h;fj.

Dalla (2.193) possiamo dedurre, analogamente alla (2.172), I'espressione

per il proiettore

df
T (2.194)
! Dg,aAE P(f)
dove Dg N> ¢ il dominio nello spazio f definito dalle superfici
E(f)=E;+£AE (2.195)

Possiamo percio riscrivere la regola d’oro (2.192) in termini di una base
generica di autostati dell’energia |f) nella forma

dPRE)  ox [ df ; 2
d—g ) |[{(F1AIa) 7 0(E(S) = Ef) (2.196)
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2.5.2 Buca di potenziale uni-dimensionale

Si consideri un sistema uni-dimensionale con potenziale
Vi(z)=-V per |z|<a e V(z)=0 per |x|>a  (2.197)

dove Vy > 0 e a > 0 sono rispettivamente la profondita e la larghezza della
buca. Supponiamo che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato fonda-
mentale, descritto dalla autofunzione dell’ Hamiltoniana vy (z) con autovalore
—Fp, con Ey > 0. In questo istante di tempo viene accesa la perturbazione
dipendente dal tempo

1 ) .
v(x,t) = §v(x)(e_“” +e'“t) (2.198)
dove v(x) ¢ la funzione
v(x) = —vg per |z|<a e wv(z)=0 per |z|>a (2.199)

Si vuole calcolare, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, la probabilita
per unita di tempo che la particella transisca in uno stato del continuo con
energia

Ef =—Fy+hw>0 (2200)

Una base per gli stati del continuo ¢ data dalle autofunzione dell’energia

2/1}(;) (x) con autovalore £ = % > 0, di parita definita rispetto alla riflessione
T — —x:

](Ei)(x) = Ag)eim + B](Ei)e_“” per x>a

N C(i) ‘ A

%)(x):%(elklxj:e_m”) per |z| <a

%)(:B) = :I:wg)(—x) per = < —a (2.201)
dove

2mE 2m(E+ V)
k=T k= (2.202)

I coefficienti sono determinati dalle relazioni di continuita; per le autofunzioni
pari abbiamo

C](;) cos ki a = Agr)e”m + BSEJr)e_“m

—C,(;) sin kya = z'k:(Agr)e"k“ - BgEJr)e_ik“) (2.203)
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da cui A .
Ag)ezka o B(E‘*‘)e—zka

. K1
i— tankya = (2.204)
k A(E+)eika + B(E"‘)efika
cioe
o 1—ik tank a . A
Bgﬁ-) — ASE'i‘)esza . : kkl 1 = Ag_) esz’a—Zz@(k,a) (2205)
+1 % tan ]Cl a
dove 0(k,a) € una fase definita da
]'_ik_ltankla —21 a fiarcank—lan a
T b ke e i (2:206)
% 1a
Inoltre 9
cth = A% — oiha (2.207)
coskia+it sinkya
In conclusione le autofunzioni dello spettro continuo pari sono
wg)(x) :Ag)[eikx+62ika—2i9(k,a)e—ikx] per = >a
(+) Jika
(+) 24p°¢
x) = cosky x er |z|<a
Vi (@) cosk1a+i%sink1a ! P ol <
w(EJr)(:v) = g)(—x) per =< —a (2.208)
Se prendiamo pertanto
1
AP = — 2.209
le autofunzioni dell’energia pari saranno normalizzate come segue
(0 6 = sk — k) = K s 2.210
(Vg vp) = o )=l ) (2.210)

Determiniamo ora la funzione d’onda 1q(z) dello stato fondamentale del
sistema imperturbato:

Vo(x) = ae ko per = >a
Yo(x) = B cos kyw per |z|<a
Wo(x) = tho(—1) per < —a (2.211)
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dove

2m E, 2m (Vo — E
ko =1/ h2° ky = % (2.212)

Le condizioni di continuita danno

B cos kya = et

—Bky sin kya = —kgae e (2.213)

Da queste ricaviamo l’equazione che determina l’energia dello stato fonda-
mentale Ej

ky tan ky a = ko (2.214)
e
7
B=ayly _OEO e koo (2.215)
Imponiamo la condizione di normalizzazione
(t0,%0) =1 (2.216)
Abbiamo N )
L =2 ‘04|2/ e 2kor _ ﬂe—Qkoa (2.217)
a ko
e
%e2k0a/~a
L=2a)? ——— [ cos’kyx =
_ |a|2 Voe 2k0a g ky + coskoa sinky a _
VE) - E[) k’Q
V e—Qkoa k
2 Yo 0
= |« a+ =
TR
72]{300, th
_ a2 C 0
=l g Vot 50
(2.218)
Pertanto o
2mVye =@
p 2mVoe "% _
[ 72 k2 ko (I+aky) =1 (2.219)
da cui - )
2 2 ko e 2 0
- = 2.220
! 2m Vo (1 + ako) g 1+akg ( )
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L’elemento di matrice che appare nella formula (2.188) per la probabilita
di transizione e pertanto

—q a
etk By [ dx cosky x cosky x
0Jo

1@ _ _
2<¢E v(@)vo(e)) = V7 (cosky a — i sinky a) -

- e~ ke By ki cosaky sinak; — ky cosak; sina ks
B ﬁ(coskla—i%sinkla) ki — k3

B e~k By coskya ki sinak; — ko cosak;

/7 (coskia— i sink, a) ki — k3

La probabilita di transizione per unita di tempo ¢ pertanto

dPi,p(t) 2kovi (kysinaky — ko cosak1)2 cos’ ks a
dt hp(Er) (1 + ako) (cos? ky a + 5 sin? ky a) (k2 — k2)?

B 2vEmkg cos® kya (kysinak, — ko COSGle)2]€
B (1+ako) (K2 + 2% sin? ky a) (k2 + k3)?

(2.221)

Vogliamo studiare il comportamento della formula (2.221) in varie situ-
azioni. E utile introdurre delle Varlablh adimensionali. La scala di energia
naturale del problema ¢ F, = 57—, la scala dei tempi e corrispondentemente
T, = h/E, mentre la scala naturale dei numeri d’onda ¢ a. Introduciamo
quindi le variabili adimensionali:

A ) d P p(t) d P p(t)
v9=— k=ak k =ak ey,
0= E 0,1,2 0,1,2 01 a 11
La funzione adimensionale che corrisponde pertanto alla probabilita per unita
di tempo di transizione e :

(2.222)

1 dpl_”_:](t) . kok’ (k‘lsmkl ];’0 COS]%l)Ql% (2 223)
0} di Vo (1 + ko) (k2 + Vp sin® ky ) (k2 + k2)?2 '
12:0 e ko sono funzioni del parametro adimensionale
~ 2mVya®

che misura la profondita della buca di potenziale. k; & una funzione sia di k

che di VO
by =\/k2+V, (2.225)
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Le funzioni ko(Vp) e ko(Vp) non sono esprimibili in termini di funzioni ele-
mentari, ma hanno un’espressione semplice nei due limiti opposti;
(i) Vo < 1 (buca poco profonda). In questo limite ky < 1 pertanto

k’o = kQ tan kig =~ kQ (2226)
e A~ A A A A
Vo=Fk+ k2= ki+ko (2.227)
da cui A
- V1+4Vy—1 A
ko ~ i . 0 ~ (2.228)
€ ~ ~ 1
ky = V2 (2.229)

Dunque in questo limite la (2.223) diventa

%d P 5(t) _ ‘A/Ao/%(l;;} SiH/AﬁA— ‘79 005%1)2 (2.230)
g dt (k2 + Vg sin? ky ) (k2 + V@)2
(i) Vo > 1 (buca molto profonda). In questo caso
Lo m
2 VP
2 1 2
o=V — B~ l- T m 0 (1- ) 2.231
ko Vo — k3 077 0 SVr (2.231)
Dunque la (2.223) diventa
A T Ry
1d z—)E(t) T k?(k’lSlIlkl —‘/0 COS]{Il) (2 232>
02 dt AV, (B2 + Vysin? ki) (k2 + Vp)2 '

Notiamo che la formula per la probabilita di transizione diverge quando
il denominatore

P4 Vosin?ky =0—5k=0 e k=V"=nnr (2.233)

con n intero positivo. La ragione di questa divergenza ¢ che i valori del
potenziale

~

Vi = (n)? (2.234)
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sono precisamente quelli per i quali compaiono nuovi stati legati con ky = 0
cioe con energia di legame nulla. Per k = 0 la frequenza della perturbazione
¢ tale da indurre dunque una transizione nello spettro discreto.

Se V; non & esattamente uguale ad uno dei valori risonanti (2.234) ma
e vicino ad uno di questi valori la ampiezza di transizione e notevolmente
amplificata per valori piccoli di k. Infatti sia

Vo= (nm—e¢)? (2.235)

con € < 1 piccolo. Allora il fattore che appare nella formula per la probabilita
di transizione

~

k
< - - (2.236)
k2 4+ Vj sin? ky
ha un massimo pronunciato per k ~ ne. Infatti per k<1
i .
(2.237)

2+ Vp sin?hy k2 + (nme)?

e questa funzione ha un massimo per k£ ~ nme. Per questo valore di £ la
funzione ha il valore grande

~

F ~ T (2.238)
]%2—1—‘7051112]%1 fanre  2nTe ’

2.5.3 Buca di potenziale infinitamente sottile e profonda

Un limite particolare della buca discussa nella sottosezione precedente &
quello in cui
Vo — 00 a—0 con Voga=A>0 (2.239)

con A costante. Questo limite corrisponde a quello di un potenziale dato
dalla delta di Dirac
V(z) = —-2Xd(x) (2.240)

In questo caso la derivata prima della funzione d’onda e discontinua in
r =0 ed e data da

Af()| = ¢(0h) — o) = 22T

=0 h2

¥(0) (2.241)
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Pertanto la funzione d’onda dello stato legato diventa

Yo(z) = ae kol (2.242)
¢ 4Am 2 Am
2k =~ = ko = = (2.243)
Questa relazione & in accordo col limite della (2.214) per Vg = Qm;{# =
2mad sy (): in questo limite infatti, abbiamo, dalla (2.228)
ko = Fofa = VyJa — 2maVo _ 2Am (2.244)

h? h?

Normalizzando all’'unita la funzione d’onda dello stato fondamentale otteni-
amo
la|? = ko (2.245)

in accordo con le (2.220).
Le autofunzioni pari dello spettro continuo sono

wgr)(x) _ Ag‘)(eikm 4 o 2i0m e—ikx) per >0
1/1§;+)($U) = Ag)(e*i“ +e 20 gk Ty per 1 <0 (2.246)

e la condizione di discontinuita della derivata prima diventa

2ik(1—e¢2")  4Xm

(1+e20)  R2 (2.247)
cioe ( " " ) \
. (e"F —eTE 2m
1k (eiaE I e_ieE) = —2k tan QE = —7 (2248)
o equivalentemente
k
tanp = ?0 (2.249)

Anche questa relazione si puo ottenere dai risultati della sottosezione prece-

dente prendendo il limite k1 — /%2 con a — nella (2.206).

L’elemento di matrice che interviene nella probabilita di transizione e
pertanto

(0 v(x) o) = OAUET(0) ¢o(0) = A 0NV k(1 +¢*%%)  (2.250)
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dove abbiamo introdotto la perturbazione dipendente dal tempo
v(x,t) =v(z)coswt = —25A0(x) coswt (2.251)
La probabilita di transizione per unita di tempo diventa dunque

dPp(t) 2m4moN® ko cos® O
dt  h  4rnh’k
~2moN kok
S E0E R

(2.252)

Notiamo che questa formula e in accordo con la formula piu generale
(2.221). Infatti, posto ky = 222 nel limite (2.239), abbiamo

h2 )
k 2 k
kf:k:2+f k:ozkA—gakziJr--- kg:f—kg (2.253)
Pertanto
cosksa (ki sinaky; — ko cosaky) . ak?— %k‘f\—k)ﬁ— %“ki—l—%k‘?\
kg + k2 k2 + k2

(2.254)
La (2.221) si riduce dunque nel limite (2.239) alla seguente espressione

dPi_p(t) 2a*vimky k _>2(5)\2m/@k
di B2+ kakZa) | B (R2 + kD)

che coincide con la (2.252).

(2.255)

2.5.4 La densita degli stati dello spettro continuo

Consideriamo le autofunzioni dell” energia dello spettro continuo, pari, rela-
tive problema precedente

) -

() =

dove abbiamo scelto A% =1 e posto

ikx+6ke—ikx per >0
—ik$+6keikz per x < 0

o @

) k—1k
— 727'9(k):—0 k O
fr=e k+iko ~
h? k?

2m

FE =
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La condizione di ortogonalita per queste autofunzioni definisce la funzione

p(E):

() o(k — k) = / do (U)" () 0 () =
:2/Oodx(e" T4 By fremiW R

_'_5/ efz k +k‘ + 5* el(k +k) ) (2256)

Osserviamo che se poniamo [, = 1 otteniamo le funzioni d’onda del problema
libero, per le quali evidentemente

/ d$( I<€+))*(l‘) ;(j)(flt):2/ d$( i (k' k;)gg_l_e_,(k/ k)z "
0

—00

+e—i(k’+k)x + ¢ (k’-l—k)x) _
= / de (W =Rz o WDy — g n 5k — k) +4nd(k+ k) =
—dnd(k— k) (2.257)

in quanto £ > 0 e k' > 0.
Sottraendo la (2.257) dalla (2.256) otteniamo

m

o AU — 4] 0= ) =2 [ e 5 = 1) 70 4

(B — 1) e R (57— 1) ! R (2.258)

L’osservazione centrale & la seguente: 1’eq. (2.258) stabilisce che la dis-
tribuzione definita dall’integrale nel secondo membro ¢ proporzionale ad una
delta di Dirac §(k — k) moltiplicata per un fattore — il termine tra par-
entesi quadre nel primo membro dell’equazione — che e quello che vogliamo
determinare.

D’altra parte 'integrale nel secondo membro, per k = &k’ non ha la diver-
genza lineare che e necessaria a produrre una funzione delta di Dirac: infatti
il termine nell’'integrando proporzionale e ~** =% che produrebbe tale diver-
genza ¢ moltiplicato per una fattore che si annulla per £ = k’. Ne consegue
che I'integrale nel secondo membro non puo dare una delta di Dirac 0(k—k£’).
L’unica possibilita che rende consistente 1’equazione ¢ quindi che il fattore
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che moltiplica la 6(k — k") nel primo membro si annulli identicamente, ovvero

che
m

La densita degli autostati dell’energia vale quindi
1 m
= 2.260
p(E) 4Amh?k ( )

Possiamo verificare con un calcolo esplicito questo argomento generale.
Definiamo la funzione di k e £’

f(k K p) = / dee M [(Bp B — 1) o i (K —k)z |
0
+(6k’ — 1) e_i(k,"‘k)z + (ﬁz _ 1) ei (k'+k)$] (2.261)

con p > 0. Per u — 0% la f(k, k', u) tende, nel senso delle distribuzioni, al
secondo membro della (2.258). Eseguendo gli integrali nella (2.261) otteni-
amo

o BBl Bl P — 1
f(k’k’u)_“—Fi(kj’—k‘)_’_u—l—i(k‘/—i—k)+ﬂ_i(k/+k>

Sostituendo la (2.256) abbiamo

k' —iko k+iko _ k' —i kg _ k+i ko _
f(k' kl /1/) _ K'+4iko k—iko k41 ko k—iko .
) ) -

LW —F)  ariR k) T a—iM AR
(K —iko) (ki) — (K i ko) (k — i ko)
(K tiko) (B —iko) (i (K — k)

(K — i ko) — (K + i ko) (k + i ko) — (k — i ko)
W T iko) itk + k) (h—iko)(u—i(F k)
B 2i ko (K — k)
T ik (k) (i —R)
_ 214 ko n 21 kg _
F +iko) (uti(F +F) | (h—iko)(u—i(k +F)
_ 2i ko (K — k) N

(K + i ko) (k — i ko) (uu+ i (K — k)
g (= iko) (=i (K 4 k) = (K i ko) (i (W + K))
DK ko) (ot i (K R)) (k —iko) (0 — i (K + k)
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B 2i ko (K — k)

(K +iko) (k —iko) (u+i (kK —k))
(k— K —2iko)p—i (K + k) (k+ k)

(K" + ko) (n+i (K +k)) (k—iko) (1 —1 (K +k))

Il limite di quest’espressione per u — 01 ¢ uniforme e vale

, , 2 ko 2 ko
J K1) = R (= ike) W i) (h—iky) "

Dunque l'integrale al secondo membro della (2.258) ¢ la distribuzione nulla
e la densita degli stati ¢ data dalla (2.259).

L’argomento esposto si estende banalmente al caso piu generale in cui
le funzioni d’onda dello spettro continuo hanno il comportamento (2.256)
solo asintoticamente, per |z| sufficientemente grandi, ovvero nell’ipotesi in
cui esiste un numero L > 0 per cui

P (z) = e*r 4 Bre kT per x> L
](;r)(x) — efikm +5k eikx per < —L

_|_

—21iko

Questo e il caso di una buca di potenziale a supporto compatto o con poten-
ziale che decresce in maniera sufficientemente rapida per |z| — oco. Ripercor-
rendo 'analisi precedente otteniamo che la (2.258) si generalizza in questa
situazione alla seguente relazione

[% p(E) — 4ﬂ S(k—K) =2 /L dz [(By Bf — 1) et =Re 4

+(Br — 1) e R 4 (gr — 1) W] 4 Rk E) =
B 2/ dz [(Bw By — 1) e Pe 4

0

+(B — 1) e R 4 (gr 1) el KR L R(E K

dove R(k,k') e R(k, k') sono funzioni completamente regolari di k e . Il
secondo membro di questa equazione non presenta la singolarita per k = &k’
richiesta per produrre la delta §(k — k') e dunque si deve annullare nel senso
delle distribuzioni. Anche in questo caso, pertanto, vale la (2.259).

2.5.5 Buca di potenziale tridimensionale

Consideriamo una particella in una buca tri-dimensionale :

Vir)=-VW per r<a e V(r)=0 per r>a (2.262)
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Supponiamo che la particella si trovi nello stato 1p, cioe nello stato di energia
piu bassa con momento angolare [ = 1. Al tempo t = 0 il sistema e soggetto
alla perturbazione dipendente dal tempo
e,z /[ . .
V(t) = —T<em te ““) per >0 (2.263)
Vogliamo calcolare la probabilita di transizione per unita di tempo in uno
stato del continuo con momento angolare | = 0.
(a) Stato legato con [ =1
Sia Xpg,1(r) = r Rp,1 la funzione d’onda radiale di energia —FEj con
Ey > 0el=1. Introduciamo i parametri adimensionali

¥ \/2ma2(V0 — Ey)

72
2 2F,
Y=y (2.264)
e corrispondentemente
-
r=xL y=vl (2.265)
a
Allora
Nij =N ( — M) <
Yeoa(r) = § Dite) = Nfeoss =% PEET =9 (9.966)
Ny hi(y) = Nye™V lJyF—y per r>a
dove j1(x) e hy(y) sono legate alle funzioni di Bessel sferiche
d \!'sinz
R S
@) == (xdx) x
d \lcosx
_ 41
m(z) =@ ([L’dl‘) x
g 4 \'—e

L’equazione che esprime la continuita della derivata logaritmica a r = a
determina gli autovalori dell’energia:

Xcot X +(X°=1) 14V +Y?

2.268
1—X cotX 1+Y ( )
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con

2 2
X24Y?= %VO = (2.269)
La (2.268) da
(1-Xcot X)Y?+ X°Y + X* =0 (2.270)

Sostituendo in questa equazione la (2.269), otteniamo che gli autovalori con
[ =1 sono dati dall’intersezione delle curve

X cotX —1
- S — v X oot X
Y =vv— X2 (2.271)
con le condizioni
0<X<Vov 0<Y <V (2.272)
Le due curve ammettono intersezioni nella regione (2.272) per
v >l (2.273)
Le curve hanno n intersezioni (X;,Y;) coni=1,...ne
ir<X;<(Gi+1)nm (2.274)

dove n ¢ determinato dalla condizione
(nm)*<v < (n+1)27° (2.275)

Determiniamo X; corrispondente all’autovalore pit basso nel limite di
buca molto profonda

v>1 (2.276)
In questo caso X; < Yi, pertanto
X2
Y, = o — — 2.277
Dunque
Xicot X7 —1
Vomy SR 2T (2.278)
Xi
cioe
X1 cot X 1 X (2.279)
co —1l=— .
1 1 o
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Posto

XcotX=1 7w<X<27 (2.280)
abbiamo in definitiva
. X X?
X~ X—— Y, ~ — 2.281
Il valore numerico di X & B
X ~ 4.49 (2.282)
In conclusione per B
v> X2~ 20 (2.283)
abbiamo
h? 4
Vo — Ey = 20 2.28
0 0~ 5 3 ( )

Calcoliamo ora il rapporto dei fattori di normalizzazione N; 5 per lo stato
con n = 1, nel limite (2.276)

&—e_yl}/l_‘_l Xl 1 Ne_ﬁl\/_zw
Ny Y1 sinX; (X cot X7 —1) - sin X X2
~ —WL 2.285
¢ X sin X ( ' )

Normalizziamo inoltre la funzione d’onda dello stato legato ad uno. Poiché

¢ aN? (% 2 cosz sinx  sin’x
NE [ drj(z)? = -2 dz( cos® z — + =
1 2
0 0 x x

Xy
N? 2 sin? X
= O;’Xll (Xl + cos X; sin X; — %) R
N? _ _
= a21 <1+COS2X—2 COSQX> =
NZsin? X
:% (2.286)
e
o) &N2 [e%¢) 1_'_2y+y2
N2/ dr hy(y)* = 2/ dye v — 2 7 —
2 a ( ) }/1 Yl y2
_al; oy (1+i> N RN
Yi 2 Y 2/v
2
~ U g2 g2 (2.287)
2v2
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abbiamo

- aN?sin? X aN? o3 T2 gin? ¥ A a N} sin® X (2.288)
2 2 2
cioe X2
9 2
M2 ma2lea (2250
a sin® X av

(b) Stati del continuo con [ =0
Sia xgo(r) =1 Rgo la funzione d’onda radiale di energia £ con £ > 0 e
[ = 0. Introduciamo i parametri adimensionali

, 2ma?(Vo+ F
XE\/ Wt B _ vy

2maE
Y =4/ mh‘; —ak (2.290)

e corrispondentemente

d=xT y=y!l (2.291)
a a

Allora
(r) = N{ jo(2') = Ny sina’ per r<a
XBO) = cos Jo(¥/) + sin dy no(y') = sin(y’ + 1) per r>a
(2.292)
La condizione di continuita della derivata logaritmica da

X" cot X' =Y cot(Y' + 8) (2.293)

che e ’equazione che determina ¢; in funzione di F. L’equazione di continuita
della funzione d’onda da pertanto

N; = w (2.294)
per cui .
(N = e (2.205)
La normalizzazione degli stati xg o
(X0, XB0) = p(E) 6(E — E) (2.296)
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¢ determinata dalla condizione

1 [ A , 1 [ . )
(XE0, XE0) = —/ dret KT 4 _/ dre~t(k=FK)r _
4 4 Jo

0

Y T RPkx
I i (k—K')r _ 7 Y — S 0
: /_ e "ok~ k) = T 5(E — B (2:29)
e dunque
RPkx
E) = 2.298
o) =" (2.299)
(c) L’elemento di matrice della perturbazione
<E7 07 0‘Z|E07 1? 0> = (XE,O? TXEQ,l) <Yv007 COSG}/IO) (2299>
Abbiamo . 3
3 1
Yoo, cos0Yiy) =21 dcosf-— cos’ ) = — 2.300
(Vo038 Vig) = 27 [ dcost v BCE )

Nel limite v > 1 all’elemento di matrice (xgz0, r Xg,,1) contribuisce solo la
regione con r < a, in quanto il fattore di normalizzazione Ny descresce come

1/y/v. Pertanto

: ) a* Ny N} /); ,xX’( in )
XE0; " XEo1) X — =5 T Sl ——— (T CoOST —sSInT) ~
A X2, X
~a® X> N; Nj x
cos X sin X'(2 — (X)? + X?) —2% sin X cos X’
(X2 — (XY

dove abbiamo utilizzato la formula

X

(2.301)

* 1
/0 dx sinax (r cosx —sinx) = CEEE)E [((a2 —3) sin X +

—(a?* —1)X cos X)) a cosa X + (2 cos X — (a* — 1) X sin X) sinaX]

Dunque

27?‘(E,O,O]VW\E0,1,O) i 2m e? £2 a* X2y

hp(E) B 3 h3 (Y")2 sin® X’ + (X’)2 cos? X' 8

y [sin X'(2 - (X")?2+ X?%) —2X’ cos X'72
(X2 — (X7)?)?

(2.302)
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Tenendo conto che stiamo considereando il caso di buca profonda
X' >Vus X (2.303)

otteniamo la formula finale per la probabilita di transizione per unita di
tempo dallo stato 1p della buca di potenziale molto profonda ad uno stato
del continuo con [ = 0 ed energia F:

2

27 [(E,0,0|V,,|Eo, 1,0)

- 16Tmal,a

hip(E) - 3 h2
X2y’ sin? X'
2.304
X(Y’)2 sin? X’ + (X")2 cos2 X/ (X')* ( )
dove abbiamo introdotto l'intensita di energia

52
I = 08—‘” (2.305)

T

e la costante di struttura fine o« = 2—26

Il limite di bassa energia della particella emessa a k — 0 corrisponde alla
situazione in cui

Y < X'~ o+ 7 (2.3006)
NG |
In questo caso
2
27 (.0, 0VolEo L) 16rmal2at X2 ak tan Vo o 307)

hp(E) - 3h2 V3

Il limite di alta energia ((a k)? > v) corrisponde invece alla situazione in
cui
Y~ X' (2.308)
In questo caso la formula per la probabilita di transizione per unita di tempo
si riduce a

2
27 |(E£,0,0]V,,|Ep, 1,0) 167mal?a* X? sinak

hp(E) - 3R (ak)>

(2.309)
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3 Diffusione e matrice S

3.1 Relazione tra matrice S ed ampiezza di diffusione

Gli elementi di matrice S sono definiti da
Sga = (05, 05D) (3.1)

dove w&i) sono gli stati “in” e “out”, autostati dell’Hamiltoniana interagente
H di energia E,,, definiti in corrispondenza con gli autostati ¢, dell’Hamilto-
niana libera Hy. L’equazione di Lippmann-Schwinger per gli stati “in/out”
e

()

oo = ¢ +/d6T’$¢ (3.2)
o o E,—Eg+ie " '
dove
+
T8 = (95, VD) (3.3)

Deriviamo innanzitutto una relazione tra matrice S e matrice T, che vale
. + . .
per stati ¢, e wg ) normalizzati secondo

(o b5) = (WF™,057) = 6 — B) (3.4)
Consideriamo I’evoluzione temporale di un pacchetto di stati “in”:
WO (e) = [dagla)e Bul (35)

dove g(a) & una funzione sufficientemente regolare di «. L’equazione di
Lippmann-Schwinger da

(+)

T

UO(t) = d(t /d d “iBat____fo 3.6
()= 00)+ [dadsgla)e B gy (30)

dove ®(t) = [dag(a)e Folg, & il pacchetto costruito con gli autostati

dell’Hamiltoniana libera. Per t — —oo l'integrale

(+)
: T
/dOz () L — L — (3.7)

Ea—Eg—sz

puo essere calcolato chiudendo il contorno d’integrazione per la variabile E,,
nel semipiano complesso superiore — il contributo dal semicerchio all’infini-
to ¢ nullo a causa dell’esponenziale e~*Fo*, L’integrale ¢ dato pertanto dal
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residuo dei poli. Ma il polo ¢ per £, = Eg — i€ e si trova nel semipiano
inferiore. Quindi per ¢ — —oo lintegrale (3.7) ¢ nullo e questo dimostra
la validita dell’equazione di Lippmann-Schwinger: W) (¢) per tempi grandi
negativi evolve come il pacchetto libero ®(¢). Consideriamo ora ’evoluzione
di U*(t) per t — 4o00. In questo caso dobbiamo chiudere il contorno d’inte-
grazione nel semipiano complesso inferiore: I'integrale (3.7) ¢ dominato dal
residuo a E, = Ejg — ie e diventa

—2mic Pt / do§(E, — Eg) g(a) Ts,) (3.8)
Dunque, per ¢ — +o0 il pacchetto W) (¢) diventa
T (1) = O(t) — 2mie ot / dadB§(E, — Es)g(a) Tt é5
= [ase 500, g(8) ~ 2ni [dad(E, - B g() 7S] =
_ / 48 dov e P g(0) 8 — 8) — 2w i 6B — B5) TS| (3.9)

D’altra parte per definizione di matrice S (e ricordando la scelta (3.4) per la
normalizzazione di ¢F) abbiamo

ol = [dsSam ) (3.10)

e quindi, per ¢ — 400
TH(t) = e M /da g9() /dﬁ Ssa ) = (3:.11)
— o iH /dﬁ vy /da g(a) Sge — /dﬁ e Pl /da g9(a) Sga

Confrontando (3.9) con (3.12) giungiamo alla conclusione che
Spa = Oap — 211 0(Eq — E3) TS (3.12)

Nel caso di una particella in 3 dimensioni che si muove in un potenziale
V(Z) l'equazione (3.2) diventa

dk’ oo s 2mV(2) Y (o
(@) = ¢ (7) —i—/ da’ (=) ( )2 k ( )
k h? (2m)3 k2 — k= +ie

(3.13)
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(NOTA: Nel resto della sezione, per conformarci alle convenzioni del Landau,
stiamo prendendo le 1/}% normalizzate come e'*%)

Introduciamo le funzioni di Green G*)(|Z|) definite da

di oiN & 1 etikl]
GH (|7 z/ =_— 3.14
e (12) (2m)3 k2 — k% +ie 4t |7 (3:14)

L’equazione di Lippmann-Schwinger (3.13) diventa

2m (£), 3

V@) = 0pld) + [a5 6T - 7D V@@ (319)

Consideriamo ora ’andamento asintotico della ¢1(2+)(f) per |Z| — oo. Possia-
mo allora porre nella (3.15)
2| — o' & (3.16)

17— &' &

dove & = #/|Z|. Otteniamo per il comportamento asintotico a grandi |Z|
della funzione d’onda “in/out” ’espressione seguente:

+ik|Z|
(i) \wlﬁoo . 1le / Y ikas 2T o (), o
(7)) — — da’ e — V(z) (2 3.17
Ricordiamo che, nella derivazione di questa formula, abbiamo supposto le
funzioni d’onda normalizzate secondo la (3.4). Osserviamo pero che 1'o-
mogenita dell’equazione garantisce che essa resta valida per una scelta arbi-
traria della normalizzazione delle funzioni d’onda libere ¢(&), purché iden-

tica a quella delle funzioni d’onda w]%i) (2):

(05, ) = (W, 457) = p(k) 5(k — &) (3.18)
In particolare, I'ampiezza di diffusione f7(2) e definita come il coeffi-
ciente del termine e| l‘ i nell’espressione asintotica della funzione d’onda “in”
w](;)(a?), normalizzata come le ¢z (z) = e'F?
j: |Z|*>OO i_,._‘ :tlk|27|
v @~ T e fil(@) (3.19)
Ovvero:
. mo o5 ik .
i) =~ [d5 e V@@ (3.20)



dove la wl(;) () & normalizzata secondo la
+) N 351 1

(V" vg") = (2m)° 6(k — k) (3.21)
L’ampiezza di diffusione ha un significato fisico diretto. Immaginiamo un
esperimento di diffusione di particelle entranti con impuslo k£ da parte di un
potenziale V' (z). La grandezza fisica misurata & il numero di particelle per
unita di tempo che diffondono ad un angolo 8 rispetto alla direzione del fascio
entrante. Questa probabilita per unita di tempo ¢ data da

dP

L —R%24Q 22
dt R Jout (3 )

dove R e la distanza del rivelatore di particelle uscenti dal centro di inter-
azione che naturalmente si suppone grande rispetto al raggio dell’interazione.
Il flusso e dato da

=[Gy -y Tyl (3.23)
m

Dobbiamo utilizzare quest’espressione sostituendo per v la parte diffusa della

funzione d’onda ¢t). Fisicamente questo corrisponde al fatto che il fascio

entrato si estende in una zona spaziale che ¢ abbastanza grande da poter

essere considerato un fascio di momento determinato ma e ben separata dalla

zona dove sono collocati i rivelatori. Dunque

_ hk|fO))

out — m R2 (324>
¢ qP Bk
— =dQ—|f-(0)]? 2
= A0 f(0)] (3.25)
La sezione d’urto differenziale d o ¢ definita come
dP . hk
In definitiva p
O 2

Consideriamo la relazione tra matrice S ed ampiezza di diffusione. L’e-
lemento di matrice in Eq. (3.3) diventa nel caso della diffusione di una
particella senza spin in un potenziale

TE = (g5 Vi) = /dfgb,g(f) V(&)U (7) (3.28)
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dove le funzioni d’onda sono definite attraverso la normalizzazione (3.4)

(6, b)) = (W&, 7)) = 6(k — &) (3.29)

Pertanto, riscrivendo questo elemento di matrice in termini della funzione
2/1;;)(37;) che soddisfa la (3.21) usata per la definizione di ampiezza di diffu-
sione, otteniamo

dl_" _7;'7,5 N =
TS = / Pk FEY (@) 0P () (3.30)

Confrontando con (3.30) con (3.20) deduciamo

. (27)2m
fild) = == Ty} (3.31)

con 'identificazione di &’ con kZ. In definitiva la relazione tra sezione d’urto

e matrice S e 4 . o
o 2m)*m
do_ @r)me penpe (3.32)
s Rt k'k
Deriviamo questa relazione in maniera piu generale e leggermente piu
rigorosa. Consideriamo uno stato iniziale normalizzabile

1/%' = /da fai;Aa(a) 92505 (333)

dove fa,;.aq € una funzione che determina il pacchetto centrata sui numeri
quantici ; con larghezza Aa. Nel caso della particella diffusa da potenziale
in 3-dimensioni possiamo prendere per esempio

(3.34)

La probabilita che lo stato ¢; diffonda in uno stato finale i cui numeri quantici
B sono compresi in un intervallo / di larghezza AS intorno al valore [y &

dP(i: f,1;) = (27)? / a8 [ dada’ 5(Es — E.)6(Es — Ea) x
Iy
X fasina(@) fina(a) TS TS (3.35)
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Nel caso di una particella in 3d che diffonde in un potenziale questa formula
diventa

m
P(i;f,]f):(QW)Q/ k’Qdk’fde !
Iy d h? ky

Xé(Ea - Ea/) fai;Aa<a) fo*zi;Aa(O/) TB(Z) T/ﬁ)l_’)

(k‘f — k?a) X

ovvero

d h? kel S

7 i ) plt)
Xfic‘“Ak(k') k; Ak(k) k‘fk kak/

Nel limite in cui Ak — 0 le funzioni di pacchetto f. Ak(/;) tendono (nel

senso delle distribuzioni) alle §(k — k;). Pertanto in questo limite I'integrale
nell’equazione sopra diventa

P g1y @mPmkITE
Ay h2

X / dEdE’é(EE - E;) fEi;Ak(E) fk Ak(k/)
kEIf

Consideriamo ora la probabilita d P, che il pacchetto entrante
ol &k
W)%

passi, in assenza di interazione, in una regione di area dA centrata intorno a
Z = 0 nel corso del processo di diffusione

Bt

Ui(Tt) = / dk f;, M(E) : e n (3.36)

APy hk o —
o m/JWM—tN—
z(Ekak/)t

g [t [ AR e ) 5y (T

B (2 7T)2im /dk dk’ fEisAk(k) f}i;Ak(k,) 5(EE - E;;/) (3.37)
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(questa grandezza ¢ chiamata la luminosita integrata). Confrontando con la
(3.36) otteniamo

dP(i;f,Ay) .
ao;  _ (2m)tm*
dﬁ) = i |Tl€fic}‘ (3.38)
d

Il rapporto nel membro di sinistra di questa equazione definisce la sezione
d'urto differenziale. Riotteniamo in questo modo la relazione (3.32) tra
ampiezza di diffusione e matrice S.

3.2 Matrice S dalla teoria delle perturbazioni ‘“old-
fashioned”

L’equazione di Lippman-Schwinger (3.2) insieme alla relazione (3.12) rap-

presenta il punto di partenza per il metodo per calcolo perturbativo degli

elmente di matrice S che va sotto il nome di “old-fashioned perturbation
theory”. In effetti, iterando ’equazione di Lippman-Schwineger otteniamo:

Ssa = 8o — 2mid(Ea — Es) (6, Va) +

(65, V) (65, VST
+/%/ Bo— E, + ic ]_

= bag — 27i0(Ea — E5) (63, V) +

(98, Vo) (64, V Pa)
ﬁﬁ” BB i

[ E——

(3.39)

3.3 DMatrice S dalla teoria delle perturbazioni “covari-
ante”

Possiamo partire dall’espressione

Spa = lim (qbg,e%ﬁote’%ﬁ(t’to) e nHoto ba) (3.40)
top——o0

Introducendo l'operatore di evoluzione temporale

Ul(t,tg) = eiHot g=jH(t=to) o3 Hoto (3.41)
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procediamo secondo l'idea della teoria delle perturbazioni dipendenti dal
tempo:

dU(t,to)

ih— = V() U(t, t) (3.42)

dove . - -
V(znt)<t> — e%HOt Ve—%HOt (343)

Come nel caso delle perturbazioni dipendenti dal tempo otteniamo la serie
perturbativa per 'operatore evoluzione temporale:

i [t . inN2 [t t1 , A
Ult,to) = 1——/dt1 V<mt>(t1)+<——> /dtl/ dty VI (1) VD (1)) - -
h Jy, h) i, 0

(3.44)
Nel caso in questione V' e indipendente dal tempo e questo rende mal definite
le integrazioni intermedie che conducono alle espressioni finali per gli elmenti
di matrice S. Pertanto introduciamo un potenziale “regolarizzato” che e
spento “adiabaticamente” per tempi grandi positivi e negativi:

Vi =e My (3.45)

dove A > 0 e un numero reale positivo che verra fatto tendere a zero alla fine
dei calcoli. Sostituendo nella (3.44) otteniamo

(0p, Ux(t,t0), Pa) = Oap — ﬁ/dtle il giBa=Ba)ti (g5 V ) +

Z /dpy/dtl/ dtge (Ita]+[21) eh(Eﬁ Ey)t f(E7 Ea)tz
h

X(dp, V &y) (7, V ba) + - (3.46)
Pertanto

l

S = 0 ﬁ—;;, / dty A1 eFBER 1 (5 V ) +

7 /dV/ dt1/ dty et o5 (Bs =Byt o5 (By—Ba)tz o

(%V% (99, V ¢a) + - (3.47)

Valutiamo gli integrali:

00 . 0 _
/ dtl ei)‘|t1‘ e%(EafEB)tl — / dtl e)\tl e%(ECM*Eﬁ)tl +

o0 —0o0
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+/ dt; e M er(Ba=Eg)tr
0

1 1 2

i(Eo — Eg) + A (B — Eg) — A (EQ;QEB)z Y

h

Nel limite A — 07, questa funzione di E, tende, nel senso delle distribuzioni
ad un multiplo della funzione delta di Dirac

2

m — 27T7"_L(5(Ea — Eg) (3.49)
2

Otteniamo dunque per la matrice S al primo ordine perturbativo
Sga :5a5—27T’i(5(Ea—Elg) (¢5,V¢a)+"‘ (350)

in accordo con le formule ottenute nella sezione precedente.
Calcoliamo ora l'integrale in t5 che interviene nel contributo del secondo
ordine

' i (i wya—A)t1 _
/1dt2 e M2l o7 (By—=Ea)tz _ o(tr) [e 47 1 L 1 ] N
—0 T Wyq — A i Wy + A
e(iw-ya+/\)t1
0(—t;) ——
+0(—t1) R

(3.51)

dove abbiamo posto wy, = %(E7 — E,) etc. La funzione da integrare in ¢; &
pertanto

e(’i Wﬁaf)‘) t1 e(i wg,yf)\) t1 e(i u.)5.yf)\) t1 ]
_l’_

o(tr)|
(t1) T Wyq — A + T Wya + A
p e(iwga—i-)\) t1
—t) —— 3.52
+(=t) LWy + A ( )
Il risultato dell’integrazione in t; produce pertanto il fattore
-1
: , + = , +
(iwga = A) (iwya —A)  (twgy = A) (twya — A)
1 1
- . + = . =
(twgy = A) (fwya +A)  (twga + A) (1wya + A)
1 1
(iwga = A) (fwgy = A) - (iwpy = A) (fwga +A)
2\
= — — =27 hi(E, — Ej) (3.53)

(Wha +A) (fwsy — A) 1Wsy = A
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In definitiva il termine del secondo ordine dell’elemento di matrice S si scrive:

(¢57V¢7) (¢77V¢a)
i(Bs— E,) — A

SE =21 8(E, — Ep) /d7 (3.54)

in accordo con la (3.39) ottenuta dalla equazione di Lippman-Schwinger.

3.4 L’ampiezza di diffusione di Born dalla regola di
Fermi

Possiamo derivare 'ampiezza di diffusione in approssimazione di Born dalla
regola di Fermi (2.188), applicata nel caso di una perturbazione costante,
cioe con w = 0. La probabilita di transizione per unita di tempo e, secondo
la (2.188), data dalla seguente espressione:

dP 27 2 .-
= S 6B - By)|(6g, Ver)| &°F (3.55)

dove ¢ = (;ﬂW sono le funzioni d’onda normalizzate secondo la

(65 05) = 6°(K = k) (3.56)

NOTA: Nella (3.55) abbiamo scelto le normalizzazioni nel modo seguente:
per quanto riguardo gli stati finali, la somma sugli stati finali deve essere
I'identita

| = /dSk'(.,a;,;/)(%,.) (3.57)

che deve essere confrontata con ’espressione analoga

dE
- /—|E><Ey (3.58)
p(E)
che compare nella (2.188). Per quanto riguarda gli stati iniziali ¢; la scelta ¢
arbitraria, ma avendo normalizzato secondo la (3.56) il flusso incidente sara
hk__  che ¢ Iespressione che utilizziamo nel seguito.

(2m)3m
Pertanto
dP  2m2m _ ) ’2 o -
dt ~ h h2? 5(k k ) (¢klav¢k) K dk' dQ =
2mmk 2
=T )(%MV%’)‘ s (3.59)
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Dividendo per il flusso % otteniamo la sezione d’urto
do (2 7T)
aQ

che ¢ la formula di Born.

“Jtogvoo| (3.60)

3.5 1l teorema ottico

I1 teorema ottico ¢ conseguenza dell’unitarieta della matrice S definita in Eq.
(3.1):

/dv SarSi, = (= ) (3.61)

Riscrivendo questa relazione in termini della matrice 7" (vedi Eq. (3.12))
otteniamo

/ d7[5a7—2m§(E —E)T! Hémmma(Eﬁ )Tgﬂzé(a—ﬂ) (3.62)

0, equivalentemente,

~ami [ [Ba— ) 8(Ba — B TS~ 66 - 1) (E. — E)TL)| =

= 47 / dy (B, — E,) 8(Eg — E,) TD TS (3.63)
Pertanto
—i8(Es—E,) [Tﬁ(j wa)] = 21 §(Es—E )/dfy §(Ea—Ey) T TS (3.64)

Ponendo in questa relazione oo = f3, si ottiene il teorema ottico

+)|?
oy

—2Img T\}) = 2r / dyS6(Ey — E) (3.65)

Specializziamo questa espressione al caso particolare di una particella non-
relativistica in 3 dimensioni. Esprimendo la matrice 7" in termini dell’am-
piezza di diffusione attraverso la (3.31) arriviamo alla relazione sequente:

h? 9 S L\ |2
- /dﬂp dp 6(Ey; — Ep) *(k/k‘,p/pﬂ

c(Fkain) |

2Img f,;'(@ = 0) =

1
= — [dQp*dpd(k —p)

2T p
K .k
= o [AQUFKOF =50 (3.66)
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dove fz(6 = 0) ¢ 'ampiezza di diffusione “in avanti”, cioe fg(g/k, k/k); dS) =
sinf df d¢ e 1'elemento di angolo solido, e o & la sezione d’urto totale. In
definitiva il teorema ottico per la particella non-relativistica in un potenziale

si scrive 4
o= % Tmg (0 = 0) (3.67)

Si noti che questa espressione non e molto utile per il calcolo della sezione
d’urto nella teoria delle perturbazioni: infatti, si supponga che lo sviluppo
perturbativo dell’ampiezza di diffusione abbia la forma

fr=rDg+ P+ (3.68)

dove g e la costante di accoppiamento e f]g") e 'ampiezza di diffusione all’or-
dine n-esimo in teoria delle perturbazioni. Corrispondentemente, la sezione
d’urto avra lo sviluppo

o= /dQ |f,;;|2 =W +o@g 4. . (3.69)

dove

O_(l) _ /dQ ’fél)‘Q

o = [aG 7 7 )
o3 = ... (3.70)

Volendo utilizzare il teorema ottico (3.67), otteniamo invece per le o™ le
espressioni

& X
4
o = - Img fé?’)(Q =0)
o® . (3.71)

In altre parole per ottenere o ad un dato ordine in teoria delle perturbazioni
a partire dal teorema ottico dobbiamo calcolare 'ampiezza di diffusione in
avanti ad un ordine piu grande in teoria delle perturbazioni rispetto al calcolo
che parte dalla definizione della sezione d’urto come ampiezza di diffusione
integrata (3.70). Per questa ragione il teorema ottico si rivela utile quando
abbiamo un modo non-perturbativo per determinare ’ampiezza di diffusione
in avanti (vedi esempi nella sezione successiva).
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4 Ampiezze parziali

Poniamoci nel caso in cui il potenziale V(Z) sia invariante per rotazioni.
Espandiamo lo stato “in” 1/1(+)(*) in una base |E, [, m), di autostati dell’e-
h2 k2

nergia (con autovalore £/ = %->), del momento angolare (con autovalore [)

e della proiezione del momento angolare lungo 'asse k=k / \k\ Poiche lo
stato € invariante per rotazioni lungo l'asse k abbiamo

1/)(+) Zalel ) Pi(cos 0) (4.1)

dove r = |¥|, cosf = %, Py(cos @) sono i polinomi di Legendre, legati alle
autofunzioni del momento angolare Y} ,, (6, ¢) dalla relazione

20+ 1
4

Ry (r) sono le soluzioni del problema unidimensionale con potenziale dipen-
dente da [:

Y =i’

Py(cos ) (4.2)

I(1+1)  2mV(r)
i - )RM<) 0 (4.3)

Il nostro scopo ¢ determinare la relazione tra le a; e l’amplezza di diffu-
sione fz(2) che appare nell’espressione asintotica (3.19) per w ( 7). A grandi
distanze dal centro dell’interazione, se V(r) descresce in maniera sufficien-
temente rapida, I’equazione di Schroedinger radiale si riduce a quella libera.

Introducendo la variabile adimensionale y = r k, ’equazione di Schréedinger
radiale lzbera diventa

/! 2 /
() + &Rkl(y) + (1 -

La soluzione generale dell’equazione libera (4.4) &

/! 2 /
Ry (r) + - Ry, (r) + (kz -

r

) Ry =0 (1.4

1 d) sin y 1 d> cosy (4.5)

ydy/ vy ydy/ y

dove C o(k, 1) sono costanti dipendenti da k ed [, che possiamo scegliere reali
e con somma di quadrati uguale ad uno:

Ru(r) = 2C1(k, 1) y ( 20k, )y (

Ci(k,1) = cos o, (k), Cy(k, 1) = sin (k) = tan §;(k) =

(4.6)
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Per grandi r i termini dominanti in (4.5) sono quelli in cui tutte le  derivate
agiscono sul seno o sul coseno:

Bia(r) ~ : (;1) [COS dy(k) sin(y — %l) + sin §; (k) cos(y — %l) -
= Rp(r) = 2 <;1) sin(y — %l + 01(k)) (4.7)

Dunque per y = kr > 1 l'espressione asintotica per la funzione d’onda “in”
diventa
1

- Zal[ ikrHis(k)FilT —ikr—i&(kz)—izg] Py(cosb) (4.8)
" ikr

1=0
Determiniamo ora lo sviluppo in armoniche sferiche dell’onda piana. Nel-
lo sviluppo dell’onda piana compaiono naturalmente solo le soluzioni della
equazione di Schrédinger radiale libera (4.4) che sono regolari in r = 0:

, - 1 d\!siny
glkreost ( ) Py(cos 29 ( ) 4.9
> af” heos0)20/ ()% (19)

I coefficienti al( ) possono essere determinati nel modo seguente: il termine di

ordine (ycos @)’ del membro di sinistra della (4.9) ¢

it (y cos 0)!

I (4.10)

Il termine corrispondente nel membro di destra e invece:

(0) (—1)l21“yl (21)' 1

2 4.11
@y 2z es?) (4.11)

Il primo fattore deriva dal fatto che per y — 0 abbiamo

1 d\!siny 1 dN! T
= -—— ) (-1)—=———=(14+0 =
y <ydy> g Y <ydy> D gyt oW
(=1)E2M 114!
=" 71 4.12
Il secondo fattore in (4.11) discende dal fatto che
1 d \! (21)! ;

Pl(cose):ﬁ(dcos&) (cos?f — 1) = ST (cos)" +--- (4.13)
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dove i punti rappresentano termini di ordine pitt basso in cos §. Dal confronto
di (4.10) e (4.11) deduciamo che

i)Y 20+1
2
Per y > 1, pertanto, lo sviluppo dell’onda piana in armoniche sferiche (4.9)
diventa

. 1 > 0 ; us i i1z
ezkrcose ~ - E al( )[ezkr—i-l 5 _ e—zkr—zl2i| B(COSQ) —

=0
)

=— ) (2l+1) P(cosb) [eiy - e’iy’“”] (4.15)
21y P

-

Confrontando (4.15) con (4.8) vediamo che affinché 7,0](;)(5) — e’ non con-
tenga 'onda entrante, dobbiamo porre

| 2+ 1
0y = 60 _ 18l % (4.16)

L’espansione asintotica della funzione d’onda “in” diventa allora

ikr
— ik S 7
Y (@)~ e'F +2ikr§:(2l+1)<26l(k 1) P,(cos 6) (4.17)
=0

Otteniamo cosi lo sviluppo in onde parziali dell’ampiezza di diffusione

1 o o0
Ji@) = o > 21+ 1)( e* %) — 1) P(cos ) = > "(21+1) f Pi(cosf) (4.18)
2 =0 =0
dove le ] ]
= (e2imk) _ 1) — 4.19
Ji= gt ) = T cota(h) =ik (4.19)

sono dette ampiezze parziali. Le sezioni d’urto parziali sono definite analoga-

mente da
47

o =42l + D|fi]* = 12

— (20 + 1) sin® §;(k) (4.20)
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di modo che la sezione d’urto totale si scrive

2T . . 47T o0 '
o= 27r/0 (@) sin 0 = 15 S7(20+ 1) sin (k)
=0

o (4.21)
=0

dove si e fatto uso dell’ortogonalita dei polinomi di Legendre e della normal-
izzatione

/ dQ|P(cosh)|* = (4.22)

20+1

4.1 Ampiezze parziali a bassa energia

Vogliamo determinare I'andamento delle fasi 6;(k) per k& — 0. Piu precisa-
mente, indicato con a il raggio entro cui il potenziale V(r) ¢ (significativa-
mente) diverso da zero, vogliamo studiare il comportamente di §;(k) per k
tali che ka < 1. Per r > a, cioe per

ka <y, (4.23)

I'equazione di Schrodinger radiale (4.3) si riduce a quella libera, Eq. (4.4):
in questa regione Ry (r) e dato dall’espressione (4.24)

1 d\!siny ) 1 d\lcosy
Ry (r) =2 cos ;(k yl<——> + 2 sind;(k yl<——) 4.24
() Wy ()™ Wy () S (a2
Se ak < 1, nella regione di spazio per cui
aLr<1/k =3 ak <yl (4.25)

I'equazione di Schrodinger radiale (libera) si semplifica ulteriormente, in
quanto possiamo trascurare in essa il termine proporzionale a k?:

1)+ 2By - Ry =0 (4.26)

In questa regione la soluzione generale ha la forma

Ry(r) = Cy (D)1t + Co(Dr=1 (4.27)
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C12(1) dipendono da [ ma non da k, in quanto in questa regione I'equazione di
Schrodinger e indipendente dal momento: questo fatto determina la relazione
tra Cy (1) e 6;(k). Poiché

21

yl<1i>lsiny _ l<1i>l<_1)ly—!(1+0(y2)) _

ydy) y y dy 20+1)
= %(1 +0(y?)) (4.28)
e
1 d\! 1 dy\! 2n—1
i) 5= () %—”"?zm! B
= (=Dly 20 = DI+ O0®w?)) (4.29)
la (4.24) diventa per y < 1
Rua(r) = 2 cos (k) -0 F 0o Gn sk (C1) R (20— 11— (4.30)
20+ 1! ritt
Confrontando con (4.27) otteniamo
(ak)*™ cot 6y(k) = A, + (ak)? B, + O(k*) (4.31)
dove A; € una costante adimensionale indipendente da k
Ay = a*ttt g;—gg (20 + D21 — 1! (4.32)
Concludiamo che
o(k) < (ak)®*Y per ak<1 (4.33)

L’ampiezza di diffusione parziale diventa

B 1 _ a(ak)?
T heoto (k) — ik A —i(ak)2H + O

Ji (4.34)

Pertanto per ak < 1, se gli A; non sono nulli o “anomalmente” piccoli
rispetto a (a k)?, 'ampiezza di diffusione ¢ dominata dall’ampiezza parziale
con [ = 0, detta di onda s:

1 a a
= ~ N — = — 4.
Footoo(k) — ik = Ag—i(ak) 100 = Ay = @ @)

fe(@) = fo
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a, che puo essere sia positivo che negativo, ¢ detta lunghezza di diffusione e
la sezione d’urto in questo limite diventa semplicemente

o =4ma? (4.36)

Se il parametro adimensionale A; € nullo o “anomalmente” piccolo — cioe
dello stesso ordine di grandezza del parametro piccolo (a k)? — il termine di
ordine successivo nell’espansione (4.31) di (a k)?>"™! cot §;(k) diventa rilevante
nell’espansione di bassa energia. Dall’espressione (4.32) per A; risulta che A4,
si annulla quando C (1) € nullo, cioé quando la funzione d’onda radiale, nella
regione a < r < % ¢ data da

1
Ryy(r) = Co(l) r a<r< (4.37)
Nel limite in cui k& — 0 la regione di validita della (4.37) si estende a tutta
la regione r > a. Pertanto per [ > 0 la funzione d’onda radiale (4.37)
diventa normalizzabile per £ — 0. Per [ = 0 la funzione d’onda (4.37) non ¢
normalizzabile per £ = 0, ma se 'energia E = BE & soltanto leggeremente

2m
negativa lo stato in questione diventa uno stato legato con funzione d’onda

Xo(r) =1 Ryo(r) ~ e kor (4.38)
con
—2m#FE

Vedremo piu avanti che il parametro Ag e legato a kg dalla relazione
AO = —a k?() (440)

In definitiva quando A; si annulla (od & anomalmente piccolo), esiste
uno stato legato con energia nulla (o “anomalmente” piccola). Uno stato di
questo tipo si chiama uno stato legato di soglia. 1 valori del potenziale per i
quali A; si annulla vengono detti risonanti.

Se il coefficiente Ay si annulla, 'ampiezza di diffusione di bassa energia e
ancora controllata dall’onda s, ma, se k non e piccolo rispetto a ky dobbiamo
sostituire (4.35) con

1 1
" keotdog(k) — ik ko4 ik

f (4.41)
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e la sezione d’urto diventa A
T

o=-——-—

k3 + k?
Dunque la sezione d’urto & ancora isotropa, ma per k ~ ky < 1/a, cioeé nella
regione di risonanza,

(4.42)

o~ 1/k} > d* (4.43)

cioe la sezione d’urto diventa molto pilt grande del suo valore “naturale” a?.

La (4.41) puo essere ulterioremente raffinata aggiungendo, nell’espansione
in k di k cot dg(k), oltre al termine di ordine zero ky (“anomalmente grande”)
anche il termine successivo

1
k cot 50(1{3) ~ —k’o + 57’0]{2 (444)

La (4.44) porta alla cosidetta approssimazione di raggio effettivo per 'am-

piezza di diffusione
1

o= T T =ik (4.45)
con ry ~ a.
4.2 Relazione con la funzione d’onda radiale
Abbiamo visto che nel limite
Yo =ak —0 (4.46)
vale la seguente espansione
Y2 cot 6 = Ay + Byy? + O(kY) (4.47)

dove A; e B; sono fattori adimensionali che dipendono dal momento angolare
[ ma non da k. Vogliamo determinare A; ed B; in termini della funzione
d’onda all’interno della regione dove il potenziale ¢ sensibilmente diverso da
zero. Definiamo dunque la derivata logaritmica

_rx(r E)
filr, E) = B (4.48)
dove
xi(r, E) =1 Ry,(r) (4.49)
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¢ la funzione d’onda radiale che soddisfa I’equazione di Schrodinger

/) 2m
X/ (r, E) + ﬁ(E — Vegs(r)) xa(r, E) =0 (4.50)
con
REL(1+1)
2mr?

Verp(r) =V(r) +

La derivata logaritmica (4.48) valutata per r = a ammette il seguente svilup-
po di bassa energia

(4.51)

LB =gy, = a+ Biy; +O(kY) (4.52)

r=a

oy e [B; sono parametri adimensionali che dipendono dal momento angolare [
ma non da k.

La funzione d’ onda radiale nella regione r > a ¢ soluzione dell’equazione
di Schrodinger libera:

Xi(r, E) =1 Ry (r) = cos & ji(y) + sin 6 ny(y) (4.53)
dovey=kre
. d \!sin y
ay) =y (y dy) )

20 I+1 Y 4
= (=1 Qi+’ (1_ 2 (20 + 3) +Ol )>

d \!cosy
n(y) = ?JlH(m) Y =
2

- (—1)lw (1+ ﬁ +0") (59

sono le funzioni di Bessel sferiche. La condizione di raccordo tra la funzione
d’onda dentro e fuori la buca di potenziale e

cot §i(k) aji(ya) + anj(ya)

= ‘ 4.55
gl(y ) cot 51(]6‘) jl(ya) + nl(ya) ( )
da cui 1(¥a)
an;(Ya
g y(l - n
cot §,(k) = @z(ya) ) 1(ye) (4.56)

Ji(Ya) LD g (y,)
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Dalle (4.54) deriviamo

m(y) (20— DIN21+ 1)!! (21+1)y? 4
p— 1
i) g (e TO0)
ity 1 adi OWY 1
]l(y) 1_2(21+3)y +O( ) <2l+3)
yn(y) 1 2 4
= I+ +0
(o) pi-p? OV
Dunque
2l—1DN20+ D! (20+1)y2 A
t0;(k -
€O l( ) y2l+1 ( (2l _ 1) (2l—|—3) +O<ya)) X
Ol Bl 7= 511 + O(y,) (4.57)
l+1_al_(ﬁl+m>ya+0<ya)
OVVEro
vt cot b l+ o [51_T11 (B + 575) (u + 1)
-+ I+1—a LU+1-—o (I+1—)?
(20+1) I+ a 2 4
4.
(2z—1)(21+3)z+1—ajya+0(ya) (4.58)
od equivalentemente
Ay . [+ o
DN+ T+1—o
Bl _ Bl_ﬁ +
E-DN+D"  I+1—-q
a+1 1B+ 53) (21+1) ] (459)
l—l—l—oq l—i—l—al (2[—1)(2l+3) '

Dalla prima di queste equazioni riotteniamo il risultato ottenuto nella sot-
tosezione precedente: in presenza di uno stato legato di soglia

) = -1 (460)
il coefficiente “leading” dell’espansione di bassa energia si annulla

A =0 (4.61)
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Quando A; si annulla o diventa piccolo rispetto a (ak)?, B; ¢ rilevante nel-
I'espansione di bassa energia. Dalla seconda delle (4.59) deduciamo che il

valore di B; in condizioni “risonanti”, cioe per oy = —I[ ¢
B,y 1
i - 4.62
(20— D20+ 1! 21+1 [ﬁl a=1 201—1 ( )

4.3 1l caso “risonante”

In questa sottosezione vogliamo esprimere A; e B; in vicinanza di una riso-
nanza in termini della funzione d’onda dello stato legato di soglia.

Lo strumento tecnico per questa analisi € un’identita che vale per soluzioni
dell’equazione di Schrodinger dipendente da un parametro A:

2m

h?

Derivando (4.63) rispetto a A otteniamo

XX+ =5 (Ex=Va)xa=0 (4.63)

2m 2m
8>\ Xl)i 72 (8)\ E)\ - a)\V,\) XA + W(EA — V)\) 8)\ X\ = 0 (4.64)
Moltiplicando (4.63) per 0y xx e (4.64) per x, e sottraendo a membro a
membro ricaviamo

2m 0
D Xa Xy — X2 Xy = ?((‘%EA — V) Xi = I MXA Xy — X2 X

OVVero
“(r 2m
—3(r) aQ;iET; == dr (03 Ex — 0VA(M) 3(r)  (4.65)

Utilizzeremo quest’equazione in maniere diverse, a seconda che y, corrispon-
da ad un livello discreto od ad uno del continuo e/o il parametro A sia una
constante di accoppiamento o I’energia.
a) Spettro continuo

Nel caso dello spettro continuo ’energia E' e gli eventuali parametri g da
cui dipende il potenziale sono indipendenti: per ogni potenziale e per ogni
valore di E dello spettro continuo abbiamo una soluzione dell’equazione di
Schrodinger che denoteremo con x(r, g, E)3. Nel caso dello spettro continuo

3In questa sottosezione, per alleggerire la notazione, omettiamo nella funzione d’onda
radiale 'indice ! di momento angolare.
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e di una buca di potenziale di raggio finito a 1" equazione (4.65) ¢ utilizzata
ponendo r = a. La derivata logaritmica si scrive nell’espansione di bassa
energia

fla,B,q) = % —alg) + Blg) (k)Y - (4.66)

Possiamo dunque scegliere:
a.l)\=F
In questo caso, dobbiamo porre 9,V = 0 nell’equazione generale (4.65):
X'(a,9,E) 2m [y dr' x*(r', g, E)
x(a, g, ) h* x*a,g, E)

Prendendo E = 0 otteniamo un’equazione per ((g)

Jo dr' x2(r',g,0)
ax*(a,g,0)

5

Bg) = —

Questa relazione, coniugata con l'equazione (4.62), da una formula per il
raggio effettivo alla risonanza in termini della funzione d’onda dello stato
legato di soglia. Se g = go e il valore della costante di accoppiamento per il
quale appare lo stato di soglia

a(go) = —1 Ai(g0) =0 (4.67)
allora
Bi(g0) _ 1 [fo“ dr' x*(r', 90,0) 1 | e
(20— 20+ 1) 2041 ax?(a, go,0) 20 —1 '

Concludiamo che
Bi(g0) <0 per [ >1 (4.69)

a.2) =g
In questo caso poniamo 0, E = 0 nell’equazione generale (4.65):

9 X'(a,9,F) 2mf0a dr' 9,V,(r")x*(r', g, F)
‘x(a,9,E) B2 x*(a, g, E)

Prendiamo in questa equazione £ =0 e g = go, dove g, ¢ il valore risonante
della costante di accoppiamento g per il quale

a(go) = —1 (4.70)
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Otteniamo

2ma f()a d?”, ag%(r/) g:gOXZ(rla 40, O)
aga(g)lg:go - hQ X2(a,9070) (471)
e
Al 000, -
ZIonir Dl 2L W) HOlg e =
2ma an dTI agn(r/) g:goX2 (TI7 90, 0) L7
- R2 (214 1) x2%(a, 90,0) (9—90) + -+ (4.72)

b) Spettro discreto
L’autovalore dell’energia E(g) di un livello discreto dipende dal parametro
g da cui dipende il potenziale V(7). Prendiamo r — oo nell’equazione (4.65).
Poiché un’autofunzione dello spettro discreto x(r, E(g)) — 0 per r — oo,
otteniamo
Jo dr'(0gVy(r) x*(r', E(g))

9y E(9) = =dr 0, B(g) (4.73)

Denotiamo con gy il valore risonante della costante di accoppiamento

E(g0) =0 (4.74)

Utilizziamo ora le relazioni (4.67), (4.72) e (4.73) per studiare la relazione
tra A; e B; e le proprieta dello stato legato di soglia in prossimita di una
risonanza. Distingueremo il caso con [ = 0 da quello con [ > 0.

431 [=0

Per una funzione d’onda normalizzabile con [ = 0 possiamo scrivere

Wk (g)
Elg) = —
(9) 5
X(r,E(9)) = e ™" per r>a (4.75)
Poiché
k(g0) =0 (4.76)
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lo stato di soglia non e normalizzabile. Consideriamo la norma della funzione
d’onda x(r, E(g)) normalizzata secondo la (4.75) nel limite g — go

6_2 k(g)a 1

| e pa) = [ )+ G~ g g (@)

Dunque, la (4.73) diventa per g ~ g

0, Blg) =~ OB _349) [ ara,v,60) ¢ Blo)
OOy == | 47OV P00 (4T
Poiché /(a. B(g))
ax'(a, E(g) _
@B M )
deduciamo

Ao(g) = aolg) + O((g — 90)*) =

= —ak(g) + Olg — ") = —a 1/ ZL + 0(( — o)) =
= —a 94k (9)] =gy (9 — 90) + O((9 — 90)*) (4.80)
dove 2
Ea=5 3 (4.81)

In particolare otteniamo la relazione (4.40) che avevamo anticipato preceden-
temente.

La stessa relazione tra il valore di Ag vicino alla risonanza e la funzione
d’onda dello stato di soglia ¢ derivabile dalla (4.72) che si applica ad uno
stato risonante wvirtuale, cioe con E > 0. Infatti, tenendo conto che

x(a, g, E) — e k@a _yq per g — go (4.82)
la (4.72) per [ =0 da

2ma [* , ,
Ao(g) = / ' OV, 20 0,0) (g — go) + - -
0

h2 9=490
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che coincide con (4.78), in quanto si ¢ supposto V,(r) nullo per r > a. Nel caso
virtuale la funzione k(g) che determina Ay(g) vicino alla risonanza assume
valori negativi ed E(g) non ha U'intepretazione di un livello discreto reale.

Possiamo raffinare la relazione (4.80) tra Ao(g) ed I'autovalore dello stato
legato di soglia E(g) fino al secondo ordine in g — go. La (4.66) valutata per
E = E(g) < 0 corrispondente ad uno stato legato di soglia reale diventa

—ak(e) = aalg) + folo) S + O((g — 90)*) =
= aufg) + folao) D+ Ollg—00)’)  (4.59)

in quanto E(g) ¢ del secondo ordine in g — go. Le relazioni (4.59) danno

. Ao(g)
O{0<g) ] +A0(g)
Bo(g0) = Bo(go) — 1 (4.84)
Dunque
—ak(g) = aulg) + fola) S + O((g — 90" =
= Aolg) — A3(9) + Bola) 52— 28 0((g - g0 =
= Aofg) + Bula) S+ 0((g - 90 (4.85)
poiché A2 = —%f) + O((9 — 90)?). In definitiva la relazione che generalizza

la (4.80) fino al secondo ordine in g — g €

Aot) = — B2 = o) B2+ 0(( - 90)*) =
= —aklg) + Bolon) (k) + Olg — 90)")  (456)

La relazione inversa e allo stesso ordine

E(g)
Ea

= —Aolg)? (1+2 Ao(g) Bo(go) + O(g — 90)?)) (4.87)
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Nel caso virtuale vale una relazione analoga nella quale a k(g) diventa neg-
ativo. L’ampiezza di diffusione corrispondente alla (4.86) & quella di raggio

effettivo 4
fo = (4.88)
— /IEbgag)l + Bo(go) E—Eli(g) —ika
e la sezione d'urto
4 2
o = a , (4.89)
E E-E
(VP o) )+ £
4.3.2 [>1
In questo caso lo stato di soglia € normalizzabile:
E(g) = 04E(9)| =y, (9 — 90) + -+
1
x(r,0) = - r>a (4.90)
La (4.73) diventa
< dr' 9,V (r)| _ x3(r',0
agE(g)’ _ _ f() ogo g( )|gngX ( ) _
9=go fO dr! Xz(rl7 0)
_ an dr, ag%(rl)’g:go XQ(T/7 0) <4 91>
fooo dr’ x*(r',0) '
Abbiamo
o0 a 1
d’Q’O:/d’Q’O T =
| a0 = [Care 60+ g
_ _Ble) 1 _
a?=1 " (21— 1)a?!
2l+1)B 1
_ _( + ) l(QO) (492>

2T 2l DI+ D

dove abbiamo fatto uso della (4.67) e della (4.62). Quindi Ienergia dello
stato legato risonante si scrive, tenendo conto della (4.72),

_g2! Jo dr' 05V (r) lo=a0 X2(r',0)

E(g) = BUT) By 2= DRI D (g — ) =
_ o Alg)
= 2ma Bilg) (4.93)
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In definitiva per [ > 0 il coefficiente A;(¢g) si annulla in prossimita della
risonanza proporzionalmente al valore dell’energia del livello (virtuale o reale)
di soglia:

Ag) = ~Bilgo) o 5(0) = ~Bilgo) (4.94)
dove )
B, = 2:”2 (4.95)

Ricordiamo che B;(go) < 0 per [ > 0. Pertanto A;(g) > 0 se il livello di soglia
¢ uno stato legato virtuale (E(g) > 0) mentre A;(g) < 0 per uno stato legato
reale (F(g) < 0). Il comportamento qualitativo dell’ampiezza di diffusione
in vicinita della risonanza e diverso nei due casi. L’ampiezza di diffusione
parziale per [ > 0 si scrive

fi= ! _
Tk cot (k) —ik
a
- aw (Ailg) + Bilgo) (ak)? + O(k*)) —iak =
=~ E- B0 - ) (4.96)
=gt (=E(g) + E+O(E?)) —iak

Nel caso virtuale (4; > 0, B, < 0, E(g) > 0) appare una risonanza
molto netta quando l'energia assume il valore E = FE(g). Per questo valore
dell’energia la sezione d’urto assume il valore grande

A (20+1) 4w (21+1)a®|Bi(g)|

=47n(20+1 2 x 4.97
01 7T< + )|fl| 2 A(g) ( )
La larghezza della risonanza I' e data dal valore di E
E=FE(g)+T (4.98)
per il quale il termine k cot d; & dello stesso ordine di grandezza di k
Bi(go) EIF'T E:
l(g[)) a ~ 2(9) (499)

RO
La larghezza relativa della risonanza ¢ pertanto®

L 1 (Elgy-z_ 1 Ai(g) \2
E(g) - Bl(gO) < E, ) N Bl(go) <|Bz(go)|> (4.100)

4Strettamente parlando, dunque, sia ha una vera risonanza soltanto in questo caso, con
A; > 0e By < 0. Per comodita abbiamo parlato di risonanza ogni qualvolta A; si annulla.
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che ¢ un numero piccolo perché A;(g) < 1 (mentre B;(go) ¢ di ordine uno).
Nel caso del livello reale, invece, 4; < 0, B; < 0 e E(g) < 0. Poiché
A; < 1, 'ampiezza di diffusione &

a a E'1
~ N — 4.101
" Em g T m R oy
invece del valore “normale” (cioe, lontano dalla risonanza)
a E'
N — — 4.102
g (1.102)

Dunque vicino al livello reale la sezione d’urto parziale di bassa energia di
momento angolare [ rimane piccola (per [ > 1) ma e dello stesso ordine di
grandezza della sezione d'urto parziale di momento angolare [ — 1.

4.3.3 Esempio: il potenziale V(r) = A\j(r — a)

1. Approssimazione di Born
Introduciamo il parametro adimensionale

2mAa
b= 2 (4.103)
L’ampiezza di Born e:

sinaq
aq

b [
fBorn(0, k) = —%/ df sinfe "1 = —q b (4.104)
0

dove abbiamo posto ¢ = 2 k sin g. Lo sviluppo di bassa energia dell’ampiezza
e

i (@,4) = ~ab[1 = L4 O((a )] =
_ gy = OB cosO@R? Lty (4109)

3 3

La sezione d’urto integrata

2 b2 2ka 1. 2
T / ST (4.106)

2 _ 2 _
aBorn/a —/dQ’fBorn‘ — (CL]{?)2 o dz

X
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Nel limite di bassa energia

OBorn/a? = 4mb? |1 — TR O((ak)* (4.107)
Nel limite di alta energia
log(ak
OBorn /0> = T b % +0(1/(ak)?) (4.108)

2. Ampiezze parziali
Le condizioni di discontinuita della derivata della funzione d’onda radiale
X &7 = a sono
yxaiw)|  _yx) b (4.100)
Xi(y) ly=art xi(y) ly=ak-
dove abbiamo introdotto la coordinata radiale adimensionale y = a k. La
funzione d’onda radiale vale

_ Jaly) y<a
X1 = { cos 0y 71(y) + sin &, ny(y) y>a (4.110)

/

dove abbiamo introdotto le funzioni

. d \!sin y
Jiy) = Z/Hl(m) " =
_ (_1)ZL”yl+l ( o
21+ 1)! 2(20 +3)
d \!cosy
m(y) = ?f“(m) " =

. (_WW (1+ % +0Y) (411

L’equazione di discontinuita da pertanto

cotdry ji(y) +ymily) _, . viiy) (4.112)
cot 0y 5i(y) + ny(y) Ji(y)

da cui otteniamo ’espressione per lo sfasamento 9; per [ generico

ny Yy . /-
cotyy=——-—-— < Uin,—nj)=———— 4.113
jl b]l2( 1 1 ) ]l b]l2 ( )

100



Abbiamo utilizzato il fatto che il wronskiano delle soluzioni j; e n; € una
costante che puo essere valutata per esempio per piccoli y: dalle espansioni
(4.111) si ottiene facilmente che (j;n; —n;j) = 1.

Per [ = 0 otteniamo dunque

y? B 1—|—b+b—1
bsin’y b 3b

y cotdp = —y coty — y? + O(yh) (4.114)

Il coefficiente A; nell’espansione
y* T cot 6 = Ay + Bry? + O(y?) (4.115)

per [ generico si ottiene dalle espansioni (4.111) all’ordine piu basso:

2141 @@=+ 1 (204 1)1 N
YT oty = - 2! -5 (Fam ) 0w -
20+1
——@ - (1+ 252 o) (4.116)
cioe
21+1
= —(2] — 1)? —
A= -1 i+ (1+ . )
— (21 — 1)I1? <b+2l + 1) LO((b+21+1)?)  (4.117)
I coefficienti A; si annullano per b = —2[ — 1 (potenziale attrattivo)

valori cui corrisponde 'esistenza di stati legati (reali o virtuali) di soglia. Per
questi valori di b 'approssimazione di bassa energia richiede la conoscenza
dei coefficienti B;.

Per il calcolo di B; a partire dall’espressione esatta (4.113) si devono
utilizzare i termini nelle espansioni (4.111) successivi a quello piu basso.
Otteniamo

(21 + 1)1 1 1
B = — — 4.11
: 20+ 3 [2l—1+b] (4.118)
Per b= —-2]1—1e A, =0, B; vale
2(2 1) (21 — 1)((21 — 3))?
sl L 2@EDEI-DE-3 ..
b=—21-1 (20 +3)
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Per esempio, per [ = 1 ricaviamo

y? cot d, = (1 + ‘Z) — %(1 - %) y* + O(y") (4.120)

Le espressioni (4.114) e (4.120) danno 'ampiezza di diffusione a meno di
termini dell’ordine di y*. A quest’ordine

f(k,0) = fo+3 fi cosf+ - (4.121)
con i X )
o THisproy  1vs oW (4.122)
[§
32— b _ b +0(y") (4.123)

a 3<1+%>+§<1—|—%>y2+z‘y3+0(y4) T

Per confrontare con il risultato di Born dobbiamo espandere le ampiezze
parziali in potenze di b e limitarci al primo ordine:

fo 1 siny

22— =—b +O(b?) (4.124)
a ycoty—i—bsmy—i-zy y?
e per [ generico
Ji le 2
— = O(b 4.125
b= O) (4125)

Dunque 'ampiezza all’ordine b che si ricava dell’espansione in onde parziali
e

f=

jfy(éy) Py(cos ) + O(b*) (4.126)

che coincide in effetti con il risultato di Born grazie all’identita

sin[2y sin6/2] > )
2l B 0 4.12
2y sinf/2 lz:O: 1 t(cos 6) (4.127)

Per esempio, all’ordine 32, poiché

f1_ by®
B_ 2oy (4.128)
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I’ampiezza di diffusione totale e

2 2
fla= fo/a+3fi/acos@+---=—b(l— % —}—% cosf) +---  (4.129)

in accordo con l'espressione di Born sviluppata a quest’ordine.
3. Relazione con gli stati di soglia
Quando b assume il valore risonante

bp=—-201—-1 (4.130)

e | > 0 esiste uno stato di soglia di energia nulla e momento angolare [ la cui
funzione d’onda e

rtt or<a

Xl(/ra bO’E)lE:() = { a2+

rl

T (4.131)

Il coefficiente B;(by) ¢ determinato dalla (4.68) in termini di questa funzione

d’onda

By(bo) 1 [foa dr’ x*(r', b, 0) N 1 ] _

QI—DNEI+DI  21+1 L1 ax2(a,b,0) ' 20—1
2

1 1 1 ]__
20+3  21—-11  (21+3)(21—1)

= ~2i51 ares
in accordo con (4.119).
Dalla (4.72) otteniamo il valore del coefficiente A;(b) per b vicino al valore
risonante

Ay(b) B Jy dr' 6(r" — a))x*(r', b, 0) B
(21—1)!?(2z+1)!!_ Gl D0y CH2F A+ =
= 2Hl(b+21+1)+O((b+21+1)2) (4.132)

in accordo con (4.117). Il valore dell’energia dello stato di soglia in prossimita
della risonanza e quindi per [ > 0

B A(b)

E(b) = "o Bb) (4.133)
2 (201+3)(21-1)
T 2ma® 2(20+1) (b+20+1)+
+O((b+21+1)?) 1>0 (4.134)
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Verifichiamo questo risultato calcolando il valore esatto dell’energia dello
stato legato per b < —21 — 1 di energia
h? k2
E(b) =— (4.135)

2m

La funzione d’onda dello stato legato si scrive

_ Ji(kr) r<a 1
X {cl hi(kr) r>a (4.136)

dove abbiamo introdotto le funzioni

~ d \!sinh y
S | _
i) =y ()
20! (—1)! I+1 Y 4
= —: " 1 B —
@i+ ( @y TOW )>
d \lte™
h(y) =yt — ) — = [>0
) =y (o) >
(—1)' (20— 1) v .
= l— ———— 4.1
! ( 2(21—1)+O<y )> (4.137)
Posto y = k a, le condizione di giunzione per r = a si scrivono
Ji(y) = e hu(y) (4.138)
e
_yhiy) vy
h(y)  5uly)
_yh@ay) —yawhly) _  y
ha(y) 5i(y) ha(y) 1i(y)
che determina 'autovalore E(b). Per y < 1 e I > 0 questa equazione da
1
b=—(21+1) - - —
(14 s + 0" (1= 5y + O)
2y 4
=—(21+1)(1— O [>0
@2+ 1) ( @+3)@i—1) W) 1>
oVVero
, (2U+3)(20-1) 9
= b+21+1 b+21+1 l 4.1
Y TCTEY (b+21+1)+O0((b+21+1)) >0 (4.139)

in accordo con la (4.134).
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4.3.4 Esempio: il potenziale V)(r) = —mﬁ—;ﬁ
La buca di potenziale
h? 1
V(r)= _— (4.140)

~ ma? cosh? z
porta all’equazione di Schrodinger radiale con [ = 0 seguente

1

1
Xf)’(r) + k2 Xo + @

La soluzione che si annulla per » = 0 e data in termini di funzioni elementari

Xo(r) =2 coskr tanhz+2ak sinkr (4.142)
a
Perr > a
Xo~2coskr+2aksinkr (4.143)
e dunque
cotdy = ak (4.144)

L’ampiezza di diffusione parziale con [ = 0 & pertanto

1 1 1
= = - 4.145
Jo= Feotoy—ik ~ kak—q (4.145)
e la sezione d’urto corrispondente
47 1
_ 2 _

La divergenza per k£ = 0 ¢ dovuta all’esistenza di uno stato legato di
“soglia” di energia nulla:

x#99) (1) = tanh - (4.147)
a

Questo stato non e normalizzabile, ma se il potenziale viene appena defor-
mato e reso piu negativo, lo stato in questione diventa un vero stato legato
con energia piccola. Consideriamo dunque il potenziale

h? A

m a? cosh? z

Vi(r) = — (4.148)
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e prendiamo
A=1+¢€ (4.149)

con |e| < 1. Da quanto detto ci aspettiamo che per € > 0 appaia nello spettro
uno stato legato con energia di legame piccola (rispetto a mh—;) e che questa
energia vada a zero per € — 0. Vogliamo risolvere il problema di determinare
la fase di diffusione 5(()’\) per A = 1. Dalla discussione generale sappiamo che

akcot 68" = Ay + By (ak)® + O((ak)?) (4.150)
e dal risultato (4.144) per A = 1 deduciamo che

Ay =ae+0()
By =1+ 0(e)

Vogliamo determinare il coefficiente v senza risolvere il problema di Schro-
dinger con A # 1 (che & complicato e richiede 1'uso di funzioni ipergeomet-
riche).

Per A > 1 indichiamo con x,(r) lo stato legato di energia piccola

2 7.2
B — IRGE

2m
a(r) e r>>a (4.151)

Dalla discussione generale sappiamo (cfr. Eq. (4.78)) che

2m > / / /
Nkrlyzy = _W/o dr’ VAT = X307 ey (4.152)

Nel caso in questione la funzione d’onda dello stato di soglia e

xXa(r)],—; = tanh r (4.153)
a
Dunque
ak( 2m (" V() tanh? -
= —— rV(r) tanh® — =
A= hJ, a
2 [ tanh? 2
——/ do L = = (4.154)
a Jo cosh*x  3a
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L’ energia dello stato legato ¢ dunque

E\ = PR 2w A=12+0(N-1)"h (4.155)

2m 9 ma?

in accordo con la soluzione esatta del problema in termini delle funzioni
ipergeometriche (Cfr. per esempio il Landau). 1l coefficiente Ay per A ~ 1 &

2
A/\ = —a k’>\ = —g ()\ - 1) (4156)

e 'ampiezza di diffusione con [ = 0 vicino alla risonanza

N _ a
fo" = —2A=1)+ (ak)?—iak (4.157)

dove abbiamo trascurato termini dell’ordine di A — 1 nel raggio effettivo.

Questa formula rimane valida naturalmente anche per A < 1, quando non
¢’e un vero stato legato, ma solo uno stato legato virtuale. Per dimostrarlo
esplicitamente rideriviamo la (4.156) dalla (4.71), valida per gli stati dello
spettro continuo. Poiché stiamo considerando una buca che si estende fi-
no all’infinito, dobbiamo prendere come estremo dell’integrale nell’equazione
(4.71) una lunghezza L > a:

,tamh2 L I 9
2 fo cosh2 [ f d%% 2
e A R T S
=1 p

in accordo con Eq. (4.156), se si tiene presente che ) ~ A, in prossimita
della risonanza se [ = 0 (Egs. (4.59)) .

4.4 La buca/barriera di potenziale sferica

Consideriamo un potenziale

V(Zd) =W per 7] < a
V(Z)=0 per |Z] > a (4.158)

107



4.4.1 Approssimazione di Born

L’ampiezza di Born ¢ in questo caso:

fBom(pl/p Pa/p) = m%/ dr r? / df sin fe—iar cos? (4.159)

dove = Py — 1, p = |p1| = |pa], e &+ = rq cosf. Dunque

- mV [ ! iar
2o (P /py Pa /D) = hQO/ drr2/ dye 7Y =
0 —

1
Qm‘/o/ad .
— rrsingr =
h%q o 1
2mV,

= T Tg (singa — qacos qa) (4.160)

Se 0 e I'angolo tra pi e ps, si ha
.0
g = 2psin 3 (4.161)

Pertanto o p
qdq=2p° sin§ cos§d9:p25in9d9 (4.162)

e la sezione d’urto diventa

sinfdf =

2mVya? 2/” (sin ga — q a cos qa)?
OBorn = 2T G (—)
h? 0 (ga)®

o <2mVOa2)2/2pa (sinz — z cos z)? i
0

ph? xd°
_ 2r (m%a2>2[ 1 1 N
- pz h2 3904 p4 4a2 pz

cosdap sin 4ap}

* 32a p* i 8a3 p3 (4.163)

Nel limiti di bassa e alta energia otteniamo

2 Vo a®\2 [8a? p? 16 wa? Vo a?\ 2
7r<m0a)[a9p]: 7ra<m0a) per ap < 1

O Born — F h2 9 h2
2 rmVya®\2
OBorn = p_2 ( hg ) per ap>1 (4.164)
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4.4.2 Approssimazione iconale

22mVO

2imVp  [fo2_ 2
zconale(pl/p p2/p _ —/,Odp/ dee*lqp cos9 n2p e 1| =

27,mV0
p/PdPJO(PQ)[ wr Ve —1} =
aq 2imVy [
— p2 .de JO(.T) [e_ thqo (aq)2—12 _ 1] _
0

iq
1
— —z'a(ap)/ydy Jo(y aq) [e_z“’ -y _ 1} =
0

= —a (Cl p) Econale[ya CZQ]
(4.165)

dove abbiamo introdotto il parametro adimensionale v che funge da “costante

di accoppiamento”
m Vya

h2p
e la funzione dei due parametri adimensionali che caratterizzano I'ampiezza
di diffusione, v e aqg = 2apsinf/2:

V=

(4.166)

1
Ficonate|Vs aq] = / y dy Jo(y aq) [e‘””v v 1} (4.167)
0

Si noti che per v < 1 'ampiezza iconale (4.165) si riduce a
1

(DL /D, Do /D) = —a(ap)(2 V)/y dy Jo(y aq)) V1 —y* =
sinaq — a q cos aoq

(aq)? ]

che coincide con 'ampiezza calcolata nell’approssimazione di Born (vedi Eq.

(4.160)).
L’ampiezza di diffusione in avanti, con § = 0, cioe per ¢ =0 ¢

iconale p “ _2imVy [0 2
“(py/p. P1/p) = /,Od,o [e hZp P 1] —
0

1 2imVpya
P /xda:[_ e m—l]:
i Jo

_ Z'pa2 [1 1 e—2i1/ s —2iv
2

= —a2v (ap) [ (4.168)

ie
W (4169)
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Usando il teorema ottico

Img £(0) = Lo (4.170)
47
otteniamo per la sezione d’urto totale in approssimazione iconale
1 cos2v  sin2v
iconale = 2 2 |:1 =5 - :| 4.171
Ficonal mept 202 202 v ( )
Nel limite di Born v < 1 riotteniamo la seconda delle (4.164)
21 rm Vo a®\2
Oiconale =~ 2m CL2 V2 - F (fb—g> per v 1 (4172>
Nel limite opposto
Ticonale == 2ma? per v>1 (4.173)

Si noti la circostanza seguente: la funzione Fjeonae|v, aq] che determina
I’ampiezza di diffusione in approssimazione iconale, contiene nel suo svilup-
po in serie di potenze della costante di accoppiamento v termini di ordine
arbitrario

Ficonate[v, aq) = v Fy(aq) + v* Fy(aq) + - - - (4.174)

In questo senso I’approssimazione iconale cattura effetti a tutti gli ordini
in teoria delle perturbazioni. Abbiamo anche osservato che il termine di
ordine piu basso, F(aq) coincide con quello che si ottiene dalla teoria delle
perturbazioni all’ordine pit basso (approssimazione di Born)

sinaq — a q cos aq]
(aq)?

Va pero tenuto presente che i termini nell’espansione dell’iconale (4.174), di
ordine superiore in v — Fy(aq), F3(aq), etc. — coincidono con le funzioni che
si ottengono al corrispondente ordine in teoria delle perturbazioni solo a meno
di termini dv ordine aip. In altre parole, I'iconale include solamente i termini,
ad ogni ordine in teoria delle perturbazioni, “leading” in 1/(ap) (Eccetto che
per il primo ordine in v che, come abbiamo visto, & esatto in 1/(ap).). E
per questa ragione che la sezione d'urto che abbiamo ottenuto attraverso il
teorema ottico — che parte dall’ordine v? — sviluppata all’ordine pitt basso in
v coincide con quella ottenuta dall’approssimazione di Born, solo per ap > 1.

Fi(aq) = —2 [ (4.175)
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4.4.3 Ampiezza iconale nel limite semi-classico

Vogliamo ora calcolare la sezione di diffusione differenziale iconale, nel limite
semi-classico. Riscriviamo ’espressione ottenuta precedentemente

iconale
f (p /p p2/p /ydy/dgbe zpaytcosqb —ie(pa)\/1—-y% _ 1
_ —/ydy/d(ﬁ@ ipa ytcosq‘)—i—e\/ y2) o Jl(tpa’) _

1t
(iconale iconale) ; — —
_ A G a/p) S (5 p. o/ p) (4.176)
a a
dove abbiamo posto
Vo 2mVp
€= — = ——
E 12 p?
0
t =2 sin 3 (4.177)
(§
iconale) ; — —
fl( )(pl/pap2/p = / dy/dqbe ipa ytcosqﬁ-ﬁ-ew 2)
a
(iconale)
1(
a 7

Notiamo che la validita dell’approssimazione iconale richiede in ogni caso che
ek 1 (4.179)

D’altra parte il limite semi-classico ¢ quello in cui la lunghezza d’onda della
particella incidente sia piccola rispetto alle dimensioni della buca:

ap>1 (4.180)

Valutiamo l'integrale in (4.178) nel regime semi-classico (4.180) col metodo
del punto sella. Gli estremi dell’esponente nell’integrando sono dati dalle
equazioni
sing =0
t cos¢p = S (4.181)
1—y?
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Il punto stazionario con 0 < 0. <2me0<y.<1e

¢c:0
t

= Vare

Espandiamo ’esponente intorno a (¢, y.) fino al secondo ordine

ytcosg+er/1—y2 = Ve +12+
_1( t2 02 + (€2+t2)

2\\/e?2 +t2 €2

3
2

(y - yc)2>
Pertanto

(iconale) 2 o\ 1
1 ~ (6 +t )4 € e_ipa /2 142 _

a e t (52 + t2>%
__ € ipavEE
o (4.182)

La sezione d’urto differenziale diventa

2

daiconale ~

€ o-ipaVeEFE _ Jiltpa)
d)

Tle 412 it
€2 eIPAVERE (2 1 12) ] (tpa)
1te

2

(€2 + t2)2

(4.183)

La sezione d’urto ¢ dunque significativamente diversa da zero per angoli di
diffusione non molto piu grandi di €

0 <e<1 (4.184)

Prendiamo v > 1. (Abbiamo visto nella sezione precedente che nel limite
opposto v < 1 ritroviamo la formula di Born. L’approssimazione di pun-
to sella che ha portato alla formula (4.183) richiede in effetti che v > 1).
Prendiamo dunque

e(pa)>1 (4.185)
Se I'angolo di diffusione non ¢ troppo piccolo
1
— <K< ex 1 (4.186)
pa
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valgono le seguenti stime dei due termini f; ed f, che compongono I’ampiezza
di diffusione
1 _ _lap)

ime 1 (Oap):

dove abbiamo fatto uso dell’espressione asintotica per J;(z)

2
~ oy — 1 4.1
|J1(2)| ”7rx per x > (4.188)

Dunque per angoli di diffusione sufficientemente grandi

(4.187)

02> (epa)s z% S ﬁ (4.189)

il termine |f;| > | f2| domina e la sezione d'urto diventa quella classica

daiconale 62 62 2 €
~ ~ 0> — 4.190
dQ (e2+12)°  (&2+62)° pa (4.190)

Invece per angoli piccoli 6% < pia il termine dominante diventa f5 e la
sezione d’urto e controllata dai picchi diffrattivi intorno a # ~ 0. In questa
regione degli angoli di diffusione la sezione non ¢ mai descritta correttamente
dalla sezione d’urto classica.

4.4.4 Ampiezze parziali e limite di bassa energia

(1)l =0.
Vogliamo determinare ’ampiezza parziale per [ = 0. Poniamo

X(1r) = rRy(r) (4.191)
che soddisfa I’equazione
” 2mV (r
)+ = 2 ) = 0 (4.192)
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dove 9 mV
m
e =p*— = 0 (4.193)

Distinguiamo i casi:

(a) Vo > 0 (caso della barriera ).
In questo caso possiamo prendere, per p sufficientemente piccolo, pg < 0.
Poniamo

. . |2v . |2v
po=tw=1ipy/— —1=ipy/—, per pa <1 (4.194)
ap ap

Dobbiamo prendere la soluzione di (4.193) che & nulla per r =0
x(r) = Asinhwr per r<a (4.195)
mentre fuori dalla buca x deve essere
X(r) = Bsin(pr + dy) per 1 >a (4.196)
La condizione di continuita di x’/x da un equazione che determina la fase dy:

cotap cotdy — 1

th = t dy) = 4.197
w coth(aw) =p cot (pa+ &) =p cotds T cotap ( )
OVVero . o
p cot g, = L@ ootap cothaw (4.198)
cotap — 2 cothaw
Nel limite di bassa energia ap < 1, 'equazione (4.197) diventa
0 ~ P (tanh(aw) — aw) (4.199)
w
da cui 5 ol
fo o 20 5 tenblaw) —aw (4.200)

P w
e la sezione d’urto

tanh - 2
o il fft o g2 (0) — a0y
aw

[tanh(\/21/ ap) —+/2v ap} i
(2vap)

~4ra per ap < 1(4.201)
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Nel limite perturbativo, v < 1 riotteniamo la sezione di Born, nel limite di

piccoli ap (la prima delle (4.164))

(2vap)?
9

Nel limite opposto di grande accoppiamento v > 1 otteniamo

o ~ 41 a’ per v<1

o~4rta? per v>1

(b) =Vh < 0 (caso della buca di potenziale).
In questo caso pg > 0. Dunque
X(r) = Asinpyr per r<a
mentre fuori dalla buca y deve essere

x(r) = Bsin(pr + do) per r>a

(4.202)

(4.203)

(4.204)

(4.205)

La condizione di continuita di x’/x da un equazione che determina la fase dy:

cotap cotdg— 1

t =pcot(pa+dy) =
po cot(apy) = p (pa+do) pcot(50+cotap

ovVvero
P+ po cotap cotapg

cotap — % cot apy

p cot oy =

cotap — % cot a py

fozp—l—po cotap cotapy —ip cotap+ ipy cotapgy

tanapy — % tanap

B ptanaptanapy + po —tp tanapg + i py tanap
Nel limite di bassa energia ap < 1, 'equazione (4.206) diventa

P Po
peotdy~ — R ——————
do tanapy — apg

da cui
do _ tan(apy) —apo

~

for —
p Po
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e la sezione d’urto

o & 4rfol? ~ 4w a® tan( apo) — ap0>2 =

) tan 2m¥0a2 2
[—V - 1} per ap<1 (4.211)

Nel limite perturbativo, v < 1 riotteniamo la sezione di Born, nel limite di
piccoli ap (la prima delle (4.164))

47 a® /2 2\ 2
o~ ”9“ ( mh‘fa> per v< 1 (4.212)
Per
2mVya?
% \/_—apv—>§ (4.213)

lespressione (4.211) diverge. La ragione ¢ che in questo caso 'approssi-
mazione (4.210) per fp non e corretta: in questo caso dobbiamo includere il
termine di ordine superiore in p cot dy:

v
tdp = —————=
ap cot oy tan Vo — Vo +
14 @ — /o cot /o — cot? Vo + B cot? U
’ 20— /i col VP art
+0(ph) (4.214)
Dunque poniamo
2
v = % te (4.215)
con € < 1. Allora
€ 1 € 9 4
e
f ! (4.217)
0~ — . .
—5. (G —S)ap*—ip
con
4 4 4
o~ T ~— T ~ (4.218)
2 11 -9p S4p?
G- ap] +p Tt ADP dat



(2)1=1
Consideriamo il caso —V < 0 ( caso della buca di potenziale) .
All’interno della buca la x soddisfa ’equazione

X”(T> 4 (Pg . T_22> X(r) =0 (4.219)

con
9 5 2mVy

Po=p"+ = (4.220)

La soluzione di (4.219) regolare che si annulla a r =0 ¢

x(r)=Cuy3 d_ simyo =C (cosyo — smy0> per r<a (4.221)
YodYo Yo Yo
dove
Yo=por (4.222)
Dunque
JX () _ —l+ys+cotye
X(7) lr—a- 1 — o cotyg

_ Yuvcoty/v—1+w
1 —/vcot /v N
2 — v — /v cot /v — v cot? Jv ) o
+ 21— /5 col /)2 (ap)”+O(p*) =
= a;(v) + B (v) (ap)* + O(p*) (4.223)

D’altra parte la funzione d’onda per r > a soddisfa I'’equazione libera ed e
dunque data da

x(r) = cos 8, ¥ _d siny + sin 6y _d cosy =
ydy y ydy y
= cos 0y (Cosy — suy1y> — sin 0y (siny+ COSy> =
:cos51<—%2+g—;+---)—sm(sl(§+%+---> (4.224)
Da cui
Y'(r) yia—%+~~+cot51(—2§3+%+~-)
' oL —yia—%+--~+cot51(—%+%+~-) -
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3 cot &1

1_§+...+%T(_2+%+...)
_1_%_‘_..._{_93‘370“51(_14_%_}_...)

(4.225)

dove abbiamo posto y, = ap. Eguagliando le derivate (4.223) e (4.225)
otteniamo

Y2 cot &y B 1+ a(v) + %(al(v) —14+2B(0) +---

3 2 — a1 (v) + % (a;(v) — 4 —10 B (v)) + - - -
14 ai(v)
22— (v)
561(v) — 1+ 3a;(v) — a2 (v) )
3
B S ey P
+0(p*) (4.226)
Notiamo che
o (m?) = —1 (4.227)
e dunque
Ay(7*) =0 (4.228)
Pertanto prendiamo
V=1 —¢ (4.229)
con € < 1. In questo limite
a1 (v) = =1+ 7e+ O(?) (4.230)
¢ 1
p1(v) = > + O(e) (4.231)
per cui
A
1) _ 7 o) (4.232)
3 3
¢ B 1
) _ L o0 (4.233)
3 2
L’ampiezza di diffusione parziale ¢ dunque
a a
fi = 2 3 (4.234)

- (A1 + By (ak)?) —iak - = (me—3(ak)?) —iak
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mentre la sezione d’urto parziale ¢

127 a?

o1~ 4.235
Y e T@hP @k 2

La sezione ha pertanto un picco intorno a

2

ak )2 1E (4.236)

3

dove vale
12 a?

Ul‘ak}% /2;:5 ~ € (4237)

La larghezza della risonanza A

2
(ak)? = % +A (4.238)
e determinata dalla condizione che i due quadrati nel denominatore della

(4.235) si equivalgono

27 en3
A? ~ <%) (4.239)
cioe \
A = €2 (4.240)

Pertanto la larghezza relativa

A

2me
3

[NIES

=~ €

<1 (4.241)

e molto piu piccola di uno e la risonanza ¢ stretta.

5 Stati coerenti e stati “squeezed”

5.1 Stati di minima indeterminazione

Siano X, X, variabili canonicamente coniugate:
(per esempio X; = x e Xy = 2p/h). Sia |¢)) uno stato, e

X(a) = a(X; — (X)) + i (X — (X)) (5-2)
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(dove (X12) = (¥|X12]1)) un’operatore dipendente dal parametro reale .
Poiché

X (a)[)|I* = o*((X1 — (X1))*) =20+ (X2 = (X))* 20 Va (5.3)

deve essere

dxpday = (X1 — (X1))* (X2 — (X))* > 1 (5.4)
Se lo stato ¢ € di minima indeterminazione vale il segno di equaglianza e

I X(a)[)|* = (6210 = d22)* (5.5)

Pertanto se lo stato & di minima indeterminazione vale

X(E2)) =0 (5:6)
oy 6m X)) = (S 4 02 (5.7)

Introducendo gli operatori di creazione e distruzione

CXitiXs . X —iXy

5 a' = 5 (5.8)
la relazione sopra diventa
(0xg + 0x1) (6z9 — 0x1) o () < 2)
[ e SR ) = 2 (S ) (69)

In conclusione lo stato di minima indeterminazione v ¢ uno stato coerente
per un oscillatore b definito da

b=pa+va (5.10)

nel caso in cui 5 5 5 5
_ ( -772‘5 331) U= ( 372; 331) (5.11)

Il piu generale b che si ottiene attraverso una trasformazione canonica
dagli oscillatori a e af

b="UaU' (5.12)
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ha la forma (5.10) con p e v complessi
2 = 2 =1 (5.13)
Ridefinendo la fase di a € sempre possibile scegliere
p = coshr v =e?? sinhr (5.14)

con r e ¢ reali. L’operatore che implemente la trasformazione unitaria ¢

U = e3¢ a®—5€(@)? (5.15)
dove '
e =re’t? (5.16)
Gli stati coerenti di b
b1B) = BIB) (5.17)

sono detti stati “squeezed”. Riassumendo la sottosezione precedente, abbi-
amo dimostrato che il pitt generale stato di minima inderterminazione & uno
stato squeezed con v reale (¢ = 0,7):

p=sinhr = M v =coshr = im (5.18)
cioe
dry =pFrv=e’ 61y = p v =e"" (5.19)
che motiva il nome “squeezed”. L’autovalore 3 di b ¢ per lo stato
(m1) | (@2)
- 2(— —) 2
B 5z +25x2 (5.20)

da cui ricaviamo il valore medio degli operatori X; e X5 in termini di

(X1 +iXo) =2 (B~ v ) (5.21)

5.2 Rappresentazione olomorfa

Calcoliamo la funzione d’onda olomorfa v(z) relativa ad uno stato “squeezed”
associato all’operatore b:

bip(z) = pf(2) + v zip(2) = Bo(z) (5.22)
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Posto

Y(z) = X (5.23)
abbiamo
px'(z)+vz=p (5.24)
cioe 5
L)
Z)=——2"+—2z+ 5.25
x(2) 2 PR (5.25)

dove Yo € una costante. Dunque
Y(z) = Ne 2i 7t (5.26)

dove N = eX0. Determiniamo N normalizzando lo stato i) ad 1. Abbiamo
per lintegrale gaussiano sul piano complesso
dzz _ % az?— 1
_e —

T V1= |a]?

Notiamo che l'integrale ¢ convergente solo se

laf <1 (5.28)

az?yz4yz—27Z _

6_2(171|a\2) [0‘772'*'6‘72_27'7] (527)

N

che e soddisfatta se a = ﬁ con v e i che soddisfano (5.13). Sara utile disporre
anche degli integrali che si ottengono per derivazione rispetto a v della (5.27):

’ _% [04’72+@72—27—y]
d—ze_%o‘ZQ_%@EQ-szJrﬁz—zEZ __° 2(1—lal?) Nl [ay —7]
) (- laP)?
1 a'72+5£7272'yﬁ/
@e*%az27%&22+72+ﬁ27’22z2 _ e 2(1—|a\2)[ 5 ]
T (1—|af?)?

x[(ay=3)* = a(l —|af*)]
Sara anche conveniente definire i valori medi di funzioni f(z, z) secondo

f %e—%az2—§&22+yz+fyz—z2f(z’ z)

<f(Z, 2)> f ﬁe*%az27%@22+72+7}/2722 (529>
Pertanto
Y —ay
R ETE
o (@y=%)=a( —|a]?)
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La variabile o
Yoy
w=z———7 (5.31)
1 —|af
ha valore medio nullo. Puo essere utile riscrivere i valori medi in termini di
wew

2, _1 2 1 5.=2 0 5—
fd_e ow—5aw wwf(w_i_iy

f d2we—% awz—% Qw2 —ww
™

(5.32)

Ritornando al calcolo della costante di normalizzazione della funzione
d’onda dello stato squeezed, otteniamo dalla formula (5.27)

N2 = ’_1|e|ﬁ|2+552 PR L (5.33)
1
In definitiva 1 ) .
Y(z) = | lle_g%wze_;ﬂ%ﬁz (5.34)
JE

Calcoliamo ora la distribuzione di “fotoni” sullo stato “squeezed”:

d2Z n — 2248 oz
<n\1/1>=N/mﬂz i
N 7 7LZ2+§Z
ﬁaze 2 Iz |Z:0_
N \/_N_' [QL}Ea: 722+%Z|z=0:
n! 1%
N rv1s o]
v ] ()
(1) Vnl L2 p 2puv

dove abbiamo usato 1’espressione per i polinomi di Hermite

Hy(z) = e (5.35)
La distribuzione di probabilita fotonica e dunque

ol

1 1 v 32 v n
Py = l(nlw) = g e PP BT L ()

2p
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Calcoliamo il valor medio del numero fotonico su uno stato squeezed:

2 _ _
d°z Lz2—L22+€z+§2—z2[ v o, B ]_

V) — —e 21 2p —— 2z +—z
(N) = NP
m i peoooop
__7 4[(@_5)2_3] _élﬂ(ﬂ_é):
It N Y N N S
= v’ +|pB—v i (5.36)
Notiamo che B
() = () =B — 78 (5.37)
Calcoliamo la varianza di N sullo stato squeezed
2 _ —
<N2> — |NJ? ﬂe—ﬁﬁ—ﬁzﬂgwgz—zz _Y e i éz 2 _
0 Il I

v i ol — 2 (2)]?
(el + (=" + Za 18 =20 ) +
VI 2 PHEI oy

I K

=[P B =1+ &)+ 8 —2v ()P + 2w ()
dove abbiamo inserito i valori medi
(W) = —pv (@) =—pv (wf’) =p* (|Jw') =p*Bp®—1) (5.38)

che si ottengono dall’espressione generale per l'integrale gaussiano (5.27).
Otteniamo dunque per la varianza

(AN = (N?) = ((N))* = W (3% =1 = ) + |8 — 20 (2)]* =
=20 p* + (2 p — v () (5.39)

Introducendo la fase del valor medio di z
(z) = |z]le”"® (5.40)
otteniamo in definitiva

sinh?2r
2

(AN)? = |z]*(cosh 27 — sinh 2r cos 2(¢ — ¢)) + (5.41)
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(N) = sinh®r + |2|? (5.42)

Confrontiamo la varianza dello stato squeezed con quella di uno stato
coerente. Per quest’ultimo

(AN)2| =0 = |Z|2 = (N)],—o (5.43)

r=

Dunque il rapporto tra la varianza di uno stato squeezed e quello di uno stato
coerente con lo stesso valor medio di fotoni

(Aquueezed)2 sinh2 T . 5 SinhQ 2
AN e U h2r — sinh 2 2 — smh a7
(5.44)

Si noti che per numero medio (V) fissato, il parametro di squeezing &
limitato dalla condizione sinh®r < (N). Abbiamo

per Sil’lhz T <N> > 1= Astqueezed ~ 2<N>2 ~ 2<N> A‘]\[czoherent
(5.45)

Per r piccoli invece la varianza dello stato squeezed puo essere piu piccola

rispetto a quello di uno stato coerente con lo stesso numero di fotoni. Per

dimostrarlo consideriamo per semplicita ¢ —¢ = 0: in questo caso otteniamo
(ANgpueezed)? (1 sinh? 7“) 4, sinh®2r
-_— = — e _—
(A]\/vcoheremf)2 <N> 2 <N>

Car 1+e—2r+e—6r e4r+5e—4r

= 5.46

‘ TR (2:40)
Gli estremi di questa funzione di r sono dati da

1 —2r
(8<N>+5)x:1+;+3x2 r=e? (5.47)
Per (N) > 1 la soluzione di questa equazione con 0 < z <1 ¢

1

Tin = —2Tmin ~ (548)

(2(N) +5)i

Questo valore di r,,; ¢ nel limite dettato dalla condizione sinh?r < (N)
per (N) grandi. Il valore del rapporto delle varianze per questo valore del
parametro di squeezing r e per ¢ = ¢ &, per (N) > 1

(Aquueezed) 2
(ANcoherent ) 2

N 1

Tz V)

=¢

(5.49)
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5.3 Amplificatore parametrico degenere

Consideriamo il sistema

H = hwa'a — % (f(t)a® = f(t) (a')?) (5.50)

con f(t) funzione classica dipendente dal tempo. Il cosidetto modello per
I’amplificatore parametrico degenere corrisponde al caso particolare

ft) = xe* (5.51)

che descrive il processo di distruzione ed annichilazione di due fotoni di fre-
quenza w in un mezzo con una suscettibilita non-lineare y . L’equazione di
Schroedinger in rappresentazione olomorfa nella pittura di interazione e

th

ihop(z,t) = == (f()e "1 0F = f(1) *""2%) (2, 1) (5.52)
che dopo la sostituzione
Y(z,t) = XD (5.53)
diventa -
Oux(z,t) = —o(t) (92 x + (0:X)*) + o(t) ° (5.54)
dove abbiamo posto
6(1) = 3 F(tye > (5.55)

Espandiamo x(z,t) in serie di potenze di z
X(z.t) = a,(t) 2" (5.56)
n=0

Il sistema di equazioni risultanti per le a,(t) &

—o(t) [(n+1) (n+2)apso + Zn:(k: + 1) (n—Fk+1)ag1an_gi1]

Da queste equazioni risulta che I'unica condizione iniziale per x(z,t) polino-
miale in z a t = 0 che resta polinomiale per tempi successivi ¢ > 0 ¢ quella
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quadratica. Cerchiamo allora una soluzione dell’equazione di evoluzione della
forma

X(z.1) = 3 a(t) 2+ B(2) 2 + (1) (5.57)
Le equazioni per «, 3,7 sono
50(0) = 3(1) — o(1) o?

Bt) = —2¢(t)ap
¥(t) = —¢(t) (" + o)

Consideriamo a questo punto il caso particolare corrispondente all’amplifica-
tore parametrico degenere, (5.51):

o(t) = X (5.58)

L’equazione per « diventa separabile. Prendiamo come condizione iniziale
uno stato coerente:

a(0) =0 BO)=F  0)=—gl5P (559

Pertanto . |+ a(t)
!
ovvero
a(t) = tanh y ¢ (5.61)
e
_ P
Alt) = cosh Yt

Loon 1 5
'Y(t>:_§|60| —5 logcoshxt—? tanh y ¢

La funzione d’onda ad un tempo t ¢ dunque

1 _11g.2_538 12 Bo
@Z)(Z,t) _ e 5180l 5 tanh x t+35 2 tanhxt—l—coshxtz (562)

vecosh xt

che e uno stato squeezed con fattori di squeezing u,v e § dati da

v = e’ sinhr = —sinh y ¢ i = coshr = cosh xt B=p0 (5.63)

127



6 Le disuguaglianze di Bell

Si consideri un sistema di spin nullo che decade in due fotoni che, in virtu
alla conservazione del momento e del momento angolare, hanno impulsi op-
posti e stessa polarizzazione. I due fotoni sono rilevati da due misuratori di
polarizzazione posti a grande distanza uno d’altro. Siano a, al gli operatori
di distruzione e creazione corrispondenti agli stati di polarizzazione e all’im-
pulso di uno dei due fotoni, e b4, bl quelli corrispondenti al fotone che passa
attraverso il secondo rivelatore. Lo stato dei fotoni prodotti nel decadimento
e

1 1
) = E(ai bl +al ol )]0) = 7
dove abbiamo indicato anche i numeri di occupazione degli stati. Supponiamo
di poter ruotare i due polaroid di angoli ¢; e 6 in modo che gli stati misurati
dai due rivelatori ruotati siano, rispettivamente, quelli corrispondenti a

(11,0,1,0) 4 |0,1,0,1)) (6.1)

ci(01) = ay costy +a_ sinb,

c_(01) = —ay sinb; + a_ cosby
e

d,(03) = by cosby + b_ sinby

d_(0s) = —by sinfy +b_ cos by
Siano

IF=cl(0)cc(0r) Iy =dL(02) du(0s) (6.2)

gli operatori che misurano le intensita fotoniche associate ai diversi stati dei
due fotoni. Siamo interessati ad una misura di correlazione tra gli stati dei
fotoni misurati dai due rivelatori. A questo scopo consideriamo il valor medio

(I = 17) (I = I9) 1Y)

E(01,0,) = W+ ID) (I + L))

(6.3)

Abbiamo

It = (al cosfy +a sinb;) (ay cosby 4+ a_ sinf) =
N

¥ cos® 0, + N, sin® 6, + (ai a_+al a;) cosb sinf

I = (aT_ cos bty — ai sinfy) (a_ costy —a, sinfy) =
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=N, cos? 0; + N sin®#; — (aia +al a, ) cos by sin b,
I = (b cosBy + b sin6y) (b, cosBy + b_ sinfy) =

= N;t cos? 0y + Ny~ sin6y + (bl b + b by) cosby sinb,
I; = (bT, cos By — bL sinfy) (b_ cosfy — by sinfy) =

= N, cos® 0y + N; sin® 6y — (bi b_+ b by) cosfy sinb,

dove abbiamo denotato con N op 1l numero di fotoni negli stati di polariz-
zazione corrispondenti a 6; = 92 = 0. Abbiamo

(7 = Iy = ((Ng = Ny

1
= —(cos 26, (|1,0,1,0) —
\/i( 1(|
+sin 26, (]0,1,1,0
(I" = L)) = (N, = Ny
1
= —(cos 265 (|1,0,1,0) —
\/i( 2(‘
—|—Si1’1262<|170,0 1

cos 201 + (a+a +al at) sin26;))[y) =
0,1,0,1)) +

\/\/\_/

+11,0,0,1))
cos 20, + (bT b+ bl by) sin26,))|v) =

Nyt ~ /

|0,1,0,1)) +

~—

+10,1,1,0))
Deduciamo quindi

E(6h,02) = (VI(Iy = 1) (I7 = 1)) =
= 0526, cos20, +sin26; sin26, = cos2(0; — )  (6.4)

Consideriamo ora la seguente funzione dipendente da 4 angoli
B = E(0,0,) — E(01,0,) + E(07,0,) + E(6}, 62) (6.5)

Determiniamo il massimo di questa funzione. Le condizioni di estremalita di
B rispetto agli angoli sono

sin2(6; — 63) = sin 2(6; — 65)

sin2(6; — 6y) = —sin2(0] — 65)

sin2(6] — 65) = —sin2(6] — 65)

sin2(6; — 63) = sin2(6] — 65) (6.6)

Queste equazioni sono invarianti per uno shift simultaneo di tutti gli angoli
(che corrisponde all’invarianza del problema per rotazioni di tutto I'appa-
rato intorno all’asse di propagazione dei fotoni). Solo tre delle equazioni
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sono indipendenti . Senza perdita di generalita possiamo pertanto porre, per
esempio,

0, =0 (6.7)
La prima delle equazioni (6.6) ha due soluzione. Una soluzione ¢
65, =0 (6.8)

Con questa scelta, le altre equazioni implicano sin26; = sin26; = 0 e
portanto ai valori seguenti per il parametro di Bell

B =2 cos 20 = £2 (6.9)
La seconda soluzione della prima della equazioni (6.6) ¢
20, =1 — 20, + 20, (6.10)

ovvero
20, =460, — (6.11)

Anche la seconda equazione ammette due soluzioni. Una soluzione ¢

20, =7+ 20, (6.12)

Questa soluzione porta a sin 2 0; = sin 20] = sin 2(¢; —6) = sin2(6; —05) =0
e, ancora una volta, al valore per il parametro di Bell

B = c0s 26, — cos(m — 26;) + cos(—20;) = cos(20; — w) = 2 cos 26, = £2

La seconda soluzione della seconda equazione e invece (019
0, = —b6, (6.14)
Dunque
sin2 (0] — 05) = sin(r — 66;) = sin6 6, (6.15)
Ma la terza delle equazioni (6.6) impone
sin2 (0] — 65) = sin26; = sin66; (6.16)
Per questi valori degli angoli il parametro B diventa
B = 3 cos 260, — cos 606, (6.17)
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Soluzione della (6.16) sono di due tipi. Il primo tipo

>
S
[
ol
bo |

(6.18)

con k intero, ha valori di B che sono ancora +2. Le altre soluzioni sono

T  kw
0 =—-—+— 6.19
1= 3 + 1 (6.19)
con k intero. I valori di B in corrispondenza di questi estremi sono i massimi

e minimi globali. Il massimo e

B—SCOSE—COS3—W:2\/§ (6.20)
4 4
ed il minimo B = —2/2.

Questo risultato viola una disuguaglianza detta di Bell derivabile nell’am-
bito delle cosidette teorie (classiche) di variabile nascosta. In queste teorie
si assume che esistano delle variabili nascoste A classiche caratterizzate da
una distribuzione positiva di probabilita p(\). Il correlatore (6.3) avrebbe
pertanto la seguente forma

J AN pN (I (A, 61) — I (A,

X 600) (I35 (A, 0) — I; (A, 62)
JdxpN)(I7 (N 00) + 1y (A,

E(6,6,) = Z (6.21)

dove si sono introdotte le densita di fotoni f2()\, 61 2) ai due rivelatori, che si
sono supposte dipendenti dalle variabili nascoste ma non dall’orientazione del
polaroid “lontano” (ipotesi di localita). Facendo uso delle disuguaglianze di
Schwartz si dimostra agevolmente che il correlatore “classico” (6.21) soddisfa
la disuguaglianza

|E(61,0) — E(01,605)|< 2+ [E(0],60y) + E(07,05)] (6.22)
Da questa relazione si deriva la diseguaglianza di Bell
|B| <2 (6.23)

che ¢ dunque violata dal risultato quantistico (6.20) (che ¢ direttamente
verificato sperimentalmente).
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