Corso di Fisica Teorica — Sessione Estiva (II modulo)
Prof. Camillo Imbimbo, Prof. S. Giusto

Prova Scritta 19/06/2002

Problema 1
Una particella vettoriale di massa my decade in due particelle scalari di
massa m, € my a causa di un’interazione descritta dalla densita lagrangiana

Ly =gV, 0" ¢ (1)

dove V), m e ¢ sono i campi associati alle particelle in questione e g ¢ una
costante.

Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento per unita di tempo della particella
vettoriale non polarizzata all’ordine pit basso in g. Per semplificare la formula
risultante si assuma che la particella ¢ sia molto piu leggera della particella
vettoriale e della particella .

Domanda 2

Si consideri ora il caso in cui la particella vettoriale abbia spin definito
lungo I'asse delle z nel sistema di riposo. Siano €, con a = +,0, — i vettori
di polarizzazione corrispondenti rispettivamente a spin +1,0, —1. Si denoti
con # 'angolo formato dalla particella emessa 7 con I'asse delle z. Si calcoli,
per ciascuno dei tre stati di spin della particella vettoriale, la distribuzione
angolare dei prodotti del decadimento come funzione di 6.



Corso di Fisica Teorica — Sessione Estiva (II modulo)
Prof. Camillo Imbimbo, Prof. S. Giusto

Prova Scritta 30/07/2002

Problema 1

Due particelle scalari ¢ e v di massa nulla interagiscono con un campo
vettoriale V,, di massa m attraverso l'interazione descritta dalla densita la-
grangiana

L; =gV, "oy (2)

Domanda 1

Si calcoli la sezione d’urto differenziale del processo di diffusione elas-
tico (¢,1) — (¢,1) all’ordine pid basso in g. (Suggerimento: si esprima il
risultato in funzione delle variabili cinematiche invarianti s e t).

Domanda 2

Si calcoli la sezione d'urto integrata sull’angolo di diffusione nei seguenti
limiti:
a) per a = 3 << 1 (bassa energia)
b) per a = % >> 1 (alta energia)
(si esprima il risulato in termini di «, g e m).



Corso di Fisica Teorica — Sessione Autunnale (II modulo)
Prof. Camillo Imbimbo, Prof. S. Giusto

Prova Scritta 07/10/2002
Problema

Una particella vettoriale A di massa M4 decade in una particella vetto-
riale B di massa Mp ed in una particella scalare ¢ di massa mgy attraverso
I'interazione descritta dalla densita lagrangiana

Lr=gA,B"e (3)

Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento totale per unita di tempo nel caso
in cui la particella A nello stato iniziale non sia polarizzata.

Domanda 2

Si supponga che la particella A abbia spin definito s4 (con s4 = 1,0, —1)
lungo 'asse delle z nel sistema di quiete. Si denoti con 6 I'angolo formato
dalla particella emessa B con l'asse delle z. Per ciascun sy, si calcoli la
distribuzione angolare, come funzione di 6, dei prodotti del decadimento,
indipendentemente dallo spin della particella B.

Domanda 3
Si calcoli la probabilita per unita di tempo di emissione in direzione 6 di

una particella B con spin sp (con s = 1,0, —1) lungo I’asse di propagazione,
per una particella A con spin s4 lungo 'asse z del sistema di quiete.



Corso di Fisica Teorica — II modulo
Prof. Camillo Imbimbo, Prof. S. Giusto

Prova Scritta 20/06,/2003
Problema 1

Una particella scalare m di massa M, decade in una particella scalare ¢
di massa nulla ed in una particella vettoriale di massa my descritta da un
campo vettoriale V,. L’interazione responsabile del decadimento ¢ descritta
dalla densita lagrangiana

L; =gV, 0o (4)

Domanda 1
Si calcoli la probabilita totale di decadimento per unita di tempo della
particella 7 in (¢, V).

Domanda 2

Si calcoli la probabilita di decadimento per unita di tempo di 7 in uno
stato finale nel quale la particella vettoriale ha spin 0 = 0,41 definito nel
suo sistema di quiete.

Problema 2

Si consideri la seguente densita lagrangiana in uno spazio-tempo di di-
mensione 3:

1
L= S}, +mc 4,0,4, (5)

dove A,, 1 =0,1,2 ¢ un campo vettoriale reale, F,,, =9, A, — 0, A, em ¢
un parametro reale.

Domanda 1
Si derivino le equazioni del moto relative a L. Si esprimano le equazioni
in termini di F),,,.

Domanda 2
Si cerchi la soluzione generale delle equazioni di campo soddisfatte da F),,
nella forma

e’

Flw(l') = Z fm,(];, CY) eiikx aE,a + f;'/(E’ CK) eikx al]% (6)
E,o
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dove k = (ki, ks), T = (21, 22) e kz = k°2° — k- 7, ed o & un indice discreto
che labella le soluzioni indipendenti delle equazioni di campo per k fissato.

Si assuma che m # 0. Si determini: (a) la relazione tra I'energia k° e
impulso k; (b) i vettori di polarizzazione fw,(lg, «) in funzione dell” impulso
k; (c) i valori ed il significato fisico dellindice a. (Suggerimento: si esprima
fw,(lz, ) in termini di J#(k, o) = ek fl,p(IZ, @).)

Domanda 3

Rispondere alla domanda 2 nel caso in cui m = 0. (Suggerimento: in
questo caso e necessario considerare, oltre alle equazioni del moto, anche
I'identita di Bianchi per F),,: €?0,F,, = 0. Perché questo non era neces-
sario quando m # 07).

Domanda 4

Qual’e il piccolo gruppo del gruppo di Poincareé in (2+41)-dimensioni?
Qual’e la massa e qual’e lo spin delle particelle (e delle anti-particelle) de-
scritte dal campo F),,?



Corso di Fisica Teorica — II modulo
Prof. Camillo Imbimbo, Dott. S. Giusto

Prova Scritta 29/09/2003
Problema 1

Una particella massiva di spin 2 € descritta da tensori di polarizzazione

effl’,) (p), con 0 = —2,—1,0,1,2, simmetrici e con traccia nulla
e (p) =e)p) g™ er)(p) =0, (7)

che soddisfano le seguente condizione di trasversalita
P (p) =0 (8)
Domanda 1

Si consideri il tensore a 4 indici,

Koy (p) = Y €2 (p) €5, (p) (9)

(e

evidentemente simmetrico sotto le seguenti operazioni: (i) u <> v; (i) p <
V,; (Hl) (/La l/) A (M/ayl) ep— —p.

Si scriva Ky, i (p) come combinazione lineare di tutti i tensori a 4 in-
dici, invarianti sotto (i)-(iii), che si possono formare a partire da p, e g,..
(Suggerimento: questi tensori si dividono in 3 tipi: (a) quelli composti da due
tensori metrici g; (b) quelli composti da un tensore metrico g e due momenti
p; (¢) quelli composti da 4 momenti p.) Si determini la combinazione lineare
cercata imponendo le condizioni di trasversalita e traccia nulla

gu’u’ Kuy;u’u’(p) =0 pu’ K,uu;u’u’(p) =0 (10)
Domanda 2

Si determini la normalizzazione della combinazione lineare di tensori di
cui al punto precedente, utilizzando la condizione

gull/ gl/y’ KMV; u’y’ (p) = 5 (11)
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Si motivi questa condizione.
Domanda 3

Si calcoli, all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni, il tempo
di decadimento di una particella di spin 2 di massa M non polarizzata in
due particelle scalari di massa nulla, assumendo che la densita lagrangiana
d’interazione sia

G v
»CI = M h,uzx 8”¢8 (b (12)
dove
—(o)
E EW Ao e P+ _ aw®) al. etP (13)

2wy (2m)32 77

e il campo che descrive la particella di spin 2 e ¢(x) quello che descrive la
particella di spin 0.



Corso di Fisica Teorica — II modulo
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta 05/12/2003
Problema 1

Un fermione di massa m descritto da un campo di Dirac v interagisce
con una particella scalare di mass mg descritta dal campo reale ¢ attraverso
la densita lagrangiana

Lr=g¥ys1¢ (14)

Domanda 1

Si calcoli all’ordine piu basso in teoria delle perturbazione la sezione
d’urto differenziale non-polarizzata del processo di diffusione di un fermione
sull’antifermione corrispondente. (Suggerimento: si scriva 'ampiezza invari-
ante di diffusione in termini delle variabili invarianti di Mandelstam, s e t).

Domanda 2
Si calcoli la sezione d’'urto integrata nei due casi limite:

a) s >>mj
b) 4m? << s << mj



Corso di Fisica Teorica — II modulo
Prof. Camillo Imbimbo
Soluzione Prova Scritta 05/12/2003

Domanda 1

All’ordine pilt basso, g2, ci sono due diagrammi che contribuiscono al
processo, quello di canale s e quello di canale ¢. Siano pi,po gli impulsi
rispettivamente della particella ed anti-particella entranti, ¢, s quelli reis-
pettivamente della particella ed anti-particella uscenti.

L’ampiezza A, di canale s e

5 U(q1) V5 v(q2) D(p2) 75 u(p1)

A. =
mentre 'ampiezza A — t del processo nel canale ¢ e
A, = —¢ u(q1) 5 u(pr) 9(p2) ¥5 v(g2) (16)

2
t—mg
Le ampiezze hanno un segno relativo opposto. Il modulo quadro dell” ampiez-

za totale mediato sugli stati iniziali e sommato su quelli finali e la somma dei
tre contributi: il modulo quadro dell’ampiezza del canale s da il contributo

ST = g Tels (51 + m) 2s( — m)]

X Tr[7v5 (G2 — m) v5(q1 +m)]| =

= G m) G )] T (G + ) i o)) =
4 (s —mj)
- 44‘14 (s —gm¢) (p1-p2+m*) (q1 - g2 +m?)
_ 95
= Gy (17)

Il modulo quadro dell’ampiezza nel canale ¢ da il contributo

S AP = G

pol ¢

X Tr[vs (G2 — m)¥s (P2 — m)] =

g REE Tr[vs (b1 +m) v5 (G1 +m)] X



— i(t—g—mi)? Tr[(pr + m) (G — m)] Tr [(p2 +m) (G — m)] =
4.4 gt ) ,

:Tm(pl'(h_m ) (P2 - g2 —m?)

e

(t—m3)? (18)

Infine il termine d’interferenza delle due ampiezze ¢

- - -1 29t
Z(AsAt +A5At) = T(t —mi)(s — mé) X

><Trh5( + )’75(621+m)75(@2—m)75(152—m)} =

pol

- Tr[(p1 — m) (G1 +m) (G +m) (P2 — m)| =
2 (t—m @(—m@ [ ]
_]_ 94 ( o

9 Tr |p1 1 @2 p2| +
2 )i (L ]
+2m?* Tr [_pl G1+ D1p2 — ;1 sz] + 4m4> =
4 g

T2 (t—md)(s—m2)

x| (o1 @) (2 ) = (01 @) (P2 - 1) + (01 o) ey - @2) +

+2m® (—p1-qu +p1 P2 — D1 @) + m4] =

. g y
2 (t=m3)(s —m3)
t
x|(m? = ) = (m? = 5)2+ (m* = )" +
+2m (i—m +§—m2+§—m2)+m4]:
_ 4 g’ y
2 (t—mé)(s—mi)
2422
X m4—|——+54 al —m2(t—|—s—u)—2m4+m4]:
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_ 4 g y
2 (t—m3)(s —mj)

16m* —8m*u — 2t
x[m4—i— o T “ 8—m2(4m2—2u)—m4] =
4
g st
— 19
(t—mi)(s—mé) (19)

Pertanto la sezione d’urto differenziale ¢

do ¢ 4 [ 52 N 12 N st ]
d(—t) 6472 s(s —4m?) L(s—m2)? ~ (t—m2)?  (t—m2)(s —m2)
(20)
Se p e I'impulso del fermione nel sistema del baricentro
4p1? = s —4m*  t=2|p*(cosh — 1) (21)
e 2
0< —t<s—4m? d(—t) = dcos 9(5——2771) (22)
Pertanto
do S| 52 t? st
Teost ~ B s [oomip Yo mm T ) @)
cos T s L(s —mg —mg —mg)(s —mj
Domanda 2
La sezione d’'urto integrata e
g [ §2 .\ s .
o =
16725 L(s —m3)* (s —m))
B smfb 10gs—4m2+mé+
(s —m3)(s — 4m?) m;
s—4m2+2mi B Qmé 10gs—4m2—|—m§)} _
s—4m? +mj s —4m? m;
gt 52 s
T 1672 [ e T o T
s L(s—mg)? (s —m3)
s — 4m* 4 2m} B (35— 2m3)m7 log s —4m? + mé] (24)
s—4m2+mi (s —m3)(s —4m?) my
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a) Nel limite s >> m7 otteniamo

=29 2
1672 s (25)
b) Nel limite s << m}
4 2 2
g's 1 4m 1 4m* ,
- 9% h_Za- S(1- ] 2
g 167r2m;15 2( s )+3( S ) (26)
Se inoltre 4m? << s << mi allora
5g%s
— 295 27
7T 96w md (27)
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Corso di Fisica Teorica — II modulo
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta 09/03/2004
Problema 1

Un fermione di massa M descritto da un campo di Dirac ¥ decade in una
particella di spin 1/2 e di massa m descritta dal campo x ed in una particella
scalare ¢, di massa mg, attraverso la seguente densita lagrangiana:

Lr=Y(g1+ g27)x ¢+ h.c (28)

Domanda 1
Calcolare la probabilita totale di decadimento per unita di tempo della
particella ¥ in y, ¢

Domanda 2

Si calcoli la probabilita di decadimento per unita di tempo di una parti-
cella W con spin ¢ lungo I’asse delle z nel suo sistema di riposo in uno stato
finale in cui la particella 1 si propaga lungo un asse che forma un angolo 6
rispetto all’asse delle z e ha spin s lungo I’asse z nel suo sistema di quiete.

Domanda 3

Si calcoli la probabilita di decadimento di una particella ¥ con spin o
lungo l'asse delle z nel suo sistema di riposo in uno stato finale in cui la
particella ¢ si propaga lungo un asse che forma un angolo 6 rispetto all’asse
delle z e ha spin s lungo la sua direzione di propagazione.

13



Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Parziale Scritta 01/04,/2004

Domanda 1

Si determinino i vettori di polarizzazione €,(p, o) di una particella di spin
1, massa m > 0 e impulso p arbitrario, con spin ¢ definito lungo ’asse delle
z nel suo sistema di quiete.

Domanda 2

Si determinino i vettori di polarizzazione €, (P, o) di una particella di spin

1, massa m > 0, impulso p arbitrario, con spin ¢ definito lungo 1’asse ]5 = %.
Domanda 3

Sia P, la matrice di Lorentz che implementa I'inversione di partita spa-
ziale sulle coordinate. Sia

UD(P)u(x) = —nPl (P ) (29)

I’azione della parita sulle funzioni d’onda di singola particella relative ad una
particella vettoriale di massa m e di parita intrinseca n. Determinare

(a) U(P) a0 U(P)';
(b) U(P) by U(P)";
(¢) U(P) () U(P)!

dove U(P) denota l'azione della parita sullo spazio di Fock, az, e bz, sono gli
operatori di distruzione rispettivamente delle particelle e delle anti-particelle,
e 1, (x) & Poperatore di campo relativistico.

14



Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 17/06,/2004
Problema

Una particella scalare di massa m, descritta dal campo reale ¢ decade in
un fermione di massa m e nel corrispondente antifermione, descritti da un
campo di Dirac ¢. La densita lagrangiana di interazione ¢

Lr=qopd+ godry+ i—z LB AP+ Ti—zamwv% (30)

Domanda 1
Calcolare la probabilita totale di decadimento per unita di tempo della
particella ¢ in 1, 1) all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni.

Domanda 2

Si calcoli la probabilita di decadimento per unita di tempo della parti-
cella ¢ in ognuno dei possibili stati di polarizzazione con elicita definita dei
fermioni nello stato finale.

15



Prova Scritta del 17/06/2004: Soluzione

Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con p il quadri-impulso dello scalare. Abbiamo

P =Dp1+p2 (31)

L’ampiezza di transizione invariante e

_ . p . D
My; = u(pr) [91 + g0y’ +igs— +igs— 75] v(pe) =
me me

_ . 2m
= u(p1) [91 + 927 +iga Y ﬂ v(p2) (32)
in quanto
u(p1)(pr —m) = (P2 + m) v(p2) =0 (33)
Pertanto
2 _ 5,.  2m 4 - 5,. 2m 5
[Mpil? = a(p1) [ 91+ 927+ 91— 27| 0(p2) D(p2) |91 =927 +i 91 = °| u(p1)
Mg Mg
(34)

Domanda 1
Poniamoci nel sistema di quieta della particella scalare che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

P =D =P me = 2v/m? + |p'|? (35)
cioe
o Mg 4m?
=—,/1-— 36
=51 (36)

La probabilita di decadimento totale per unita di tempo e

dP 1 o
R N M2 =
dt 87rm?'5 o | f‘
f
1 4m?
e 1_ T |: A ~ 5
16 mmy mi v (1 +m) (g1 +5277) X
X (B2 = m) (91— 357°)] (37)

16



dove abbiamo introdotto

5 .2m
Go=go+ige— (38)
Mg

Sviluppiamo la traccia

T 51+ m) (91 + 523°) (B2 — m) (g1 = 337°)] = Te[ (51 +m) (01 + 5277)
X ((91 +37°) P2 — (91 — 337°) m)] =
= Tr | (1 + m) (97 + 132l") P2 — m? (9 — [3al?)] =

=4pip2 (g7 +13217) —4m? (g; — |32]?) =

=4 (p1ps —m?) g} + 4 (p1pa+m?) |Ga| (39)
Notiamo che )
1 m

p1p2 = 5(171 —{—p2)2 —m? = 7¢ —m? (40)

Pertanto la traccia (39) si scrive
4m? y
2m; [(1 - m—é)g% + |92|2] (41)

Dunque, sostituendo in (37), otteniamo

2

dP my 4m? 4m
= -2 (0= S gt 18] =
dt 8w mi ( mi )91 + 12|
o 4m2[ 4m?., 24m2]
LN | i 42
87T mé ( mé)91+92+g4 mi ( )

Domanda 2

Possiamo supporre senza perdita di generalita che il momento p' = p; =
—ps sia diretto lungo 'asse delle z. I vettore di polarizzazione del fermione
nella rappresentazione spinoriale ¢ dunque

V pl 1 |p |wU1
J— 4
U(p1761> < / . 1|—7|w ) ( 3)

17



mentre quello dell’antifermione ¢

—iy/wy — 02 [P Wy
_ 44
U(p2702) ( U/ Wy + 02 ’ﬁ’waz ( )

dove 019 = £1. Sostituendo queste espressioni nell’ampiezza di transizione

My; = u(pr, 01) [91 + 57275] v(p2, 02) (45)

otteniamo
_ 91— g2 0 —iy/ Wy — 03 ’ﬁ’ Wy
My = u(pr, 0 N , =
i=ulp 1)( 0 91+92) (z\/wp/wz 7] wo,
= (Vwy —or[P|wl, wy +or|Flw])) x
y (—i (91 = G2)\/wy — 02 W!ww) _
i (g1 + G2)Vwy + o2 [P wo,

= [—\/(wp/ — o1 |[P)(wpy — o2 [P]) (g1 — G2) +

/ey + a1 [7]) (i + 0217 (g + 32)] i whywo, (46)

Dunque,
My =0 se 01 = —0y (47)

(che ¢ una conseguenza diretta della conservazione del momento angolare)
Se invece 01 = 09
Mf,L:Z(QO'l |ﬁ]g1—|—2wp/§2) (48)

Pertanto abbiamo due ampiezze diverse da zero: quella nella quale i due
fermioni nello stato finale hanno elicita positiva

dP.  my 4m? \/ 4m? L
= - 1— g1+t 92 (49)
2 2
dt 167 my my
e quella in cui i due fermioni hanno elicita negative
dP_  m, 4m? 4m? _ 2
dt 167 L= m; ‘\/1_ m; 91—92‘ (50)

18



Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 12(22)/07/2004
Problema

Una particella vettoriale di massa my descritta dal campo reale V,, decade
in un fermione di massa m e nel corrispondente antifermione, descritti da un
campo di Dirac 9. La densita lagrangiana di interazione ¢

Lr =V, (1" + g2ty 1) (51)

Domanda 1
Calcolare all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la probabilita
totale di decadimento per unita di tempo di una particella V' non polarizzata

in v,

Domanda 2

Si calcolino le quattro ampiezze di transizione invarianti relative ai pro-
cessi in cui la particella vettoriale V' ha spin +1 lungo lo stesso asse lungo
le quale si propaga il fermione prodotto nel decadimento, e il fermione e
I’antifermione hanno elicita definita.

Domanda 3
Si calcoli la distribuzione angolare del decadimento di una particella V' che
si trova in uno stato con polarizzazione definita o = —1,0, 1 lungo 'asse delle

z in una coppia fermione-antifermione di elicita definite ed in cui I'impulso
del fermione formi un angolo 6 con l'asse delle z.
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Prova Scritta del 12(22)/07/2004: Soluzione

Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con p il quadri-impulso della particella vettoriale.Abbiamo

P=Dp1+Dp2 (52)

L’ampiezza di transizione invariante e

My; = €,(p) u(p1) [91 T+ g2° ﬂ v(p2) (53)
Pertanto

|Mypil* = eu(p) @(p1) | 919" + g27° v“] v(p2) €,(p) V(p2) [91 7+ 9277 | ulp)
(54)
Domanda 1
Poniamoci nel sistema di quieta della particella vettoriale che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

P=p1=—Ds my = 24/m? + |p'|? (55)
cioe

W
2 mi,

7| my 4m?

(56)

La probabilita di decadimento totale per unita di tempo e per unita di angolo
solido d ) e

P 11
— Z M2 =
dtdQ ~ 32m2m? |p|3;| s

1 b? (i}
[ _ T N 5(n 51
G Lt (o T mi? =) ]

—Tr[(p1 +m) (17" + 927" ") (B2 — m) (g1 7 + 927 w)]) =

1 4m?2

19272 my, mé,

(8 m?g; —

—Tr[(pr+m) (17" + 927" ") (B2 — m) (9179 + 927° w)])
(57)
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Sviluppiamo la traccia

Tr[(pr +m) (g1 + 927°")7" (B2 — m) Y (91 — 927 )} =
= —Tr[(pr + m) (1 +927°) (2p2 +4m) (g1 — 927°)]
= —Tr[(pr+m) (2p2 +4m) (6} — g2 17°)] —

_Tr[(Pl +m) (=2p2 +4m) (91 927 — 93)} =
= —g1(8p1p2 + 16m*) + g3 (=8 p1 p2 + 16m°) =

= —8pip2 (91 +93) +16m” (3 — g7) (58)
pertanto
ap 1 4m?
dtdQ:247r2mV - m [(p1p2 +2m?) g} +
+(p1p2 —m?) g%} (59)
Notiamo che
1 2 2 m%/ 9
P1p2:§(p1+p2) —-m ZT_m (60)
Pertanto
dpP 1 Am2 t m?2
= 1— [ my 2
dtdQ ~ 2472my el (S e T
m2
g~ 2m2)gg] (61)
and
P _ my 4m? 2m? Am?2
dat b [ L (1= —5) g 62
it 127 oz |+ i+ =) a| (62)

Domanda 2
Poniamoci nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade.
Allora
pr=—p2=p (63)
Pertanto il vettore di polarizzazione del fermione uscente si scrive nella rap-
presentazione spinoriale come segue:

9 sin 65 Sy o7

COS 3 — i 8ing o Wy + 01 P | we

(', 1) (Etosé—isinég% Wp Ul IP| 1> o
202 P’ 1P| we,

2
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dove &;, con 7 = 1, 2,3 sono le matrici di Pauli, mentre %al = j:% e lelicita
del fermione nello stato finale.

Poiché il vettore di polarizzazione v(p, o) di un antifermione deve soddis-
fare la relazione

v(p, o) =y u(p, o) (65)

abbiamo
o(F, o) = [cos & 65 —isinl] \/w, — o |plw, (66)
’ —[cos &6y — i sink] \/w, + o [plw,

Dunque il vettore di polarizzazione dell’antifermione con impulso —p' ed
elicita %ag nello stato finale e

—[i cos & +sin 8 6o] /wy — o2 [P
o(—, 09) = [Z cosa2 + §1n02A02} Wy — 09 |§ [ w,, )
[z COS 5 +sin g 02] wy + 02 || W,

Il vettore di polarizzazione della particella vettoriale di spin A nel suo
sistema di quiete si scrive invece

e(p) = (0,8) (68)

dove A = —1,0,1, &1 = —5(1,%i,0) e & = 25(0,0,1).

Sostituendo queste espressioni nell’ampiezza di transizione

va; = _a(ﬁaal) [(91 + g0 75) € - ﬂ v(—p,&2) =

(A g1 — g2 0 0 —»)\'0—: - _
—U(p,01)( 0 gl+92) (_g‘)\o—: 0 )U( p,UQ)—

_ 0 (r—g)éx-a\ o
= al@, o) (_(91+92)6A ol 0 v(=p,02) =
_ ot —(g1+g2)éx- 0 0 g B
_u<p70_)( 0 (91_92).5)\ F /U( p702)_

= (g1 + 92) o + 01 7] (Jeoy — 2 |77
0 0 0

xw}, [6035 +1 Sinéﬁg} &7 [i cos 5 + Sin§ G2 Woy+
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(g1 — 02) \Jeow — 01 || + 2 [7]
xw! [cosg—f—isinQ&ﬂ &7 [i cos€+sin—&2]w =
o1 2 2 2 2 7

= [(914—92)\/Wp’+01|ﬁ|\/wp'—02|ﬁ|+

(91— 92\ — 1 7] oo + 0217

o . N T . R
><w:[.1 [cos 3 +1 SIH§UQ:| €\ 0O [z cos§ + sm§ 02] Wyy =

= [(gl+92) \/wp’+01 |ﬁ|\/wp’_02‘ﬁ‘+
g1 = 02) \Jow — o1 7] Jeo + 02171

0
><w:§1 [z cos @ €y - & + 2i sin’ 5 6&2) 09+ 1 sinf (65\1)6'3 — 6&3)5'1)} Wy{69)

Abbiamo

0 . .
w! [2 cos O & - & + 2i sin’ 3 6&2) 09+ 1 sinf (65\1)03 — 6&3)0'1)] Wy =

o1
{i 01 €080 05, 5y — @ SINO 05, _o, se A =0
09 sinf \/LE 01,00 F 109 V2 sin? 55017_02 +iv2 €080 05y 5y 00y x SE A = E1
(70)
Dunque
M)‘fo =129, moy cosly, 5y — 12 [gl Wy + 01 G2 |g§7|} Sinfdy, —0,

2
m } sinf6,, _,,(71)

=12g1moy cos0 0y, 0, —imv[gl +01924/1—

my,
e
M;\i:il =12 \/5 cos [91 Wy + 0192 ‘ﬁ” 501,)\ 501,702—’_
. . . . o0 -
+ioyV2g1m sinf 6y, 5, £i2V20, sin 5 (g1 wy + 0162 [P']] 00y, -0 =
. 4m?
=imy V2 cosl [gl +01924/1— —2] Oy A Oy —cry +
my
0 4m?
107 \/§glm sinf 0y, 5, £ iMmy V2o, sin? 3 [gl +o1924/1— —5 } Oory 1~y
my
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Le probabilita di decadimento per unita di tempo e per unita di angolo solido
dei vari processi sono

dP 1 4m?

— A= +1/2,41/2)] = ——— [1— 2 m? cos?
dtdQP\ 0— (£1/2,41/2)] 672 my m gy m* cos” 0
dP my 4 m?
— |\ = +1/2,F1/2)| = 1-—
aran =07 U2 T2 = s mZ
4m?7?
X[gligg 1— ﬂ;} sin® §
my

dP dP
—A=1 +1/2,£1/2)| = —— | A = —1 +1/2,41/2)| =
= 1 GU241/2)] = e = —1 o (1/2,51/2)

:m _m%, g7 m~ sin“ 0
dP my 4 m?2
— A= =l1 +1/2,F1/2)| = 1—
dtdQP\ _>( /7q: / )} 39 712 m%/ X

4m?272 0

[gl Tgaq/1— m%,} cos4§
dP my 4 m?2
— A= =1 1/2,+£1/2)| = 1—
dran N T (22 =50 ms

m212 ., 0
[91:!:92 1_m%/} sin’ o
(72)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 24/09,/2004
Problema

Una particella vettoriale di massa my descritta dal campo reale V,, decade
in un fermione di massa m e nel corrispondente antifermione, descritti da un
campo di Dirac 9. La densita lagrangiana di interazione ¢

Lr=gF,vy" vy (73)
dove

F/,w = a,uvu - auvu (74)

Domanda 1
Calcolare all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la probabilita
totale di decadimento per unita di tempo di una particella V' non polarizzata

in Y.

Domanda 2

Si calcolino le ampiezze di transizione invarianti relative ai processi in
cui la particella vettoriale V' ha spin definito A = 0, =1 lungo lo stesso asse
lungo le quale si propaga il fermione prodotto nel decadimento, e il fermione
e Iantifermione hanno elicita definita.
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Prova Scritta del 24/09/2004: Soluzione

Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con p il quadri-impulso della particella vettoriale. Abbiamo

p=p1+D2 (75)

L’ampiezza di transizione invariante e

My; = g [pu€v(p) — poen(p)] @(pr)y" 7" v(p2) =

= 2g¢e,(p) ulp1)[(p2 — p1)" + 2mA*] v(p2) (76)

Poniamo
k= (po — p1)* (77)

Pertanto
k> =2(m* —pap1) = 4m?* —mi (78)

in quanto p* = m¥ = 2py p; + 2m? Dunque

’Mfi‘z =44’ eu(p) €, (p)u(p1) [ku + 2m’7“} v(p2) U(p2) [ku + 2m’YV} u(p1)
(79)
Domanda 1
La media sugli stati iniziali dell’ampiezza invariante da:

1 4 o5t p” V] -
§Z|Mﬁ|2=§92[m2 —QM]U(pl)[k?“-i—?mW“} v(pa) X
p v

x0(pa) [k +2m "] u(pr) =

- —3 g* 0(po) [k + 2m ] ulpr) alpn) [k +2myJo(p) - (80)

La somma sugli stati finali da
1 2 4 A p #(p
§Z|Mﬁ| = =5 " Trlky + 2m ] (1 +m) [k +2m "] (52 —m) =
i, f
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4 A~
= =3 9" Te(pr +m) [k +2mk] (b —m) +

8 . - .
-3 g mTr(—py +m) [k +8m] (o —m) +
16

—?g mp Tr[k:”+2m’y } (pp —m) =
32 64
—+§g (p2p1—m2)2+§g m? (py pr — m?) +
256 ,
+79 m? (m® + p1 p2) +
128 64 ,
—gwﬂnmm+§gm%mm—m)=
32 192 160
== (Pm)’+——gm*pipp+—g*'m' =
3 3 3
32 4
= et -
8
— 592 [mé +8m? m2v] (81)

Poniamoci nel sistema di quieta della particella vettoriale che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

P =P =P my = 2y/m? + |p|? (82)
cioe
L my 4m?
= 83
=51 (53)

La probabilita di decadimento totale per unita di tempo e per unita di angolo
solido d 2 e

dP
MZ =
dtdQ 3271-2 ji:' f
2 2
g 4m 8[ ]
=2 . J1- 8 —
64 72 my mé 3 iy +8m’* my
2 3 4 2 2
=L -2 s (84)
247 my, my,
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e la probabilita di decadimento totale per unita di tempo e

2

1482 ]
my,

@r 1—
dt 6 mé,

dP  ¢*m} 4m? [

28
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Domanda 2
Poniamoci nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade.
Allora
P =—pe=p =|p]|(sinb,0, cos ) (86)

Pertanto il vettore di polarizzazione del fermione uscente si scrive nella rap-
presentazione spinoriale come segue:

[cos 2 — i sin 6] /ey + 1 7] &)
[cosg —1 sing&g} Vwy — o1 [P we,

dove &;, con © = 1,2, 3 sono le matrici di Pauli, mentre %01 = i% e lelicita
del fermione nello stato finale.
Poiché il vettore di polarizzazione v(p, o) di un antifermione deve soddis-

fare la relazione
v(p,0)* =¥ u(p, o) (88)

(o) = [cos 865 —isiné] \/w, — o [plw, (89)
’ —[cos 86, — i sinf] \/w, + o [plw,

Dunque il vettore di polarizzazione dell’antifermione con impulso —p’ ed

elicita %O’Q nello stato finale e

i cos? +sin? &3] /oy — 03 7]
(=7, 03) = [z (30892 + §1n92?2] Wy — 09 |_]79 | w,, D)
[i cos & + sin & &5 \/cmwa2

Il vettore di polarizzazione della particella vettoriale di spin A nel suo
sistema di quiete si scrive invece

abbiamo

e(p)r = (0,6) (91)
dove A = —1,0,1, €4, = \/ii(l, +i,0) e € = (0,0, 1). Inoltre
k' = (pa —p1) = (0, —29) (92)
per cui
ex(p) k=26 -p (93)
cioe 1
ex1(p) - k= E|ﬁ| sinf  ey(p) k = 2|p'| cosb (94)



Sostituendo queste espressioni nell’ampiezza di transizione

My - Lo X
5 = (0, 00) 287 —2m& 7] v(-7,6) =
_ 25)\]7 2m€’>\6’ ~
_ — -
—U(p,O'l) (_2m€—’)\6) 26)\]51 /U( p702)
—2méy-ad 26 -7
. A AP A A —
U(p701)( 26—")\]7 ng}\(}’) U( p702)

= <[cos€+ising&2},/w/—|—01|ﬁ|wa [cosg—l—ising(%g] X
2 2 P 1 2 2
—2m€',\-5 25)\]7
V“’p’_“”ﬁ‘w‘“)( 28,7 2mé&-) "

o —[z’ cosg +sing€72} \/ Wy — 02 1P| Wer, (95)
[i cos § +sin§ 2] \/wy + 03 [P ws,

Consideriamo 'ampiezza di decadimento per 6 = 0:

Mfle_o - T
< Wy + o1 |p|wa17 Wy — 01 |p|w01>

y —2méy-a 26\ P ‘\/W/_Jﬂp’wﬂz _
26\-p  2méy-7 i/ wy + o9 [P’ W,

= 2i (yfay + 01 7,y — o1 710, ) %

([mA O/ W /—O'2|p +€>\p Wp+0'2|p}w02):
[ € A/ W /—0'2|p —I—m@\ O'\/Cdp +0-2|p|]w02

:2iwal(\/wp/+01|ﬁ| [mé\~5 wy — oy [P +E\- P wp/+<7|]5’|}+
—H/wp/—01|ﬁ|[—€,\-]5’\/wp/—02|ﬁ|+m€,\-5 wp/+02|ﬁ|]>w02:

= inll X

< ([ (@ + 00 19) (@ = 2 7)) + 1/ (@ — 01 7)) (w0 + 02 7)) |

xXm g)\ -0 +
[ = 171 (wr = 02 171) = /(@ + 01 171]) (wr + 2 [7])]

XE’)\ﬁi|) Wgy =

N
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o . T -
=21mw}, €\ 0 Wy, X

([ + 0117 (o =2 l71) + /(= 01 171) (wpr+ 02 171)] +

+414 601,02 o1 ’ﬁ’ g)\ ' ﬁ (96)

Dunque se A =0

29

=4im? 01 05,0y + 41 05,0, 01 |P|> = im3 01 00,40, (97)

mentre se A = +1

29

=2 \/EZ m mVégh:H 5023;1 (98)

Le probabilita di decadimento per unita di tempo e per unita di angolo solido
dei vari processi a # = 0 sono pertanto

dP9:0 1 4m?
= +1/2,+£1/2)| = —— /1 —
dt d2 P\ 0= (£1/2, %1/ )] 6472 my, mi, %
2,.,3 4m2
My =0x1=0) =2V 1
dPy—
A=0 +1/2,F1/2)| =0
el — (£1/2,F1/2)]
dPy— dPy—
=1 1/2,+£1/2)| = A=—1 +1/2,£1/2)| =
dPp—o > my m? 4m?2
= 1/2)| = =——— /1 —
700 A ==£1 — (£1/2,F1/2)] 53 =3
dPop—o ry _ _
T 00 [A==£1— (F1/2,£1/2)] =0 (99)

Si noti che la somma sugli stati finali e la media su quelli inziali da

2

B 2 2
ddQ 24 oz (my +8m’) (100)

1 dPy— 2 4
_Z =0 _ g My 1 m
3 Y v

in accordo con la risposta alla domanda precendente.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 30/03/2005
Problema

Una particella vettoriale di massa my descritta dal campo reale V,, decade
in due particelle scalari ¢ e x di massa mgy e m, rispettivamente. La densita
lagrangiana di interazione ¢

L =GF, 0'pd"x (101)
dove

F,, =08V, -0V, (102)

Domanda 0

Quali sono le dimensioni della costante di accoppiamento G?
Domanda 1

Calcolare all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la probabilita
totale di decadimento per unita di tempo di una particella V' non polarizzata
nella coppia ¢, x

Domanda 2
Si calcoli la distribuzione angolare del decadimento di una particella vet-
toriale che ha spin definito A = 0, =1 lungo l'asse delle z.
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Prova Scritta del 30/03/2005: Soluzione

Indichiamo con p; e py i quadri-impulsi della particella ¢ e y rispettiva-
mente, e con p il quadri-impulso della particella vettoriale. Abbiamo

P =p1+D2 (103)
L’ampiezza di transizione invariante e

Myi = G [pueu(p) — poeu(p)] P13 =
=G [p,ﬁ,,( ) — pueu(p )} Pty =

=Gmi e, (p)py = %Gm%/ ev(p) kY (104)
dove abbiamo posto
kﬂ = (pg — pl)ﬂ (105)
Abbiamo
k* =m} +m2 —2pyp1 =2m} +2m’ —mi, (106)

in quanto p* = mi = 2pa p1 +m7, +m3. Dunque

G*mt
MV (0) eul) KB (107)

| My |* =

Domanda 1
La media sugli stati iniziali dell’ampiezza invariante da:

[T
—Z| Myi|* = & mV [p]; —g“"] kY kM

my,
12 L m%,
G2 4 m2 _m2 2
- i
Grmly 1, mE e (md - md)?
= —a—t x| (108)
12 L mi, my,

Poniamoci nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

P=p=—n mv=\m+lpP+m+pR (109)
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cloe

2 2 2 22
my ms +m (m2 —m?2)
|ﬁ'l=7\/1—2 ¢m2 X+ ¢m4 X (110)
14 14

La probabilita di decadimento totale per unita di tempo e per unita di angolo
solido d ) e

dP 1 1
= - Mpyl? =
dtdQ~ 32mmd ‘p‘?,;‘ i
@, i (-t
=—— 2 5 + 7} (111)
12 - 64 72 my my,
e la probabilita di decadimento totale per unita di tempo e
4P _Grwl [ miemd mdomdn
dt 1927 2 .

my my
Domanda 2

Nel sistema di riposo della particella vettoriale che decade i vettori di
polarizzazione si scrivono

(A p) = (0,&) (113)
con
&= (0,0,1) &= %(1,1@0) (114)
Inoltre
k:p2—p1:(E2—E1,227) (115)
e sia
P = |p'|(sin 6,0, cos ) (116)
dove 6 e I'angolo che la particella 2 fa con I'asse delle z. Dunque
(0,p) - k=2|f| cos®  e(£l,p)-k=+2|7]sinb (117)
Pertanto

|Mo_¢|> = G*mi, |7')? cos® 0 |Myip)? = 3G mi, [P[° sin®0  (118)
da cui

Jida = a2 P10 cos’d
dP G?m?2 )
L i1

in accordo con la risposta alla domanda 1.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 08/04,/2005

Problema 1
Sia pg = (m,0,0,0) un quadri-vettore impulso di riferimento, p = (wz, p),
con p = |p|(sinf,0,cosf) e wy = \/m? + p?, un quadri-vettore impulso che
soddisfa
P pu = pp = m? (120)

Si indichi infine con p'= % il versore unitario lungo il vettore p.

Domanda 1 R
Si determini la trasformazione di Lorentz R (p) corrispondente ad una

rotazione tridimensionale che porta l'asse delle z lungo la direzione ﬁ Si
determini cioe¢ una matrice 4 x 4 della forma

%0 =(o i) e

con R(ﬁ) matrice ortogonale 3 X 3 con la proprieta
R()2 = § (122)
dove 2 = (0,0, 1) ¢ il versore unitario lungo l'asse delle z.

Domanda 2
Si determini il boost di Lorentz B, (|p]) lungo l'asse delle z che corrisponde
alla velocita v = L'% = tanh v,

Domanda 3
Si dimostri che la trasformazione di Lorentz L(p) definita come segue
L(p) = R(p) B:-(Ip)) R(p) ™" (123)
soddisfa la relazione
p= L(p)po (124)
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Domanda 4
Sia
W(A,p) = L(Ap)~' AL(p) (125)

la trasformazione di Lorentz appartenente al piccolo gruppo di pg. Si dimostri
che
W(R,p) =R (126)

per qualunque trasformazione di Lorentz R che sia una pura rotazione tridi-
mensionale.

Problema 2
Siano €(p, o), con 0 = —1,0,1, tre quadri-vettori definiti dalle relazioni
seguenti:
eu(p,0) = (L(p)): €,(po, o) (127)
e
€u(po, ) = (0, 6) (128)
dove

é = (0,0,1) 1,44,0) (129)

. 1(
€ = —
* \/§

Domanda 1
Si dimostri che, se R & una matrice ortogonale 3 x 3, allora

Ré, =Y Dgyo(R)Ey (130)

dove D,/,(R) ¢ una rappresentazione del gruppo delle rotazioni, cioe

" Doro(Ra) Door(Ra) = Dargr (RyRo) (131)

Domanda 2
Si dimostri che se R 7 ¢ una trasformazione di Lorentz che ¢ una pura
rotazione tridimensionale della forma (121), allora

RMV e(p,0) = Z Dyio(R) €u(Rp, o) (132)
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Domanda 3
Si dimostri che se A € una generica trasformazione di Lorentz, allora

AY e (po ZDM (A,p)) eu(Ap, o) (133)

Domanda 4
Sia 1, (z) un campo vettoriale e sia

U(A) : Yu(z) =AY U, (A z) (134)
I’azione del gruppo delle trasformazioni di Lorentz su di esso. Siano

o)e iPT
2y

ooyl
@Dép’ )(ZL‘): £ /

2y (135)

funzioni d’onda, con p = (wp, p), definite dai vettori €,(p, o). Si dimostri che

UA) : v (x) (WAP)WZDM p) Y (x) (136)

Domanda 5

Si dimostri che se R, () ¢ una trasformazione di Lorentz corrispondente
ad una pura rotazione tridimensionale di un angolo 6 lungo I’asse delle z,
allora

U(R.(0)) : 6 (@) = o7 v (@) (17)

n
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Soluzione Prova Scritta del 08/04/2005

Problema 1
Domanda 1
1 0 0 0
- 0 cosf 0 sinf
R(p) = 0 0 1 0 (138)
0 —sinf® 0 cosf
Domanda 2
coshd, 0 0 sinhd,
i K. 0 1 0 0
B.(|p]) =e 0 01 0 (139)
sinhd, 0 0 coshd,
Domanda 3
Wy
R A ~ ~ 0
R(P) B.(|p)) R(®) ™" po = R(P) B:(|p1) po = R(p) 0| =
1P

(%) - (10

Domanda 4

W(R,p) = L(Rp)"' R L(p) =
= R(Rp) B.(|p) ' R(Rp)"RR(D) B-(1p) R~ (141)
Notiamo che )
(RR() 2 =R (142)

pertanto . X R
RR(p) = R(Rp) R-(0(R,p)) (143)



dove R.(0) ¢ una pura rotazione tridimensionale di un angolo # lungo l'asse
delle z. Dunque dalla (143)

R(Rp) ' RR(P) = R(O(R, p)) (144)

Notiamo inoltre che le rotazioni lungo 1’asse delle z e i boost lungo lo stesso
asse commutano:

R-(0) B-(Ip]) = B:(|p]) R-(0) (145)

Sostituendo nella (141) otteniamo

W(R. p) = R(R) B-() " Ro(O(R. ) B-(17) R(5) " =
= R(RP) R-(O(R, p)) R(p) " =R (146)

Problema 2

Domanda 1
I tre vettori €, formano una base ortonormale in R?, per cui

DJ’U(R) - 6::7’ : (R 6_:7) (147)
Inoltre
RiRyé, =Y  Dyo(Ry Ry)éy =
=R1 Y Dyrg(Ra)é = Y Dyrg(Ro) Dyror(Ry)épr  (148)
da cuil
ZDU”U’<R1)DU’U(R2) = DU”U(Rl RQ) (149)
Domanda 2

Re(p,0) =R L(p) e(po, o) = L(Rp) W(R,p) €(po, 0) =
= L(Rp)Re(po,0) = L(RP) Y Doro(R) e(po, 0’) =

> Dyio(R)e(Rp, o) (150)
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Domanda 3

Ae(p, o) = A L(p) e(po, o) = L(Ap)W (A, p) €(po, o) (151)

Poiché W (A, p) & una pura rotazione tridimensionale, possiamo far uso della
(150) per ottenere

Ne(p,0) = L(Ap) Y Doro(W(A,p)) e(po, 0 ZDUU )e(Ap,o’)
’ (152)

Domanda 4

. Auey(ﬁo_)e—i(Ap)x
UA) = P (x) = ?2 )32 (2w5) 12 -

. ulAp, o) e D% 1
= Z/DU/U(W(Aap)> (2 7.‘_)3/2 (2 wAp)l/Q < Wp ) B

(wAp>1/ZZDUU wﬁAp,a’)<x) (153)

Domanda 5
Se R.(#) ¢ una rotazione tridimensionale di un angolo # lungo 'asse delle

z, allora
R.(0)E, =e'?Y, (154)

Pertanto .
Dy o1 (R=(0)) = 05gr €'7° (155)

Dalla (153) ricaviamo dunque
wwm:w>%2mg i) () =

— 0o yfua). (156)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 27/10/2005

Problema
Un fermione di spin 1/2 di massa m; decade in un fermione di spin 1/2
di massa ms ed in una particella vettoriale di massa m.

Domanda 1
Si dimostri che 'ampiezza invariante che descrive il decadimento in ques-
tione puo essere scritta nella forma seguente

M = 1iy(ps, 02) (gs+gls’75) uy(pr,01) € (p, o) +

. 2m1
+s(p2, 02) (9v + 9y 15) € (P, 0) - Y ur(p1, 01) (157)

dove (p1,01), (p2,02) € (p,o) sono il momento e lo spin rispettivamente del
fermione che decade, del fermione e del vettore prodotti nel decadimento.
Inoltre

k=pi+ps (158)

(e p = p1 — pa) mentre gs, gs, gv, g;, sono delle costanti adimensionali.
Domanda 2

Si denoti con M (oy;09,0) ampiezza del processo in cui il fermione di
massa my con spin o lungo I’asse delle z nel suo sistema di riposo decade in
un fermione che si propaga lungo la direzione positiva dell’asse delle z con
elicita o5 ed un vettore che si propaga lungo la direzione negativa dell’asse
delle z con elicita 0. Si determinino i valori di o1, 09, 0 per i quali M (oy; 02, 0)
e non nulla. Se I'interazione responsabile del decadimento conserva la parita,
quale relazione esiste tra le ampiezze non nulle?
Domanda 3

Si calcolino le ampiezze M (oy; 02, 0) non nulle, come funzioni delle masse
my, ma, m e delle costanti di accoppiamento gs, g5, gv, gi/-
Domanda 4

Si calcoli la vita media del fermione che decade nel caso in cui la parita
sia conservata ed il fermione sia in uno stato non polarizzato.
Domanda 5

Si determini la distribuzione angolare del decadimento per o; = £1/2
come funzione delle ampiezze M (o1; 03, 0) non nulle.

41



Soluzione Prova Scritta del 20/10/2005
Domanda 1
L’ampiezza invariante deve avere la forma

M = Usg r# U €, (159)
dove T'* & una combinazione lineare delle matrici {1,7s,7", 757", 7**}:
D = af + ab v+ a” v, + a5 7 + b o, (160)

dove i coefficienti sono funzioni dei momenti p; e ps, od equivalentemente di
p=p1 —p2 € k=p; + pe. Poiché

p-e=0 (161)
deduciamo che af e ab sono proporzionali a k*:

K+ K+

H H /
S ag = g
2my 2 S

a; =4g

(162)

2m1

Per quanto riguarda as e a4 la struttura generale, tenendo conto della con-
dizione di trasversalita, deve essere

asty = az 4 g" + B3 ap” K A y34 KV KM (163)

dove as4, 834,734 sono costanti indipendenti dai momenti. D’altra parte,
tenendo conto delle equazioni del moto, p; u1 = my uy e Usps = Mo U, abbi-
amo

UsPpuy = Ug ks u1 = (Mo — M) Uz Uy

l_LQk'U,l :ﬁgp’)/E,'Ll,l = (mg—l—ml)ﬁgul (164)
Pertanto termini in 33 4 e 3 4 contribuiscono a ridefinire a; e as. In definitiva

possiamo prendere
asy = gvv 9" (165)

Infine il tensore a2 pud avere la forma seguente
at = as K"K p* + Bs g" py + 75 9" 1> (166)

Utilizzando le equazioni del moto, ciascuno di questi termini si riduce a
termini del tipo (162) e (165). Questo dimostra che I'espressione data nel
testo e 'espressione piu generale per 'ampiezza invariante.
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Domanda 2
Le ampiezze non nulle sono M(+3;+1,0) e M(+3; F5,F1). Nel caso di
invarianza per parita queste quattro ampiezze sono uguali a due a due:

1 1 1 1 1 1 1 1
M(+§; +§, 0) = M(—é; —5, 0) M(+§’ —5, —1) = M(_E’ +§, +1)
(167)
Infatti, lo stato finale in cui il fermione prodotto nel decadimento si
propaga lungo z positivo con elicita o, ed il vettore lungo z negativo con
elicita o & connesso dall’operazione di parita allo stato in cui il fermione si
propaga lungo l’asse z negativo con elicita —o, ed il vettore lungo I'asse z
positivo con elicita —o. Una rotazione di 7w lungo 1’asse delle y che inverte
la direzione di z manda questo stato nello stato in cui il fermione si propaga
lungo z positivo con elicita —o9 ed il vettore lungo 1’asse negativo con elicita
—o. Lo stato iniziale con spin o ¢ mandato da queste operazioni nello stato
con spin —oy.

Domanda 3
Siano
P1 = (m1707070) P2 = (w270707 ‘251) p= (w,0,0,—\]ﬂ) (168)

gli impulsi delle particelle nel sistema di riposo della particella che decade.
Prendiamo p'= |p] 2. Scegliamo la rappresentazione spinoriale.

wo'l O‘pz,Uz w0'2
Ulzx/ml( ) U2=(

Wo, Opy,—cy Wa,
Uy = (apz,—az Wy, Apy tog wo‘g) (169)
dove
s,y = \/ W2 + 203 (170)
(§]

0=() o= ()

Il vettore di polarizzazione della particella di spin 1 e
e(=[plz, 0) = (Ry(m)), (P12, 0) (172)
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dove Ry(¢) ¢ la matrice di rotazione di un angolo ¢ lungo 'asse delle y e

1
*(|p1z, £1) = ¢E (0,1, +4,0) e"(|p)2,0) = (sinh 6,,0,0, cosh 6,)

(173)
e tanh 0, = @. Pertanto
e"(—|pl2,0) = (sinh6,,0,0, — coshd,)
1
(= |p12,1) = — (0,1, —i,0
(=2, 1) = 5 ( )
1
e'(—|plz, —1) = % (0,1,4,0) (174)
€ * k *
€T _ S Pl Ginhe, (175)

2 mq mq
NOTA BENE: la scelta dei segni di normalizzazioe in €(|p]z, £1) ¢ dettata
dalla richiesta che e*(—|p|Z, £1) = e*(|p|2, F1) .
L’ampiezza invariante ¢ dunque
M (oy;09,0)
Vi

+gi$‘ sinh HP (O[PQ,—@ - O‘p2702) +
00 (@00 ) & F (000 = ) S201) +

i (= Q) € = (s + i) 42071 )| +

= 0oy.01 [gs sinh 0, (ap%_@ + amm) +

+ [QV (apz,—UQ - am,vz) + g{/ (apz,—UQ + ap2,02)] wlggj; ' 5’1001 (176)
In conclusione, le ampiezza dei processi che non cambiano l'elicita del
fermione sono
1,41
M(£3;%£3,0)
VAL

+gv coshﬁp(am#% + 1) +

P2,—35

F(gs + gy) sinh 6, (am#% - amﬁ%) F gy cosh 6, (apz,% + ozp%,%()l??)

= (gs + gv) sinh ¥, (Oépg,% +a, 1)+

P2,—35

mentre le ampiezze dei processi che cambiano I'elicita sono

M(+%;F5,F1)
2 —V2|gv (a



Domanda 4
Introduciamo la notazione

ax =, 1 £y, (179)

Pp2,—35

La somma sugli stati finali e la media su quelli iniziali da

1 1 11 1 1
L , 2:_[ 2.2 02 _I. 202
o 2 Mowon o) = o MG 5 OF + M550+
1 1 11
k=L ek L] -
B AL

= 4[(gs + gv) sinh b, 0 + gy cosha_ +
12
—(g5+ gy) sinh 6, a_ — gy, cosh O, oy | +
+% [(95 + gv) sinh 6, oy + gy cosh b, a_ +

12
+(g95 + g1/) sinh 6, a_ + gi, coshf, ay | +

2 2
tlovas +gias] + [ovas —giay] =

2
= [(QS + gv) sinh 6, oy + gy coshd, 04_} +

2
+[(gh + g) sinh B0+ g cosh 0]+ 248 02 +2(¢) 02

Nel caso di interazione che preserva la parita, g5 = g;, = 0 e l'espressione
precedente si riduce alla seguente

1 2
T Z |M(01;09,0)|* = [(gs + gy) sinh 6, oy + gy coshd, a,] +

01,02,0

22 o (180)

Esprimiamo i parametri che compaiono in questa espressione in termini delle
masse delle particelle coinvolte nel decadimento: poiché

2 2 2 2 _ 2 2
Wy = it my = m W= 1= T m cosh 6, (181)
27711 2m1




ne consegue che

(my £ my)? — m?

ot =2(wEmy) =

my
2 2 _ 2
7 = m sinhg, — O _ [ (matme)T = m? (= ma)t = oo
2 2m1 le
Dunque
_ 2 _ 02
ay sinh 6, + a_ coshd, = e \/(m1 ma)® = m (183)
m mq
e
1 my — mg)? — m? my + my)? —m?
> M al;ag,a)ﬁz( ! 2; [gs< 1+ o) +
m 2my
01,02,0
2
+gv (m1 + m2)] + 207 [(m1 —ma)? —m?] =
2 212
2 2 2[(m1—|—m2) —m}
= [(ml —mQ) —m i| |:gS 4m%m2 +
(my +mo)? +2m? (my +ma)? —m?| (my +my
+9v [ > } + 95 9v [ 2] ( )}“84)
m mim
La probabilita di decadimento per unita di tempo e dunque
dP D]
dat 16 ™ my Z|M (100,0)" =
01,02,0
1 3
i Tp— \/(ml + mg)? — m? [(ml — m2)2 — mZ} X
1
2
y [ 5 [(m1 +ma)? — m?] o [(m1 +mg)? 4+ 2m?] N
gs AmZ m? v m2
my +ms)? —m?| (my +m
+9s gv [ 2) 2] (m 2)} (185)
mim

Per completezza, rideriviamo il risultato (184) utilizzando i proiettori:
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— — 1 p pl/
Z|M(01;U2,U)’2 = ZU2IWU1U1F U (# _guu> =

01,02,0 01,02
k- 2Ty (py +mo) (p1 +m
= (QS T P4 gy (ma - mz)) (P 2)2(p1 J +
ma m
. gs kt R 9gs ku
_T IS5 " _
T(P2+m2)(2m1 +gv ") (P +m1)(2m1 + 9v )
.y (gs p + gy (m —m2)> P11 D2 i 112
2my m
gek*(pr-p2+mima)  4gsgy (mips+mapr) -k
— 5 — +
my my

+8gy (p1 - pa — 2mymy) =
o (1 p2 +mims) (k- p)* —m*k?) N

—9s m?2 m?
my — moy)? P2+ mim
+4 g7 = me) (]:;2]?2 1 2)+2(P1'P2—2m1m2)] +
(m1 —ma) k- p(p1-p2+mime) —m?(myips+mapr) -k
4
+49s 9gv p—
o ((ma 4+ ma)? = m?) ((my — my)* —m?) n
9s 2m? m?
5 (m1—m2)? ((my + ma)? +m?) —2m* —4m?*my my
+2gV 2
m
299 gv (my +my) ((m1 +mg)? — 722) ((my —mg)* —m?)
my1m

in accordo con (184).

Domanda 5

Sia
P = |p|(sinb, 0, cos b)

(186)

(187)

I'impulso del fermione prodotto nel decadimento. I vettori di polarizzazione

0

ul(i%) del fermione nello stato iniziale corrispondenti a stati con spin j:%

lungo p sono dati in termini dei vettori di polarizzazione u;(+1) di spin +1
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lungo Z dalla legge di trasformazione per rotazioni degli spinori bidimension-
ali

1 0 1 0 1
da cui . 0 . p .
Uy (iﬁ) = cosiu?(ié) $sin§u6($§) (189)

Siano us(p, 02) e €(—p, o) i vettori di polarizzazione delle particelle prodotte
nel decadimento ad un angolo 6 rispetto all’asse delle Z con elicita definita.
L’invarianza per rotazioni implica che

My(01;09,0) = Ua(p, 09) T uf (01) e, (—p, 0) = M(0y1; 09, 0) (190)

dove M(oy;09,0) sono le ampiezze di decadimento a 6 = 0 calcolate nella
Domanda 3. Pertanto le ampiezze di decadimento di un fermione con spin
definito lungo z sono

1

M(:|:§; 09,0,p) = Us(P, 02) I'* uy(01)e, (—p, o) =
0 1 0 1
:COS§M(:]:§;O'2,O'):FSiIIEM(:Fé;O'Q,O') (191)
e la distribuzione angolare
1 0 1 0 1
P(:I:i;ag,a,ﬁ) = cos? 5 ‘]\/[(:|:§;<72,0)|2 + sin? 5 |M(:F§;02,0)‘2 +
1 1
:FSiIlHM(j:§;0'2,0') M(IF§;02,U) (192)
Pertanto
11 L0 1 1
P(iﬁ; i§,0,17) = cos’ 5 }M(i; i§,0)|
11 L0 1 1
1 1 . o0 I 1 2
P(i?:Fa,OJ;) = s B ’M(:':é;nga())‘
1 .1 . o0 1 1 2
P(ié;ia,il,ﬁj = sin’ 5 |M(¢§;i§,i1)|
1 1
P(+—;+=,F1 =0
(£5:£5,F1,9)
1 1
P(dgiFg,£1,7) = 0 (193)
(194)
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Sommando sugli stati finali otteniamo

1 1
P(£5;0) = ZP(i?Ul,@ﬁ) =

9 1 1 2 1 1 2
2 ) )
(9 1 1 2 1 1 2
.2 ) ) _
+ sin B [!M(:F§7:F§,O)‘ + }M(:Fﬁ,i‘?i”lﬂ‘ } =
) 0
= cos? 3 Py + sin® 2 P (195)
dove abbiamo introdotto la notazione
1 1 1 1
Py = |M(25:£5,0)" + [M(25: %5, F1)] (196)
272 272
Si noti che
1 1
%<P(§; 6) + P(—ﬁ;ﬁ)) =1(Py+P.)=3 E |M(01;09,0)|]* =
L Y (197)
47 2’

¢ indipendente da 6 ed e (proporzionale) alla probabilita di decadimento
del fermione non polarizzato. La distribuzione angolare del prodotti del
decadimento del fermione e il rapporto adimensionale

1 P(3;0) P(1;0)

2 27

Z.0) = = 198
p(2, ) fdQP(i%;Q) 27 (Py 4+ P.) (198)
ed e quindi dato da
1 P, +sin® 4 (P.— P
Plyil) = ——— 2 { )
2 27T(P++P_>
1 Py +cos*d (P-—P
P50 = ——— 2 { )
2 27T(P++P,)
(199)

La differenza (asimmetria) tra le probabilita di decadimento del fermione con
spin up o con spin down ad angolo 6 & data da

1 I cos 6 (P+—P_)

p(§§0) —p(—é,é’) = 9 (P++P_)

(200)
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Nel caso in cui la parita ¢ conservata,
P =P, (201)

e P(+1;0) ¢ indipendente dall’angolo e I'asimmetria (200) ¢ nulla.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 19/06,/2006

Problema
Le equazioni del moto di un campo libero a due indici anti-simmetrico
B, in 4 dimensioni sono ottenute dalla densita lagrangiana

1 14
Ly = EH,U,V,O H™P (202)
dove
H/WP = 8# B,,p +0, Bp,, + 0p B/W (203)

¢ un campo invariante rispetto alle trasformazioni di gauge per B,
B,, = B, + 0,0, — 0, (204)

Domanda 1

Quale tipo di particella (quale massa e quale spin) & descritta da questo
campo?
Domanda 2

Si determinino i tensori di polarizzazione h,,,(p, o) relativi al campo
gauge-invariante H,,,,.
Domanda 3

Si determinino i tensori di polarizzazione b, (P, o) relativi campo B,,,. Si
verifichi la consistenza del risultato ottenuto con le risposte alle domande 1
e 2.
Domanda 4

Si consideri I'interazione del campo B,,, con un campo vettoriale massivo
V., ed una particella scalare ¢ di masse my e my:

L;=Ge"" B, (0,Ve ¢+ V;0,0) (205)

Si verifichi I’ invarianza di gauge dell’interazione. Si calcoli la probalita di
decadimento per unita di tempo di una particella V' (non polarizzata) nelle
particelle B e ¢.
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Soluzione Prova Scritta del 19/9/06
Domanda 1 e 2
Le equazioni per hy,,(p) sono

pu h/wp(p) =0 €uvpo p“ h¥*? (p) =0 (206)

La condizione di consistenza delle equazioni ¢ p* = 0: la soluzione generale
per p2 =0¢

Pywp(P) = —i B €upo D° (207)

Il campo descrive dunque una particella scalare di massa nulla.
Domanda 3
Dato hyu,(p), bu (p) soddisfa I’equazione

Pu bl/p + Dy bpu + Pp b;u/ =h €uvpo pa

od equivalentemente
e by, =2hp’ (208)

L’invarianza di gauge ¢

b/u/(p) — b;w(p> + Pu Gy — Py Oy (209)

Notiamo che i parametri di gauge o generano uno spazio 4-dimensionale,
ma le trasformazioni con «, = p, agiscono trivialmentesu b,,. Il sottospazio
gauge-banali dello spazio delle soluzioni delle eqs (208) ha dunque dimensione
3.

Per p? # 0 le uniche soluzione di (208) sono quelle gauge-banali: h =0 e
buv = Ppow — Py oy

Per p? = 0 lo spazio delle soluzioni di (208) ha dimensione 4 (includendo
h). Sia infatti

P = (w,0,0,0,w) = ph (210)
Allora le (208) diventano
h = bia
0 = bas — o2
0 = b1z — box (211)
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La soluzione generale per b, ¢ dunque

0 boi  bo2  bo3
b1 0 h bo

buwo) = | 0 o e (212)
bos  —bor —boz O
I tensori gauge-triviali sono
0 aq 9 Qa3
(50 @ (o) — (Do) ap(po) = = | 0 0 (213)
nev voH — Qg 0 0 (6%)]

—Q3 —Q1; —Q9 0

Lo spazio dei tensori fisici ottenuto quozientando lo spazio delle soluzione per
lo spazio triviale (213) ha dunque dimensione 1 (in accordo con la risposta
alle domande 1 e 2), ed un rappresentativo e

0 0 00
0 0 A O
0 0 00

Domanda 4
L’interazione e gauge-invariante perché puo essere riscritta attraverso
un’intregrazione per parti come

1
L1 = 3G e Hyp Vi (215)

Siano p*, k* e ¢* gli impulsi del V' k#, del B e del ¢ rispettivamente, con
p = k + g L’ampiezza invariante di decadimento ¢ dunque

M =i2Ghk"e,(p, o) (216)

Il fattore di normalizzazione h deve essere determinato dalla condizione
che lo stato corrispondente sia normalizzato nella maniera usuale. Posto
Hup = €upe07p, la densita lagrangiana per il campo scalare ¢ diventa
quella standard

Lo= 1000, (217)
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Dunque dobbiamo prendere h = 1. L’ampiezze invariante modulo quadro

mediata sugli stati inziali ¢ pertanto

1 4 v
S

Vv
4 k-p)?
:—G2( f)
3 my,
Abbiamo
m%,—m?> - p-k m%——mi
2 mys 2mV

(218)

(219)

dove |/Z | & 'impulso tridimensionale del B nel sistema del baricentro. Dunque

P 4G (hp) G

(my, — m?b)g

dt 3m%/ 87rm%/ B 487rm‘;’/

o4

(220)



Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 20/11,/2006

Problema
Un campo ¢ (x) con g indice vettoriale e A indice spinoriale di Dirac
soddisfa alle seguenti equazioni relativistiche

(maaa — m) P, =0
Y, =0 (221)
dove m € un parametro reale diverso da zero.

Domanda 1
Qual’® il contenuto in termini di particelle (spin e massa) di questo
campo?

Domanda 2

Si ottegano i vettori di polarizzazione uﬁ(ﬁ = 0,0) del campo per tri-
impulso nullo e valore definito ¢ dello spin lungo I'asse z nel sistema di
riposo.

Domanda 3
Si dimostri che le equazioni del moto che si ottengono dalla densita la-
grangiana

L=it, (Y =" ") 8y thy + mu[v 7] Uy (222)

sono equivalenti alle equazioni (221).
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Soluzione Prova Scritta del 20/11/06
Domanda 1 e 2
Andiamo nel sistema di riposo p* = (w,0,0,0). Le equazioni (221) diven-
tano

(wy? —m)7y, =0 Y, =0 (223)
La consistenza della prima equazione implica
w=m (224)

Cioe il parametro m deve essere identificato con la massa della particella
descritta dalle equazioni. Inoltre posto

u=(2) (225)

dove ¢, e x, sono spinori a due componenti, ed utilizzando la rappresen-
tazione spinoriale delle matrici gamma, otteniamo

‘bu = Xu
Ppo=0-X Xo=-0-9¢ (226)
da cui . .
$o = Xxo=10 X=9¢ d-9=0 (227)
L’ultima equazione permette di esprimere il bi-spinore ¢3 in termini di ¢, e
Pa:
¢3:Z'O'1¢2—7:0'2¢1:%(U_¢+—O'+¢_) (228)
dove abbiamo introdotto
¢i:¢1ii¢2 U:t:Ul:l:iUQ (229)

In conclusione la soluzione generale dell’equazioni (223) ¢ funzione dei due
bi-spinori ¢4, cioe di 4 parametri: ¢% con a,b,= 1,2. Se prendiamo le
componenti dei bi-spinori con a,b = 1 come quelle di spin —1/2 e quelle con
a,b = 2 come quelle di spin +1/2, gli spin delle 4 soluzioni proporzionali
a (2, L, %, ¢1) sono rispettivamente +3/2,+1/2,—-1/2,—-3/2. Si tratta
dunque di una particella massiva di spin 3/2 ed i vettori di polarizzazione di
spin definito sono proprio quelli proporzionali a ¢4 .
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Domanda 3
Le equazioni del moto che discendono dalla lagrangiana sono nello spazio
dei momenti

[V Dy =7 oY+ m(v =4 *)] =0 (230)
Vogliamo dedurre da questa due equazioni che non contegono indici vettoriali
liberi moltiplicando per p* e per v*. Moltiplicando per p* otteniamo

m(py" —9"p) v, =0 (231)
Da cui
py-v=p-v (232)
Moltiplicando (230) a sinistra per 4* otteniamo invece
[4D7" =y Py +m(47" =3y ")] =0 (233)

Da cui

0=4p7" Yy — VY PV Yy +6m~" ¢, =
=4py-p—4p-Yp+6m~y-¢ (234)

Inserendo in questa equazione la (232) ricaviamo
6m~vy-1¥ =0 (235)
cioe la seconda delle (221). Sostituendo questa nella (232) si deduce inoltre
p-y=0 (236)
Sostituiamo allora vy -1 = p - 1) = 0 nell’equazione (230)
[V P+ ma ", =0 (237)
Da cui

0=—=py" 'ty +2my" =
= —2p " + 2m (238)

cioe la prima delle (221).
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 21/12/2006

Problema 1
Si determini lo spettro (massa e spin delle particelle) del sistema descritto
dalla densita lagrangiana

1 1
L= - FSI/) (F(V))IW -7 FS:V) (F(W))IW +

1

+5(m%%ﬂﬂ“%m%W@WW+2n@WL;WW) (239)

dove F\y) = 8,V, —8,V, e W) =8, W, — 9, W,

Problema 2

Una particella massiva, scarica, di spin 2 di massa m; ¢ descritta da
un tensore di polarizzazione h,, (p) simmetrico, a traccia nulla e trasverso
(" i (p) = 0).

Si determini I’ampiezza piu generale compatibile con I'invarianza di Lo-
rentz che descrive il decadimento di questa particella in una coppia fermione-
antifermione di spin 1/2 di massa m.

Si determinino le restrizioni all’ampiezza che derivano da:

a) invarianza sotto parita P;
b) invarianza sotto coniugazione di carica C.
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Soluzione Prova Scritta del 21/12/06
Problema 1
Lo spettro del sistema e costituito da due particelle vettoriali massive di
massa

1
miy =5 (md +mhy £ \Jmd = mid )2+ 4mdy, ) (240)
Problema 2
Introduciamo

p=p1+p2 k=p1—p2 (241)

dove p; e py sono gli impulsi dei fermioni prodotti nel decadiimento e p e
I'impulso della particella di spin 2 che decade. L’ampiezza invariante pit
generale e

huv (p) k*
mp

A= u(p2) (91 K+ g1 k5 + 920" + 657" 75) v(p1) (242)
Gli accoppiamenti g1, g» hanno parita P = +1 mentre quelli proporzionali
a g, g5 hanno P = —1. Gli accoppiamenti g1, g1, go hanno parita di carica
C' = +1 mentre quello con g5 ha parita di carica C' = —1. (Bisogna tenere
conto che per coniugazione di carica, p; e py si scambiano quindi k£ cambia
di segno).
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 31/01/2007

Problema 1

Una particella fermionica di spin 1/2 e massa m & descritta da un campo
di Dirac ¢. Si vogliono confrontare le interazioni tra due fermioni identici
descritte dalle due seguenti densita lagrangiane:

(a) Ly = 9¢1Z_¢
(b)) Ly = gV,uy"y

dove ¢ ¢ un campo scalare di massa my e V,, ¢ un campo vettoriale di massa
my .

Si determini all’ordine perturbativo piu basso il potenziale V' (r) a grande
distanza tra due particelle fermioniche nel limite non-relativistico nei casi
(a) e (b). In particolare stabilire, nei due casi, se il potenziale ¢ attrattivo o
repulsivo.

Problema 2

Si determini una rappresentazione delle matrici di Dirac, unitariamente
equivalente alla rappresentazione standard, per la quale gli spinori u(p) che
soddisfano le equazioni del moto per un impulso generico p* con p? = m? e
p° > 0 hanno solo le prime due componenti non nulle.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 22/06/2007

Problema 1

Si consideri una particella vettoriale carica descritta da un campo W, (z)
di massa myy accoppiata ad una particella vettoriale scarica descritta da un
campo A, (z), di massa m, non nulla.

Domanda 1

Si scriva la piu generale ampiezza invariante che descrive il decadimento
A — W + W, assumendo la conservazione della paritad. Quanti sono i
parametri indipendenti che controllano quest’ampiezza? Se si assume, oltre
all’ invarianza per P, anche quella per C' quanti e quali sono i parametri
indipendenti?
Domanda 2

Si assuma la conservazione di P e di C e si supponga che A abbia parita
di carica +1. Si calcoli la vita media della particella A non polarizzata al
primo ordine in teoria delle perturbazioni, in funzione dei parametri di cui
alla domanda 1.

Problema 2

Usando gli stessi campi del Problema 1, si consideri ora il caso in cui A
e il campo fotonico. Si vuole descrivere 'interazione efficace del bosone W
con il campo fotonico, assumendo la conservazione della parita.
Domanda 1

Si scriva 'ampiezza invariante piu generale che conserva la parita per il
processo W — W’ + A dove A & un fotone virtuale. Siano p e p’ i momenti
della particella W, e ¢ = p—p’ il momento del fotone virtuale. Quanti e quali
sono le funzioni di ¢? indipendenti che controllano l'interazione efficace?
Domanda 2

Si calcoli, nel caso della Domanda 1, il potenziale di interazione a distanza
r all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni, tra due particelle W di
carica uguale, nel limite non-relativistico di bassa energia.
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Soluzione Prova Scritta del 22/06/07
Problema 1
Siano p e p’ gli impulsi della particella W e della anti-particella W. e and
¢ i vettori di polarizzazione corrispondenti e € il vettore di polarizzazione
della particella A. Si ponga

P=p+p q=p-7p (243)
L’ampiezza invariante piu generale che rispetta P dipende da 4 parametri:

M =€, ()5 Thag (244)

Tp,ocﬁ = Agaﬁ qu + B Goyu 43 + B/ 981 o + C R m (245)

Se C' & conservato e la particella A ha parita di carica C' = +1 (C' = —1)
I'ampiezza T),3 deve essere invariante (cambiare segno) per « = feq — —¢:

T/wéﬁ — _Agaﬂ qu — B’ Gou dp — Bgﬁu Qo — CQa 45 qu (246)

Dunque se C' =1 allora

A=0 C=0 B(qz) = —B’(q2) (247)
e
Tuaﬁ =B (gau 43 — 98u qa) (248)
mentre se C = —1
T,uozﬁ =A Gap qu + B(Qau qs + 9su Q(x) +C 4o 43 qu (249)
Problema 2

Partiamo ora dal tensore a tre indici piu generale, tenendo conto che non
abbiamo piu la condizione di trasversalita associata al campo A:

Tyap = a(@?) Gap @u + (0°) Gaw a5 + V' (6°) 9oy Ga + €(0%) 4a G5 @u +
+d(q2) Gop By + 6(‘]2) da s by (250)

Abbiamo tenuto conto che :
P-e=—q-¢e P-é=q-e (251)
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L’invarianza di gauge impone la conservazione della corrente:

¢" Tpap =0 (252)
cioe
0= a(q®) gap @ + (b(¢*) + V' (¢*)) 4a a5 + () ¢ 40 g5 (253)
Dunque
a(g®) =0
b(q*) +V'(¢*) = —¢* e(¢?) (254)
Ridefinendo
W) = Bl¢®) V(@) =¢B(d) (255)
otteniamo
Tuop = B(G?) [gon 45 6 — 40 48 @) + B'(6*) (98 G0 6 — da 48 @) +
+d(¢%) gap P + €(¢*) 4a 45 P (256)

e Uelemento di matrice della corrente ¢

Jo=B(@) [, () qs¢* — € qe-qq,] +
+B(¢°) [(€)e-qa® —e-qe-qqu] +
+d(¢*)e- () Pu+e(q®)e-q(€) - qP, (257)

Il termine dominante nel limite di grande distante ¢ — 0 &
J,~d0)e- () P, (258)

L’ampiezza di diffusione di due particelle W all’ordine pit basso e nel limite
di grande distanza e

A~ U0V er- () € - (&) (P + 1) - (P2 +13)
q2
o A0)Pe - ()" 2 (e5)" 4miy (250)
q

Prendiamo il caso in cui le polarizzazione delle particelle 1 e 2 sono diverse
e non cambiano nel processo di diffusione (in questo caso manca il termine

di scambio)
- (€) =6 () =-1 (260)
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Per questo processo

d(0)% 4m?
M ~ _LQW (261)
q
Confrontando con 'ampiezza per a diffusione di due elettroni nel limite non
relativistico, deduciamo che il potenziale tra le due particelle W e

V(r)= (262)
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Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 27/07/2007

Problema 1

Si consideri una particella vettoriale carica descritta da un campo W, (z)
di massa myy accoppiata ad una particella vettoriale scarica descritta da un
campo A, (z), di massa m, non nulla attraverso 'interazione

L=ig [Fju WY — (W)t Fm] A (263)

Domanda 1
Si calcoli la vita media della particella A non polarizzata al primo ordine
in teoria delle perturbazioni.
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Soluzione Prova Scritta del 27/07/07
Problema 1
Siano p e p’ gli impulsi delle particelle W e W prodotti nel decadimento
della particella A, il cui impulso e

P=p+yp (264)
Denotiamo con ¢ la differenza degli impuli
g=p—p (265)
L’ampiezza invariante del decadimento ¢
M = g €y(P) Ju(p,p) (266)
dove
o) = g | (1 €40) = pu ()" (0) €26) +
(@) €)= ()W) esv)] =
=&w ) [ a + e — 9" al (267)

ed e(p)(e(p')) ¢ il vettore di polarizzazione della particella W ((W).
Notiamo che J(p,p’) & conservato

P Ju(p,p) = (p+ )" J(p,p') =0 (268)
Pertanto il modulo quadro dell’ampiezza di decadimento sommato sugli stati
iniziali e ,
S M = —g* Tu(p. 7)) J'(p.p) (269)
€A

Se sommiamo anche sugli stati di polarizzazione delle particelle finali otteni-
amo

2 ey v
Z|M| :_QZNA (p) N B(p,) |:g,U)\QV+g,uVQ)\_gV)\QM X

€A,€

X |:gua 43 + 9ua 93 — 9ap Qu]
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dove N**(p) ¢ la matrice densita delle particelle vettoriali massive
A Qo
ta (210)
W

N*(p) =

che soddisfa la condizione di trasversalita

AN (p) =0 (271)

Dunque

M
Z’ { —N)\a )Nl’ﬁ(p/) gaAquq,B+g,BAQVQQ+QQVQAQB+

€4,€

+gﬁu qrGa — 2904,8 Qv gx — 2 gur4a 4p + gun Gop QQ] =
=2NX(p) g N’ (1) a3 — 2¢, N’ (p) N§ (0) g + N (p) N3, (') ¢°

Abbiamo
Ni(p) = -3
/. 2
V3 n_ (P p)
NP ) Naup) = (T57) +2
5 y p/ -p 2
o N (1) 45 = po N2 (1) ps = miy [( 7 ) —1}
myy,
/
14 «@ v o . 2
0 N"(p) N§ (1) g = =1, NP (D) N§ () pa = —p - V' (=) +p-p
w
2 PP [1_ (p’-p)Q] 272
= m?, s =y (272)
Introduciamo per comodita la variabile
2
=V LM (273)
mé,  2m¥,
in definitiva
|M | 2 2 4 (2
Z —6(x*—1) -2z [l -2 + (2 +2)2(1-2) =
eAe
0—6p—dat—124+ A _ T4 _
my My
2
— 4 ( A 1) (ﬂ + 3) (274)
4dmy, mi,
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Sia p’ 'impulso della W nel sistema di riposo della A.

(9)? = = (m% — 4miy) (275)

| =

La probabilita di decadimento e

1
asww = 7 Z}M}QZ
€A,€

381 md
2 2 2 2
_9 |731m2VV4< 1) (4 3) =
24 mm? 4dmy, miy,
2 2 3 2
=L () (143200 (276)
6m  \dmy, m4
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 5/12/2008

Problema 1
Un elettrone diffonde in un campo elettromagnetico esterno il cui poten-

ziale & dato da

2
l

Au(z) = (ge”,0,0,0) (277)

Domanda 1

Calcolare all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la sezione
d’urto di diffusione per il processo in cui l'elettrone inziale non e polariz-
zato e non si misura lo spin di quello finale.
Domanda 2

Calcolare all’ordine pitt basso in teoria delle perturbazioni la sezione
d’urto di diffusione per i processi in cui l'elettrone inziale e finale hanno
elicita definite.
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Soluzione Prova Scritta del 05/12/08
Problema 1
Siano i) = aa 5 10)elf)= aﬂ »,|0) gli stati iniziali ¢ finali dell’elettrone.
L’elemento di matrlce S al pl“lIIlO ordlne e

—=2

Sy =gei [ datflin vl e F -

. 0/(n: o , ;
:9627r5(Ef—Ei)iu(pf’af)ﬁy w(pi, 73) /dgf e TPiP) g7 =

(27)3 2w;
u Ou(p;, o; 2 (5 -5)?
:9627r5(Ef—Ei)iu(pf’(;iz;;(gj“gz) TPe T = (278)
. My
=2mid(b; — B;) ———
ot = B e,
(279)
dove
— 0 3 .3 ,M
My =geu(py, o)y u(pi, o) w2 % e Z (280)
La probabilita di transizione per unita di tempo e
dw;y |Myi* & py
—= =27 0(FE; — E; 281
e la sezione d’urto differenziale
dos; = dwisy =2718(E; — E)) | Myil* & p —
Ty R PATARCESE
My;|? E;dE;d
_ (Ef—E)‘ ril” |Pf| Er d EydQy
w; i (2m)?
d§?
= My — 282
M (282)
ovVVero - , ,
dog  mwge l® | SR )
T [a(ps, 007" wlpi, 00) e 2 (283)

;16

Domanda 1

70



Mediando sulla polarizzazione degli stati iniziali e sommando su quelle
degli stati finali otteniamo

_ 12 (5 —7;)°

Te[(py +m) 10 (i +m)r e T =

Zdaﬂ B 7rg 62l6
dQdy
mg*e? S 12 (5 —5;)>

= REE-—pptwie 5 =
mg*e? S L 12 (5 —pi)?
TP e B gy i e
2 216
_ Tg 86 Uﬁ‘Q + ’ﬂ2C089+2m2] 6712 |p12 (1—cos 0) —

2 216 2
_T9 46 Uﬁ‘2 cos? 5 —|—m2] o~ 171* (1—cos ) (284)

dove
p1 = |pi| = |9yl (285)
e 6 e I'angolo di diffusione.

Domanda 2
Prendiamo I’asse delle z lungo 1’asse di propagazione dell’elettrone iniziale

pi = (E,0,0,7)
pr = (E.sinfp], 0,cos6 |5)) (286)

Indichiamo con o,y = +1 le elicitd degli clettroni iniziale ¢ finale, ¢ con
w(p; £, 04, ¢) 1 vettori di polarizzazione nella base dell’elicita. Dobbiamo cal-
colare le ampiezze

Aoy, 00) = u(ps, 00) 7 wlpi, 00) = ul(pg, o) ulps, 0) (287)
Per ragioni di simmetria

AGy)=Al-5-3)  AG-3)=Al-3.5) (%)

o+ = (V)
(m [cos? — iy sm‘)}wi) (289)

VwF |p] [cos g — iy sin ] wy

Inoltre

pf7
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dove

o) o)

sono due spinori a due componenti. Dunque

A(%, %) = (w+|p]) wh, [cosg + i 09 sin g} wy +
+(w — [71) w! [cos g + i 0y sin g} wy =
= 2w cosg (291)
mentre
A(%, —%) =2mi Sil’lgU)T_O'Q wy =
= 2m sin g (292)
In conclusione
d(;iéyié _ mg?e?l’ 2 cos? 0 )
; 1 >
dgdiéjé _ 7T924€2 1° m? sin? g o~ 712 (1-cos0) (203)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 19/12/2008

Problema 1

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, la probabilita
per unita di volume ed unita di tempo di creazione di una coppia elettrone-
positrone nel potenziale

A, = (0, Ae7iwt) (294)
con ff costante.

Problema 2

Sia 1) uno campo spinoriale di Dirac, ¢r = 1?5 ¥ le proiezioni di chi-
ralita definita, ¥ = C'¢* lo spinore coniugato di carica.
Domanda 1

Si dimostri che, in una rappresentazione generica, valgono le identita

(W)r= (L) ()= (Yr)

Domanda 2
Sia ¢ (x) un campo fermionico quantizzato ed o un numero reale non
nullo. Si dimostri che la densita lagrangiana

L=ihpy" 8, ¢ +a[(r) v +r ()] (295)
¢ relativisticamente invariante e se ne derivino le equazioni di campo cor-
rispondenti.

Domanda 3

Si determinino: a) la massa; b) lo spin; c) le proprieta di coniugazione di
carica; d) i vettori di polarizzazione delle particelle ed antiparticelle descritte
dal sistema (295).
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Soluzione Prova Scritta del 19/12/2008
Problema 1
Sia

If) =al . bl . 10) (296)

lo stato finale della coppia elettrone-positrone. Senza perdita di generalita,
possiamo scegliere 'asse delle z lungo A:

A=Az (297)

L’elemento di matrice S al primo ordine &

Sﬁ=AM/ﬁ%uwuwwmwm%“=

(p27 02)’73 U(ph 01)/

2732 wrws

= Ae2m)id(ws +w — w) (P + Pa) 208)

Il modulo quadro dell’ampiezza di transizione e

|sz|2 = A2 62 (27’(’)45(&)2 =+ wq —CU) 5(]71 —f—ﬁg) TV x

N2, 22)* o(pr, o)
(27’[‘)64(401(,02

(299)

La probabilita di produzione per unita di volume e di tempo di una coppia,
e pertanto

dwys — A%e? o oAl -
dei = V—;_, = (2 7'(')2 /d3p1 d3p2 6(“2 +wy — W) (5(}91 +p2) X
» |a(p2,02)73v(p1,01)‘2 B
4w1 Wa N

A? ¢? . |@(p2, 72)7* v(p1, 1)

= T3 e /dQ 71| w1 dwy 6(2w1 — w) 7 -
A% e? A4m? | 3 2

= W ds2 1-— 7 |U(p2,0'2)"}/ ’l](pl,O'l)‘ (300)
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Sommando sulla polarizzazione degli stati finali otteniamo

d Py A? e? 4m?
L = 1— Tr(p S (pr—m)y’ =
A?e? am? (2)y2
:<27T)2 1— w2 (w1—<p1)):
A?e? 4m? 5 5 9
= 1@ 1-— (w? = (w* — 4m?) cos®0) (301)
Integrando sull’angolo solido
A? e? 4m? 47
Pi = — — < 24 — 2 _ 4 2 _> =
EVYCESE gz \Wdm— (W —dmt) =
A? e? 4m?
= 1— ( 219 2) =
3.2 2\ em
e? |E)? 4m? 2m?
_ 1 (1 ) 302
67 w? + w? (302)
dove abbiamo introdotto il campo elettrico E=iwA.
Problema 2
Domanda 1
Poiché
() =-CytC (303)
abbiamo
Ve =—-C 1y C (304)
Dunque
c 1+ 7 * - 7 ) * * c
we="2B 0w =D oy — @ o

Domanda 2
L’invarianza relativistica della densita lagrangiana discende direttamente
dal fatto che 9 si trasforma, per rotazioni di Lorentz, come 1.
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La variazione dell’azione per una variazione 0 ¥ (x) ¢

55 = /d%; [&hm“ b+ L i 0, 0 +
+a((Cow3) " (Ve) + o) o +
051 C (Yn)" + (61) 1° C (691)") ]| =
— /d% [&hm*‘am + b i 8, 00, +
+a<(5¢L)t CT by + ()" CTA° 53y, +
F00L.C ()" + (091) 10 C (1)) ] =
_ /d‘*g; (097 By n + D iy B 001 +
+20(00)F 601 + 691 (61)°) | (306)

dove abbiamo utilizzato 1’antisimmetria di C'7°. Le equazioni del moto sono
pertanto

’L")/‘u (9# Q/JL =2« (wL)c (307)

Domanda 3
Prendendo il complesso coniugato di ambo i membri dell’equazione (307)
otteniamo

—i (") 0, (Y1) = —2aC" Yy, (308)
da cui, ricordando che C'C* =1,
i7" 0,C (V)" = —2ayy (309)
ovvero
i7" 0, (Y1) = =2y (310)

Dalla (307) deriviamo dunque
—iy’ 8, i7" O, = Y =2iav’ 0, (Yr)° = —(2a)* ¢ (311)
Pertanto il campo ¢, ha massa
m = |2a (312)

76



Supponiamo per fissare le idee che
a<0 (313)

In questo caso
m= -2« (314)

Il modo pit semplice di discutere il contenuto delle equazioni relativistiche
(307) ¢ introdurre il campo

x(@) = ¢r(r) + (Yo())° (315)

x(x) & un campo di Maiorana

X“ =X (316)

Sommando tra loro (307) e (310) otteniamo
iMo,x =—-2ayx (317)
ovvero x(z) soddisfa le equazioni di Dirac con una massa m = —2«. (Nel

caso a > 0 il campo y = ¥y — (¢1)¢ & di Maiorana e soddisfa I'equazione di
Dirac con m = 2 ).
In conclusione, il campo v, descrive una particella di massa m, spin 1/2,
neutra, che coincide cioe con la propria antiparticella:
e—ip:v eipz

x(z) = 520 mu(% 0) tg0 + W

dove u(p, o) sono i vettori di polarizzazione degli spinori di Dirac.
Poiché

w(po)al, (318)

Vr(z) = Prx(z)  (Yo(2))” = Prx(z) (319)
abbiamo

vule) = 2 T

efipx eipx
Pru(p,o)azs +

mentre

W) =2 T s X o
321

NOTA: 1l termine di massa per ¢1, nella (295) ¢ detto termine di massa di
Maiorana, per distinguerlo dal termine di massa nella densita lagrangiana di
Dirac che coinvolge anche la proiezione con chiralita opposta ¥g.

(Ppu(p, o))" af

p7o-
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 20/02/2009

Problema 1

Tre particelle vettoriali reali Vi, con a = 1,2,3, di massa uguale my si
accoppiano a tre particelle scalari neutre ¢*, anche queste con la stessa massa
mg < "5~, attraverso l'interazione

Lr=igea V)"0 ¢ (322)

Domanda 1

Si determini all’ordine pitl basso in teoria delle perturbazioni la vita media
delle 3 particelle vettoriali V.
Domanda 2

Si determinino, allo stesso ordine in teoria delle pertubazioni, le dis-
tribuzioni angolari dei decadimenti V* — 7 4 7¢ nel caso in cui V¢ abbia
uno stato di spin definito nel suo sistema di quiete.
Domanda 3

. . . . s o4 Ppltig? + V;:I:iVH2
Si definiscano dei campi carichi ¢p* = =5 ¢ Vi = v

essere la parita di carica intrinseca di Vlf’ affinché 'interazione conservi C'?

. Quale deve

Problema 2
Una particella scalare neutra ¢ di massa m decade in due fotoni attraverso
I’accoppiamento

L= % & € e FH FP° (323)
dove F,, =0, A, — 0, A,

Domanda 1

Si determini all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la vita media
di ¢.
Domanda 2

Si prenda come asse delle z la direzione di propagazione dei due fotoni
prodotti nel decadimento. Si determini al primo ordine in teoria delle per-
turbazioni lo stato di polarizzazione dei fotoni emessi nella base delle polar-
izzazioni lineari lungo x ed y, (ovvero le ampiezze relative ai decadimenti con
fotoni polarizzati linearmente lungo x ed y).
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Soluzione Prova Scritta del 20/02/2009
Problema 1
Consideriamo il processo di decadimento di una V' con a = 3. I prodotti
del decadimento saranno due particelle scalari con b = 1 e ¢ = 2. L’ampiezza
al primo ordine e

Ms 110 = geb(p;0) (k1 — ko) = ges(p;0) - g (324)

dove p & il quadri-impulso della particella vettoriale Vi che decade, e3(p, o)
e il suo vettore di polarizzazione e

p=Fkit+ke q=k —ko (325)

ki1 e ko sono gli impulsi delle particelle scalari prodotte nel decadimento.
Poiché
pP=mi =2m}+ 2k - ky (326)

abbiamo
¢ =4mi—m3, (327)

Nel sistema di riposo di V
q=(0,2k)  p=(my,0) (328)
dove £k sono i tri-impulsi delle particelle scalari. Dunque

2
_4m¢

il =W
K] = = (329)

my,
La probabilita di decadimento per unita di tempo e di angolo solido ¢

dF3_>1+2(0') . g2 4m3§

d§2 64 mmy mi,

les(p; o) - g (330)

Domanda 1
Mediando sulle polarizzazioni della particella vettoriale otteniamo

lzdr3a1+2 _ g’ 1_ dmg (—¢) _

34~ dQ 64 2 my mé 3

_ g @(1_47”2)3
6472 3 mi,

(331)
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In definitiva, tenendo conto della simmetria tra gli indici 1,2,3, otteniamo
per la vita media di ciascun V¢

2 4m2\ 2

g 6 2

ry, = - (1— ) 2
v 487rmv m (33)

Domanda 2
Prendiamo o, lo spin di V' lungo I’asse delle z. I vettori di polarizzazione
con spin definito sono

s(p;0) = (0,0,0,1) e3<p;ﬂ>=¢%<o,1,iz,o> (333)

per cui

2 |k| sin 6

V2

avendo scelto k nel piano z, x ed avendo chiamato # ’angolo tra k e lasse 2.
In definitiva le distribuzioni angolari dei decadimenti polarizzati sono

es(p;0) - g = —2k| cos®  es(p;£1)-q= (334)

_ - )
i 64r mV( 7)) o5l
dlg—+1 g9’ ( 4m§)>§ L .
= my (1— —sin” 6 (335)
s 64 72 2 2
Domanda 3
L’accoppiamento di Vﬁf?’) e

Ls=igV® (o7 0" ¢~ — 0,67 ¢7) (336)
La corrente

Jh=(¢* 0" ™ — 0,07 ¢7) (337)

cambia di segno per scambio di ¢t con ¢~. Pertanto V® deve avere C' = —1

se la coniugazione di carica e rispettata.

Un modo alternativo di derivare questo risultato e osservare che la co-
niugazione di carica agisce sui campi neutri ¢* come l'inversione di parita
nello spazio interno 3-dimensionale degli indici a . Rispetto alle riflessioni

!Questa operazione di inversione & nota come la G parita per 'isospin.
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di parita nello spazio interno, il tensore €, ha parita negativa. Il vettore
¢* appare quadraticamente nell’interazione: pertanto p® deve essere assiale
rispetto a questa operazione.

Problema 2
Sia p I'impulso della particella scalare ¢ che decade, ki e ko gli impulsi
dei fotoni prodotti nel decadimento. Nel sistema di riposo di ¢

ko= (k| £k)  p=(m,0) (338)

dove £k sono i tri-impulsi delle particelle scalari, ovvero

- m
El = — 339
i=" (339)
L’ampiezza invariante e
4
M=20¢, Kie ke (340)
m

dove €; 5 sono le polarizzazioni dei fotoni. Il fattore 2 viene dalla possibilita
per un fotone uscente di contrarsi con 2 diversi campi A,. La probabilita di
decadimento per unita di tempo e di angolo solido e

di" 64 g

dQ  3272mA
Domanda 1

Sommando sulle polarizzazioni dei fotoni finali

2
m 9 g 9
kv g.p 0|2 _ K=V 1.p =0
5 | o k1 E K5 €3] = gy |€uvpo K1 € K5 € (341)

ar g°
dQ  m2m3

01,02

€uvpo €afrys guﬁ 906 kil ]{?5 k:? k; =

2
g @
= (—2) (5N046P’Y - 5,wy(5poz) kf kg kl k;

m2m3
2g° 2 _ g
= g (R ke)” =g m
(342)
La probabilita per unita di tempo si ottiene integrando

1 dl'  ¢*m
== [ dQ — = 343
TRV i 313

01,02
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IL fattore % davanti all’integrale tiene conto della simmetria di Bose dei fotoni
nello stato finale.
Domanda 2

Scriviamo 'ampiezza invariante nel sistema di riposo del ¢:

8 8 I L
M= =2 e ek = 2 e K1 e + ejui ki & [F] 8] (344)

gli altri termini, in cui o v 0 ¢ sono uguali a 0 si annullano in quanto &} =
—k% = k. Dunque

—

M=8gk- (1 N&) (345)
‘ ar 2
€1,€2 g "¢ — —
—dQ = ﬁ }k’ : (61 A 62) ‘2 (346)

Prendiamo k lungo l'asse delle z. € 5 giacciono nel piano x,y. Dunque

My =My, =0 My =M, =4gm (347)
’ T 2
€1,€2 mg - — 2
ETe) = 471‘2 ’61 A 62’ (348)

Lo stato di polarizzazione dei fotoni e pertanto

1
E (ex Rey, —ey® ex) (349)

(derivabile direttamente anche dalla conservazione del momento angolare e
della parita).
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Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 17/09/2010

Una particella vettoriale descritta dal campo V), di massa my decade in
una particella scalare descritta dal campo ¢ di massa mg ed una particella
vettoriale descritta dal campo W, di massa my attraverso I'interazione

L= o v orwr+ Lo 55,v,0,w,
my my

Domanda 1 (Punti 18)
Si calcoli il tempo di decadimento di V' attraverso questo processo al
primo ordine in teoria delle perturbazioni.

Domanda 2 (Punti 18)

Si calcoli la distribuzione angolare della particella scalare emessa senza
misura dello stato di elicita del vettore finale, nel caso in cui la particella V
che decade ha spin definito lungo 1’asse delle z nel suo sistema di riposo e

9220.
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Soluzione Prova Scritta del 17/09/2010
Domanda 1

Siano p, p’ i momenti delle particelle V' e W rispettivamente. L’ampiezza
invariante di decadimento al primo ordine si scrive

! 7 (W), 1 ()
M_m_vp"ey ¥ o) pe, (v, 0) +

g2 o / (W) / V) _
o € o) pue (o)
1 v (o 14 Voo —
= (100 97— g10” () + g2 €7 p, p) €V €Y (350)

Il modulo quadro e

1
M= [glp P g7 = gp” () + g2 e 7p, pu) eV e x

v

a w 1%
X[glp-p 9% — g0’ ()" + g2 e po] € ) (351)

Operando la somma sugli stati finali e la media su quelli iniziali

_ o /\v UV po o/ VA
SZW’ Gap-P g =g (V) + g€ pppu(pap5

J— o X
m%/ mIQ/V g 5)
I 86 5 NG B/ bvPp _
xlgrp-0 9" — g0’ () + gae pwpa](m — ) =
174
1
— [P0 97— 07 (V) + g2 €7D, pu] X

mv

x[gip-1' 9% —g10” ) + g2 €7D, pa] x

Pv D3 Py Ds Py P Py Ds
X - Yv — Yo o v

[m%/m%/ gﬂmw gavargag,B]

92 92
= 5 “””"p,,pupypmt— -0 g —p7 ()] ¥

mv my,

x[p-p g7 —p” ()] =

gg 9% 2 2 2
== ehPro ¢ oNl/UpppupA/pa + ~L [2 (pp/) ‘l‘mv mW} =

295 pe oy wy o pa\ ol /
——5 (9" 9" — 9" 9") 1, D P, e +

\%
(352)
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2
g
5 [2(0-9) + mimiy] =

v
293 \2 2 2 9% N2 2 92
= — ((P'P) _meW)+_m2 [Q(P'p) ‘f'mvmw} =
v v
2(g5 + 97)
:—in%, L (( ?—mimiy) + 365 miy (353)

La probabilita per unita di tempo di decadimento e quindi

I = ((p 'p/)Q - m%/ m%ﬁ/)i <2 (g% + g%) ((p ‘p/)Q
24 m3, mé,

— mi miy)?) +3 g mdy )

Domanda 2
In questo caso consideriamo soltanto la somma sugli stati finali, senza
mediare su quelli iniziali

ST M= [p P g7 —p” ()] x

finali

myy
g
=== [p p/gau_pcr(p>u] %
14
% [p_p/ g,35 _p§ (p/)ﬂ] [ gaa} 6; )61(/ ) —
2
g ov o v _(V
=L p- g =" )] [p- 1 —ps )] €} V) =
my,
g _
== -0 —mpp @y V] (354)
14

Nel sistema di riposo della particella vettoriale che decade il vettore di
polarizzazione della V' si scrive

V¥, o) = (0,&,) (355)
cono=0,%+¢e
(1,400 (356)
Y Z’
V2

Scriviamo il quadri-impulso della W come segue

= (Ew,—p) (357)

& =(0,0,1) &y =
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dove ];’ ¢ il tri-impulso della ¢ che forma un angolo € con I’asse di polariz-
zazione Zz:

p= }ﬁ‘(sin@,o,cos 6) (358)
¢ (- p)? 2 2
712 p-p) —mymy
id =3 (359)
Dunque
poeV)=é-p (360)
Pertanto
2 g% 2 2 12
> M=) —mi | - 21 (361)
v

finali

Quindi le distribuzioni angolari del decadimento per i vari stati di polariz-
zazione della V' sono proporzionali alle seguenti funzioni dell’angolo di decadi-
mento:

2
Z |M‘2(0 =0)= ﬂi_lg [(p'p/)Q —m?, |p’2] cos? 0] =
v

finali
= g_% [( -p)? sin?0 4+ m3 m3, cos? 0}
m2, p-p v My
2 2
2 g mi -2 .
Z |M‘ (0 ==41) = m_l%/ [(p-p')2 _ 7V 7| SIDQQ} _
finali
2 : 2 2 .2
91 9 sin” ¢ mymy . o
= m_%/ [(P'p/) (1- 5 ) 5 sin 9]

(362)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 27/09/2011

Problema 1
Una particella scalare ¢ di massa m si accoppia al campo elettromagnetico
attraverso l'interazione

g v o
L; = Mqﬁeme“ Fr

Domanda 1

Si calcoli, all’ordine piid basso in teoria delle perturbazioni, la sezione
d’urto differenziale di produzione di ¢ per diffusione di un fotone non polar-
izzato in un campo elettrostatico esterno classico

Ecl(f) = Q W

Domanda 2
Si calcoli la stessa sezione d’urto nel caso in cui il fotone incidente sia
polarizzato linearmente.

Problema 2

Sia 1 uno campo spinoriale di Dirac, ¥r = li% 1 le proiezioni di chi-
ralita definita, ¢ = C'¢* lo spinore coniugato di carica.
Domanda 1

Si dimostri che, in una rappresentazione generica, valgono le identita

(W)r =) (W)= (¥Yr)

Domanda 2

Sia 7 (x) un campo fermionico quantizzato ed o un numero reale non
nullo. Si derivino le equazioni di campo corrispondenti alla densita la-
grangiana

L=ithp " 0t + o [(Vr) vr + ¥r (vr)°]

Domanda 3
Si determinino: massa, spin, proprieta di coniugazione di carica, del sis-
tema descritto dalla lagrangiana data.
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Soluzione Prova Scritta del 27/09/2011
Problema 1
Siano k e ¢, impulso e vettore di polarizzazione del fotone nello stato
iniziale, p I'impulso dello scalare nello stato finale, ¢ = p — k il momento
trasferito. L’ampiezza di diffusione invariante e

- 8 . ~
M= 26040 (20 €) (24" A3(0)) = STein k' € ¢ Al(q) =

= —Vﬁ‘jk kel EZ(Q)
dove il primo fattore 2 ¢ dovuto alle due possibilita che il fotone entrante ha
di contrarsi con un Fj,,. AY%(q) e E%(g) sono le trasformate di Fourier del
potenziale A%(F) e del campo elettrico esterno E%(F). Abbiamo

Lo qu—u\fl
Ecl(.ilf):—v -
7]
_if'i_ﬂ|f‘ 47‘(‘@
A%(q) = /d?”e =
- 41 Qiqgk
Ef(q) = 363
cl( ) M2+q—2 ( )
Dunque
3271 gQé- (7xk) 8qgi_ = .
= — (E k 364
M= RS = SR (B < F) (a6
e
6401 =, - o oz o >
MP = B [1Bp R - (- B — e B =

64167267 Q?
MA@ )

[|ﬁ|2 B2 - (k-p)° — i |€-ﬁ]2] (365)

Domanda 1
Mediando sulle polarizzazioni del fotone incidente otteniamo

—

S IME = BE B - (7B -

M2
pol
321672 g2 Q? - - 32
= EE e E -G e

88



La sezione d’urto differenziale ¢
aQ 1672 |k |k| 7 M?
32 2 M2 . N
_ _‘QQW [|p2k2—(l€-p)]:
METE (@ + i)
324%Q? sin? 6 |53 |k|
M2 (|12 4 [k[> = 2|l || cos 6 + p2)?

12 > NFei_ (.7
d_o' D] | M _@i [’E[QkQ—(k'E)Q]

(367)

dove 6 e I'angolo di diffussione. La velocita dello scalare prodotto e

2 d
v = @ =4/1— 22 w = |k|
|| w
per cui
do 32 > Q? sin? § v3
dQ M2 (v24+1—2v cosf + p2w?)?
Domanda 2

Prendiamo il fotone incidente lungo 1’asse delle z e il vettore di polariz-
zazione lungo l'asse delle x:

k=(0,0,w) €& =(1,0,0)  p'=|p](sinf cos,sinb,sin ¢, cosh)
Dalla (365) otteniamo

2 64-1672 g% Q? [p)?w? sin® @ sin® p
|M‘ - WE (@ + 12)2

e per la sezione d’'urto differenziale

do, 64 g* Q? sin? § sin? p v3

dQ M2 (v2+1—2v cosf + p?w?)?

Se il fotone incidente e polarizzato lungo 1’asse delle y la sezione d’urto di-
venta invece

do, 64¢°Q* sin? 0 cos? p v?

dQ M2 (v2+1—2v cosf + p2w?)?
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Problema 2
Domanda 1

Da
(V) =-C"'y"C i =-C"'yC
otteniamo
c 1+ % 1 - * * * c
@)n =28 oy = L2 e oy = @)

Domanda 2
La variazione dell’azione per una variazione 9 ¢ (z) ¢

58 = /d% [&ZLW@mL b iy 0, Sy, +
o (Covp) A (wr) + W) o, +
+091,C ()" + (1) 70 C (un)") | =
:/d4:r (600,09" Oy or + i 0y 000 +
o (09n) €T A v + () CT A vy +

051 C (Yn)" + (500) 1" C (6r)7) ]| =
:/d%« (60014 0+ " 0,50, +
20 ([0 o + 60, (61)°) |

dove abbiamo utilizzato ’antisimmetria di C'7°. Le equazioni del moto sono
pertanto

i 0, = =20 (Yr)° (368)

Domanda 3
Prendendo il complesso coniugato di ambo i membri dell’equazione (368)
otteniamo

—i (V") 0, (Yr)" = —2aC* Yy
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da cui, ricordando che C'C* =1,
i 0,0 (Yr)" = —2av¢r = iv" 0, (Y1) = —2ayg (369)
Dunque
—iv" 0, i O by = O, = 20" 0, (V1) = —(2a)* Yy,
Pertanto il campo 17, ha massa
m = |2al

Il modo pit semplice di discutere il contenuto delle equazioni relativistiche
(368) & (per a > 0) introdurre il campo

x(x) = o) + (do(r))
Yr(r) = Prx(z)  (Yu()) = Prx(z)

che soddisfa

i7" Oux = —2ax

Quindi x(x) soddisfa le equazioni di Dirac con una massa m = —2 a?:

e—ipa: eipz
u(pa U) ap o +

x(e) = %,: 2m)% 2wy 2 2w,

dove u(p, o) sono i vettori di polarizzazione degli spinori di Dirac. In conclu-
sione, il campo 1), descrive una particella di massa m, spin 1/2, neutra, che
coincide cioe con la propria antiparticella:

u(p,o)al,

e—ipa: eip:v
(27)2 (/2 Wy
NOTA: 1 termine di massa per ¢, nella (363) ¢ detto di Majorana, per dis-

tinguerlo dal termine di massa nella densita lagrangiana di Dirac che coin-
volge anche la proiezione con chiralita opposta .

(Pru(p,0))al,

2Nel caso a > 0 il campo ¥ = 1, — (11,)¢ & di Majorana e soddisfa 'equazione di Dirac
con m = 2a.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 21/06/2013

Problema 1
Una particella scalare ¢ carica e di massa m si accoppia al campo elet-
tromagnetico esterno A, (x) attraverso l'interazione

Lr=ieA, (s'0"¢— 0" 9) (370)

Domanda 1

Si calcoli,all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni, la sezione
d’urto differenziale di diffusione dello scalare in un campo elettromagnetico
esterno descritto dai potenziali indipendenti dal tempo

— 1 —
Ax) = e 2a2 53?/\ B (371)

Domanda 2 .
Verificare che il risultato non dipende dalla scelta del gauge per (Ao, A).

Problema 2
Un fermione di Dirac ¢ di massa m si accoppia ad un campo elettromag-
netico esterno A,(x) attraverso l'interazione

Lr=ecA,by"y (372)

Domanda 1

Si calcoli, all’'ordine piu basso in teoria delle perturbazioni, la sezione
d’urto di diffusione non-polarizzata del fermione nel campo elettromagnetico
descritto da (371)

Domanda 2
Si calcoli la sezione d’urto di diffusione di un fermione con elicita h = 1/2
in un fermione con elicita h = —1/2, nel caso in cui B = 0 ed in cui il

fermione iniziale si propaga nella direzione del campo F.
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Soluzione Prova Scritta del 21,/06/2013

Problema 1
Siano |i) = a;i|0> e |f) = a;f|0> gli stati iniziali e finali dell’elettrone.

L’elemento di matrice S al primo ordine e
Sp=ie /d4x(f| (ip' 0" ¢ —i0"p' ) |i) A.(Z) (373)

Sostituendo in questa espressione le espressioni per i campi quantizzati

efzpa: esz

3 = R

)= | O T Gt

b L o o R e

ipxT

otteniamo
Si=ie / d'e d'pd'q (f| (agp" ap + " agaz)li) x
eZ (q—p)x
X 1 1
(27)3 (2wp)? (2wg)2
_ieon / P AP dG6(wy — wq) 8(7 — By) 55 — 1) X

Au(f) -

ei(q_p)x NA .
Xm (p+q) Au(Z) =
. . et (Pr—pi)-& .
=2mied(ws — wp,) /d3:1: 277 2wn) (pr +pi) Au(T) =
pi
4 My;
= 27‘(@5(&)@, — Wﬁi)m (375)
Di

dove

Mj; = e (ps + pi)" / Bre i P A @) = e PPAG)  (376)

dove

P=pr+pi  q=pr—pi (377)
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Abbiamo

0
Ao(q) = —i E* Z./cl?):i'e_““ve_QaQ =
a a2 g o2 2
:—zEzy@w)%a:‘e’ 2 —i(27r)%a5E qe 2
ql
~ 1 o) ww 122
Ai _ i i BJ— dS—» —IPT \To T
(@) 15 €igh 8qk/ Te e 2
1 . (9 a2 2 1 a2
zseijkB]W(Qﬁ)uz e = zseijkBq (2m)2a’e” 2
q

Dunque

— —

Pr—D;)
Mfi:ie(gﬂ)%a5e_+ [QwE-(ﬁf—@)-i—B'(@/\ﬁf) (378)

dove w = Wp, = W La sezione d’urto differenziale

dwi s | Myi|* d°py o dSY
dafi:/ :/27T6<wﬁf_wﬁi)4wi‘ﬁi’W:‘Mfi’ 16 72

e dunque
dO’f‘ 62 ~
L= _(PA(¢))?=
e?mal?

o . . 2

Domanda 2

L’ampiezza € invariante per una trasformazione di gauge del potenziale
trasforma secondo

PMA,(q) — P" A(q) + P*q,e = P* A(q) (380)
in quando Pq = 0.
Problema 2

Domanda 1
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Siano |i) = aq 50)elf)= aa |O) gli stati iniziali e finali dell’elettrone.
L’elemento di matrlce S al prlmo ordme e

Spi=ic [ da{flien b)) A,@) -

(pf,af)”y u(pwU%)A (

=ie2mo(ws — w;)i 27 2w, — Pi)
. My
—2W25(Wf_wi)m (381)
dove
My; = eu(py, o)y ulpi, 07) Au(Q) (382)

Mediando sulla polarizzazione degli stati iniziali e sommando su quelle
degli stati finali otteniamo

—Z|Mfz|2 = (o +m) o (5o m) 7] Au@) Aula) =

= 2¢2 [2(pA(D) (A@) + (A@) A@) (m* = py pi)| =
= [(PA)? = (gA)? + ¢ 22| =
= [(PAY ~ S A~ qu ALY (383)

Questa espressione ¢ invariante per A(q) — A(q) + eq, ovvero per trasfor-
mazioni di gauge del potenziale. Si osservi che nel gauge scelto

gA=0 (384)
e dunque con questa scelta del potenziale, la sezione d’urto non polarizzata

do s e? - _
d—fo = [(PA? + ¢ 2| (385)

Domanda 2
Prendiamo 1’asse delle z lungo il campo E coincidente con I’asse di pro-
pagazione dell’elettrone iniziale

Di = (CL), 07 07 ‘m)
py = (w, 58 |1, 0, cos 0 |) (336)
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Indichiamo con o,y = :I:% le elicita degli elettroni iniziale e finale, e con
w(pi .05 ) 1 vettori di polarizzazione nella base dell’elicita. Dobbiamo cal-
colare 1" ampiezza

Myi = ei(py, —1/2)7" u(pi, 1/2) Ao(q) =
=eul(ps, —1/2) u(pi, 1/2) Ao(q)

Abbiamo
oty = (V)
T2 w — [plws
1. (w—1|p][cosg —ioysind]w_
ulps. 2) B (\/w + |pl [cos § — iy sin ] w_ (387)
dove

) )

sono due spinori a due componenti. Dunque
0 .
My =2mei sin 5 wloy wy Ao(g) =
0 -
= —2e m sin 3 Ap(q) (389)

In conclusione

d ; 2 00,2 0 - 5 6
d;f - 6472 sin’ b A(q) =271 m?a® (E - §)?e T sin? 5=
f ™
= : 0
:87r62m2a10E2\p2e_4“2ﬁQszg S 65 (390)

NOTA: Le seguenti formule possono essere utili

JH(p1,p2) = u(p2) v ulpr) = ﬁp’” u(p2) u(pr) +

N u(p2) [v*,7"] u(pr)

4 mqy
Da questo, posto

P=pi+ps q=p2—n1

96



otteniamo nel limite elastico (campo esterno indipendente dal tempo)

(pa) V' u(pr) = 2w whw,
ﬂ(pg) 71 u(p1> =P w; w1 — iEijk qj wgak wq

dove, nella base di elicita

W1 = Wy

_; 0
Wy = € 220.2/(,[]0./
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 23/07/2013

Problema 1
Un fermione di massa m descritto dal campo di Dirac v interagisce con un
campo scalare ¢ in maniera descritta dalla densita lagrangiana di interazione

Li=igdpYys¢ (391)
Domanda 1
Si consideri il processo di diffusione elastica del fermione, in una situazione
nella quale il campo scalare ¢ considerato come un campo esterno classico
indipendente dal tempo
I e nlE
6a(?) = {- (302)
Si calcoli, all’ordine pit basso in teoria delle perturbazioni, la sezione d’urto
di diffusione non-polarizzata del fermione nel campo scalare esterno (392).
Domanda 2
Si calcoli all’ordine piut basso in teoria delle perturbazioni, la sezione
d’urto di diffusione elastica nel campo classico (392) per stati generici di spin
del fermione.
Domanda 3
Confrontando il risultato al punto precedente con la sezione d’urto elas-
tica di Born non-relativistica, dedurre il potenziale effettivo V (&, p, &), dipen-
dente dalla posizione #, momento p' e lo spin &, cui la particella fermionica e
soggetta nel limite non-relativistico.

Problema 2
Si consideri invece dell'interazione (391), I'interazione

Ly=—gop (393)

Domanda 1

Si calcoli all’ordine piut basso in teoria delle perturbazioni, la sezione
d’urto di diffusione elastica nel campo classico (392) per stati generici di spin
del fermione.
Domanda 2

Si calcoli in questo caso il potenziale effettivo non-relativistico V (Z, p, &)
di cui alla Domanda 3 del problema precedente.
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Soluzione Prova Scritta del 23/07/2013
Problema 1

Siano |i,0;) = aq 5 10) e [f) = aﬁf o |0) gli stati iniziali e finali dell’elet-

trone. L’elemento d1 matrlce S al primo ordine ¢

Sii—g / e (f10 () s 0(@)]i) ba(@)

Sostituendo in questa espressione le espressioni per i campi quantizzati

fzpz ipT

o €
2/3 o e e + Gt i

)2 (2wp)? (2 ) (2wp)

sz ; e—zp:r:
3_; _ _
E : / — T U, Ut 5 1 bie U@o}
(27)2 wy)

: 2m)F 2wy

otteniamo

Sfi:g /d4$ﬂ(Pfan>’Y5u(pi,Ui) X

ei (wf—w;) z9 e—i (Pr—1;)-&

X ¢c T) =
27 @)t 2t
B 3 e_l(ﬁf_pZ)x .
=27 g0(wg, — wy,) WPy, op) 5 ulps, 04) /d TP 2un) Pa(T) =
. My,
— —2W25(Wﬁf — Wﬁ)m
dove
My = igu(py, o)y u(ps, o) /dgfe_i(ﬁf_ﬁi)'f b (Z) =
=igu(ps,op) s ulpi, 0;) H(q)
dove
7= Dy — D
e

_ 1y / 4|7 (e~ 17— @) i = 9 (394
0
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Nella rappresentazione standard

o (1 0 (0 -1 . (0 o
T =\o -1 B=\_1 o T= 6t 0

i —O'i O 0 _i O'i 0
T Ys = 0 O.i T Vs = — 0 O.i
( VW +muw; ¢ )
Ui,f =

Di,f =
W —m —= -0 W;
175,11 if

Quindi
TLQ%ulzw;i'&wi
e
o tgg

Domanda 1

Abbiamo
1 ~ 92
5 E f |Mi|* = —62(q) > Tr(p1 +m) s (P2 +m) v5 =
b i g2
= —¢2(7) b} Tr(—py P2 +m?) =

= —04(q) ¢*2 (m* — p1p2) = —9° D) ¢

La sezione d’'urto di diffusione elastica non polarizzata ¢ quindi

dosi _ |Myl* g 4@d @) &
dQ; 167 16 72 1672 (u?+¢)

Domanda 2
La sezione d’urto di diffusione elastica polarizzata e

doyi _g°(¢9)? 1 0! 5w’
dQ; 1672 (2t 1T
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Domanda 3
La sezione d’urto di Born in un potenziale V (¥, p, &) non-relativistico &

2

Than - s V@ D (403
dove
GV RN = [ Pre V(@ V.5 ¢ (304)
Dunque

e = ey 99 iG-0 g9 iq-d
(op|V(Z, 7, 7)|Pi) MR 2m i P (405)

Poiché questo dipende solo da ¢, il potenziale effettivo non dipende dal mo-

mento p°
o g . = ~ qq _'e—ullfl ~
V(Z,0) =5 -0 -Va(T) =507 EE (1+ pl2l) (406)
Problema 2
Domanda 1

Facendo uso della rappresentazione standard

q> (]I 0)( Ww;wi)_

[+

0

_ _ T — T
U Uy = (x/w—irmwf Vw mwy =2 0 —I W—mm
1 i (P A pi)
— T . _ e . ) _# T 3w,
Wy w; (w—l—m w—{—mpf p,) o W0 W;

Verifica:

1 o1 1 i (Py A\ pi)

1 PN PR W L /2 B
22};|u2u1| 5 rlw+m w+mpf D o lod

e
pr-p w+m 7

X

1
X[w—l—m—
w+m

V(Z,d) ¢ il temine tensoriale dell’interazione del nucleone nel campo generato da un

altro nucleone.
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T L |ﬁf/\ﬁi|2}_
— _(w+m prorey ;) +(w+m)2 —
r ,  |p]* cos? 0 I 71 Sin29]
— ——2 * Di —_— =
_(w—i—m) +(cu—I—m)2 b p—i_(w—l—m)2
_ 2 22
2, (W?—m?) - —»]
— ——2 - D; —
_(w+m) + (wtm)? Py D
:2[w2+m2—ﬁf'ﬁii| = (p1+p2)° (407)

La sezione d'urto di diffusione elastica polarizzata e

dog; g% (9')° 1

'i' — —
= Wy w; (W+m — -pi) +
dSds 16 72 (,u2+q_2)2‘ roi w+mt i)
w+m
Domanda 2
Nel limite non relativistico
2
w+m:2m+ﬂ+~~
2m
— .—». 2
MZ@COSQ"’"‘
w+m 2m
Dunque
o P o APt g s
ugul—wfwi(Zm—l—Esm §+‘~~)—T~wfawi+ =
— . — —
Cwhws (2me Ly H@AP) s 4
wfwz( m—|—4m+ ) 5 w} & w; + (408)

E la sezione d’urto nel limite non-relativistico diventa

. 2 N2 2 -9 .- -
dafz:g(g) 4m T(H(l—l— q )_Z(quz)

dQy 1672 (u2 + @)? [wy - 5)w;[1409)

8 m? 4m?
Dunque
e 99 7 (AP
V4 V= ——22[I(1 — . 410
<pf’ (w,p,o)\p) (u2+c?)[ ( +8m2) 4 m2 U] ( )
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Il potenziale non-relativistico pertanto ¢ la somma di due termini®

V(Z,p,6) = Vi(Z) + Va(Z, 7, &) (411)
dove

V2 gg et p o gg el 8(Z)
Vi(Z) = (-1 79 = (-1 g9 -
17 = ( +8m2) 47 || ( +8m2 A7 |7 8 m?

o (@AP) g9 1 d eHF

\% = . — 412
T80 = e S EdE A (412)

4V1(Z) & un potenziale centrale mentre V5 (Z) & un termine di spin-orbita.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 24/09/2013

Problema 1
Una particella scalare neutra di massa m in due fotoni attraverso l'inte-
razione

L:I:&(beﬂz/ﬂoFWFpo‘f‘g_Z(ﬁFwFuu
m m

Domanda 1

Si calcoli il tempo di decadimento dello scalare in due fotoni all’ordine
piu basso in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Si calcoli al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita di
decadimento per unita di tempo in due fotoni polarizzati linearmente, i cui
piani di polarizzazione formano un angolo # fra loro.
Domanda 3

Si discuta come il risultato precedente possa essere usato per determinare
la parita intrinseca della particella scalare, assumendo che il processo di
decadimento conservi la parita.
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Soluzione Prova Scritta del 24/09/2013
Problema 1

Siano k)" and k5 i quadri-impulsi dei fotoni prodotti dal decadimento, €y
and €, 1 rispettivi vettori di polarizzazione. L’ampiezza di transizione

M= 4520 k& kS +
m

g2 v g2 v
+E 2 X 2]{# € (k’g)u (62),/ — E 2 X 2]{# € (k’g)y (EQ)M =
= Ay, €] €
dove
891 4 go 4 go
voe — T yak#kp — ki -k ua__kcrkl/
A o G 12+m129 m(l)(2)

Se k @ il tri-momento di uno dei fotoni nel centro di massa del decadimento,
|k| = . Pertanto la probabilita decadimento per unita di tempo e per unita
di angolo solido &

ar 1 m

70 = 333 e L Als (61)” ()

Sommando sulle polarizzazioni dei fotoni finali

dF . m o 1 891 o
= dQ_647r2m2AW('A) _647T2m[m €pvpo k1 Koy +
4 4 8
+ n?f ki - k2 Gvo — % (k1) (k'2)1/:| [—Tzl eovbe (k1)a (k2)p +
492 4g2
<z k; . k, vo _ ~J2 ]{7 o ]{5 v] _
1 64 g? e
- 64 12 m [ m_21 €uvpo kY EE € g (k1)a (kz)g +
e (k1 - k) 4_2W(k1'k‘2) ] =

1 64 g7

T 64nim [ m2 (=2) (Gua 9pp — G Goa) K1 K5 (K1) (K2)5H413)
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+—22 (k1 - k)?] =
1 6dgt 2, 3293 2
T 64nim [ m2 (2) (kv - o) m2 (k1 - k) } -
(k1 - ko)? m
= e 491 T 0] = g5 (461 + g1
La probabilita per unita di tempo ¢
1 drl’ m
== = _ 1 2 2
> a0~ 15 bt el
01,02

Domanda 2
[’ampiezza invariante nel sistema di riposo della particella scalare e

M=L 4% 20 & KD €S +
2
m
:8g1g~(€1A€2)+292m€1-€2:
=49, m sinf + 2 g m cos 6

+ 22 2 € (k) (e2)y = 22 2H € (k) (€2), =

La probabilita di decadimento per unita di angolo solido per unita di tempo
e
dr 2

70 = 6itm 4gim sinf+2gom 005«9‘2: %‘291811194—92 cos 6|’

La probabilita per unita di tempo e

r—2 |lesin9+gg COS@’2
47
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Prova Scritta del 24/09/2013

Problema 1
Un elettrone diffonde nel campo elettromagnetico esterno

A, = (G4(%),0,0,0)
dove GG ¢ una constante.

Domanda 1

Si calcoli la sezione d’urto di diffusione non polarizzata all’ordine piu
basso in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Si calcolino le sezioni d’urto di diffusione per un elettrone entrante ed
uscente con la stessa elicita h = —i—% e per elettrone entrante con h = —i—% e
uscente con h = —%.
Problema 2

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, la probabilita
per unita di volume ed unita di tempo di creazione di una coppia elettrone-
positrone in un campo elettrico

E(t) = ER(e'“?)

dove E & constante ed uniforme.
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Soluzione Prova Scritta del 04/02/2014

Problema 1
Domanda 1,2
Siano i) = a;i70i|()) e|f) = a;f7af|0) gli stati iniziali e finali dell’elettrone.

L’elemento di matrice S al primo ordine e

sﬁﬂe/ﬁﬁwwwwwm@@=

alpg, 00 ulp, )
0

=ie2mo(wp —w;)i 22w, (py — pi)
My,
=27mid(ws — w;) —1— 414
mid(wp — w;) 2 20, (414)
dove
My; = My; = et(py, op)y° u(ps, 0;) /d3fe_i(ﬁf_ﬁi)'ff40(f) =
— Galpy, 001" u(pi, ) (415)

Prendiamo ’asse delle z lungo il campo E coincidente con l'asse di propaga-
zione dell’elettrone iniziale

Di = (W,0,0, |ﬁ1)
pr = (w,5in 8 |71,0, cos  |7) (416)

Nel limite elastico (campo esterno indipendente dal tempo)

0 0
u(py) Y u(ps) = ( 2w cos 5 wlf Wy, +2mi sin §wjff 09 wgi)

Dunque
0 .0
My, =M _=eG2w cos 5 M_,=—-eG2m 81n§:—M+_ (417)

La sezione d’urto differenziale di diffusione senza variazione di elicita ¢ per-
tanto
e2G*w? L0

2 _
|M++| = W COS 5 (418)

doy, do_ 1
dQ  dQ 1672
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La sezione d’urto differenziale con cambiamento di elicita ¢

= L
e quella totale
d;;; d;;; = 6427(522 (w? cos® g +m? sin® g) (420)
Problema 2
Sia
1f) = al, 4, bl 0, 10) (421)

lo stato finale della coppia elettrone-positrone. Senza perdita di generalita,
possiamo scegliere ’asse delle z lungo A:

A(t) = AR(e™Y) 2 (422)

E=0,A(t) =iwA(t) (423)

L’elemento di matrice S al primo ordine &

Sji— Aei / de (f D)y ()] et =

u(p2, 02)7> v(p1, 01)/424)

(271-)32\/(«01&}2 \

:A€(27T)4i5(WQ+W1 —w)é(ﬁl ‘|‘ﬁZ)

Il modulo quadro dell’ampiezza di transizione ¢

\Sfi|2 = A%¢? (27r)45(w2 +w; —w)o(py +pa) TV x

_ 2
‘u(p2,02)73v(p1,01)|
(2 7T)6 4(.4}1 Wa

(425)

La probabilita di produzione per unita di volume e di tempo di una coppia,
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e pertanto

dwg — A%e? L
dPp; = V% = 27)? /d3p1d P2 0wz + w1 —w)6(p1 + P2) X
» |ﬁ(p2,02)73v(p1,01)‘2 B
4w1 wWa N
A% e? . |(p2, 02)7" U(p1,<71)}2
= T3z 27 /dQ 71| w1 dwy 6(2w1 — w) 7 -

AQ 2
= d2y[1— |u P2, 02)7* v(pr, 1) (426)

Sommando sulla polarizzazione degli stati finali otteniamo

d Py, A262 4m? )
dé‘ = L= 5 ez +m) 7 (b —m) 7 =

27)
A2 2 4m2
(.U =
A2 2 4 2
= \/ m (w? — 4m?) cos® ) (427)
Integrando sull’angolo solido
A2 2 4 2 4
\/ m wrT — (W? —4m?) W):
3
/ 4 2
m w +2m =

21
E 4m2

(428)

dove abbiamo reintrodotto il campo elettrico E=iwA.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Written test 27/06,/2014

Problem 1
A massive vector particle of mass M decays into scalar particles of masses
my and my via the interaction described by the lagrangian density

L=1igV"(¢10, 02— 20, ¢1) (429)

where V), is the field describing the vector particle and ¢; o are the fields
describing the scalar particles.

Question 1 (Points 5/30)

Compute the decay rate at the lowest order in perturbation theory for
states of of the vector particle of definite spin 0, =1 along the z axis.
Question 2 (Points 5/30)

Let the ¢; particle be emitted in the z,z plane, at an angle 6 with re-
spect to the z axis. Compute at the lowest order in perturbation theory the
differential decay rates for vector particles of definite spin along the z axis.

Problem 2
The interaction of a charged scalar particle ¢ of mass m with the electro-
magnetic field A, is described by the lagrangian density

Lr=eid, (¢'0"d— 0"l ¢) —e* A, A ¢l ¢ (430)
where e is the charge of ¢. We consider the scattering process
TtHo =9+ ¢ (431)

in which a photon of momentum £ is diffused by the scalar particle of momen-
tum p to give a photon of momentum &’ and the scalar particle of momentum
p.
Question 1 (Points 10/30)

Compute at the lowest order in perturbation theory the invariant ampli-
tude for this process.
Question 2 (Points 4/30)
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Show that the amplitude is invariant under the gauge transformations of
the polarization vectors of the incoming and outgoing photons:

e(k) > elk)+ak ek —ek)+ 5K (432)

Question 3 (Points 6/30)

Compute the invariant amplitudes for incoming and outgoing photons of
definite helicity h = +1 as functions of the diffusion angle # of the photon in
the rest frame of the initial scalar particle.

Question 4 (Points 6/30)

Compute the differential cross section for unpolarized photons in the rest

frame of the initial scalar particle.
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Solution written test of 27/06/2014

Problem 1
Questions 1,2

The invariant amplitudes are

M, = g Eu(p7 J) ((kl)u - (kQ)M)

where
1
e(p,0) = (0,0,0,1 e(p, 1) =F—(0,1,£4,0
(7,0) = ( ) (P, +1) ?\/5( )
k’l = ((JJQ, E) ]{2 = (O.)Q, —E) M = w1 + Wa
Hence
— 1 —
M11=:|:29|k|ﬁ sin 0 Mo =2g|k| cost
From this
dFO |E‘ 217:12 2
= 4q° |k 0
a0~ 3amzapE 0 kI cos
dl'yy k| 5 7o Sin% 0
= 4 —_—
0~ maar e
We obtain for the total decay rate
|E| o 72 4T 92|E|3
Ilgy=Tly,=———4qg° k| — =
o=Tu = p e M 5 =5
where
12— (M? — (my +mg)?) (M? — (my —my)?)
4 M?
Problem 2
Question 1
Momentum conservation
p+k=p +F
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implies

p-k=p -k pK=p-k pp—k-k=m
p-k—p-k=—-k-k

(p+k)?—m*=2p-k

(p—K)?—m?=-2p- kK (440)

There are three Feynman diagram contributing to the amplititude:

M = e* (") (k) e (k) My, (441)
where
_ Cp k) QY+ F),  @Cp— k), 2V k)
M, = 2k 2 29 (442)
Hence
_oaprep () plep-(€)
M=2¢€] P P e (€)7] (443)

where we put € = €(k) and € = ¢(k').

Question 2
We have
2 . 2 / / 2 _ L/ 2 /.
kM, — 2P k2p' + k),  (@2p—K).2p k—%ﬁ:
2p-k 2p - K
= (217/ + k/)u —(2p— kl)u -2k, =
=20/ +kK —p—k)=0 (444)
and analogously
(k)" My, =0 (445)
Question 3
Let us take
p:(m7070a0) k:(w,0,0,w)
k= (W w sinf,0,w cosh)
pP=(w+m-—u,—w sinh 0,w—w cosh) (446)
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Then

ex (k) = :F% (0,1, 44, 0)

ex (k') = :F% (0,cos 6, +i, —sin6) (447)
Hence

pres(k)=p-ex(k)=0 (448)

We deduce that

Mg =—-2e%c; - ()" =e* (1 + cosh)
Mz = =2y - ()" = e (1 — cosb) (449)

Question 4
The modulus squared of the invariant amplitude summed over the final
and averaged over the initial polarization states is

4
% Z IMJ? = %2 [(1+cos8)®+ (1 —cos)?] =2e* (1+cos®) (450)

The unpolarized differential cross section in the rest frame of the initial scalar
is

do 1 (W)? 1 2
dQ 1672 [(p+ k)2 —m?? 2 2 M=

e4 ((JJ/)2
= o Ty (1 +050) =

et 1

T2 (1+£(1—cosb))

52 (1 + cos® 0) (451)

where we used the conservation of energy

1 1 1

ADDENDUM
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Although this was not necessary for the resolution of the problem, let us
compute the average (450) in a manifest covariant way

1 5 w  (2p+k)-2p+k)2p +FK)- 2P +F)
e4Z|M’ = My MY = A(p- k)2

+@p—y%@p—k@@ﬂ—k%@ﬁ—%)

16
4(p-K)? T
2 2P + K 2p—K)-(2p —k
_42ptk) (p+k)+4(p k') - (2p )+
2p-k 2p- k'
o 2Zptk) -2 k) 2P ) 2p—F) _
2p-k2p -k
Am?+4p-k)?  (4m®— 4K - p)?
_ dmitdp k)P (4m P64
4(p-k)? 4(p- k)2
_4(4p'p'+4p"k:+k-k’)+4(4p~p’—4k-p+k~ k)
2p -k 2p- K
G Wpp 2k —p)) (4P p 2K - (p— 1)) _
2p-k2p- kK

=14

m4—|—2m2p-k:+(p~k)2+4m4—2m2k’-p+(k’-p)2
(p- k) (p- k)2
Upth) p+k-k) ,@p @ -k+k k)
2p-k 2p- K
G @pp 2k (k—K)) (4p" - p 2K - (K — k) _
2p-k2p- K
m4+2m2p-k+(p-k)2+4m4—2m2k’-p—l—(k"-p)2
(p-k)? (p- k')
W +K)-p+k-K) (@p k) +E-K)

+16 4

—4

=4 + 16+

—4 4
2p -k * 2 - K
G Wpp 2k —p)) (4P p 2K - (p 1)) _
2p-k2p- K
4 2. . 2 4_2 2/{7/' k. 2
_ym +2m?p k2—|—(p k) L m 292—1—( p) 16+
(p- k) (p- &)
Am? +4k -p +k-K A4m? —4p-K +k- K
_Um A P+ )+4(m p-k+ )+
2p-k 2p -k
dpp +2k-(k—=FK))4p - 2K - (K — k

2p-k2p- K
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Then

1 4mr+8m?p-k+4(p-k)?
il M|2:
2

(p- k)
4 4 2 7. 4 (kK - 2
m* —8m?k -p+4(k -p) 164
(p-K')?
Sm2 48k -p+2k-k 8m?—8p-k +2k- Kk
—~ —~ , -
p-k p-k
(@p-p =2k K)(4p" - p—2K - k)
2p-kp- K N
4mt 4mt 2k-K  2k- K (4m*+2k-K)?
= + +8— + — =
(p-k)?*  (p-K)? p-k  p¥ 2p-kp- K
_4m? N 4m* 8m? L84
(k)2 (k) pokp-K
1 1 k-k +4m?
2k - K (— — =
i ( Pk pR p-kp-k’)
1 1 2 p-k'+k-K —p-k+4m?
=4m* (— — 8 —2k-K =
m (p-k p-k”) + p-kp-k'
1 2 4m?
=4mt (— — -2k K — =
m (p-k; p-k’) +8 p-kp-k'
1 1 |2 4m?
=4m* (— — 8+2(p-K —p-k) ———— =
m (p~k p'k:’) +8+2(p p )p~kp-k/
:4[m4(i— ! )2+2+2m2(i— ! )] (454)
p-k pK pk pk
In conclusion
1 2 af a1 L2 2 1
- —9 [ - 2 1 2m?(— — }:
QZ|M| e |m (p-k p-k’) +2+ m(p.k; p-k’)
1 1 2
:24[ 2(— — 1 1} 455
o [[m (= ) )+ (45)
Since p-k =mw and p- k" = mw’, one has
m2(i— ! )—i—lzm—m—i-l:cosﬁ (456)
p-k  p-K w W

and this expression agrees with (450).
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 29/09/2014

Problema 1

Una particella scalare di massa m descritta dal campo ¢ decade in un
fermione 1)y di massa m; ed un anti-fermione 1/_12 di massa mo, descritti rispet-
tivamente dai campi di Dirac 1, e 1, attraverso una interazione mediata dal
vettore W, di massa my

ﬁ[ =g WM o ¢ + g2 WM 1;1 ")/M '(,Dz + h.c. (457)

Domanda 1 (Punti 15/30)

Si calcoli all’ordine pitu basso in g; e g3 la probabilita totale di decadimento
per unita di tempo della particella scalare nella coppia fermionica.
Domana 2 (Punti 10/30)

Si determini la distribuzione angolare del decadimento per elicita defi-
nite della coppia fermione-antifermione nel sistema di quiete della particella
scalare.

Domana 3 (Punti 10/30)

Si determini la distribuzione angolare del decadimento per spin definito
lungo 'asse z della coppia fermione-antifermione nel sistema di quiete della
particella scalare.
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Soluzione dell” esame scritto del 29/09/2014
Problema 1
Domanda 1
L’ampezza invariante e

M= gip" D) ! 2 (p“2p” - UW) g2u(p1) v v(p2) =
pT—my My
1 m? - A
A m2, (m%v —1) g2 tu(p1) po(p2) =
g1 92 _
= m2 (my — mg) u(p1) v(p2)
W

dove
m? — (m? 4+ m3)
2
m = wi +ws = \/|Pi| + m1 + V/|Pi] + ma
(m? — (my +my)?) (m® — (my —my)?)
4m?

p=p1+Dpo p1-D2 =

’171’2 =

Il modulo quadro, sommato sulle polarizzazioni finali e

9i 95
Z ‘MP = —142 (m1 — m2)2 Tr(py —ma) (P1 —ma) =
My

701,02
2 2
:9121(12 (ml—m2)24(p1-p2—m1m2)=
My,
i 9%93 2/, 2 2y _
=2=-7=(m1 —mp)” (m” — (m1 +my)”) =
My

La probabilita di decadimento per unita di tempo e quindi
' glg}
dt  dTm2mfy,

2 2 2

_ 919 (my —my)

— T
87T m3 my,

(m1 = ma)* (m* — (my + ma)?) |pi| =

nlw

(m® — (my 4 my)?)

Domanda 2
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Il vettore di polarizzazione del fermione si scrive nella rappresentazione
standard:

0 . .0 A

(i o0) = ( Vet looss i sing ool vy (162)
01 wl—ml[cosi—z 81n502] Wey

dove &;, con 7 = 1, 2,3 sono le matrici di Pauli, mentre %01 = j:% e lelicita

del fermione nello stato finale. Il vettore di polarizzazione dell’anti-fermione

o(=fh, 3) = ogw/cug—mz[—sing&g—z'cosg}w@ -
P1,02) = —\/w2+m2[—sing62—icosg}wa o

—1 09 /Wy — My [cosg — ¢ sin g 572] W, (463)
1w+ m[cosg — 1 sin g 62} W,

Quindi

Uvy = —i (\/ (w1 +m1) (w2 — ma) + /(w1 — my)(wo + M) 65y 0, (464)

e
2 2 .2
|M!2 = g14g2 (my — mo)® (Wl Wa — My my + |p1|2) 01,02 =
My,
291 95
25 (1) -
_ 99 (m1 —ma)? (m* — (my +my)?) & (465)
mév 01,02
Dunque
al’y B dl'__ 1 dr’
dtdQ  dtdQ) 8= dt
dr+, dr—+
— =0 466
dt dSQ) dt dS? (466)

in accordo con la conservazione del momento angolare.
Domanda 3

Il vettore di polarizzazione del fermione si scrive nella rappresentazione
standard:

u(—» O')— Vw1+m1w0'1
P1, 1 wl—mlﬁ-ﬁwgl
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Il vettore di polarizzazione dell’anti-fermione

Quindi, posto 1 =

Dunque

\ Wo —mQ‘g—il 5:(3'211)0-2)(468)

vy = U(—ﬁl,O'Q) = ’72 u*(_ﬁhJ?) = < _\/Lm&zw
o2

|»—‘

1S

| Y

=3
=

vy = (v/ (w1 +m1)(we — ma) + /(w1 — my)(we +ma)) X

lelﬁ . O_')Oég We, =

=i (V/ (w1 + ma)(wz — ma) + /(w1 — my) (ws + my))
xwll(sinﬁffg —cos0 1) w,, =

= i (V/(w1 + ma)(wz —ma) + /(w1 — my) (wy + my))

X (SIn 60 0y 5y 02 — COSH 65y —0y) (469)
2 2 2
|M’2 = 57/1492 (m1 — m2)2 (wl Wy — M1 Mo + ‘p1|2) X
X (SIn* 6 6, g + 08> 06,5, _,) =
_ 9i 9 2 (2 2
= 1 (ml—mg) (m —(m1+m2))><
w
X (sin? 6 6, gy + €08 0 65y ;) (470)
ar,, dr__ 1 dar" .,
= =—— 0
atdQ ~ dtdQ  Sxdt
I, _ I_ 1 dI’
aly— _ d +——d—cos29 (471)

dtdQ  dtdQ) 8w dt
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 14/07/2014

Problema 1

Una particella vettoriale massiva di massa my neutra decade in una cop-
pia particella-antiparticella scalare carica, di massa m attraverso la seguente
lagrangiana di interazione

Li=igV, (610" — 0" ¢ ) + Ti—i Fo (V) 0" 6T 0" (472)
|4
dove
Fo(V)=0,V,—0,V, (473)

Domanda 1 (Punti 5/30)

Si calcoli all’ordine pitu basso in g; e g2 la probabilita totale di decadimento
per unita di tempo della particella vettoriale non polarizzata nella coppia
scalare.

Domana 2 (Punti 10/30)

Si determini la distribuzione angolare del decadimento per spin definito

della particella vettoriale nel suo sistema di riposo.

Problema 2

Una particella vettoriale di massa my neutra ed un fermione di Dirac
carico di massa m, descritti dai campi V}, a 1 rispettivamente, si accoppiano
al campo elettromagnetico A, secondo la
L= % (V) F* (A) + e Ay by o) (474)

1%
dove F,,(V)=0,V, —0,V, e F,,(A) =0, A, — 0, A,.
Domanda 1 (Punti 15/30)

Si calcoli all’ordine piu basso in e la probabilita totale di decadimento
per unita di tempo della particella vettoriale massiva non polarizzata in una
coppia fermione-anti-fermione.

Domanda 2 (Punti 10/30)

Si supponga che la la particella vettoriale abbia spin +1 lungo ’asse z
nel suo sistema di riposto. Si determinino le distribuzioni angolari di decadi-
mento per i vari stati di elicita dei fermioni finali.
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Soluzione dell” esame scritto del 14/07,/2014
Problema 1
L’ampiezza invariante e

MO’ =0 Eu(pa U) (Eu - k:,u) + % (pu Ey(p, U) — Pv €N<p’ O')) E’M kY =

v
= ¢"(p,0) (91(/%—ku)+i—22(p~/5ku—p~kh)):
%
g - g z
=e'(p,0) (1 — m—ip LT m—Zp k) k) (475)
v v
dove
_ _ m? B m2
p=k+k k-k==r-m’ pk=pk=—-
1
e(p,0) = (0,0,0,1 e(p,£1) =F—(0,1,+£¢,0
(?.0) = ( ) (P, £1) EF\/E( )
k= (w,k) k=(w,—k) my=2w k=|k(sind,0,cosd) (476)
Dunque
M, = é( By, — k 477
o — p70)(gl 2)(# H) ( )
ovVVero
L1 .
My = +£2¢g|k|—— sinf My = —2glk| cosb 478
+1 g| |\/§ 0 gkl (478)
dove
9=9-% (479)
Da cui
T 73 T 713 2
dly _ || 9] cos 8 dl' 4 _ || gl? sin”
Q) 8m2mi ds) 8 w2 m3, 2
Otteniamo per la probabilita totale di decadimento
|E| 22 4T |9|2|E|3
ly=Ty1=———+4 k| — = 480
0T T T 9171k =5 67 m? (480)
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dove

Problema 2
Domanda 1
L’ampiezza invariante e

uv

(481)

e _
M\, 01,09) = —— (=2p%) eu(p, A) T e tigh, 01) 7 v(02, k) =
2 fy D
62
= —eu(p, A) up v vy
v

(482)

Il modulo quadro, mediato sulle polarizzazioni iniziali e sommato sulle po-

larizzazioni iniziali ¢

1 2 et A 2 Y
3 Y My o1,00)] = 372 (=gu) Tr (k +m)y* (k —m)~y
if 4
et a
= ——— Tr(k+m)y" (k—m)y, =
T (k- dm?) = — S T (<2kk — 4m?)
= — Tr(ky kv, —4m*) = — Tr(—2kk—4m
3 f7 8 317
8et 8et m?
=28 (ke E42m?) = o (B m?) =
sp P rEm) m g Gy )

La probabilita totale di decadimento non polarizzato e

k| 8¢t m? et my 2m? 4m?. 1
B (= 4 2 (1 A
8tmy 3fy 2 127 fo my my,

Domanda 2

(484)

Poniamoci nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade:

el

P

(485)

Il vettore di polarizzazione del fermione si scrive nella rappresentazione stan-

dard:
u(E o) = \/w—{—m[cosg—ising&g} Wy
S J\/w—m[cosg—ising&g}wa

124

(486)



dove ;, con i = 1,2,3 sono le matrici di Pauli, mentre %0 = :i:% e lelicita
del fermione nello stato finale. Quindi

Lo (ow—mcos? g—zsme]w7
v(k,0) =y u*(k,0) = (—W[COS%(E — i sin 8] w, (487)

v(—E o) = a\/w—m[—sing&g—icosg}wg
I —\/w+m[— sin £ G, — i cos 5} Wy
(i w—m [cosg —1 singﬁg] Wy (488)
- i\/w+m[cosg—ising62} Wy

Il vettore di polarizzazione della particella vettoriale di spin A nel suo
sistema di quiete si scrive invece

¢(p) = (0,&) (489)
L(1,+i,0) e & = (0,0,1). Sostituendo queste

dove \ = —1,0,1, €41 = :Fji
espressioni nell’ampiezza di transizione

62

Myi(N, 01,02) = 5 a(k, 1) &

N

_ € _ —
fV (kval) g)\ .G 0 702)
ie?
=——(w+m—o0102(w—m)) x
Jv
0 0 0
xwi [cos B +1 sin§ 62} €\ -0 [cosi —1 sin§ &2] wy  (490)
Abbiamo
[cos — 44 sin — 02} 01 [COSQ — 1 sin — 02} = cosf oy +sinf o3
2 2 2 2
[COS§ + ¢ sin — 5 02} 09 [6085 — ¢ sin — 5 0'2} 09
o .0 4. o .. 0. o .
[COS 2 +1 smi 02} 03 [COS 5~ 1 smi 02} = —sinf &y + cos 6§ 64491)
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Dunque

_ 24 e?
M}’c\i_0 = —% (Oury oy M+ Oy —y W) wi [—sinf 61 + cos 6 03], we =
2ie? :
= T 0y .00 M+ 05y —y W) [— 8100 Igy —gy + COSO 0pry 0] =
1%
2ie?
= — ;e [—w Sin€ 0y, —5y + M €080 05, 5,] =
%
a0z det o 2 .2
‘Mfl. " = i [w” sin® 60y, — gy + M cO8” 0 g, o) (492)
1%
e
_ 24 e?
M]’C\i_jEl = :l:\/_w (By.cry T+ Oy —cry W) W] [COS O 5y + 8IN 0 65 £ i o] Wy =
%
21 ¢? .
=+ \/;V Oy .00 M+ 05y —y W) [(COSO £ 01) 0y — 5y + SINO Oy 0] =
V2ie .
=+ 7 [w(cosO £ 01) 0py,—op + M SINO Oy, 0p] =
\Mhiﬂ—?—‘#[ 2(co80 & 01)% 8,y — gy +m? 8in? 085, ] (493)
fi -7 w” (cosh £ 01)* g, —g, +m” 8 1,09

Le probabilita di decadimento per unita di tempo e per unita di angolo solido
dei vari processi sono

dDacosws) K| detm? , |k|etm?

_ 0= i
e Dy [ cos S7Zmy [2 cos
dr,\:0—>(:|:,j:) _ |k| 4 et 2 in2f — M in%0
a5 272my 2 327 [
dly—15(x,4) - a1 s(24) = |E| 2¢tm? sin?§ =
49 dQ) 212my  fE
|k|letm? 0
sin
16 w2 my f2
dl x5 ‘E‘ 2¢tw? 0 _ M cos™ 0
0 _327T2mv ‘2/ 2_ 167?2]0‘2/ 2
il h 9 ot 2 9 El et 0
oo M 2t 00 Rletmy 400
dQ 32 7T2 my v 2 16 7T2 fV



Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 10/3/2015

Problema 1

Una particella scalare di massa M descritta da un campo ® decade in un
fotone e in una coppia particella-antiparticella, di massa nulla, descritta da
un campo ¢, attraverso l'interazione

eg v g
L= mqugF“ OO D

dove F,, = 0, A, — 9, A, ¢ il tensore del campo elettro-magnetico.
Domanda 1

Si dimostri che lo spettro dei fotoni emessi (senza misurare la loro polar-
izzazione) e

dw ~o6m M3

M

dD(® — ¢ o) e? g? 3(1 Qw)

w e l'energia del fotone nel sistema di riposo del ®.
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Soluzione dell” esame scritto del 10/3/2014

Problema 1
Domanda 1

Siano ¢ p, p7 gli impulsi rispettivamente del fotone, della particella ¢ e
dell anti-particella ¢ nel sistema di riposo della particella che decade. Siano
w, Wy, wy le rispettive energie. Poiché la particella che decade ¢ scalare, pos-
siamo prendere, senza perdita di generalita, ¢ lungo 'asse delle z. Sia 6
I’angolo che p’ forma con ¢. La conservazione di energia e impulso implicano

M:(U+wp+wp’ 0:§+ﬁ+ﬁ

La probabilita di decadimento per unita di tempo e

d3pd3pd3
dl = 21 6(M — w — w, — w,) 6@
(2m)"o( W — wp — W) (p—i—p—i-(j)( T 8ww,w,
M
X% oM

MM —w—wy —wy) &Ppd®q
B 16><327T5M W Wy Wy pZW‘

_ (M —w—wy, —wy) 27| dwpdcoseélwwdwz ‘M|2
16 x 32 M Wy

pol

_ :Tpé |p] dwpw dw 2_dwpdw 9
TP M w, > M —647T3Mp M|

pol

L’ampiezza invariante e

2ge -
M - M3 Euupaq € (Q)pp (p,)
Quindi
49 e? avBy o p (O /
Z|M‘ 76 Cuvpo € qa-p (p) 4o DPp (p)"/ =
pol
4g%e?
= 2le-p)(a-p)p-p)
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Abbiamo

M? M? M?
q-p:T—wp/M q-p'zT—pr p’-pzT—wM
Dunque
2 2
g-e 2wy 2w, 2w
dl' = 1- 1-=-2)1-="")dw,d
Gamar U o) T ) (U ) depde

In definitiva la distribuzione in energia dei fotoni emessa ¢

max

ar g2 e? 2w, [“r 2 Wy 2w
- 9% oz Rt Y S et A
do oAl M>/w (=) (=3 ) dwy

min
P

L’ intervallo in cui varia w, & determinato dalla conservazione dell’energia’

M—w:wp+\/w2+w§+2wwp cosf =
w, 1 (F-12-1
w 2 (M2 —1)+cost

Per un valore fissato di w, w, varia tra i valori estremi in corrispondenza a

0=000=m

, M
H=0=wrn == —w

2
M
=7r:>w;”az:?
Quindi
dT' g% e? 2w .1 (1 2w
o~ 6dm0 —MB/”J(M””)“”)“
B 9262( 2w)2w3 B
64w M’3M3
g? 2 2w, W

®Un modo geometrico di capire I'intervallo di variazione di w, ¢ osservare che ]5'+p7 +q =
0 significa che i vettori p| p7 e ¢ giacciono su un piano e definiscono un triangolo. Si pensi
a ¢ come un lato fisso del triangolo, mentre il vertice opposto, definito da p' & variabile
compatibilmente con la conservazione dell’energia: |p]+|p+ ¢ = M —w. Questa relazione
significa che la somma delle lunghezze dei due lati p'e p_7 ¢ costante e pari a M —w. Dunque
il vertice mobile di triangolo definisce una ellisse, la cui separazione dei fuochi ¢ w. La
distanza minima dell’ellise da uno dei fuochi definisce w;,"i” : w;”i" +w+ wg””m =M —w.

M

Ovvero wg”” = 5 — w. La distanza massima dal fuoco ¢ Wy = w;}”" tw=2X

5 -

129



1l caso massivo.
Il caso in cui il campo ¢ ha massa m non nulla e algebricamente pitt com-
plesso. L’espressione (495) rimane valida ma l’ampiezza invariante diventa

S IME =22 ) (a0 (o) — 2 (0P + (a-2)))]

pol

dove

M? M? M?
q-p:T—wp/M q-p':T— oM p- p—T—m —wM

Inoltre gli estremi della integrazione in w, determinati dalle equazioni

M—w:wp—l—\/wQ—l—wf,—l—Qw\ﬁ] cos 6

diventano
- M—-—w w
maz,min __ + =
“p 2 5
BP=1- 4m?
M (M —-2w)

La distribuzione dei fotoni diventa

mazx

ar g2 2 “p 2w 2m? 2wy 2wy
dw 6478 M i [( BTN e VAU vt
m? 2wy 9 2Wp .9
~gar [0 = S (= 5 ey =
g% e? NG

BT A VA E
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 3/7/2015

Problema 1

Si consideri il seguente processo in cui un fotone v di impulso £ incidente
su una particella scalare ® carica di massa M crea una particella o neutra e
di massa nulla

Yk + (I)p — O + q)p/ (495)

La particella carica ® interagisce con il campo elettromagnetico attraverso
la corrente conservata

Lo=ieA, (0" 0D — OO D) (496)

mentre la particella scalare o interagisce col campo elettromagnetico at-
traverso la densita lagrangiana

L, = % o F Fy (497)

dove F,, =0, A, — 0, A, ¢ il tensore elettromagnetico.
Domanda 1

Si calcoli all’ordine piu basso non nullo la sezione d’urto differenziale
di diffusione del processo mediata sugli stati di polarizzazione del fotone
incidente nel sistema di laboratorio in cui la particella ® e inizialmente ferma.
Domanda 2

Si supponga il fotone incidente polarizzato linearmente. Si calcoli ’ampiezza
di diffusione per il processo in cui le particelle diffuse nello stato finale giac-
ciono nel piano definito dall’asse di propagazione e quello di polarizzazione.

131



Soluzione dell” esame scritto del 3/7/2015
Problema 1
Domanda 1
Siano

g=p' —p P=p+p (498)

[’ampiezza invariante e

8
M = qQL]\j/ "k, e,(k)q, Py (499)

Il modulo quadro mediato sugli stati di polarizzazione del fotone &

1 2 32 92 62 prpo afvyé *
3 Z|M| = W "7k e, (k) qp Py €7 ko €5(k) gy Ps =

pol pol

32g%e*
e Fudp Pr €arnsk® ¢ P° =
3292 e?
- q* M2

[(k-q) P* + (k- P)* "] (500)
La sezione d’urto invariante ¢

Lo s M dp R
do — o, — , (3) (. K —p—Fk ‘ =
g 5(wp+w Wp (,Uk)(s (p + p )4p.]{;4wp/wk/(27'(')2

(e, + )\MP %
= 0\w W — Wy — Wg! =
b i "k Wy Wiy 64 72

= §(wp, + w — wy — wy) M? dSY R dos
S Rk wy 6472
IM2|K| d(— cos8) dwy
=9 — Wy — Wy 001
(Wp @ —wy —ww) (p-k)wy 327 (501)
dove
wy =\ M2+ (F+ F — )2 (502)
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Nel sistema del laboratorio (scegliamo come piano della diffusione il piano

(x, 2))

p=(M,0,0,0) k= (w,0,0,w)
kK = (wy, |K|sin 6,0, |K| cos 6)

P = (wy, —|K|sin 6, 0,w — K| cos 0)
k-p=Mw p-p=Muwy

k-p = w(wy —w+ |k cosf)

Quindi
Wy = \/M2 +w? + w? — 2wwy cosb

Pertanto

a / / M 1 - 9

1+ wp:1+w—k(1—cosei): +w(l = cos )

0wy Wy Wi Wy

Da cui
Wiy IM|? d(— cosb)

do

:M—i—w(l—COSQ) Mw 327

L’energia wy dello scalare o e determinata dall’equazione

w+M:wk/+\/M2+(l§—k7)2
ovvero

B Mw
M 4w (1 —cosf)
Wy =M+ w — wy

W'

and

P =2M*"—2p-p=2M(M —wy) =2M (wpy —w) =

_ 2Mw? (1 —cosb)
M +w(l—-cosh)
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Pertanto la sezione d’urto diventa

L5 IM? d(— cos )
2 pol
= 11
7= o —cosO2  32r (511)

La media sulle polarizzazioni del modulo quadro dell’ampiezza diventa

1 3292 e?
5 M =B 0 P P =

pol
128 g2 €2
T oM
128 g2 €2 ?
- % |:2 (M —(,dk/<1 — COSH)) (M+LU — wk/) +
—(M? + (M — wi (1 — cos6))?)]
128 2,2,,2 M2
pat
q (M +w (1 —cosb))
M4
(M +w(l- cos&))Q} B
128 g% e*w* M? 2(1 — cos0) — (1 — cos0)*
q* (M 4+ w (1 —cosf))?
128 g% e2 w* M? sin? 6

— 7 (M +w (1 —cosf))? (512)

[2(k-p) (k-p)(p- p)— M*((k-p)*+ (k-p)*)] =

5 (M? 4+ w (M +w) (1 —cos)) +

—M? =

e quindi

do _49262w4M2 sin? @ B
d(—cosf) Tqt [M +w(1—cos)*
g2 e? sin? @
o [M +w (1 —cosh)]? (1 — cosf)? -
_oe ot 5 (513)
7 [M+w(l—cosh)?

Domanda 2
L’ampiezza nel sistema di laboratorio e
16ge .,
q2— Eu P ku elj(k) p:)pa -
16ge ;.
= T kL e ) M =
q2 M € 1 6] pk: q2

M:

16ge - .
IC T @x k) (514)
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Vediamo quindi che I'ampiezza di diffusione si annulla quando le particelle
dello stato finale sono nel piano di polarizzazione, 'ampiezza di diffusione e
nulla.

Questo ci fornisce un modo alternativo e molto piu veloce per effettuare il
calcolo richiesto alla domanda precedente. Possiamo prendere come insieme
delle polarizzazioni su cui mediare quella lungo x, che da ampiezza nulla, e
quella lungo y che da

16ge -, = 16ge -~ .
MyZTp“(ey x k) :7|k’\ sin O w (515)
Pertanto
1 ,  128¢%*w? sin’ 6 M?*w?
- — 516
2%‘/\/” q* [M + w — w cos 0]? (516)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 15/9/2015

Problema 1

Una particella scalare neutra descritta dal campo ¢ di massa M decade
in una particella vettoriale massiva carica V' di massa m e nella sua antipar-
ticella V attraverso I'interazione descritta dalla densita lagrangiana

g g vV po
L= Ml GF, (V) Fu (V) + M2 G F (V) Fp(V) (517)
dove
Fo(V)=98,V,—98,V, (518)

e V), ¢ il campo che descrive la particella vettoriale.
Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento della particella scalare per unita
di tempo al primo ordine in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, le probabilita per
unita di tempo di decadimento della particella scalare nei vari stati di elicita
della coppia vettoriale. (Per semplificare si ponga, per questa domanda,

go = 0)
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Soluzione dell” esame scritto del 15/9/2015
Problema 1
Siano (p, o), (p,5) i momenti e le polarizzazioni delle particelle V e V.
L’ampiezza invariante di decadimento al primo ordine si scrive
2q1 _

M = Wpuui(pa 0) ﬁ[u vu}(ﬁ7 0) +

492 ypo s o
+or € Puty (D, 0) Dp Vo (D, T)
2 — v —v vpo — *
= 37 91 (0 Pg" =P P") + 292" po by U v =

= M"uj v, (519)
Domanda 1

Z IM|? = ZM’”’M‘“B wy, v, Ug Uy =

- v \yaf PvDs DaPuy
= M" M (g5 — m2 ) (Gop — m2 ) =
4 o y vpo. o~
=75 (01 0 P9 — 1" P) + 202" s, X
8 e s~ Pup Pa D
%[00 (099" = 1" D7) + 202755 (905 — =57) (o — 3" =
4
=5 (91 A+g192C + g3B) (520)
dove
o i pvD _ o - Pap
A=(p-5g" —p"P") (gus — mf)(p-pg P 0" P) (Gon = 5") =
NG 7
. ) pp’ pep
= pg"” PP —p b+ ) X
X(p-Dgus — Pubp) = 2(p-p)> +m’ (521)
(]
voo .~ a _ Pv D Pa P
B=4€eé""p,p,e€ ’676])61?7(91//5—?26)( ap m2u) -
=4 E;wpapo ﬁp EQBWB Ds ]37 9vp Gap =
= —8(9""9"° — 9 97) Do DpPs Dy =
—8(p-p)? — st (522)
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Do ﬁy

_ v — p pﬁ 0466
C = (p-Dg” — ph s — 9 (B .
(009" =" 0") (gvs = = 57) 267 D5 Dy (Gaps — mgi)ﬂf
vVpo — p — o — pap
+2 92 €7D, By (Gup — ) (p- D9 — P 5°) (Go — ) =
—0 (523)
Dunque
4 _ _
D IMP =5 [0t Q0 p)* +m") + 8 ((p-p)* —m")] (524)
e
& R + m) 843 (p ) — m")] VA — dm525)
dQ 1672 MA g1 (£\p-p 9o \\P - P
Poiché
M?*=2m*+2p-p (526)
otteniamo
VM2 — 4m2 2
PZTM;”[%1[(M2—2m2)2+2m4]+2g§[(M2—2m2)2—4m2]]:
vV M? —4m? 9% 2 22 4 2 2 2 2
:W[g[(M —2m*)? 4+ 2m?| + 295 (M? — 4m*) M?] (527)
Domanda 2
L’ampiezza invariante e
2
M:M[gl(p-ﬁu*-U—p~v}3-u*)+2926“l’p"pgﬁpu”;v#} (528)

Inoltre

Pt = (W,0,0, |p|) Pt = (W,0,0, _|p|) 2w=M
u(p,£) = (0,€,0) w*(p,£) =(0,&,0) v"(p,£) = (u"(p))" = (0,€,0)

.0 = (0.0 %) w0 = w0 = (200 -2
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Quindi

U*(pa j:) . U(ﬁ) :l:) = _E;F . E_‘:i: =-—1 U*(pa j:) : U(]i :F) =0
P Hwr M

U (pao)v(pao) - m2 - 2m?2 —1
p-u(p,£)=0 p-u(p,£)=0
_ Mipl
p-v(p,0) = % =p-u’(p,0) (529)

L’ampiezze invarianti non nulle per i decadimenti con elicita definita sono

2
Myis = i [—gqp-pE4gwlpl] =
2 M, M M2
= g (e —m) Ay o —m2
A Lo (G =Y E g -]
_ 2 plP W MPPp*, 2m?
Mo =gploner=0— - =5l =30 630

1 M M M2 2\/M2
I P Gl Ago | 2 M9
| R 27TM4[91<2 m®) & 922 1 m] 1 m
2, 4 2
gim M
T — ;2 531
ST VI A (531)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 18/02/2016

Problema 1

Una particella scalare neutra descritta dal campo ¢ di massa M decade
in una particella vettoriale massiva V' di massa my e in una particella scalare
7 di massa m attraverso 'interazione descritta dalla densita lagrangiana

[

Lr=ap

ol Xoltis FW(V) + g, @0V, (532)
dove
FW(V) =0,V, -0, V, (533)

e V), ¢ il campo che descrive la particella vettoriale.
Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento della particella scalare per unita
di tempo al primo ordine in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, le probabilita per
unita di tempo di decadimento della particella scalare nei vari stati di elicita
della particella vettoriale.
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Soluzione dell” esame scritto del 18/2/2016
Problema 1

Siano P il momento della particella scalare ® che decade, p quello della
7 e ¢ il momento della particella vettoriale, €(q, o) il suo vettore di polariz-
zazione:

P=p+q
M? —m? —mi,

M?*=m*+mi +2p-q=p-q= 5 (534)
L’ampiezza invariante e
g v v
M, =+ P! (g e (0)-ay () + 920" €,(q) =
g v v
= 1 TP (@) () + 920" €,(0) =
G, v
Iﬁﬁpﬂﬁaﬂﬁ+mpexwz
2
g1 m v
= (Gp t o) aleo) (535)

Domanda 1

Il modulo quadro dell’ampiezza sommato sugli stati finali della polariz-
zazione della particella vettoriale e

2 glm%/ 2,V 1 * _
Z‘MU{ —| M2 +g2| pp ZEV(Q,O')EM(Q,O')—

2
glm v qVq
ZIM;+wFpW(mg—wﬁ=
2 2
g1 My, 2 (Q'p) 2
R G
b (L)

s (Pt )
M? 4mz,
|gl m%/ + g2|2 (M2 — (m + mv)g) (M2 - (m - mv)2> (536)
M? 4mi,



Nel sistema di quiete di ®
q= (w7ﬁj b= (w/7 _ﬁ)

wHw' =M =+/m?+p]?+\/mi + |p]?
71 = (M? = (m +my)?) (M? = (m —my)?)
P 4 M2

La probabilita di decadimento

r— 1 \/(MQ—(WH—mV)?) (M? — (m —my)?)

100 %
X’glm%/ ol (M? — (m 4 my)?) (M? — (m —my)?)
M? 2 4mi,
1 g1m
= o [T P (M2 = (g ) (M2 = (= )
v
Domanda 2

I vettori di polarizzazione di elicita definita della particella vettoriale nel
sistema di quiete di ®, avendo posto p'= |p] 2z, sono

EO(q) _ go(Q) ﬁ

w
i w
60(Q) - <m_V7 Oa 07 m_V>

ex(q) = (0,€%)

(537)
Quindi
e (q)-p . . L. w4+ w
P (g, o) = @ +76(q) =1 &(q) =
w w
Lo M 0 peroc =+
=P &(q) — :ES(Q)M: {|ﬁ]M (538)
w S ber o = 0
L’unica ampiezza di elicita diversa da zero ¢ quella con o = 0
2 2 172
gimy 2 |P1* M
Mo|* =[5 + g —— =
M? 2
2 M2 _ 2 M2 _ - 2
_gmta OF ) (M (m )
M? 4my,

in accordo col risultato ottenuto nella domanda 1.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 01/08/2016

Problema 1

Una particella scalare neutra descritta dal campo ¢ di massa M decade
in una particella vettoriale massiva V' di massa m e nella sua anti-particella
attraverso l'interazione descritta dalla densita lagrangiana

g2 v gs vpo
Li=aMeVHVIi+ Mﬁuﬁyqb‘/“ (V)T + Me“ " $0,V,0, VI (540)
dove V,, ¢ il campo che descrive la particella vettoriale.

Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento della particella scalare per unita
di tempo al primo ordine in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, le probabilita per
unita di tempo di decadimento della particella scalare nei vari stati di elicita
della particella vettoriale.
Domanda 3

Qual’e la probabilita per unita di tempo di decadimento della particella
scalare in uno stato finale in cui le due particelle particelle vettoriali abbiano
polarizzazione lineari trasverse fra loro ortogonali.
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Soluzione dell” esame scritto del 1/8/2016
Problema 1

Siano (p, o), (p,5) i momenti e le polarizzazioni delle particelle V e V.
L’ampiezza invariante di decadimento al primo ordine si scrive

M= M*"u(p,o)v,(p, o) =

, 9 i i
= (Mg1g" = - (pu+5) (b + ) +
g3

_M enre pp ﬁo) Uz(Pa U) Uu(pa 5)

v g2 _ 93 oo — N o
= (M g1 " — i v Pp Do) Uy (p, 0) vu(P, G)

(541)

con

v 92
M = Mgy g™ — 2 p,p, —

93 pwpo .
i =" p, Dy (542)

M

Domanda 1
Z IM|* = ZM‘“VMQ’BUZUNUﬂU; =

vV A AqQ PvPp paﬁ
= MM B(QVﬁ_ m2 )(gau_Tgu):

=@ A+ @G B+@EC+0n g D+ggE+ggF (543)

dove

A_Mﬂ%Ni?%

1 2 (P'p)2

_ 2
=T )

1 vpo _« o = 2 12
= We“ P B Do Dy D5 G Gap = e ((p-p)* —m?)

a y Pv Dg paﬁ
P+ gV ) (908 — = 5) (Gan — T 50) =

_ bp-P DuD Dy
) ) =

,uz/a

—(g

29" (pv
1%«]9 P —m")

E=F=0 (544)

=2
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Le ultime identita si possono anticipare osservando che non si possono for-
mare degli pseudo-scalari con i due soli quadri-momenti p e p. Dunque

=\2 4 =\2
p-p m p-p
LY RSN s LY B LIANC R A J

_ 4 mA
m'! (p-p)° _ (p-p)?
—29:'%@(1—?)—91922]9'1?( " —1) (545)
Poiché
M*=2m?+2p-p
.72 M2 M2_4 2 M2 M2
m* 4m? m2 “4m?
allora
M?  M? M?
2 _ 2 2 232 2
SIME = 34— (o — D) Mg+ M (1 — 1P+
M? M?
—2 M? —1 —1
e M (5 5 =D (5 -1+
2
2 g2 m? -1 547
¥2gim? (2~ 1) (547)
e quindi
i’ VM2 —4m? M?  M? M?
= (B (s — MG+ M (s — 17+
a2 64 72 M? m2 4 m? 4m?
M? M?
-2 M? —1 —1
192 <2m2 )(4m2 )+
M2
2.2
+2g3m* (- —1)} (548)
La probabilita di decadimento integrata su tutti gli angoli ¢ pertanto
VIM? —4m? M?  M? M?
P (B s (o — ) Mg+ M2 (o — 17+
167w M? m2 “4m? 4m?
M? M?
—2 M? -1 —1
91 92 (2m2 )(4m2 ) +
M2
2 2
+2g5m (W—l)} (549)
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Domanda 2

[’ampiezza invariante e

* g — * g Voo — *
M:(Mglu -U—MQp-vp-u —M‘?e“’) pppauyvu)

Inoltre
pH: (W,0,0, ‘p’) pu:(wa()?()?_’p’) 2w=M

u(p,£) = (0,€,0)  (u)"(p, £) = (0,6, 0)
v (p,£) = (W' (p))" = (0,€x,0)

w.0)= (2 00,2y (g0 = (.0 = (2 0,0,-2)

m
93 wpo _x 293(U|]7| ab , *
—Me“p PpPo Uy Uy = — =3 €7 Ug Uy =
= —gslpl e upvp, a,b=1,2 (550)

Quindi

u(p,£)-v(p,t)=—€-éx=—-1 u(p,£) -v(p F)=0
CpP e M

* . = — — _ 1
u*(p,0) - v(p,0) — 52
p-o(p,x£)=0  p-u'(p,£)=0
- 2w M o
p-v(p,0) = L =p-u(p,0)
m m
€ ul (£) vp(£) = i (551)

L’ampiezze invarianti non nulle per i decadimenti con elicita definita sono

Miy =—Mg Figslp| =

. IM?
=—qgMTFigs T—WQ

M? go M?|p|?
— g M D
Moo =9, (2 : U M m?
M? M?
=g M —1)—gp M(——= —1 552
o <2m2 ) =92 (4m2 ) (552)



I moduli quadri delle ampiezze invarianti sono

2 2 272 2 M? 2
[(Mas|" = gf M2+ g5 (= —m?) (553)
M? M?
2 222 2 2 272 2
‘M00| =M (Q—mQ_l) + 95 M (4m2 —1)"+
M? M?
-2 M? —1 -1 4
91 92 (2m2 )(4m2 ) (554)
Verifichiamo il risultato della sottosezione precedente:
2 _ o 27142 2 12 M? 2 2 /2 M? 2
;‘MUOJ| _2glM+glM (2m2_1) +g2M (4m2_1) +
M? M?
-2 M? 1) (— -1
M (55— D5 -1+
M2
+293 (T —m?) =
2 272 M? M? o 22, M 2
M2 M2 M2
—2 M? -1 —1)+2g5 (— —m? 555
G M (o =) (s — D42 (o —m?) (55))
Le probabilita di decadimento negli stati di elicita definita sono
VM? —4m? M?
1‘\ vy 2M2 27 2
+4 167 M2 (91 + 5 ( " )
VM? — 4m? M? M?
Lo = o (G M2 (5 — D’ + 3 M (1 — 1) +
167w M? 2m? 4m?
M? M?
2
—2qg1go M (2m2 -1) (4m2 - 1)) (556)
Domanda 3
Nel caso di polarizzazione lineare trasversa
pv=p-u" =0 (557)

in quanto v = (0,v,,0) e u = (0,u,,0), a = 1,2. Se le polarizzazioni sono tra
loro trasverse

u v =0 (558)



Dunque "'ampiezza ¢
M = g3 |pl €™ w v, = g3 |
Quindi

(M? —4m2)% 2

I =
6ir M2 B
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 09/08/2017

Problema 1

Una particella scalare carica ¢ di massa m, un vettore carico W di massa
my, due fermioni di Dirac ¢ e x di masse m; ed my interagiscono attraverso
la densita lagrangiana

Ly =G ¢oWH+ Wby (g1 +ga75) x +h.c.

dove GG, g1 e go sono tre parametri reali.
Domanda 1 (Punti 4)

Determinare le dimensioni dei parametri G, g1 e g2
Domanda 2 (Punti 20)

Si calcoli la probabilita di decadimento totale della particella scalare in
una coppia di fermioni (¢, ) per unita di tempo all’ordine pit basso in teoria
delle perturbazioni.

Domanda 3 (Punti 20)

Nella stessa approssimazione, si determinino le probabilita di decadimento

per 1 vari stati di elicita dei fermioni nello stato finale.
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Soluzione dell” esame scritto del 09/08/2017
Problema 1

Domanda 1

G ha dimensioni di una massa, e g; e g, sono parametri adimensionali.
Domanda 2

Sia p I” impulso della particella scalare che decade, p; e ps gli impulsi dei
fermioni prodotti,

p=p1+D2

pPP=m?=mi+mi+2p-po (561)

[’ampiezza invariante all’ordine pit basso ¢

M= G u( . ) (pug/u_gw)( .l,)_
=G Uy g1+ g275) V2 pr—— tp )=
o 1
= —iGuip(g1+g275) V2 —5 =
myy
.G _ _
= -t m2. [(m1 — mg) g1 U1 v2 + (M1 +M2) g2 U1 V5 Uz} =
w
.G
:—Zm—2U1 [(ml—mg)g1+(m1+m2)g2’y5} () (562)
w

Il modulo quadro dell’ampiezza sommato sulle polarizzazioni degli stati finali

> IMP = —Tr (1= m2) gy + (ma 4+ m2) g235) (3 — m2)

01,02

X ((m1 —ma) g1 — (M1 +ma) g275) (1h + ml)] -
_ 4 G*

— [(m1 —ma)? g} (p1 - p2 — mamy) +
My
+(m1 +m2)? g3 (pr- 2 +ma mz)} =
267 5, 9 )
[91 (my —mg)® (m™ — (my +mg)) +
- omyy
—1—92 (m1 + m2)2 (m2 — (m1 — mQ)Z)} (563)

150



La probabilita per unita di tempo di decadimento

F:% [gQ(m —my)? (m? — (my +my)?) +
271 my,m2 ! ! ? ! 2
+g5 (my +my)? (m? — (my — mg)Z)] (564)
dove
VIPE +md /|72 +m = m (565)
ovvero
|ﬁ'|2 — m4 + (m% B mg>2 B 2m2 (m% + m%) (566)
4m?
ovvero

7] = \/(m—ml —mgy)(m+my — W;Q)(m —my +msa)(m +my +m2)(567)
m

Domanda 3
Prendiamo

b1 = (wlvanv |ﬁ|) b1 = (whoaov _|]7|) (568)

Per la conservazione del momento angolare, le ampiezze di decadimento sono
diverse da zero solo le I'elicita dei due fermioni sono uguali. Denotiamo con
% le probabilita per unital di tempo di decadimento per elicita dei due
fermioni pari a £3. Possiamo usare le formule dell’esercizio del 17/06/2014

. \/wi + 01 |ﬁ|wa1
u(pl,al)— ( w1 — 01 |I7|wol
—iy/ Wy — 02 D] W,
— 569
v(p2; 02) ( i \/wo + o9 |P| We,y (569)

dove 015 = 1. Sostituendo queste espressioni nell’ampiezza di transizione

M = ﬂl [gl + '&2’75} Vo (570)
dove
G
tgh = —5— (ml - mz)gl
w
. G
199 — — (m1 + mg) g (571)
myy,



otteniamo

Mo, oy = |~V lr = o1 P2 — o2 P (G — 32) +

v/ (w1 o1 [P (wz + o2 [P (G + §2) | i wh, we,  (572)

Le ampiezze di decadimento sono nulle per elicita dei fermioni opposte, come
richiesto dalla conservazione del momento angolare. Per o, = 05 = 4 otte-
niamo

M =i [=Vlor F PN F 7D — ) +

/(e Pz & 1)@+ 52)] (573)

Quindi

IMe|* = (V£ D) (w2 £ 7)) — Vi F [P w2 F17D) 53+
+(V(wn £ [PD(ws £ 1) + Vi F D F17D)° 35 +

2 (w1 % ) (w2 % 7)) — (@1 F 1) (w2 F 19D) 612 =

=2 (wyws + |7']* — mima) 7 +
+2 (wrwa + [P']? + mamy) G5 £ 4m|p| G G (574)

Le corrispondenti probabilita per unita di tempo di decadimento

I'y = ﬂ [2 (w1w2+|ﬁ|2—m1mg)§f+
27 my, m?
2 (Wi + [P+ mima) G £ dm PG| (575)

Queste formule sono in accordo con quelle ottenute alla domanda precedente
perché

m? — (my + my)?
2

m? — (my — my)?
2

—2
wiwa + P17 —mime =p1 - ps —myme =

W1W2+‘ﬁ‘2+m1m2:p1'2?2+m1m2:

(576)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 25/09/2017

Problema 1
Una particella vettoriale V' di massa M interagisce con un fermione di
Dirac v di massa m attraverso la densita lagrangiana

EI =01 Vu'(zry“w+i92F,uu'(Z7“/7yw+i936“VpUF,u1/'LE7p70¢

dove F,,(V)=0,V, —0,V, e g1 € g2 e g3 sono tre parametri.

Domanda 1 (Punti 22/27)

Si calcoli la probabilita di decadimento totale della particella vettoriale
nella coppia di fermioni (1,) per unita di tempo al primo ordine in teoria
delle perturbazioni. (N.B.: si puo inizialmente porre g = go = 0, e risolvere
il problema nel caso generale solo facoltativamente.)

Domanda 2 (Punti 24)

Nel caso g1 = g2 = 0 e nella stessa approssimazione, si determinino le
distribuzioni angolari dei decadimenti di una particella V che si trova a riposo
in uno stato con spin definito 0 = —1,0, 1 lungo 'asse delle z in una coppia
fermione-antifermione di elicita definite ed in cui I'impulso del fermione formi
un angolo # con 'asse delle z.
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Soluzione dell” esame scritto del 25/09/2017
Problema 1
Domanda 1
Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con p il quadri-impulso della particella vettoriale.Abbiamo

D=p1+tp2 (577)
L’ampiezza di transizione invariante e

My = g1 My + go Mo + g3 M3
My = e, (p) u(pr)" v(p2)
Ms =[pue,(p) — poeu(p)] @lpi)y" " v(p2) =
= 2¢,(p) u(p1) [(p2 — p1)* + 2m "] v(p2)
My = €7 [pue,(p) — poen(p)] w(p1)7e 7, v(p2) =
= —i [pu€s(p) — poeu(p)] u(pr) v5 V", 7" v(p2)
= =20 [pues(p) — poeu(p)] @lp1) 577" v(pa) =
= =20 a(p1) V5[ (—=m + p2) € — € (=m +p1)] v(p2) =
= —4i(p2 — p1) - €t(p1) y5 v(p2) (578)

dove abbiamo usato le identita

eﬂupa 'Yp 70 — _Z‘ 75 [,.),,u’ 'YV]

U ]51 =mu; ﬁQ Vg = —1M V2 (579)
Poniamo
per cui
k> =2(m* —pap1) = 4m* — M? (581)
in quanto
2 a2 2 — %2 —m?
p =M =2psp1 +2m° = py-p1 = 5 m (582)
Dunque

Mpi= (1 +4gam)e, iy va+2g9€- kg vy +
—4igg€ : k’ﬂl V5 U2 (583)
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Il modulo quadro dell’ampiezza ¢
Myl = [(g1 + 4 gam) €, Wiy v2 +2ga€- kil v+
—4igge~kﬂl%vg] X
X[(gl+4gzm)€ﬂ172”y“u1+292€~k62u1—|—
—4digse- k:17275u1] =
=G A+ BB+ C+ 192D+ G195 E+gags ' (584)
dove

g1 =¢g1+4mgs (585)

A=1 €005 € 1y

B=4e¢-kujve€-kvou

C=—16€-ke-kuyysveUs7y5u;

D =2€¢ -kt €vyUaus +2¢€- kg€ uy iy vy

E=—4ié -kt évgUyysuy —4ie- kg ysvyUg€ uy
F:—8@'6-1{:6-1{;[ﬂ1v217275u1+1217502@2u1] (586)

Sommiamo sulle polarizzazioni dei fermioni finali e mediando su quelle del
vettore

1 1 ptp”
§;A:§(p—M]; —g") ;ﬂw“vzﬁﬂ”ul =

1 . .
=73 Try* (P2 —m) v, (p1 +m) =

1 . R

_%(8p2.p1+16m2):§(M2+2m2) (587)
%;B _ % (Bh — ) bk zf:ul vy By g =
4 o 2 A 5
= §<M —4m?) Tr (p2 —m) (pr +m) =
B % (M?* —4m?) (4py - pr —4m*) =
:g(M2_4m2>2 (588)
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5 = 9" kuk, Zﬂl%wﬁz%m =

if /

= —— (M? = 4m*) Trv5 (P2 — m) 5 (P + m) =

16 . .
- §<M2 —4m?) Tr (po +m) (P +m) =

16 32
=3 (M? — 4m?) (4py - p1 + 4m?) = 5 (M? — 4m?) M?(589)

— ") ky Z [t 7 02 Dy Uy + VoY, Uy Ty 0] =
!

5 X .
3 Z[ﬁlkU2@2ul+®2kulalv2} -
f

2T [l (5o — m) (y + ) + e 5y + m) (r — )] =

[k (2p 20 2y 2m)] =

16m _ 16m

3 3 (M? — 4m?) (590)

14

3
479~ R ) A
= 5 Trk (D2 —m)ys (br+m) + 795 (b2 —m) k (pr +m) =
44 . ) ) N
= - Trys k(D2 +m) (P1 +m) + 75 (P2 — m) k (P + m) =
i
= 5 2k paTr s (r + m) =0 (591)
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14

81 pt'p
(

— g“”) k,k, x

XZ[a17j2’(—]2'}/5ul—|—ﬂ1’y5v2@2u1} —
!

81 . . . .
=3 k*Tr (2 — m) ¥s (P1 +m) + 5 (P2 — m) (pr +m)] = 0 (592)
Gli ultimi due contributi, dispari per parita, si annullano in quanto funzioni
invarianti di due momenti soltanto. L’ampiezza totale mediata sugli stati

iniziali e sommata sugli stati finali & quindi

1 o4 8
3O MG =G 5 OF +2m?) 4 g3 5 (M — 4m?)” +
i f
32 16m

+g2 5 (M? —4m?) M? + G, go 3 (M? — 4m?) (593)

Poniamoci nel sistema di quieta della particella vettoriale che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

P=pi=-pa  M=2ym?+|p|? (594)
cioe
M 4m?
p| = — — 595
Pl= 11— (595)
La probabilita di decadimento totale per unita di tempo e
dP 1 1 9
0t " wear V15 2 Ml =
i
1 4m?
= 1 - X
167 M M?2
4 8
< |3t 5 (M2 4+2m?) + g3 = (M? = 4m?) +
32 8
93 5 (M7 — 4m®) M* + G g Tm (M2 —4m?)|  (596)
Domanda 2
L’ampiezza di transizione € in questo caso
Mfi:—4i93€'kfﬂ1’y5vg (597)
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Nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade
P =—pe=p = |p|(sinb,0, cos ) (598)

Pertanto il vettore di polarizzazione del fermione uscente si scrive nella rap-
presentazione spinoriale come segue:

509 Sy T 01 17|

e 2 Wy + o Wy

u(@ o) = i, VA — |IL| : (599)
e 2%\ Jwy — o1 |P| w,,

dove &;, con v = 1, 2,3 sono le matrici di Pauli, mentre %al = i% e l'elicita
del fermione nello stato finale.

Il vettore di polarizzazione dell’antifermione con impulso —p' ed elicita
155 nello stato finale ¢

2
—ie 307\ — oa [ w
(= o) = ¢ p 02 o2 600
(=7, 02) (z’e‘zea2 wp/+02|17|waz (600)

Quindi
W - — o 1wl esfo2 T wl 3092 x
U5 =1 ( \Jwy — oy [Plw) ez wy + o1 [P wh, ez
« (1) «
0 1
_igg _igs
X <—\/wp/ — oy |ple 202wy, wy + oy || e72092 w02> =
— — = 100y = 100y
=i (Ve = o TTul, o' /iy S ol i77) x
< (Vay =mlPle % w, g For Pl e %y, ) =
= il wy, [\foy — o1 [7] Jo — 02 |7] +

—i-\/wp/ + o1 |P] \/wp/ + 0 |ﬁ|] —
= 100,,00 2 Wy (601)

Il vettore di polarizzazione della particella vettoriale di spin A nel suo sistema
di quiete si scrive invece

“(p)r = (0,€)) (602)
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dove A = —1,0,1. Scegliamo®

1

€41 = F—(1,+£4,0 € = (0,0,1 603
+1 :F\/E( ) 0 ( ) ( )

Inoltre
k* = (py — p1)* = (0, —2p") (604)

per cui

cioe

ex1(p) - k= :F\/§ |Z7| sin 0 co(p) -k = 2|15'| cos (606)

In definitiva

Mitar = M_y1e = F4 g3 V2|7| sinf2w, =

/ 4m? |
= F2¢5V2M?* /1 - e sin 6
- 2 Am?
Mozt =4 g32|p| cos2wy =493 M 1—Wc089 (607)

Le distribuzioni angolari del decadimento sono date quindi da

Mtz = Moy = 895 M? (M? — 4m?) sin® 0
| Mo.s+|? = 16 g3 M?* (M? — 4m?) cos® (608)

Si noti che

1 1
3 > Ml = 3 [‘MH%HF + M [+ My [+ (Mo [P
if

Mo + (Mo || =

1
= §g§M2 (M? —4m?) (4 x 8 sin® + 2 x 16 cos #?) =
32
= 5 95 M (M” —4m?) (609)

6N.B. La scelta del segno T di fronte a e4; € una scelta convenzionale, consistente con la
definizione standard degli operatori di salita e discesa dell’algebra del momento angolare:
si noti che non sempre abbiamo fatto questa scelta nella risoluzione degli esercizi in questa
raccolta. I risultati fisici non dipendono da questa convenzione, naturalmente.
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in accordo con (593).
Appendice
Una maniera per ottenere le distribuzioni angolari che sfrutta l'invarianza

per rotazioni e partire dalle espressioni per le ampiezze di decadimento per

= 0, cioe con la coppia fermione-antifermione che si propaga lungo 1’asse
delle z. Queste ampiezze sono piu facili da calcolare che le ampiezze a 0
generico: nel caso in questione (g3 = g2 = 0) le uniche ampiezze non nulle
sono quelle con A = 0 del vettore che decade:

4m?
M2

Mo;ii(e = 0) = 4g3 M2 1-— (610)
Lo stato fy, », dei fermioni finali di polarizzazioni date ad angolo 6 ¢ legato
allo stato con le stesse polarizzazioni ad angolo 6 da una rotazione R,(f)
intorna all’asse delle y. Pertanto, per 'invarianza per rotazione, l'ampiezza
tra lo stato del vettore €(\) e uno stato generico f di spin dei fermioni a
0 # 0 si scrive in termini delle ampiezze a 8 = 0 come

Mo o0y (0) =D (RH(0))3x Mg, (0 =0) (611)

)\/

dove (R, (#))x € la matrice 3 x 3 che implementa le rotazioni su uno spin 1.
Poiché le uniche ampiezze non-nulle a § = 0 sono quelle con o; = 09, questo
rimane vero per § = 0. Inoltre poiché le le uniche ampiezze non-nulle a § = 0
sono quelle con A = 0 abbiamo

Mg, . (0) = (R, (0))oax Moy, (0 = 0) (612)
La matrice R, '(f), nella base {e,,e_, e} &
cos? g sin® Si‘/g’
R,M6) = | sin®5 cos® —53 (613)
_sir/lg bil/lg cos O
Quindi
sin ¢
Mil,fi,i (9) = ?W MO,fi +
MO,fﬂ:,i (9) = COS@MO,fi,i (614)

in accordo con le (607).
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 29/01/2018

Problema 1

Una particella scalare ¢ di massa M, un vettore W, di massa my, ed
un fermione di Dirac ¢ di massa m interagiscono attraverso la densita la-
grangiana

Lr=Go¢oWH+gd, W, "~ +h.c.

Domanda 1 (Punti 4)

Determinare la dimensione dei parametri G e g.
Domanda 2 (Punti 15)

Si calcoli la probabilita di decadimento totale dello scalare ¢ — 1 + 1)
per unita di tempo all’ordine pit basso in teoria delle perturbazioni.
Domanda 3 (Punti 25)

Nella stessa approssimazione, si determinino le probabilita di decadimento
per i vari stati di elicita dei fermioni nello stato finale. Si spieghi “a priori”
il risultato ottenuto in termini di invarianza.
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Soluzione dell” esame scritto del 29/01/2018
Problema 1
Domanda 1
G ha dimensioni di una massa e g adimensionale.
Domanda 2
Sia p I” impulso della particella scalare che decade, p; e ps gli impulsi dei
fermioni prodotti,

p=p1+Dp2
M? 9
p2:M2:2m2+2p1-p2=>p2-p1:T—m

L’ampiezza totale all” ordine piu basso e quindi data da

M=gG (=ip") Au(p) g (—ip,) u(p1) ¥~ v(p2) =
(pupu )

(615)

m2 g,ul/

=Gy p2w_—mgv (=ip") (=ip,) u(p1) v 7" v(p2) =

=m (—ip”) (—ip,) u(p1) ¥ 7" v(pe) =
—5—; m? a(py) v(pa) (616)

dove A, (p) = mW_T e il propagatore del vettore massivo ed dove abbi-
w
amo usato le identita

U p1 = miy D2 V2 = —M Vg (617)

Il modulo quadro dell’ampiezza sommato sulle polarizzazioni degli stati finali

Z IM|? = C;j%f Tr [(m —m) (ph —i—m)} =

01,02
4G? 2G?
= [p1 - p2 — m?] = o [M? — 4m?) (618)

La probabilita per unita di tempo di decadimento nel sistema di riposo dello
scalare

G2 G*? 3

= [M?>—4m?| |p| = ————= [M?* — 4m?]2 (619

47rm§VM2[ ] 1P Snmévw[ ] (619)
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dove

M2
9| = Vo~ m? (620)
Domanda 3

Possiamo prendere senza perdita di generalita

M
p1 = (W,O, 07 ’ﬁ’) P2 = (w70707 _|ﬁ|> w = 7 (621)

Per la conservazione del momento angolare, le ampiezze di decadimento sono
diverse da zero solo se le I'elicita dei due fermioni sono uguali. Denotiamo
dP N . . . . SN .
con == le probabilita per unital di tempo di decadimento per elicita dei due

fermioni pari a +3. Possiamo usare le formule dell’esercizio del 17/06/2014

u(p 0'): \/W+0—1|ﬁ|w01
1,91 /(,L)—O'1|]7|U}01
—iy/w — 09 |P'] We,
= 622
n = ( o T 02 ] e, (622)

dove 015 = 1. Sostituendo queste espressioni nell’ampiezza di transizione

G
M=—="F 2,0, (623)

my,

otteniamo

G
Moy o = =3 == a1 D@ =02 7)) +

myy

V@t [P+ 027D i w, ws, (624)

Le ampiezze di decadimento sono nulle per elicita dei fermioni opposte, come
richiesto dalla conservazione del momento angolare. Per 0y = 09 = 0 = £1
otteniamo

Gy . oG
Mo = =20 i [~ = o)) + @+ |7])] = —2i0- 2 |§] (625)
W w
Quindi
2 G292 ~
(M| =4 o P’ (626)
w
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Le corrispondenti probabilita per unita di tempo di decadimento

_ G?p
27Tm%VM2

G*|p|
PP = ——1—75 (M?—4m?)
167Tm§1,‘,]\/[2

wjw

[ (627)

In accordo con il risultato precedente. Questo si spiega in quanto l'interazione
conserva la parita.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 10/09/2018

Problema 1
Una particella scalare ¢ di massa M ed un vettore carico W, di massa
my interagiscono attraverso la densita lagrangiana

Ly = g M6 W W, = 50 PR (W) L, (W)

dove F,, =0, W, — 0, W,.

Domanda 1 (Punti 18)

Si calcoli la probabilita di decadimento totale dello scalare ¢ — W + W
per unita di tempo all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2 (Punti 15)

Nella stessa approssimazione, si determinino le probabilita di decadimento
per i vari stati di elicita dei vettori nello stato finale. Si verifichi esplicita-
mente la consistenza di questo risultato con la risposta del punto precedente.
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Soluzione dell” esame scritto del 10/09/2018

Problema 1
Siano (p, o), (p,5) i momenti e le polarizzazioni delle particelle V e V.

L’ampiezza invariante di decadimento al primo ordine si scrive

M= M*"u(p,o)v,(p, o) =

2G ., o
= u,(p, o) [M 99" + - 9"p-p—p p“)]vu(p, ) (628)
Se P ¢ il momento dello scalare
_ M2
P=p+p=0p p:T—m%V (629)

Domanda 1
Sommando sulle polarizzazioni dello stato finale otteniamo

STIMP =3 M i (p, ) vu(B,7) M uy(p, o) (5, T) =

v (PpPv o (PuDo
:MM (7;;2 _gpl/)Mp (7;;2 _gua)_

%% W
2G Pp Dv
=M MV_MV.*_*VH]p_VX
[gg +57 (6" p-p pp)(m%V 9ov)
Dy Do

2@G
M op o0 s AP a] — ) =
><[ 99"+ 57 (9 p-p pp)(m%V Guor)

p, p* 2G _
Z[Mg(n’;%v—%)—W(%‘p-p—ppp”)}x
5 2G
X[Mg(pug — o) — 57 Ohp ﬁ—p”pu)] =
.72 4 2
[ (B ) S 2 ) +
i M
—4Gg(p-p—p-p—4p-p+p ﬁ)} =
. 7)2 4 2
_[M2g2(M+2)+ G2 2 (p-p)2+m%) +12G gp - p|(630)
My M



Quindi

M4 M? M? mi,
§ : 2 2 2
M?
+12G g (7 —miy) (631)

La probabilita di decadimento per unita di tempo & pertanto

/M2 —4m? M M?
r— W [M2 20 g
16 7 M2 g (4mf‘/v m%v+ )+
2 4 2

M M
+4G2(T—2mW+3M2)+12Gg(7—m%V)] (632)

Domanda 2

Possiamo prendere 'asse delle z lungo la direzione di propagazione della
particella vettoriale WW prodotta nel decadimento. Per la conservazione del
momento angolare, le elicita delle particelle devono essere uguali: le ampiezze
non nulle sono

MO’O’ = Mg UZ(p, 0) U#(ﬁa 0) +

2G

+W (p ’ ﬁu;(p, U) UM(ﬁ? U) —p- U*(pv O')p ’ U(ﬁv 0)) (633)

Abbiamo inoltre, nel sistema di riposo della particella scalare

" = (w,0,0,|p]) P = (w,0,0,—p]) 2w=M

W, %) = (0,6,0) ()" (5, %) = (0,,0) (634
dove
i =~ — iy (635)

e il modulo quadro del 3-impulso delle particelle vettoriali. Per quanto
riguarda l'anti-particella, che si muove lungo la direzione negativa di z, il
vettore di polarizzazione corrispondente all’elicita £ e descritto dal vettore
€+, OVVero

v (p, %) = (W'(p, £))" = (0,&,0)" = (0,€4,0) (636)
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Infine

UM( 70)_(ﬁ70707 ): *M(p70)
mw w
o (5,0) = (w(5,0))" = (2L, 0,0,— L) = v#(5,0)  (637)
’ ) mW, ) mw )
Quindi
' (p,£) - (p k) =~ E = 1
u*(p, %) - v(p,F) =0
) |p|2—|—w2 M2
U (p7 ) U(p7 ) m[2/V 2m12/V
p-o(p,+)=p-u'(p,£)=0
_ . 2wlpl  Mip
p-v(p,0)=p-u"(p,0) = Pl _ Mlp (638)
mw mw
Pertanto
2G 2G  M?
= Mg——p-p=—Mqg— — (— 2
Moy 9= 37 PP 9= 7 (5 w)
2 2G M? M? |p|?
- M D+ Z(p-p —1)— —
2
= —1
2G M? 9 9 M?
e M2 o 2 _
S (g = mie)? = M2 (S = miy)
2
=M —1
2G  M* 4
Mm?, (= +miy = MPmiy — =+ M?*miy) =
2 m‘Q/V
- M —-1)+2GX% 639



Verifichiamo la consistenza con il risultato del punto precedente

8G2  MH )

2
Z‘M:I::t| =2M? g% + iYE (T+m§§/—M2mW)+
M? M4 M?
+89G(T—m%[,)+M292(4m%—I—l—%)-k
4 M2
M* M? 8G?2 M* 3
:Mng(—4—|—3——2)+—2(—+—mf}/—M2m12/V)+
4 my, miy M 4 2
M? 9
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 24/01/2019

Problema 1
Una particella vettoriale W di massa M interagisce con un fermione di
Dirac v di massa m attraverso la densita lagrangiana

Lr=g0, W, vy~

Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento totale della particella vettoriale
nella coppia di fermioni (¢,1)) per unita di tempo al primo ordine in teoria
delle perturbazioni.

Domanda 2

Si determinino le distribuzioni angolari dei decadimenti di una particella
W che si trova a riposo in uno stato con spin definito ¢ = —1,0,1 lungo
I’asse delle z in una coppia fermione-antifermione di elicita definite ed in cui
I'impulso del fermione formi un angolo # con 'asse delle z.
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Soluzione dell” esame scritto del 24/01,/2019
Problema 1
Domanda 1
Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con p il quadri-impulso della particella vettoriale.Abbiamo

p=pi+p (641)
L’ampiezza di transizione invariante ¢
My = gpuen(p) u(p)y" 7" v(p2) =

= g&u(p) ulpr)(m + p2) 7" v(p2) =
=2gu(p1)]e-po+me-v] v(ps) (642)

dove abbiamo usato le identita

Uy p1 = muy P2V = —M Uy (643)
Poniamo
Kr=(py—p)=k-p=0 (644)
per cui
k* =2(m® — papy) = 4m* — M? (645)
in quanto
M2
p2:M2:2p2p1+2m2:>p2-p1:T—mQ (646)
Inoltre
Lo
p-pzzp-plzéM (647)

Dunque il modulo quadro dell’ampiezza e
IMpl? =4g*A (648)
dove

A= (€-potiy g+ mise-yvy) (6" - paUous +Mge™ - yuy) =
=€-DPo€ - Paliy Vg U Uy + ME" - Py lig€ -y V2 Vo Uy +

+M € - Po Ty Vo Va€™ - YUy + M Ure - YUz Da€* - YUy (649)
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Sommiamo sulle polarizzazioni dei fermioni finali e mediamo su quelle del
vettore

]. ]_ p/"pl’ y - B ) )
§;A: 3 ( M2 - 9" ) ;[(pZ)u(Zh)ﬂhvzvgul+m(p2)yu1ﬂy#v2y2ul+

+m (p2>ﬂ Uy Vg Vg Yy Uy + m2 Uy T V2 U2 Yy ul] (650)
Quindi
1 L ptp” v " -
s> A = (5 =) (P2 (o) Tr (2 —m) (y +m) +
if

+m (p2), Tr (P1 +m) v, (P2 — m) + (p2),m Tr (p1 +m) (P2 —m) v, +
+m® Tr (p1 +m) v, (P2 — m) %} =

4 "
=3 (5 —9) [(p2)u (P2)o (p1 - p2 —m?) +
+m2 (pQ)V ku + m2 (p2)u ky:| +
1 pp o
+m” 5 (pMI; = g") Tr (P b2 Y — M % W) (651)

Pertanto

1 4 2 8
_ZA_g((P p2) —m2)(p1-p2—m2)—§m2p2-k+

3 w
1 D D A A
+m2 gTI" (p11])\4p22p . m2) . (pﬂ/#pz 'Yy, o 4m2)] —
4  M? 8
= (= —m)) (pr-p2—m?) + 7 m* (p1 - pp —m®) +
3 4 3
1
< T (m? = m?) + 2pipa +4m?)| =
4 . M?
-3 [(T +m?) (p1-py —m®) +m® (2py - po +4m?)] =
4 M4 MQ
= [ —2m' (M7 +2m%)] = = (M* +8m®) (652)

Poniamoci nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

PEp=-p M=2ym’+|[p (653)
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cioe

_M I 4m?
) M2

7]

p

(654)
La probabilita di decadimento totale per unita di tempo e

dP 1 1 ,
at " sear P15 2 Ml =
fi

1 1_4m2

T 167 M M?

M2
x4 ¢ - (M? +8m?) (655)

X

Domanda 2
L’ampiezza di transizione e

Mg =2g (e patiyg Vg + mise -y vy) (656)
Nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade
pr=-DP=p = |p'|(sinb,0, cosh) (657)

Pertanto il vettore di polarizzazione del fermione uscente si scrive nella rap-
presentazione spinoriale come segue:

“309 S+ oy [P w
w(@ o) = (° 5, Ve T oD W 658
#>e1) (e—mmwm o)

dove &;, con © = 1,2, 3 sono le matrici di Pauli, mentre %al = j:% e l'elicita
del fermione nello stato finale.

Il vettore di polarizzazione dell’antifermione con impulso —p’ ed elicita

%02 nello stato finale e

. 105 —
ie 272 \Jwy + o9 [P w,,
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Quindi

irvy =i (v — o Flul, e/ /oy T oy ] wf, e2%) x
% <_ \/ Wy — 02 |ﬁ 6_5962 Wy Wy + 09 |ﬁ| 6_3962 w02> -
= z‘wi,l Wey [—\/wp/ — 01 ‘}7‘ \/Wp’ — 09 ‘ﬁ‘ +

+fup + o [Py + 0 7| =
= 1000 201 || (660)

Il vettore di polarizzazione della particella vettoriale di spin A nel suo sistema
di quiete si scrive invece

*(p)r = (0,€)) (661)

dove A = —1,0, 1. Scegliamo’

2o = ;%(1, L) & =(0.0,1) (662)
Inoltre
k= (pa —p1)!" = (0, -27) (663)
per cui
ex(p) - p2 = %ex(p) k=7 (664)
cioe
) pr=F | sind  alp)p =7 eosd (069

"N.B. La scelta del segno T di fronte a €41 & una scelta convenzionale, consistente con la
definizione standard degli operatori di salita e discesa dell’algebra del momento angolare:
si noti che non sempre abbiamo fatto questa scelta nella risoluzione degli esercizi in questa
raccolta. I risultati fisici non dipendono da questa convenzione, naturalmente.
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Inoltre
ey =i (Vi = o Flul, e iy o lp] u, e0%) x
<—€§)- o EAO. O) x
X <—\/me_%9@ Woy /@y + 09 |p] €207 waz) =
=i (Vg T, 0807 oy ¥ or ] w0307
< (Vay T oalFl 60 9% wy, &-0rfay —m e % wy,) =
= i (e — 01 7] \Jeoy + 02171 + /sy + 01 7] e — 2 [7])

X w & - ow,, (666)

dove &, ¢ il vettore di polarizzazione ruotato di un angolo 6 intorno all’asse
delle y. Converra calcolare dapprima le ampiezze a 6 = 0.

Mis(0=0,1=0)==xdgi(|f)* +m®) = +dgiw’, = £giM*
Miz(0=0,)==+1)=42giV22muwy = +2givV2mM

(667)
Si noti che per 6 = 0:
1 1
3 ; (Mig|* = 3 [|M+1;+7\2 + }M—1;7+|2 +
Mo [P+ [ Mo || =
_Tonp [M2+8 2}
=3 m (668)

in accordo con la risposta al punto precedente.

Per I'invarianza per rotazione, 'ampiezza tra lo stato del vettore e(\) e
uno stato generico f di spin dei fermioni a 6 # 0 si scrive in termini delle
ampiezze a # = 0 come

Mgy oy (0) = D (B (O) oMo g, ., (0 = 0) =

= (R, (0)osMo,g,, ., (0 = 0) + (R, (0))1x M, ., (0 = 0) +
+H(R,N0) - M1y, L, (0 =0) (669)
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dove (R;"(6))xx ¢ la matrice 3 x 3 che implementa le rotazioni su uno spin
1:

20 .20 sin @
cos 2 sin 2 e ;
-1 _ 20 260 _ sin
R;'(0) = sin 5 cos ) NG (670)
Sin Sin
e e cos

Le distribuzioni angolari sono proporzionali a [My s, . (6)]*. Abbiamo®

Mo.++(0) = (R;1(0))ooMo.++(0 = 0) = Fcosf gi M*

Y

Moa5(0) = (R, (0) 210Mur1,45(0 = 0) = (=1) 2 sinfigm M

Y

My1a4(0) = (Rgl(‘g))oleMo;ii(@ =0)=F

V2

sinf

vz '?
, 0

Mz (0) = (B (0) 411 Mz (0 = 0) = (=1) £ 290 V2m M cos® 5

M2

M_1.24(0) = (R, 1(0))o-1 Mo (0 = 0) = +

Y

. o0
Mrz(0) = (jol(e))ﬂFl,ilMﬂFl;ﬂFi(e =0)=(-1)F2gi v2m M sin® 2

8Check the signs in brackets, as they come from mathematica
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 01/03/2019

Problema 1
Una particella vettoriale W di massa M interagisce con un fermione di
Dirac v di massa m attraverso la densita lagrangiana

Lr=gW, (" +v9")¢

Domanda 1

Si calcoli la probabilita di decadimento totale della particella vettoriale
nella coppia di fermioni (¢,1)) per unita di tempo al primo ordine in teoria
delle perturbazioni.

Domanda 2

Si determinino le distribuzioni angolari dei decadimenti di una particella
W che si trova a riposo in uno stato con spin definito ¢ = —1,0,1 lungo
I’asse delle z in una coppia fermione-antifermione di elicita definite ed in cui
I'impulso del fermione formi un angolo # con 'asse delle z.
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Soluzione dell” esame scritto del 01/03/2019
Problema 1
Domanda 1
Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con p il quadri-impulso della particella vettoriale.Abbiamo

P=p1+Dp2 (671)

L’ampiezza di transizione invariante e

Myi = geu(p)ulpr) (V' +v57") v(p2) =

= gu(p)[e-v+5€-7] v(p2) (672)
Poniamo
Er=pe—pm)=k-p=0 (673)
per cui
k* =2(m* — papy) = 4m? — M? (674)
in quanto
2 a2 2 — %2 — m?
pP=M"=2pyp1 +2m° = py-p1 = 5 m (675)
Inoltre
Lo
p~p2=p~p1=§M (676)

Dunque il modulo quadro dell’ampiezza e
Myp> =g A (677)
dove
A=a(py)[e v +r5e 7] vlp) 0p2)[¢" -y =35y ulpr) (678)

Sommiamo sulle polarizzazioni dei fermioni finali e mediamo su quelle del
vettore

3= 5 ) St 0 60
x0(p2) [ + ¥5 Y] ulpr) (679)
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Poiché

a(p)pv(pe) =0 alp) s pu(pe) = —2maulp) s 0(p2)  (680)
Quindi
%;A B —§ % Zf:“(??l) V5 v(p2) 0(p2) v5 u(p1) +
_% Zﬂ(m) [%, + 5 %] v(p2) X
f
x0(p2) [ + 75 7"] ulpr) (681)
Ovvero
EZA: _%ﬂzTrW +m) s (P —m)ys +
3 v 3 M2 1 2
—% Te(p, +m) [yu+757) (B, —m) 7" +757]  (682)
Pertanto

= —5 75 Ly, +m) (p, +m) + %Tr(p1 +m)dp, (1 —75) =

L. 16
:__2(p1'p2+m)+gpl'p2=

8 16 8
M- 2 = 2 (M2 —m?
m+3 7 M 3( m*) (683)

Poniamoci nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade. La
conservazione del quadri-impulso implica che

P =p1=—Ps M = 2/m? + |p'|? (684)
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cloe

M 4m?
| = — — 685
Pl= 11— (685)
La probabilita di decadimento totale per unita di tempo &
dP 1 1 5
ar " g L Ml
1 4m2 8
_ o = M2 o 2
167 M TR (686)
Domanda 2
L’ampiezza di transizione ¢
Myi=gu(pr)[e- v +y5¢€- 7] v(ps) (687)
Nel sistema di quiete della particella vettoriale che decade
P =—pe=p =|p|(sinb,0, cos ) (688)

Pertanto il vettore di polarizzazione del fermione uscente si scrive nella rap-
presentazione spinoriale come segue:

7190'} =
N N
U(p 5 Ul) - <e_;952 /—wp/ o1 |]57| Wy, (689)

dove &;, con v = 1,2, 3 sono le matrici di Pauli, mentre %al = i% e l'elicita
del fermione nello stato finale.

Il vettore di polarizzazione dell’antifermione con impulso —p' ed elicita
155 nello stato finale

2
Lo 9%\ fay o] w
o(—f, o) = ' p 02 & 690
(=7, 02) (z’e29"2 Wy + 02 |P| We, (690)

Il vettore di polarizzazione della particella vettoriale di spin A nel suo sistema
di quiete si scrive invece

e (p)r = (0, &) (691)
dove A = —1,0, 1. Scegliamo
1

g:i:l = :FE(]., +1, 0) g() = (0, 07 1) (692)
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Inoltre

k= (p2 —p1)" = (0, —27p) (693)
per cui
ex(p) - p2 = %E,\(p) k=e&-p (694)
cioe
) pr=F s S0 p)-pa= 7 cost (099
Inoltre

(Lt p) ey =i <V wy — o [Plw], e2’7 \Jwy + o [P wh, ei&”) X
0 0 "
—QgA'U 0
8 <_ V Wy — 02 i e 20 Wery Wy + o2 7| e 2002 waz) -
b AW, — T ot 002 ST 4 gy
t ( wy — o || w], ez Vwy + o P wl ez X
x (0 28 0\/ay — o lFle % w,, ) =

= 20wy + 01 || ey — 02 [7]) wl, & - o (696)

dove €, ¢ il vettore di polarizzazione ruotato di un angolo € intorno all’asse
delle y. Converra calcolare dapprima le ampiezze a 6 = 0.

Mir(0=0,2=0)=242gim
Miz(0=0,1=+£1) = F29i V2 (wy £ 7)) (697)

Si noti che per 6 = 0:

% D IMigl? =
i.f

+‘Mo;++’2 + ‘Mo;ffﬂ =

=897 [(wy +[71)* + (wy = |PI)* +m’] =
= 89" [41" +3m®] = 84" [M* —m’] (698)

[‘M+1;+—}2 + |M—l;—+’2 +

Wl =

in accordo con la risposta al punto precedente.

181



Per l'invarianza per rotazione, 'ampiezza tra lo stato del vettore €(\) e
uno stato generico f di spin dei fermioni a € # 0 si scrive in termini delle
ampiezze a # = 0 come

M)‘vfalﬁffz (9) = Z(R;l(9>)z\’)\-/\/l/\’,f(,l,(72 ((9 = O) =

N
= (R, (0))oaMoy,, ., (0 = 0) + (R, (0))1aMuy, ,, (0 =0) +
+(R, M (0))-1aM_1,,,, (0 =0) (699)

dove (R, "(#))xx € la matrice 3 x 3 che implementa le rotazioni su uno spin
1:

20 .20 sin @
cos” 3 sin” g
-1 _ 20 26 _ sin6
() sing 3 cos ) vl (700)
Sin S1n
e e cos

Le distribuzioni angolari sono proporzionali a My, . (#)|*. Abbiamo’

Mo.+1(0) = (R;1(0))ooMo.++(0 = 0) = £cos2gim

Y

MO;:‘::‘:(Q) == (R_I(Q))ﬂo/\/lﬂ;i¢(9 - 0) = — 2 sin@ig (wp/ :]: |]7D

Y

in 6
Mi124(0) = (Rgl(e))OJrlMO;ii(e =0) = ZFSi;IE 2igm
1 sinf .
M 144(0) = (R, (0))o1Mo,2+(0 =0) = £ NG 20 gm
Muira(0) = (jol(e))il,ilM:tl;:t$(9 =0) =
0

= F29iV2(wy \ﬁ|)cosz§
Mz (0) = (R, (0)) 51,61 M152(0 = 0) =

::F2gi\/§(wp/:|: |ﬁ|)sin2§ (701)

9Check the signs in brackets, as they come from mathematica
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 25/06/2019

Problema 1

Un fermione di Dirac ¢ di massa m,;, un campo scalare ¢ reale di massa
m ed un vettore reale V), di massa M interagiscono attraverso la densita
lagrangiana

Ly = 9¢@Z¢ + nge;wpoFuy(V) FPU(V)
dove F,,(V)=0,V, —0,V,.

Domanda 1

Si calcoli all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la sezione d’urto
integrata per l'annichilazione nel centro di massa di una coppia fermione-
antifermione (¢, 1)) non polarizzata in una coppia di vettore-antivettore (V, V)
in qualunque stato di polarizzazione, in funzione dell’energia della coppia
particella-antiparticella nel centro di massa.

Domanda 2
Si determinino le sezioni d'urto differenziali polarizzate, per stati di elicita
definita dei fermioni entranti e dei vettori uscenti.
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Soluzione dell” esame scritto del 25/06/2019
Problema 1
Domanda 1

Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con ki1 e ko i quadri-impulso del vettore e antivettore.Abbiamo

pP=p1+p2=Fki+ ko
mi+p1-p2:M2+k1-k2 (702)

L’ampiezza di transizione invariante e
_ 1
Mfi =g Gv(pg, )\2) U(pl, /\1) ])2——7’112 X
2 X 4€Hl,pg kggy(k2,0'2> k'logg(kl,(fl) (703)

L’ampiezza mediata sugli stati iniziali e sommata su quelli finali

—ZIMM =101 TG S G Al M) 1) o) X

(p? —m?)? 4=
X €wpo €apys € (K1, 01) € UKy, 01) & (ko, 02) € (ky, 09) kY K2 kS k] =
—1692G2 Vo LM P Lo 1Y

- (p2 _ mg)z Tr (37’1 + md/) (?2 - mw) €upvo €ary k2 /Cl /{:2 k1 =

16 g2 G? i
- <p2 _ m2)2 Tr (pl + mw) (pg - ml/}) (_2) (gua 9oy = Guy gpa) ki; k’f k'g k’? —

16 -8 ¢* G?

- (p? _an) (p1-p2 — ) (ks - k1>2 - M4) (704)

La sezione d’urto differenziale nel sistema del baricentro

doji 1 |kl 1 2
dQ 642 |p| B 4%;|Mf’|

2 IZ 92 G?
T ]]|§] |Ez (P2 — m2)? (p1-pa— mfp) (ks - k1) — M*Y) (705)

184



Nel baricentro

E E
P = (5727) P2 = (57 -p) PP =E
E - ) D
ey = (= k) ko= (=, —k
1 (2,) 2 (27 )
1 -
PP = 7 (B® —dmy)  [k" = 7 (B® — 4007
B, B 2
Piepa= TP = —my
E? - E?
kl-kQ:I+k2:7—M2 (706)

Dunque
dop;  VE?*—4M? 292 G?

d? N /(E2—4m?pE2 7r2(E2—m2)2

(p1 - p2 — m3) (ko - ky — M?) (ko - ky + M?) =

VE?2 —4M? 2% G? 1 1 E?
= (B —dm2)S(F -4 MY =
/(E2_4miﬂE(E —m?2)2 2 2 2
2 2 2 4
g G Es—4M
La sezione d’urto totale
1¢%G? 5 5 5 5 E? — 4 M*
Domanda 2

Scriviamo 'ampiezza

8g9Gi
L 52, ) 1 A) i (s, ) R € (s £709)

M fi(/\a g ) =
nel sistema del centro di massa. I vettori di polarizzazione dei fermioni

soddisfano!?
0(pa, \) u(pr, A) =i A/ E? —4m?, (710)

10Si noti che poiché 1)) & un vero scalare, le ampiezze con A = %1 sono uguali.
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I vettori di polarizzazione dei vettori sono prendendo 'asse di propagazione
dei vettori lungo z

E - _ E - .

k“:(?k) k”:(?—k) k=kz

e(k, &) = (0,€,0) €“(k,£) = (0,é+,0) (“(k,%))* = (0,€x,0)
|| w . ||

H — (= - K * =

“(k,0) (M,o,o,M) " (k,0) (Moo M)

Curpo K € (o, £) K € (ki, %) = eoiju by € (kz, ) k] € (v, £) +
+ejion kb € (Ko, £) kY € (ky, £) =
— €iju B K € (ky, £) @ (ky, £) = (E(ky, £) X é(kg, £)) - KE =

= +i|k|E (711)
e
€uvpo k?# Ey(kfg, 0) k’p ﬁ(kfl, 0) = €350 k’; 63(162, O) k?] (k?l, 0)
+61033 ]{Z (kg, 0) k’J _3<k'1, 0) =
= €0i53 k’z € (k‘z, 0) k{ (kl, O) €0i53 k’ (k’g, 0) k‘{ gg(k‘l, O) =0 (712)
Dunque

8g Qi .
Mﬁ(A,i):%m/m_m;(imm:
4
- ng B2 —4m2 VER—4M°E

Mii(A, ) (713)

Si noti che My;(A1, —Aa, 01,02) = 0. Pertanto tutte le altre ampiezze sono
nulle. Quindi

2
—Z|Mﬁ|2 169 G e (E* —4m?) (E? — 4 M?) E? (714)

in accordo col calcolo nella sezione precedente.

ISj noti che poiché €uvpo MY FP? & uno pseudo-scalare le ampiezze con elicita o = £
opposte hanno segni opposti.
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 22/07/2019

Problema 1

Un fermione di Dirac ¢ di massa m,, un campo vettoriale V), reale di
massa m ed uno scalare complesso ¢ di massa M interagiscono attraverso la
densita lagrangiana

Lr=gV,py"v+iGV, (o7 0" ¢ — 09" )

Domanda 1

Si calcoli all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la sezione d’urto
integrata per l'annichilazione nel centro di massa di una coppia fermione-
antifermione (v, 1)) non polarizzata in una coppia (¢, ¢) in funzione dell’energia
della coppia particella-antiparticella nel centro di massa.

Domanda 2
Si determinino le sezioni durto differenziali polarizzate per stati di elicita
definita dei fermioni.

187



Soluzione dell” esame scritto del 22/07/2019
Problema 1
Domanda 1
Indichiamo con p; e ps i quadri-impulsi del fermione e dell’anti-fermione
e con ki e kg i quadri-impulso dello scalare e antiscalare carichi. Abbiamo

p=p1+p2=ki+ko

mi, +pr-pr = M+ ki - ky

ki-p1 =k - po

ki-pe=ka-p1 (715)

L’ampiezza di transizione invariante e

i P p” N
Mfi = gG J}l;12 ( - g'u ) Js;12 =

P2 —m2\ m2
1
- _p2 —m2 gG‘]JI:;m Jsu12 =
12 o
:pg_m29G027 uy ki (716)
dove

Jh1e = 0(p2, Ao) Y ulpr, M) = Ba " w (717)

¢ 'elemento di matrice della corrente dei fermioni e
o = (ks — k)" = (p— 2 k)" (718)

quello degli scalari, e dove abbiamo usato la conservazione delle correnti.
L’ampiezza mediata sugli stati iniziali

iz }Mfi|2 _ % Tr oy, (p, +my) 3 (P, — my) X
X‘]s%u i =
— % (ZTr%pl%pZ - m?pgﬂy) K kY =
- % (P1 P2y = G (00, + D1 p2) + P2upro) Ky KY =
(p;lff;)? (2p1 - kapa b = MP (M A+ b - o)) (719)
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dove abbiamo usato

1
10V WPy = PruP2y = GuPro P2t P2uPro (720)

La sezione d’urto differenziale nel sistema del baricentro

doy; 1 ]/2] 1 2
= - My 721
dQ 647T2|]5'|E24%:‘ s (721)
Nel baricentro
E E
plz(avm p22(57_@ p2:E2
E - E -
I R
1 d
[P = 7 (B® —dmy)  [k" = 2 (B® — 4007
E?* ., E? 9
b1 P2—I p 27—m¢
E? . E?
ki ko= —+Ek%= — M?
LR = 5
E?
pl'klzf_p'k
E?
pz-k1=I+p-k‘ (722)
Dunque
1 E? Lo
2m .k;po.kl—M2(M2—|—k1-k2):Z(E2—4M2)7—2(p~k)2:
1
= (B — 4 M%) | % sin® 0 + 4mi] cosQQ} (723)
doy; 1 44*G? E? — 4 M? y
dQ 64872 (B2 —m?)2\| B2 —4m?,
4 M?
x(1— I3 ) [EQ sin® 0 4 4m?, cos” 0] (724)
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La sezione d’urto totale

1 g% G? E? — 4 M? 4 M?
= / - B2+ 2md | (725
71T R (B2 — m2)? E2—4mi( g ) [B7F2my ] (725)

Domanda 2
Scriviamo 'ampiezza

Myi(A1, A2) = ]922——27712 g G oy ug ky (726)
nel sistema del centro di massa, in cui
k= |k| (sin6,0,cos6)  F=1[p](0,0,1) (727)
oy uy ky = g vl uy — k| 0y (sin 0" + cos 0~%) uy (728)
Abbiamo
Ty () Y ur (%) by = FiVE2 — 4 M2 my, cosf
Vo(£) Y ur (F) by = —% VE? —4M?E sin# (729)
Pertanto
Mypi(£,£) = :I:EQQmeQ VE? — 4 M?2m, cosf
Myi(£, F) = Efmez\/WE sin 6 (730)
Quindi

92 GQ
— 2 (E? — 4 M?) (E? sin® 0 + 4my, cos®6) (731)

in accordo con il risultato della sezione precedente. Le sezioni d'urto polar-
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1zzate sono

dO’ii . 1 92G2 E?2 — 4 M2 %
dQ 12872 (E? — m?2)2 B2 —4Am3,

4 M?
x(l—?)élmi cos?
doix 1 q> G? E?2 — 4 M? "
dQ 12872 (E? — m?)2 E? —4Am3,
4 M?
x(1— Vo ) E? sin? 6 (732)
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Corso di Teoria dei Campi
Prof. Camillo Imbimbo

Esame scritto del 17/09/2019

Problema 1
Un campo vettoriale V), reale di massa m ed un vettore complesso W, di
massa M interagiscono attraverso la densita lagrangiana

Lr=iGV, (WIF™(W)— FT ™ W)W,)
dove F,,(W)=0,W, — 0, W,.

Domanda 1
Si calcoli all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni il tempo di
decadimento del processo V. — W + W.

Domanda 2

Si determini la distribuzione angolare nel sistema del centro di massa delle
particelle W e W prodotte nel decadimento nei vari stati di elicita definita,
prendendo come asse delle z la direzione dello stato di spin A della particella
V' che decade.
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Soluzione dell” esame scritto del 17/09/2019
Problema 1
Domanda 1
Indichiamo con p il quadri-impulso del vettore V' e con ki e ko i quadri-
impulso del vettore e antivettore (W, W) carichi:

P = kl + ]{2
m2
m2:2M2+2k1-k2:>k1-k2:7—M2 (733)
L’ampiezza invariante e
Myi = G eu(p) Tz (734)

dove €*(p) ¢ il vettore di polarizzazione del vettore V' e
Jf;m = (ko — k1)l el -es+ky-eyer — ko€l er =
= 6% € [(k2 — k1) gap + k1508 — koo 0] =
=6’ I (735)

¢ l'elemento di matrice della corrente dei vettori carichi (W, W) i cui vettori
di polarizzazione sono €}, = €"(ky2,012). Nel baricentro

B k=B

m
k1= ( B

%IH[\D|§

k| = = (m? — 4 M?) (736)

La corrente € conservata
pudiiyo =0 (ke — k1) el -5+ ki-ese]-p—ky-€e5-p=0 (737)

grazieap =~k +kye ki €1 = ky- €3 =0.
Mediando sugli stati iniziali e sommando su quelli finali:

1 p ]) v
§Z ’Mfi G2 Zjﬁlz Jv 12 =
if
1 *
= 3 G° Z J5L;12 v;ul2 (738)
f
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Abbiamo

k‘o‘ k]
Z Tz iz = le — ) [(ky = k1)" gap + k1 0k — ko 0] X

ky kS s

(e ) (k2 = k1) 9y + K15 Guy — 2y Gus] =
Kb kY — Ky - ky g

:[ 2 ]\412 24 I{:Y—(kQ—k‘l)ugw—klﬁgMij‘gg“ﬁ]><
—koy ki k- kag

X[ - #MQ lnk‘éﬁ
1 1

=27 0+W[ M*+ (ky - ko)* +04+0— 3 (ky - ko)* +
—M* + (ki - ko)® — 3 (k- ko)?] +
+12M? — 6k - ko =

— (k2 — k1) 9vs — k18 Gur + Kooy Gup] =

= % [5M* —3M?ky - ky — 2 (ky - ko)?] =
_ %(MQ—kl-kg) (5 M2+ 2k, - k) (739)
In definitiva
%Z M= P (m? — 4M;)]$2 +3M?) (740)

La probabilita di decadimento per unita di tempo e pertanto
L e (m? — 4 M?) (m?* +3M?) 1

- 2_4M2
871 m? 3 M2 5 (m )

[N

Domanda 2
Nel sistema del centro di massa prendiamo come asse delle z la direzione
dello stato di spin del vettore V' che decade. Abbiamo

b= (3B) F=IF (sn0,0,cos) R = %1 (m? — 4 M2)
ky — ki = (0,—2k) ki +ky = (m,0) (742)
I vettori di polarizzazioni della particella V' sono
e*=0' =(0,0,0,1) *=*D = :Fi (0,1,+i,0) (743)

V2
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Quindi

=0) . (kg — ky) =2 |E| cos 6
(A=£1) | (ky — ky) = :F\/é ]Iﬂ sin 6 (744)

[ vettori di polarizzazione € 5(072) del W e del W soddisfano

2k o
€ 2(012) = —nj< 12) (745)
e quindi
€12(0) = (@ +sinf —,0, :I:cos@—)
’ M’ 2M 2M
1
e1(£) = —=(0, — cos 8, Fi,sin )
\/_
er(4) = %(0 cos 0, i, — sin ) = —(e1 ()" (746)

k| m
€12(0)],_, = (M,o,o,im)
1
e1(£) |,y —2(0,—1,:Fz,0)
1 , .
62(3i3)|9:0 - E(Q 1,%4,0) = —(e1 (%)) (747)
Pertanto
m? — 2 M?
61(01) 62(02) 501 o2 Toy Noy = { 1, 1}



Infine

O (0) = e G(0) = 5 sind
0
cW=E) . e1(£) = =% €5(F) = F cos’ B
eA=D) () = cA=E) L e () = iSmQQ 749
1 2 2

Le ampiezze

;01,0
Mfz Do — Gel(f\) Jqlf;12 =
=G [e()‘) (ky— k)€ s ke er — k-l e €3](750)

si scrivono pertanto!?

— M g M g
- COSQ WoRT, sin 0 eI sin ¢
MG =G Vm?2 —AM? | =555 sinb cost/ 0 751)
—N% sin 6 0 cosf
€
sin 6 m 260 _ m 20
v 517 COS™ 5 537 Sin” 5
A=—1l;01,02 __ 9 D) _om .20 sin 0
M =Gvm?2—4M 537 Sin” 5 e 0 (752)
m COS2Q 0 __siné
2M 2 V2
(§
sin 6 m 260 _ m 20
v 537 Sin” 3 517 COS” 5
A=1l01,02 __ 2 2 _m 20 __sind
M, =GvVm?—4M 517 COS” 3 e 0 (753)
m sin2 [’ 0 __sinf
2M 2 V2

121ordine degli indici ¢ o = {0,1, —1}.
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