Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 15/06/2005

Problema

Si consideri 'elettrone di un idrogenoide di carica nucleare Ze ( cioe
un elettrone in un campo coulombiano Vy(r) = —ZfQ). Si denoti con H
I’hamiltoniana corrispondente.
Domanda 1

Per tenere conto dell’estensione finita del nucleo si prenda come potenziale
cui e soggetto l'elettrone il potenziale elettrostatico generato da una sfera
uniformemente carica di raggio a, e carica totale Ze. Si dimostri che

Z e?
{ —== per r > a,

1
Ze? (27“;2 - %) per r < a, ( )

Vi(r) =

an

Si calcoli T'effetto al primo ordine in teoria delle perturbazioni sui livelli e
sugli autostati di Hy con n = 1,2 della perturbazione

AV =Vi(r) — Vo(r) (2)

In un modello realistico a,,/ap < 1 (ap raggio di Bohr): pertanto ¢ sufficiente
calcolare gli spostamenti dei livelli all’ordine piu basso nel rapporto a,/ap.
Si determini, in questa approssimazione, lo splitting 26; = Ey 99 — E21, del
primo livello eccitato dell’idrogenoide (quello con n = 2). Si fornisca il valore
numerico di 2, in elettronvolts per Z = 10 ¢ a,, = 3 - 10~ cm.
Domanda 2

Il sistema della domanda 1 viene posto in un campo elettrico uniforme
e costante & diretto lungo l'asse delle z. L’intensita del campo elettrico
Ey & < 105 volts /em. Spiegare perché la teoria delle perturbazioni del primo
ordine (caso degenere) ¢ applicabile ai livelli con n = 1 ed n = 2. Determinare
autovalori ed autovettori di questi livelli in questa approssimazione.
Domanda 3

Sul sistema della domanda 2 viene inviata al tempo t = 0 radiazione
elettromagnetica di frequenza w ~ % (dove Es; sono i livelli imperturbati
di Hy) descritta dalla perturbazione dipendente dal tempo

Vi(t) = —ed- &)  per t>0 (3)
(campo elettrico uniforme dipendente dal tempo) dove

E(t) = &, coswt (4)
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Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, le probabilita che al
tempo t elettrone sia transito dallo stato fondamentale ad uno dei (due)
livelli con n = 2 e m = 0, nel caso in cui:
a) La radiazione si propaga lungo 'asse delle z.
b) &, & parallelo all'asse delle 2.

Nel caso b), si fornisca il valore numerico del rapporto tra le popolazioni
dei due livelli con n = 2 ed m = 0 per |&| = 10%volts/em, Z = 10 e
a, =3-1072 em.

(Suggerimenti:

1) puo essere utile ricordare le espressioni per le funzioni radiali del’atomo di
idrogeno (Z = 1): Rip(p) =2e7”, Ry(p) = 1?[”2/2 e 2 e Ry (p) = 75 e P2,
dove p = =.

2) Nel caso non si riesca a completare il calcolo di 26; in funzione di a,,
(Domanda 1), si provi a rispondere alle domande 2 e 3 considerando 24,
come un parametro dato.)




Prova Scritta del 15/06/2005: Soluzione
Domanda 1

Il campo elettrico per r < R & quello prodotto da una sfera uniformemente
Zerd

carica di raggio 7, con densita di carica “gz—, cioe
Zerd 1
E(r)=— 73z ber 7 <R (5)

da cui deriviamo l’espressione per V; data nel testo. L’hamiltoniana del
sistema si scrive dunque

Hy=Hy+ (Vi =Vy) = Hy+ AV (6)
con
0 per r>R
MY\ () e s "

dove A1V sara trattata come una perturbazione di Hj.
Calcoliamo l'effetto di AV sui livelli con n = 1 ed n = 2 al primo ordine
in teoria delle perturbazioni:

Al El,O,O - <1,0,0| A1V’1,0,0> -

- [Carrmar 2+ 22 (1 - 3] -

3 28 2 .2 5 .2 4 2.3 2
:4Z “B e_Qp[aBe p o agep e aBp}

at J Z 274R3  272R
472 ¢ /Z§ Pt 3
= d e_2p[ + — - —A] = 8
ap 0 P P 2R3 2R? ®)
dove abbiamo introdotto il parametro adimensionale
~  ZR
R=— 9)
ap

che misura la dimensione del nucleo rispetto a quella dell’orbita dell’elettrone.
Nelle situazioni realistiche

R<1 (10)
Pertanto e lecito espandere (8) all’ordine piu basso in ]%, usando ’approssi-
mazione e 2” & 1:
Z2e? ., s 22 212

el o

Al ELO,O - (11)

ap ag o
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Per il livello n = 2 abbiamo similmente

Al E270’0 — <2, 0, O’ A1V‘2, 0, 0> -

_z “dee—ﬂ(1_£)2[a2362p ape*p'  3elajp? _
2ay Jo 2 Z 274 R3 272R
7202 21 4 3 2

52 gt -

aB 0
NZQeQRQ[l 1 1]_Z2e2 R?
2ap 2 10 21 ap 20
e
Al E2,1,m = <2, 1,m| A1V|2, 1,m> =
R 2 2 2
Ze Ze r 3
R e
/O IO iy " Oy it
ZR
_ A adeepp2[a2362p apep'  3etajp?
24a% J, Z 274 R3 272R
7202 [k 6 3 i
24&3 0 2R3 2R
NZ262R4|:1 1 3i|_
T 2ap 414 100
72 o2 ]%4
" Tap 1120
Da cui

Domanda 2

dove

R Zer Zeryrt 3
2 2
/0 Rl [T+ T (5 — 3

3 ZR

)=

2 51 = Al EQ,O,O — Al E2717m ~ Al EQ,O,O ~

Hy = Hy + AV

AV = —ez&

72e2 R2
ap 2_0

(12)

(13)

(14)



La condizione di applicabilita della teoria delle perturbazioni (degenere) ¢

eap &y Z?e?
~ - (17)
cioe It
& < 5.42%10° 22 (18)
cm

chet soddisfatta nel caso indicato nel testo. Per €& = 10* volts/cm abbiamo

&
CO5 2 05105 ev ~ AV (19)

In queste condizioni ¢ legittimo applicare la teoria delle pertubazioni degenere

del primo ordine separatamente allo stato fondamentale ed ai 4 stati intorno
ad Eéo).
Sappiamo che

(1,0,0/A5V11,0,0) = (2,1, m|AV|2,1,m) = (2,0,0]AV|2,1,+1) =0 (20)
per le note regole di selezione per Z (Am =0 e Al =1). Inoltre

(2,0,0[A,V2,1,0) = —SGZBS =4, (21)

(Cfr. analisi effetto Stark “usuale”, senza tenere conto della dimensione finita
del nucleo). Quindi gli unici stati che vengono mescolati dalla perturbazione
sono |2,0,0) e |2,1,0). Gli autostati di Hy sono pertanto

|2,:I:> :af;i|2,0,0) +yi\2,1,0> (22)
dove
Eyi0+26 92 T4 () [ T+
9 9 p— E 23
( 02 Es1.0 Yt 2\ ys (23)
Da cui
ESY) = By o+ 01 + 1/62 4 |6,)2 (24)
Dunque

W) )

i
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dove abbiamo posto
n=-— (26)

La condizione di normalizzazione:

1+(\/1+223F1)2>
n

_ e 2/1+72(/1+72F1)

viral=1=s(

=22 2
(27)
da cui
22 = 1+n?2+1 yi:\/1+772$1 (25)
24/1+n? 24/14n?

Lo splitting dei livelli £ ¢

AEY = Ef — E; =24/6 + |6, (29)

Domanda 3

Hs = Hy + A3V (1) (30)
con

AV () = —e i - E(t) (31)

a) Se la radiazione si propaga lungo l'asse delle z (quello definito dal campo
elettrico statico) allora sono possibili solo transizioni con Am = £1 in quanto

T &(t) = (v iy &) (32)

In questo caso verranno popolati solo gli stati |2,1,41) e le probabilita di
transizione indicate nel testo sono nulle.

b) Supponiamo invece che la radiazione si propaghi in direzione ortogonale
al campo elettrico statico e che

DgV(8) = —ez E(t) = —%&“’(em et =1y (@t e (33)

Siamo interessati alle transizionin = 1 — n = 2. L’unico elemento di matrice
di V5 non nullo per questo tipo di transizioni e

~ feapé&s

2,1 1 =
(2,1,0[V4]1,0,0) = 2

=03 (34)
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dove il fattore numerico £ ¢ dato dall’integrale

3

wl

1 %)
§:27r/ dcos@cosé’YooYfB/ dpe”
- 0

1

1 1256 128V2 (35)
V346 81 243

Pertanto
3eag&;

(2,£[V3]1,0,0) = 57

Y+ (36)

Sia dunque
. _ BfY — Eigg
Wao T (37)
La probabilita di transizione per unita di tempo per il processo |1,0,0) —
|2,+) al primo ordine in teoria delle perturbazioni e

+
. —w)t
62 y2 sin? (w202 ) 622
h? (wip—w)? h?
1

P|17070>_’|2::t> (t) = t2 (38)

per w & wy et < 1/(w— wjk). In queste condizione il rapporto tra le
popolazioni dei due livelli e dato da

. UJ+ —Ww —
P1,0,0)—2,4) (t) ?Ji sin? | %3 : (wyg — W)2

P1,0,0y—|2,— (t) y% sin? M (W;B —w)?

Nﬁ:[—l_\/H”zr (39)
Y2 n
dove Sean &
1) e — 120 E
gl Z 2 120 candy (40)
01 722 B2 g e 22
ap 40 ap
Per £ = 10*volts/cm, Z = 10, a,, = 310713 cm, abbiamo R=610"¢
ZQ 2 R2
926, ~ 2 £ 2710°1.810 % ev ~ 4.86 107
ap 20
6 E
28, = % ~ 3107510410~  ev ~ 3107° ew
2 0y
= —"=0.62 41
25, (41)



e per questo valore di 7,

Pi1o,0y—2,4)(t)

~ 0.08 42
'P|17070>_"27_> (t) ( )

quindi I'intensita di una delle due righe di assorbimento é circa 12 volte quella
dell’altra. La differenza in frequenza delle due righe e

AEF ~ 57107 ev (43)



Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 29/06,/2005
Problema
Un elettrone e soggetto al potenziale di una buca tridimensionale

V(r)=—-V per r<a e V(r)=0 per r>a (44)

con Vo > 0. Al tempo t = 0 'elettrone si trova nello stato legato 1p, cioe
nello stato legato con momento angolare [ = 1 e con energia —Fy < 0 piu
bassa. Al tempo t = 0 viene accesa la perturbazione

Vi(t) = _GETWZG,-W + e‘“”) per t>0 (45)
Domanda 1
Per quale valore della proiezione del momento angolare m lungo 1’asse
delle z dello stato inziale la probabilita di transizione in uno stato dello
spettro continuo con [ = 0 ¢ diversa da zero?
Domanda 2

Si supponga che la buca sia molto profonda, cioe si consideri il caso

2
v= th—ivo > 1 (46)

Calcolare all’ordine pitt basso in teoria delle perturbazioni la probabilita di
transizione per unita di tempo dallo stato 1p ad uno stato del continuo con
energia I = 7?5 = —FEy + hw > 0 e momento angolare [ = 0.
Domanda 3

Determinare il limite della probabilita di transizione del punto 2 nei casi
a)ak <v
b) ak > v

Suggerimenti:
(i) Si indichi con X la soluzione dell’equazione X cot X = 1 compresa tra
e2m. X ~4.49
(ii) Puo essere utile ricordare i seguenti integrali elementari:

X /9cosrsing  sin’z sin? X
dx — 5 =
0 x T X

X 1
/0 dx sinax (x cosz —sinx) = m [((042 —3) sin X +

—(@®—1)X cos X)) a cosa X + (2 cos X — (a* — 1) X sin X) sinozX]
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Prova Scritta del 29/06/2005: Soluzione
(a) Stato legato con [ =1

Sia Xxp,1(r) = r Rg,1 la funzione d’onda radiale di energia —FE, con
Ey > 0el=1. Introduciamo i parametri adimensionali
~ [2ma?(Vy — Ep) _[2ma’Ey
e corrispondentemente le coordinate radiali riscalate
r=X" Y= r (48)
a a

Allora

Niji(z) = Ny (cosx — %) per r<a
XEoyl(T) = 1t (49)
Ny hi(y) = Naye yTy per r>a

dove j1(x) e hi(y) sono legate alle funzioni di Bessel (sferiche)

i)lsinx i)lcosx

ji(z) = $l+1< m(z) = xl+1<

hi(z) = —a'™! (i)li (50)

zdx/) x

T dr T T dr T

L’equazione che esprime la continuita della derivata logaritmica a r = a
determina gli autovalori dell’energia:

Xcot X+ (X?—-1) 1+Y+4Y?

— 51
1—X cotX 1+Y (51)
con 5 2V
ma“Vvy
X2+Y2=TEU (52)
La (51) da
(1-Xcot X) Y+ X°Y + X*=0 (53)

Sostituendo in questa equazione la (52), otteniamo che gli autovalori con
[ = 1 sono dati dall’intersezione delle curve

XcotX —1
Y:COTU—XCOtX

Y =vv—X? (54)
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con le condizioni

0<X<Vv 0<Y<Vv (55)
Le due curve ammettono intersezioni nella regione (55) per
v >l (56)
Le curve hanno n intersezioni (X;,Y;) coni=1,...ne
it<X;<(i+1)7 (57)

dove n € determinato dalla condizione
(nm)* <v<(n+1)27 (58)

Determiniamo X; corrispondente all’autovalore piu basso nel limite di
buca molto profonda

v>1 (59)
In questo caso X; < Y7, pertanto
X2
Y~ Vo — —2 60
Dunque
X cot X; —1
Vo & 1(30—21 (61)
Xi
cioe x2
X;cot Xy — 1~ 715 (62)
Posto B B B
X cot X =1 T<X <27 (63)
abbiamo in definitiva
_ X X2
Xi~ X - — Y, = — 64
11 valore numerico di X & )
X =~ 4.49 (65)
In conclusione per B
v> X%~ 20 (66)
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abbiamo
h2
2ma?
Calcoliamo ora il rapporto dei fattori di normalizzazione N; 5 per lo stato
con n = 1, nel limite (59)

Vo — By ~ 20 (67)

— =e ~ e _— e )
N2 Yi SiIle (Xl cot X1 - 1) sin X X2
~ —ﬁi 68
¢ X sin X (68)

Normalizziamo inoltre la funzione d’onda dello stato legato ad uno. Poiché

@ aN? (% 2 coszx sinz  sin’z
3t [t = [ de{eost o -
1/0 7’]1(37) Xl 0 T T T + x2

N? 2 sin? X
= CL27X11 <X1 + cos X; sin X; — %) ~
a N? - aNZsin? X

= (1+C082X—2COS2X):
2 2

aN§/°° 72y1—|—2y+y2:

N22/ dr hy(y)* = v, ), dye )2

a N2 oy, (1 1) a N2 o a N? o . 9o
— — — | —= Y —— X X (70
v e 2—|—Y1 2\/56 oo sin (70)

abbiamo che solo la regione interna alla buca contribuisce significativamente
alla norma della funzione d’onda

N?sin?X  aN? . _aN?sin’X
=1 1;111 —l—CLQIU_%)(Qsian N 1;m (71)
cioe s
2 2X
2 2 o 2/v
N~ —s Njm avef (72)

(b) Stati del continuo con I =0
Sia xgo(r) =r Rgp la funzione d’onda radiale di energia £ con £ >0 e
[ = 0. Introduciamo i parametri adimensionali

2ma2(Vo + B
X’E\/ ma%‘er ) oy

9ma2E
Y/E\/%:ak (73)
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e corrispondentemente

d=x'L y=vl (74)
a a
Allora
| N{jo(2') = Nisina' per r<a
xealr) = {Cos 1joy) +sindimo(y) = sin(y +8)  per r=a )

La condizione di continuita della derivata logaritmica da
X' cot X' =Y cot(Y' + 4) (76)

che e I’equazione che determina ¢, in funzione di E. L’equazione di continuita
della funzione d’onda da pertanto

sin(Y’ + 6;)

N =
! sin X'/

(77)

per cui

(Y')?
(Y")2 sin® X’ + (X’)? cos? X’
La normalizzazione degli stati xg o

(XE’,O; XE,O) = p(E)d(E — E/) (79)

¢ determinata dalla condizione

L[ 1 [ I
(XE0,XE0) = —/ dre! KT 4 —/ dre t(k=K)r _
) 0 4 o

(N])* =

4
1 [ O h? k
- 1/ drei =k — gé(k: —K) = Qmﬁé(E —E')  (80)
e dunque
RPkn
p(m) =" (51)

(¢) L’elemento di matrice della perturbazione
La perturbazione commuta con L, e dunque 'ampiezza di transizione e
diversa da zero solo se lo stato iniziale ha m =0

(E£,0,0|2|Ep,1,0) = (XE.0s T XEo1) (Yoo, cos 0 Yip) (82)
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Abbiamo ) 3
3 1
Yoo, cos 0'Y; :27r/ dcosf— cos’ ) = — 83
(Vin.cost Yig) =27 | deost 7 (53)
Nel limite v > 1 all’elemento di matrice (xg0, 7 X5,,1) contribuisce solo la
regione con r < a, a causa del fattore 1/y/v nel coefficiene Ny. Pertanto

>Ny N, (X oz X
(XE,0s T XBo1) ® —a5—

%2 dx sin % (x cosx —sinx) ~
~a® X?> N, N| x
cos X sin X'(2 — (X')?2 + X?) —QXY/ sin X cos X'

: (X2 — (X7)2)

(84)

dove abbiamo utilizzato la formula per 'integrale ricordata nel testo. Dunque

2
27 [(B,0,0VulBo, LO)| 56262 <2y )
hp(E) 3R (Y)2sin? X!+ (X')2 cos? X!
X[SinX’(Q—(X_’)Q—{—)_(2)—22X/ COS,X’]2 (85)
(X2 —(X")?)
Tenendo conto che stiamo considereando il caso di buca profonda
X'>Vus> X (86)

otteniamo la formula finale per la probabilita di transizione per unita di
tempo dallo stato 1p della buca di potenziale molto profonda ad uno stato
del continuo con | = 0 ed energia E:

2
27 |(E,0,0[V,|Eo, 1,0) 16mmal,at
hip(E) ARy

X2y’ sin? X’
Y")2 sin® X’ + (X)2 cos? X/ (X')*

o (87)

dove abbiamo introdotto l'intensita di energia della radiazione incidente

c&?
Lo=57 (88)
e la costante di struttura fine o = 2—26
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Il limite di bassa energia della particella emessa ak < /v corrisponde
alla situazione in cui

Y <« X'~ v (89)
In questo caso

2
2w [(E,0,0[V,|Eo, 1,0) 167mal?a* X? ak tan® /v

hp(E) - 3n2 v3 (90)

11 limite di alta energia (a k > \/v) corrisponde invece alla situazione in
cul

Y~ X' (91)

In questo caso la formula per la probabilita di transizione per unita di tempo
si riduce a

2
2m |{E,0,0[V,|Ep, 1,0) 167mal?a* X? sin?ak
hp(E) - 3h2 (ak)>

(92)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 21/07/2005
Problema
Una particella in tre dimensioni si muove nel seguente potenziale centrale
V(r)
V(r) = { Tmw? (r* — R?) per r<a (93)
0 per r>a
Domanda 1
Calcolare in approssimazione di Born I'ampiezza di diffusione fgom,(0)
per una particella di impulso k.
(Suggerimento: si esprima il risultato in termini di &, dell’angolo di dif-

fusione 0, delle lunghezze a, R e A = 4 /m—z che caratterizzano il potenziale.)

Domanda 2

Si calcoli la sezione d’urto integrata in approssimazione di Born nel limite
di piccoli impulsi (a k < 1).
Domanda 3

Si consideri il caso speciale in cui R? = 3 A2, Si dimostri che in questo
caso uno stato del continuo con [ = 0 ed energia piccola (a k < 1) ¢ descritto
all’interno della buca dalla funzione d’onda

2

x(r) = re aa2 (94)

dove, come al solito, x(r) = r Rgo(r). Si utilizzi questo risultato per calcolare
in questo caso la sezione d'urto di bassa energia con il metodo delle ampiezze
parziali. Si confronti il risultato ottenuto con quello perturbativo.
Domanda 4

Prendendo sempre R? = 3 \2, si supponga che la particella sia un elet-
trone, di energia E = 3.4ev e la buca abbia un raggio a = 1071°cm. Per
ciascuna delle seguenti situazioni dire se sono applicabili ’approssimazione
di Born e/o quella di bassa energia :
a) = =10""Hz; b) £ =10 Hz; ¢) 2= =1.810" Hz

Valutate la sezione d’urto nei tre casi nell’approssimazione che considerate
migliore.
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Prova Scritta del 21/07/2005: Soluzione
Domanda 1

Posto 0
q =2k sin 3 (95)
abbiamo
2 a
fBorn(0) = —th; i drrV(r)singr =
(4)2 m2 aq 5 5 o )
T dp(p® —pR°q") sinp =
Ld2 m2 x 5 5 o )
R dp (p® — pr°a”) sinp (96)

r=— r=agq (97)
Abbiamo
/xdpp sinp =sinx — x cosx
0
/Idpp?’ sinp = (32° — 6) sinz + (62 — 2°) cosx (98)
0
da cui

a* [(3—r?)a? — 6] sinz + [(r* — 1) 2® 4+ 6]z cosx

fBorn(e) = —a F ;U5 —
a* /1 r?
— a5 (g - 3) +O(2?) (99)
Domanda 2

Tenendo conto della relazione
vdr = (ak)? sin6do (100)

abbiamo

—4ra?d (1 —T—>2+O((ak)2) (101)



Domanda 3
Per R? = 3 )2, il potenziale all'interno della buca si scrive

1
Vi(r) = §mw2 r? — ;hw (102)

La funzione d’onda x(r) ¢ la funzione d’onda per lo stato eccitato con n = 1
di un oscillatore armonico con potenziale 3 mw?r?, la cui energia ¢ 2 hw.
Pertanto la x(r) soddisfa ’equazione d’onda con potenziale V(r) ed energia

E = 0 all’interno della buca:

/ r _
)= (1 e s
3 2
” T r r
X (T):(—3§+F)e 23?7
" 2 2
) 3 2my (103)

Inoltre

¥(0) =0 (104)
come richiesto dalla condizioni al contorno per x(r) = r Ryo(r). Dunque x(r)
e la funzione d’onda per E = 0 all’interno della buca. All’esterno della buca
abbiamo come al solito

x(r) = N sin(kr + 6(k)) (105)
Abbiamo dunque
< (>> =1- r + By (ak)? + O((ak)?)

dove il coefficiente (3, ¢ determinato dalla formula generale
1 foa drr? x2(r)

pu— ].

o= x*(a) (107)
Le condizioni di continuita danno pertanto
1— %) cotak+ak

ak:cotéoz( ) a1 :a —
cotak — %
A2 1/ A2 9 4
-5 -1+ g(E +(1+30) 5 + 1) (ak)? +O((ak)*) (108)
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L’ampiezza di diffusione parziale con [ = 0 a bassa energia ¢ dunque
a

2_;_1+%(W+2_§+1>(ak)2—iak

at

fo=

(109)

Lontano dalla “risonanza” ( cioe lontano da A & a) la sezione d’urto e con-
trollata dalla lunghezza di diffusione

47 a?

(110)

Nella regione A\ =~ a dobbiamo tener conto del termine di raggio effettivo.
Per A = a abbiamo

1 2
) d 2 \—x
o — o AT (111)

0o — —
e—1

Pertanto per A ~ a abbiamo

47 a?
Og ~ ~
[% -1+ Gk + (@
N 47 a? N
(3 =12+ |05 = D+ 55) +1] (b2
4 2
~ Ta (112)

(3 —1)* + (ak)?

Il limite perturbativo corrisponde alla situazione % > 1: in questo limite
la sezione d’urto parziale diventa

4

a
o} %47TCL2F (113)

D’altra parte il risultato perturbativo, nel limite di bassa energia e per R? =

3)\? diventa S 1 e A
UBom:47ra2a—<g—¥> %47ra2% (114)

in accordo con (113).
Domanda 4
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Determiniamo k& e A nei casi indicati.

1 /8 F
k= —_— 115
2 A Bohr EO ( )

dove agen, ~ 0.53107 8 cm e Ey/8 ~ 27.2/8 ev = 3.4 ev. Dunque

k=0.9410cm™  per E=~34dev (116)
Corrispondentemente
ak=0.9410"2 (117)

Pertanto siamo nel limite di bassa energia e possiamo applicare il metodo
delle ampiezze parziali. Per quanto riguarda A

2_ hoc 1

1 0.182
— — 224107193109 2.51072 2 = 2
me v (2m)? v(Hz) an v(Hz) am

(118)
Pertanto

A
A 04310 cm = = =04310°  caso a)
a
A
A~ 04310 em = = =043 caso b) (119)
a

A
A= 1.00610" Y em = = = 1.006 caso c) (120)
a

In conclusione possiamo usare il risultato di Born nel caso a) ma non in quelli
b) e ¢). Nel caso ¢) dobbiamo utilizzare la formula che tiene conto del raggio
effettivo in quanto siamo vicini alla risonanza.

a
0, ~ 41 a? N ~ 3.7107% em?
op ~ 1.91071 em?
0.~ 5410716 em?
(121)

Si noti che se non avessimmo incluso la correzione di raggio effettivo avremmo

ottenuto per o, il valore piti grande 8.710716cm?.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 07/09/2005
Problema
Una particella in tre dimensioni si muove nel seguente potenziale centrale

h2 4L
V(T) = 2m L2 |:1 - Ti| per r<a (122)
0 per r>a

Domanda 1
Calcolare in approssimazione di Born I'ampiezza di diffusione fgy,(0)
per una particella di impulso k.

Domanda 2
Si dimostri che la funzione

s

X(r) =7 Ru(r) =r?e” (123)
coincide per r < a con la funzione d’onda radiale di un autostato con ener-
gia e momento angolare determinati. Si determini il momento angolare [ e
I'energia E = % di questa soluzione. Si utilizzi questo risultato per calco-
lare I'ampiezza di diffusione parziale f; di momento angolare [ nel limite di
bassa energia (a k < 1).

Domanda 3

Si ottenga l'espressione di f; nel limite perturbativo: si verifichi la com-
patibilita dell’espressione ottenuta col metodo delle ampiezze parziali con
quella derivata in approssimazione di Born.
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Prova Scritta del 07/09/2005: Soluzione

R? k2

Domanda 1
Posto come al solito, ¢ = 2k sin g, con B = == energia della particella

incidente, abbiamo per I'ampiezza di diffusione

1 [“drr 4LN .
fBorn(Q) - _5/0 F (1_T> smqr =

1 «q
__q3L2/0 dx(x—4Lq> sinz =

ol mag) — i (cosaq— 1)
= aqcosaq—sinaq) — ——(cosaqg—1) =
P q ys q
- 2 cosaq gsinaq  4p
- [(,u —4u) a2 U P QRa?
1 —cosaq
=dap—0r7i— + O(1?) (124)

a
= — 125
pET (125)

che controlla 'espansione perturbativa. Poiché la correzione successiva a
quella di Born ¢ di ordine p? abbiamo, nell’'ultima riga della (124) trascurato
i termini di ordine 2 nell’approssimazione del primo ordine.

Domanda 2

x(r) si annulla per 7 = 0 come richiesto per le autofunzioni dell’energia.
Inoltre x(r) — r? per r — 0 : pertanto, se x(r) ¢ un’autofunzione dell’energia
avra momento angolare orbitale [ = 1. Abbiamo

Y(r)=ret (2 - %)

r 4r 72
" I o ET -
X'(r)=e"Z (2 7 L2) (126)
Pertanto , 5 A ) oV 5
X"(r) _ 2 4 _:m_(T)JF_ (127)
x(r) r2  Lr L2 h2 r2

Da cui deduciamo che, in effetti { =1 e E = 0.
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Consideriamo allora la derivata logaritmica di x(r) per r = a™:

rx"(r) a
—2- L9y 128
X(T) r—a— L ( )

L’espansione di bassa energia dell’ampiezza parziale con [ = 1 ha la forma

(a ]{Z)s cot (Sl = A1 + Bl (CL k’)2 + O(CL4 k’4) (129)
La (128) implica
Al 3 — 12
L 7 1
: ; (130)
Dunque
a a(a k>2 2.2
p— pr— 1 pr—
hi akcotd; —iak Ay ( +Ola k)>
_lap(ak) 272

Domanda 3
L’espansione in ampiezze parziali dell’ampiezza di diffusione ha la forma
seguente

£(6) = fo+3 fi Pi(cos8) + 5 fo Pa(cosf) + - -- (132)
dove
%: Aio+% . (%+Aig)a2k2+0(a3k3)
h_ (‘ff O(a' k)
% = (“34 +O(aS E°) (133)

e cosi via. Pertanto all’ordine quadratico in ak abbiamo che 'ampiezza
di diffusione ¢ data da un termine costante in € (che non abbiamo potuto
determinare col metodo delle onde parziali perché richiede la conoscenza
dell’ampiezza parziale con momento angolare [ = 0) pit un termine pro-
porzionale a cos 6:

1 i(ak) (BO 1 (ak)?

L Do L 2, M 3
ot a A%+Ag>(ak‘) +H T cos0+0((ak))| (134)

f0) =a
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Per confrontare il risultato ottenuto col metodo delle ampiezze parziali
(cioe il coefficiente A;) col risultato perturbativo dobbiamo pertanto espan-
dere quest’ultimo all’ordine quadratico in a k. Abbiamo

M—FO(MQ):G(Q,U_M_‘_'“) (135)

fBorn(e) :4a,u 6

¢ a2
dove adesso siamo trascurando oltre ai termini di ordine quadratico in p
anche quelli lineari in ¢ ma di ordine quartico in ag. Tenendo conto che

0
a2 q2 — 442 k2 sin? 3 =2a%k? (1 — cosf) (136)

abbiamo 22 22
fBorn(‘g):(I(Q,u_lua "‘#a
3 3
Confrontando la (137) con la (134) vediamo che il termine proporzionale
a cosf di ordine quadratico in ak nella (137) coincide, a meno di termini
quadratici in p, con il termine corrispondente ottenuto dall’ampiezza parziale
con momento angolare [ = 1, in quanto

cosf + - - > (137)

M H 2
—==+40 138
=L o) (138)
Dal confronto della (137) con la (134) otteniamo anche la lunghezza di
diffusione ed il raggio effettivo dell’ampiezza parziale con [ = 0 all’ordine piu
basso nell’espansione perturbativa

1 2
1 0

L’ assenza del termine lineare in a k e di ordine p nell’approssimazione di
Born & consistente con lo sviluppo in ampiezze parziali: la (134) mostra che
il termine lineare in a k ¢ proporzionale a 1/A2 e quindi ¢ di ordine quadratico

in u.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 23/01,/2006
Problema
Si consideri un atomo d’idrogeno descritto dalla Hamiltoniana (iperfine)

H=Hy+ fs. -5, (140)

dove H, dipende dalle sole variabili dinamiche elettroniche, s; e spin dell’elet-
trone, s, quello del protone, f & una certa costante reale positiva. Si denoti
con Ey l'energia dello stato fondamentale di H,, con momento angolare or-
bitale [ = 0, spin s = 1/2 e momento angolare totale elettronico j. = 1/2.
Nello spazio che include gli stati di spin dell’elettrone e del protone questo
stato e degenere quattro volte. L’interazione iperfine rimuove questa degen-
erazione.

Domanda 1

Si determini in quanti llvelh si separa FEj, il momento angolare totale
(elettronico e protonico) F= ]e + 5, di questi livelli e la loro separazione in
funzione di f.
Domanda 2

Al tempo t = 0 viene acceso un campo magnetico uniforme B(t) =
2 By e~ che interagisce col sistema attraverso I’Hamiltoniana

V(t)= —B(t) s (141)

Si supponga che I'atomo si trovi nello stato fondamentale di H al tempo
t = 0. Si trascurino gli stati diversi da quelli associati a Ey. Si calcoli, al
primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita che a tempi grandi
t — oo 'atomo sia transito in uno stato diverso dal fondamentale.

Domanda 3

Si calcoli I'ordine successivo non nullo in teoria delle perturbazioni alla
probabilita di transizione del punto precedente. Si determini la condizione
di validita del risultato perturbativo.
Domanda 4

Si supponga che h f < «. Si calcoli in questo caso la probabilita di tran-
sizione a tutti gli ordini in teoria delle perturbazioni. (Indicazione. Puo essere
utile, ma non necessario, sapere che la soluzione dell’equazione differenziale
lineare §j + ¢ + a?e 2ty =0 ¢ y(t) = Cysin(ae™) + Cy cos(ae™)).

25



Prova Scritta del 23/1/2006: Soluzione
Domanda 1
I quattro livelli si separano in un singoletto con F' = 0 ed un tripletto con
" = 1. Poiché l'interazione iperfine si puo scrivere

fé -5 = g(ﬁ -5 =57 (142)

i due livelli hanno energie Fr_y = Ey — %f e Fp_y = Ey + %2 f, ela
separazione ¢ AE = h? f.

Domanda 2

L’interazione puo indurre transizioni tra lo stato con F' = 0 e quello con
F'=1e F, =0. Introduciamo la notazione

(& BO

2mec

= wr=hf (143)
per le frequenze associate al campo magnetico e alla separazione iperfine dei
livelli. L’ampiezza di transizione as0,0,0(t) per questo processo ¢ al primo
ordine

. t
ol o(t) = — Do /dt’(l 0152[0, 0) elis —)¥ (144)
i hme J, Tl
Poiché
1
0,0) =7 [+ 3)el=30p = (I = 3l + 3
1
1,0) = = (14 3l = 3o+ (= 5l +30) (145)
abbiamo 5
<170‘§z|070> = 5 (146)
Dunque
t ; _ pliwg—a)t
(1) . 1 (twp —a)t’ Zb<1 € )
o0lt)=—1ib [dt ! =— 147
al,o,o,o( ) t /0 € (o — iwy) (147)
Per tempi grandi ¢ — oo,
(1 ib
. = 148
CL1,0,0,0(OO) (o — iwy) (148)



e la probabilita di transizione
bQ

: (1) —
tlgglo Py G00(t) = oZ 1 w}z{

(149)

Domanda 3
La perturbazione V() conserva lo spin F, e dunque gli unici elementi di
matrice non nulli nello spazio degli stati del multipletto iperfine sono:

h
<170‘§z|070> = <0>O|§Z‘170> = 5

Pertanto gli ordini della teoria delle perturbazioni che danno un contributo
non nullo sono quelli dispari. L’ordine successivo al primo non nullo ¢ il
terzo:

aggOO Zb /dtl/ tg/ tgezwf —a)ty —(iwf—i—a)tge(iwf—a)tg

72at2 o ef(’iwf +a)t2
= Zb /dtl/tgelwf —) - =
ZWf—Oé

(150)

( /dt (iwy —a)t1 1 —e2on 1-— e‘(“’f o)t

= —m—m-m- e - _
(—ib)? /OO olivr—a)ti _ gliws—3a)t
twy —a Jo ' 2a

e(’iwf 704) t1 67204 t1i|

twy +
(—ib) [ 1 - 1 .\
Cdwp —a Ra(a—iws) 2a(Ba—iwy)
1 1
— o |-
(lwy +a)(a—iwys) 2a(iws + )
B (—ib)? [_ 1 B 1 L 1 B
Cdwp —al 2a(atiws) 2aBa—iws)  2a(iwy +a)l
(—ib)’

- (@ —iwp)2a(3a—iwy) (151)

Abbiamo quindi per 'ampiezza di transizione:
ih (—ib)3

(@ —iwy) (a—iwf)Qa(ga_iwf)+O(b> (152)

a1,0;0,0(00) = -
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e per la probabilita

Pl,o;o,o(OO) =

2 2
(0421%2@)[ _%< : :

b? 3 b2
- 1— + O(b* 1
(a? 4+ wj%) [ 9a2 + w}% ( )} (153)

)+ o] =

- + -
Ja—iwy Ja+tiwy

Domanda 4
Diamo due procedimenti diversi per ottenere il risultato.

Primo procedimento
I1 termine di ordine n (con n dispari) dello sviluppo perturbativo &

tn—1
a{000(00) = (—ib)" /dtl/tg / dt, x

><e(“"f a)tl —(twy +a)ta zwf atg__.e(iwffa)tn (154)

Nel caso in cui wy < o possiamo trascurare 7wy negli esponenti ed ottenere

I’espressione
tn—1
ag,goo( — (—ib)" /dt1/ t2---/ di, x

—aty 7Oét2 704t3___ *atn:
_ /dtl/dt2 /dt «
nl
xe —aty e—atg e—at3 —atn —
(—ib)"
= 155
annl (155)
Pertanto
01,0;0,0(00):( Z)+( i0) +---u--~:—z’sm— (156)

« a3 3! a”n! o

e la probabilita di transizione a tutti gli ordini diventa

PL();(]’()(OO) = sin” — (157)
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Secondo procedimento
Partiamo dall’equazioni di Schréedinger per le ampiezze di transizione
nella rappresentazione dell’interazione. Quelle non nulle soddisfano il sistema

a1,0,0,0(t) = —ibeliwr—)t 0,0:0,0(%)

C'LQ,();0,0 (t) =—ib e(_i wy—a)t 1,0,0,0 (t) (158)
con le condizioni iniziali

a1,0,00(0) =0 a0,0:0,0(0) =1 (159)

Questo sistema porta all’equazione differenziale lineare del secondo ordine:
1,000 + (0 —iwp) a10.00 + b e 2 a1 000 = 0 (160)
con le condizioni iniziali
a1,0.0,0(0) =0 41,0.0,0(0) = —ib (161)

Per wy < a possiamo approssimare trascurare il termine proporzionale a wy
nell’equazione (160) ed ottenere

o . 2 —2at
@1,0,0,0 + « a1,0;0,0 +b%e a1,0,0,0 = 0 (162)

la cui soluzione generale (si veda I'indicazione data nel testo) e
: b —at b —at
a1,0.0,0(t) = Cysin <— e ) + C5 cos (— e > (163)
a o)
Dalle condizioni iniziali ricaviamo
b b b b
ar000(t) =1 cos<—> sin (— e_o‘t> — 4 sin (—) Ccos (— e_o‘t> (164)
a a a a

da cui

.. (b
a1,0.0,0(00) = —i sin (5) (165)

in accordo col risultato ottenuto precedentemente.
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NOTA

La soluzione dell’equazione “esatta” (160) si puo scrivere in termini della
funzione di Bessel J,(z). Introducendo i parametri
b wy

22 166
S Y= (166)

b

la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali richieste ¢

il;,]re—%at(l—id))t . _
anolt) = [J% i@ 1, (e ¢
— 7 7 —at

Tenendo conto dell’espansione della funzione di Bessel J,,(z) per piccoli valori
di z

N O
I'(1+n) 4(14n) 2k (14+n)---(k+n)

Tn(2) = +o] (168)

otteniamo 'espressione “esatta” per 'ampiezza di transizione a tempi grandi

b)%(l-&-i@) 7

—ir( 1 (D)
a1,0,0,0(00) = 2 ﬂf) =
”’ ['(3(1+iw))cosh £X
1
5 (1+i@) .
=—il(3(1 —i)) ( ) %(1—i®)< ) =

in accordo con la risposta alla domanda 3.
Dall’espansione (168) otteniamo per il contributo di ordine 2 k+1 (dispari)
all’ampiezza di transizione:

(2k+1)<oo> _ (_1>k BQk—H

: S 169
@1,0:0.0 Ao Goia) @hri—ia)
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Confrontando con la (154) ricaviamo la seguente espressione per un integrale
multiplo che appare sovente negli sviluppi perturbativi:

o tl tQk . . . .
/dtl/dtg L dt2k+1 e(quf —a)ty e—(zwf +a)te e(zwf —a)ts | . e(zwf —a)togpt1
0 0 0
1

T 2% klab (a—iws) (Ba—iwp) - (2k+ Do —iwy)

(170)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 07/04/2006
Problema
Una particella di massa m in una dimensione e soggetta al potenziale

V(z) = =A[0(x —a) +d(x + a)] (171)
con A >0ea>0.

Domanda 1
Si determini la relazione tra A, a ed m per la quale esistono due stati
legati 11 e 5. Per questi valori dei parametri si risolva 1’equazione agli
autovalori in maniera grafica e si determinino le funzioni d’onda v, (z) e
o(z) in termini degli autovalori dell’energia. Si calcolino analiticamente gli
. 5 . o . . B2
autovalori dell’energia nel limite di buca molto profonda profonda: A > -

Domanda 2
Si supponga che la particella si trovi nello stato fondamentale 1, al tempo
t = 0, quando viene accesa la perturbazione dipendente dal tempo

V(t)= -1 K&(e ! + e (172)

Per valori dei parametri per i quali esistono due stati legati, si calcoli, al
primo ordine in teoria delle perturbazioni, la probabilita che al tempo ¢ il
sistema sia transito al primo livello eccitato.

Domanda 3

Si calcoli la probabilita di transizione tra i due livelli a tutti gli ordini in
teoria delle perturbazioni nel limite di buca molto profonda ( A > mh—z) e in
condizione quasi risonante.
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Prova Scritta del 07/04/2006: Soluzione
Domanda 1
Il potenziale & simmetrico per z <+ —x . Pertanto le autofuzioni hanno
parita definita. L’autofunzione dello stato fondamentale () € pari e data
da
| Ay coshkyx per |z|<a
wlw) = { g opler e (173

L’autofunzione dello stato fondamentale 1)9(x) & dispari e data da

| A_sinhk_z per |z|<a
Valr) = { B_e k= per x> a (174)
Gli autovalori dell’energia sono Fy = —h; :ji con ky determinati dalle equa-

zioni che esprimono la continuita delle derivate logaritmiche delle autofun-
zioni
ki L =14 20 (175)

dove il parametro con dimensioni di una lunghezza L ¢

h2
L=— (176)

mA\

La relazione tra Ay e By ¢

B, e?eks 41

= - - 177
A 5 (177)
Imponendo la condizione di normalizzazione all’'unita otteniamo:
2k
A2 = (178)

T X1+ 2aky + e2aks

) : : 1
L’equazione per k, ammette sempre una soluzione con k; > + per qualunque
valore di A.
L’equazione per k_ ammette una soluzione con k_ <
sufficientemente grandi:

1

£ per valori di A

h2
L<2a < \>

(179)

2ma
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Nel limite di buca profonda L < a: in questo limite k+ — oo e dunque

2a

Nlj:e_L

1
AT (150)
¢ 2a
2e” L
ky —k_ =~ 181
. : (181)
La differenza di energia tra i due livelli ¢ dunque in questo limite
R2(k2 —k2) 2R2e" T
E_—E = " 182
" 2m m L (182)
Poniamo
aky =pye =p+ Ap (183)
© a
= — 184
p=7 (184)
Il limite di buca profonda e dunque p > 1 ed in questo limite
pe ~put A (185)
dove
Arpe ™ (186)

Domanda 2
[’ampiezza di transizione al primo ordine in teoria delle perturbazioni ¢

i (wor—w)t _ i (wor4w) t
a1-2(t) = 2571 (12, 2 41) [e o — EH ot W 1] (187)
dove B B, h(k2—k)
Wa1 = 7 = ;m (188)
e
(o i) = L Ay A_a? (I + L) (189)
con

1
[1 _ /y(GZMy . efQ,uy +e72Ay . eZAy) —
0

Qu—-1)e** (2u+1)e?r (2A-1)e?2 (2A+1)e 24

4 14? 4 142 4 A2 * 4 A2

o0 25+ 1)e2r
I = (e +1) (2 — 1) / ye2ny = (e 4 1) (- — 1) BT LT “Zuze
1
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dove per semplicita abbiamo utilizzato 'approssimazione py ~ p+ A. Per-
tanto:

(2p—1)e** 2 on | —aay 2pt1)
L+, = ——"F— H— —
L+ L Ve + (e e“S e 77 1
(2A—-1)e**  (2A41)e 24
4 A2 4 A2
— 62_“ (2D o2h) (2,“4;1)
I 4 p
(2A-1)e?2  (2A+1)e22
— 1
1A T 4A? (190)
Nel limite di buca profonda > 1, A < 1 otteniamo
e2H
L+ 1~ — (191)
1
Inoltre 4
A2 A2 o2 = Ho 11 (192)

(e2r+ +2puy + 1) (e2r- —2pu_ —1)
che diventa per > 1, A < 1

A2 A% a® m4pPetH (193)
In conclusione nel limite di buca profonda
(1/127531#1) ~ a (194)

Domanda 3
Nel limite di buca profonda ed in cui la frequenza w =
possiamo applicare il risultato per la transizione in un sistema a due livelli:

—€Ex

E_—E, E_—E,
h

_ ‘A21|2 sin2 Ot

Paft) = 20T (195)
con
Ay =LK (i) ~ L Ka (196)
€
K2 2
Q=1/e+ hf (197)



Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 08/06/2006
Problema
Una particella di massa m e numero d’onda k ¢ diffusa da un potenziale

V(Z) = \§(|7] — a) (198)

Domanda 1

Si calcoli I'ampiezza di diffusione in approssimazione di Born. Si calcoli
anche la sezione d’urto di Born integrata nel limite di bassa energia e di alta
energia.

Domanda 2

Si calcoli I'ampiezza di diffusione nell’espansione delle onde parziali fino
all’ordine (a k)? incluso. Si verifichi la consistenza delle risposte alle domande
1ed 2.

Domanda 3
Si calcoli 'ampiezza parziale con momento angolare generico [ all’ordine
piu basso in a k.

Domanda 4

Si supponga che la particella sia un elettrone e che a = 10~%cm. Si va-
luti 'ampiezza di diffusione all’indietro (f = 7) per i seguenti valori di A
e dell’energia E dell’elettrone, indicando per ciascuno caso quale approssi-
mazione € appropriata:

a) A=1.710"%ev x cm; E=3410""¢ev

b) A = =3.110"8ev x cm; E =085ev

c) A =3410""¢ev x cm; E=136ev
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Prova Scritta del 08/06/2006: Soluzione
Domanda 1
Introduciamo il parametro adimensionale

2mA
b= (199)
[’ampiezza di Born e:
b [T , '
fBOTn(Q’]{;> — _a_/ df sinfe 49 cosf __ —ab sina(q (200)
2 Jo aq

dove abbiamo posto ¢ = 2 k sin g. Lo sviluppo di bassa energia dell’ampiezza
e

From(0,k) = —ab[1 — (a;) +0((ag)h) =
R e R (¥ BT

La sezione d’urto integrata

21 b? 2k sin?x
— dox —— 202
e, (202)

T

O-Born/a2 = /dQ|fBorn|2 =

Nel limite di bassa energia

k 2
Tporn /a2 = AT B2 [1 . % +0((a k)ﬂ (203)
Nel limite di alta energia
log(a k
o =SB 1 001/ (201

Domande 2 e 3
Le condizioni di discontinuita della derivata della funzione d’onda radiale
X/ &7 = a sono

~—

_ vy +b (205)

@
=
~—
S
S~—
@




dove abbiamo introdotto la coordinata radiale adimensionale y = ar. La
funzione d’onda radiale vale

_ o) y<a
XL = {cos 81 Ji(y) + sin &,y (y) y>a (206)

dove abbiamo introdotto le funzioni

aly) =y <i>l smy _ (—DlL”! Y1+ 0(2))

ydy Y (21+4+1)
o) = () = B o) e

L’equazione di discontinuita da pertanto

t 5 -/ / -/
cotdygi(y) +ym) _ . yiy) (208)
cot & ji(y) + m(y) Ji(y)
da cui otteniamo 'espressione per lo sfasamento §; per [ generico
ny Yy .y /- ny )
cotdy=———-—"0Un—mju=——- "5 209
gio bt Gy =m i) Jio bt (209)

Abbiamo utilizzato il fatto che il wronskiano delle soluzioni j; e n; € una
costante che puo essere valutata per esempio per piccoli y: dalle espansioni
(207) si ottiene facilmente che (j;n; — njj;) = 1.

Per | = 0 otteniamo

2
Yy 1+6 b-—-1 , 4

t80 = —y coty — LT o, 210
yeorss=—y ooy — L - L0 DLzl ogy )

e dunque 'ampiezza parziale con [ = 0 ¢

j 1 : (21)
0= - == - :
y oty + Lo +iy L bl iy 4+ O(y?)

bsin®y

Per [ generico sappiamo che
Y1 cot & = Ay + By + O(y?) (212)
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L’espressione per A; con [ generico si ottiene dall’espressione esatta (209) e
dalle espansioni (207) all’ordine piu basso:

9141 o @=-nrer+1) 1 (214 1)!I\2 N
yo ot = - 20! -5 (Fgr) +ou) =
20+1
= 20— (21+1) <1 Ml ) + O(y?) (213)
Cioe 9711
A== -2+ 1) (1+ T+> (214)
Per [ = 1 ricaviamo
y® cotd; = —3 (1 + %) + O(y?) (215)
e ; b
sl — 2V L oyt 216
Lo o) (216)
In conclusione, 'ampiezza di diffusione a meno di termini dell’ordine di y* &
f(k,0) = fo+3f1cosf+O(y") (217)

con fo e fi dati da (211) e (216) rispettivamente.
Per confrontare con il risultato di Born dobbiamo espandere le ampiezze
parziali in potenze di b e limitarci al primo ordine:

Jfo 1 B bsin2y
o - 2

a _ycoty—l— Yoty y

b sin?y

+O(b?) (218)

e per [ generico

2
% = —% +0(b%) (219)
Quindi, all’ordine y? )
% = —b% + 0% y") (220)
In conclusione all’ordine y? 'ampiezza di diffusione totale &
2 2
fla= fo/a+3fi/acosf+ - =—-b(1— %jt% cosf) +--- (221)

in accordo col risultato della domanda 1.
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Domanda 4

Determiniamo i parametri y = ka e b = 2"’;2’\“ per i casi a)-c¢) Introdu-
ciamo le unita di energia Fy = % ~ 13.6 ev e di lunghezza ap = eggm ~
0.51078 cm.

Il raggio del potenziale ¢ dunque a ~ 2 apg. Inoltre

E A A
=) — h=—2 4~ (222)
Ey ap Epyag ag 3410 8%ev x cm
Dunque

1
a) b=0.5 y%\/£2102:102

3.1 0.85
b) b~ — =~ —0.91 ~i\/——2=0.5
) 34 Y 13.6

c) b~107? Yy~ 2

Nella situazione a) possiamo applicare I'approssimazione di bassa energia con
[ = 0 all’ordine piu basso in y (lunghezza di diffusione). Nella situazione c)
possiamo applicare 'approssimazione di Born. Nel caso b) siamo nella vici-
nanza della risonanza con [ = 0 e b = —1 e quindi dobbiamo usare I’ampiezza
parziale con [ = 0 nell’approssimazione di raggio effettivo (conservare i ter-
mini di ordine y? in k cotdy) ed includere I'ordine pitt basso nell’ampiezza
conl=1.
Dunque nel caso a):

flar fola~ —b/(1+b)~ —0.33 (223)

Nel caso b), il contributo con [ =0 ¢

fo ! L
a =~ ~ ~
T Ly el T 991024 1.75-0.52 — i 0.5
1
~——  ~084+11.5 294
0.274 — i0.5 T (224)

mentre quello con [ = 1 all’ordine 72 ¢

b
3 ~——9? ~0.11 225
fl/a b—|—3y ( )
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Per cui
fla(@=m)~084+ilb+(—1)-0.11~0.73+i1.5 (226)

Nel caso ¢)

o sin4

fla= fpom(0 =m)/a~—10" ~19-107° (227)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 29/06/2006
Problema
Una particella di massa M, soggetta ad un potenziale armonico tri-
dimensionale ed immersa in un campo magnetico lungo 'asse delle z di in-
tensita B e descritta dall’Hamiltoniana

_,2
_ b 1 2.2
H—W‘I—EMMT—I—,MBLZ (228)
dove L, ¢ il momento angolare lungo 'asse z e u > 0 ¢ associato al momento
magnetico della particella.
Al tempo t = 0 viene acceso un campo elettrico che interagisce col sistema

attraverso il potenziale dipendente dal tempo
V(t)=—e&(t) -7 (229)

dove .
E(t)=Ee (230)

con o > 0.
Domanda 1

Determinare lo spettro di H. Specificare in particolare i valori [ ed m del
momento angolare totale della proiezione lungo ’asse delle z del momento an-
golare dei primi 9 livelli del sistema ed eventuali degenerazioni (si supponga,
per semplicita, che p B < w).

Domanda 2

Si calcoli la probabilita di transizione al tempo t = 400 dallo stato fonda-
mentale agli stati eccitati di energia pitt bassa con [ = 1, all’ordine piu basso
non nullo in teoria delle perturbazioni.

Applicazione: Si supponga che al tempo ¢t = 0 un certo numero di par-
ticelle si trovino nel fondamentale e che V (¢) corrisponda a radiazione elet-
tromagnetica che si propaga lungo ’asse delle z. Qual’e al tempo t = 400 il
rapporto tra le popolazioni dei livelli eccitati con m = —1,0,17
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Domanda 3

Calcolare, all’ordine piu basso non nullo in teoria delle perturbazioni, I’
ampiezza transizione dallo stato fondamentale al primo stato eccitato con
[ =0 al tempo t = +00.

Domanda 4

Calcolare al primo ordine in teoria delle perturbazioni le ampiezze di
transizione dai primi stati eccitati con [ = 1 al primo stato eccitato con [ = 0
al tempo t = 4o00.
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Prova Scritta del 29/06/2006: Soluzione
Domanda 1
Prendiamo la base degli oscillatori autostati del momento angolare

. 1
a —%(agﬁ—@ay) f —2(aT—@aL)
1 f 1
a_1 = 5 (a; —iay) a_lzﬁ( +ial)
ap = a, al = al

Gli stati ; ' ;
(ap)™ (aly)"* (ag)™®

10) (231)
7’L1! n_l! n()!

|n17 n-i, n0> -

sono autostati simultanei di H edi L,. Poston = ni+n_1+ngem =n;—n_,
I'autovalore dell’ energia di |ny,n_1,ng) &

3
En,m:hw(n—l—?—l—uBm (232)

e quello di L, ¢ m.
Lo stato fondamentale |0, 0, 0) ha dunque Ey o = % hw e momento angolare
[=m=0:
10,0,0) = |n=0,l=0,m=0) (233)

Gli stati con n = 1 formano un tripletto con [ = 1:

1,0,0) = |n=1,0=1,m = 1)
0,1,0) = [n=1,l=1,m = —1)
10,0,1) = |n=1,0 = 1,m =0

I seistaticon n =2 hannol =2e¢ | = 0:

12,0,0) = |n = 2,0 = 2,m = 2) |020>—|n:2l:2 m=—2)
11,0,1) =|n=2,l=2,m=1) =n=2,1=2m=-1)

n=21= \/7|1,1,0 \f|002
|n:2,l:(),m:0>:\/;|1,1,0>+\/;|0,0,2>
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Scriviamo

1
H= Zhw +3)+uBL.= > H™+uBL. (235)

m=—1 m=—1

dove HL(Um) ¢ 'hamiltoniana di un oscillatore armonico di frequenza w uni-
dimensionale. Gli H™ commutano tra loro e con la parte magnetica dell’Ha-

miltoniana p B L,. Siano x,, con m = —1,0, 1 gli operatori coordinata auto-
stati di L,:
— L (a+iy)
v = iy

Il potenziale dipendente dal tempo si scrive allora

V(t)=—e Y EM(t)ay, (237)
dove EW(t) = (ECD(1)" = J5(Eu(t) —i&,(1)) e ED(t) = E.(1).

La perturbazione dipendente dal tempo nella pittura dell’interazione si
scrive pertanto

th(t) . g‘tH V( ) —%tH o

i (m) HLB 71 (m)
L v et
= Z g HeétH e the g e T L He’%tH‘” =
m/

m/'=— m

. iy p(m) _ iy pg(m)
— ¢ 2 g(m)<t>eztmuBehtH T, e FtHy '

m=—1
= —¢ Z M (1) et tmiB @) () (238)
m=—1

dove . '
@ (t) = —i (ain et —a, e_“"t> (239)



e operatore posizione nella pittura di interazione corrispondente ad un
hamiltoniana dell’oscillatore armonico in assenza di campo magnetico. La
(238) mostra che l'effetto del campo magnetico & quello di modificare le com-
ponenti di momento angolare definito del campo elettrico:

(c/‘gn)(t) _ g(m)(t) eitm,uB _ 5ém)ef(a7iuBm)t (240)

In questo modo il problema col campo magnetico e ridotto a quello in assenza
di campo magnetico con un campo elettrico le cui diverse componenti hanno
diverse dipendenze temporali.

Domanda 2: Transizionin =0 —n =1
L’ampiezza di transizione di un oscillatore armonico unidimensionale di
frequenza w forzato si esprime in termini della funzione

At oy
fult) =3 / it p(t) (241)
0
dove F(t) & la forza esterna e
h
A= 242
2Mw (242)

e la lunghezza caratteristica dell’oscillaore. Nel nostro caso quindi dobbiamo
considerare le tre funzioni corrispondenti alle componenti del campo elettrico
di momento angolare definito

At gmoy pt ,
fo(f")(t) _ %/ At eiwt gé )(t/) _ € Oh / dt et (wtpm B)—a)t (243)
0 0
Per t — oo otteniamo
(m) by
P Iy p—_ (214)

h(o—i(w+pmB))

[’ampiezza di transizione dallo stato con n = 0 al tripletto conn = 1,1 =
1 e all’ordine piu basso

An:OHn:l;l:l;m = A(m) (245)
Le probabilita che di transizione nei corrispondenti stati ¢ dunque

2 |gém)|2 22
h? (a? 4+ (w+ pm B)?)

(246)

Pn:O%n:l;l:l;m =
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Il rapporto tra le popolazioni degli stati con m = £1 ¢ dunque

Pn:O%n:l;l:l;m:l o? + (w — /LB)Q

= 247
Pn:Oan:l;l:l;m:fl a? + (w + u B>2 ( )
mentre quello tra gli statim=+lem =0¢
Poon=1:1=1:m= I 2
—0—n=1jl=l;m=4+1 _ 14 @ (248)

Pn:O—m:l;l:l;m:O B [_0 a? + (UJ + MB)Z

dove I, ¢ intensita della radiazione polarizzata circolarmente e I, quella di
quella polarizzata longitudinalmente.

Domanda 3 : Transizionin =0 —n =2

Il primo contributo non nullo alle ampiezze di transizione e del secondo
ordine in teoria delle perturbazioni. Le ampiezze sono, all’ordine piu basso
non nullo

1 1 eg(i) )\ 2
An* —n=2l=2;m= = = A(i) ? = 5 - 249
=0—n=2;1=2;m==2 \/§( ) V2 h(a—i(w¢/i3))] %)

1 e £\ e &Y\
An— —n=2;l=2;m= - —F= A(i) 2 - 9 0 250
=0—n=2;1=2;m=+1 \/§< ) ha—i(wFuB)) hla—iw) (250)

1 2
An=0—n=2j1=2;m=0 = 3 Ap=o—J1,1,0) — 3 An—o0—10,02) =
1 e Séﬂ A € géi) A

3h(a—i(w—pB) hla—i(w+puB)
11 e&”A 12
] o

2 1
Ap—0—n=21=0:m=0 = + 3 Ap—o—p,1,0) + 3 Ap—o—0,02) =

B \/? eé’g(ﬂ A eé’éf) A n
“V3h(a—i(w—pB)) h(a—i(w+pB))

(0)
1 [heé”o A )]2

+_

- (252)

(v —iw
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Domanda 4 : Transizionin =1 —n =2
Le ampiezze non nulle all’ordine uno in teoria delle perturbazioni sono
10, le altre 8 sono del terzo ordine. Quelle del primo ordine valgono

(£)
ey A
An: —1m=+1—n=2l=2;m=+2 = V2 . L
1,l1=1,m=+1 2:1=2:m==42 \/_h(a—z(w:FumB))
A B eé’éo) A
n=1,l=1,m=+t1—-n=2;l=2;m=+1 — A (Oé _ Za))
1
An:l,l:l,m::l:l—m:?;l:?;mzo = § An:l,l:l,m:ilaU,LO) +
2
—A\/ 5 An: =1,m=+— =
3 1,l=1,m=+-0,0,2)
1 5(?) A
\ﬁ l +0(\?)
3h(a—i(wFumB))
2
Ap—1i=1m=t1—-n=21=0:m=0 = + 3 Ap—1=1m=t1-]1,1,0) T
1
+ gAnzl,zzl,m:ﬂ_qo,oz) =
= Jr\/j o +0(X)
3h(a—i(wFpumB))
1
Ap=1 1=1,m=0—-n=21=2:m=0 = 3 Ap—1=1,m=0—[1,1,0) +

2
- g An:l,l:l,m:0—>|0,0,2> =

1 gV
—=— " 4+ O
\/; ha—iw) +OX)
2
Ap=1,=1,m=0—n=21=0;m=0 = + 3 Ap—11=1,m=0—1,1,0) +

1
+ gAn:Ll:Lm:O—>|O,O,2) =

]2 68(()0))\ 3
_\/;h(a—iw) + O
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 20/07,/2006
Problema
Una particella di massa m, impulso ke spin 1/2 ¢é diffusa da un potenziale
dipendente dallo spin

V(Z) =e " (a+bG-7) (253)

dove a« > 0, a e b sono delle costanti, e ¢ = {0,,0,,0,} sono le matrici di
spin di Pauli.

Domanda 1

Si supponga che la particella incidente abbia spin definito 1/2 lungo la
direzione del moto. Si calcolino, all’ordine piu basso in teoria delle pertur-
bazioni, la sezione di diffusione ad un angolo 6 rispetto a k senza misurazione
dello stato di spin finale. Si risponda alla stessa domanda nel caso in cui lo
spin dello stato incidente sia —1/2 lungo la direzione di incidenza.

Domanda 2

Si calcolino, all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni, le sezioni di
diffusione ad angolo € per: a) una particella incidente di spin definito +1/2
lungo ke spin definito +1/2 nello stato finale; b) una particella incidente
di spin definito +1/2 lungo k e spin definito —1 /2 nello stato finale. Si
risponda alla stessa domanda nel caso in cui lo spin dello stato incidente sia
—1/2 lungo la direzione di incidenza.

Domanda 3

Si calcoli nella stessa approssimazione la sezione d’urto integrata nel caso
di particella incidente con spin definito e senza misura degli stati di spin
finali.
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Prova Scritta del 20/07/2006: Soluzione

Dobbiamo calcolare I'integrale

m

- _ 2 ol 0& 7. 7) el 254
Joorn 572 /d:ve (a+0b0-7)e (254)
dove L
g=k—F (255)
e 'impulso trasferito. Introduciamo dunque l'integrale gaussiano
i aa 2|2 s % 7
I(q,a) = /dfe“”U emalel = (—) e"ia (256)
o}
Derivando rispetto a ¢ otteniamo
- - 0 ™3 & iq
AT el TTo=lP? 7 — ;= (7 o) = <_> “4a L 257
/ re'Te T Z@J (q, @) o) et oy (257)
Pertanto , ;
m m™\2 _d&° )
orn — T — T da —a-q 258
To 27 h? (a) ¢ <a+2aa q) (258)
Prendendo l'asse delle z lungo la direzione di incidenza k otteniamo
Gd=k(—sin6,0,1 — cos0) (259)
Pertanto se lo stato di spin incidente ¢ |£) abbiamo
7-ql£) = £k (1 —cosf)|x) — k sinb|F) (260)
Dunque
1 7 . .
mmze ia ibk(1— cos®) ibk sinf
orn = 3. - |— 261
rral ) = = 0k g ) ) = e =) (261)
ed analogamente
1 & . . .
mm2 e 1a ibk (1 —cos) ibk sin®
orn|—) = ———5— — - 262
foral =) = = (@ ) =) = = ) (262)
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La sezione d’urto con spin incidente e finale uguale ¢ pertanto

2

d0++_d0___m27re_§7 [ ,  DPE*(1—cosf)*y
a9~ de a0t U 1a? -
m27re_% 9 v’ ¢
— o |7 Toarm) (263)

mentre quella con spin incidente e finale diversi si scrive

doy. do__ m? e ie [b2 k2 sin92]

— — 264
df) d) 4 o3 ht 4 2 (264)

Per ottenere la sezione d’urto sommata sugli stati finali (nessuna misura dello
spin finale) possiamo partire direttamente dall’espressione (258)

9
_4a
doy m?me 2a

b O
Q0 dah (“ﬁ"'q)'i)
)
m2re 2a b
— —4a3h4 <:|:|<CL2 + W(O’ . q_>2>|:l:> —
2 7

mire 2a /., b2
phrrea Clbve) (265)

‘ 2

La sezione d’'urto integrata ¢

2, 92 2k 2 2

meT d b 72

0. = / qq<a2+—q)e*2q*a=
0

2 a3ht k2 4 o2
2 2
 om?a? %d <2+b2x>e_m_
C2k202 R4 ), A\ T 9. B
m? 9 2 2 k2 b? k? 2 k2
— _ ~ VY (l=e"a )= Ta 26
2k2a?ht [(a +2a>( ¢ ) o2 ¢ (266)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 01/09/2006
Problema 1
Si consideri la diffusione di un elettrone nel potenziale elettrostatico

V(E) = & [% - /d3:5’ ;@3’] (267)

generato da un atomo di idrogeno: e p(Z) & la densita di carica dell’elettrone
dell’idrogeno che si suppone nello stato fondamentale (ed il protone & con-
siderato puntiforme).

Domanda 1
Si calcoli 'ampiezza di diffusione in approssimazione di Born. Se ne valuti
il limite di bassa energia.

Domanda 2

Per quali energie dell’elettrone incidente I'approssimazione di Born & af-
fidabile?

Problema 2
Una particella di massa m, impulso k, spin 1 e proiezione dello spin
definita lungo I'asse di incidenza, ¢ diffusa dal potenziale

V(Z) =Voe *FP L. & (268)

dove L & il momento angolare orbitale della particella e S il suo spin, Vq ed
a > (0 parametri reali.

Domanda 1

Si calcoli, all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni, la sezione di
diffusione ad angolo @ rispetto alla direzione di incidenza senza misurazione
dello stato di spin finale.

Domanda 2
Si calcolino le sezioni d'urto differenziali nel caso di spin definiti (lungo
la direzione di incidenza) nello stato iniziale e finale.
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Prova Scritta del 01/09/2006: Soluzione

Problema 1
Dobbiamo calcolare I'integrale

2m e L o)
orn = 55 [ AT [T - [dT S ] 269
o o1 T2 R N / v 7 — 2| (269)
dove L
Gg=k—F (270)
e 'impulso trasferito. Abbiamo
_ et 4

Pertanto

Per un elettrone nello stato fondamentale dell’idrogeno

_ 22|
€ B

p(T) = [tr00(Z)]* = — (273)

Dunque

ia% ¢

87 [ 1 1 ]_
iah¢® L= —iq)? (2 +iq)?
64 1 4 1

_ S S (274)




In definitiva:

2 e? 1 2 1
fborn:_iTl_ 7 2 ]:_ 2[1_ 2 2 =
h?q (1+ aB4q )2 agq (1+ aB4q )2
= —ap +0(¢°) (275)
Problema 2
Le ampiezze in approssimazione di Born sono
W 7 Vom = iqE—o |2 i1 /1 Qk
<k‘/,0' |fborn’k70'> = _2—h2 dre'? eijkx K’ <O' ’S ’O’> =
s
Vom /m\: _& i
= ~Trram ) ¢ and ¥ (015%0) =
Vom (m\2 _& ;o
= g (5) e ek (0150) =
Vom ™: _& 9 . e &
= m <a> e 1o k Sll’le(O' ’TL S|O'>
(276)
dove 71 & un versore L
. k' < k

La sezione d’urto di diffusione differenziale nel caso in cui non misuriamo
lo spin finale ¢ dunque

do, VEém? /N3 & 4 . =

= =) e 2a k*sin? 6 (o|(7i - S)*o 278
dQ 1672 a?h? (a) (ol )l (278)
Se lo stato di spin iniziale e definito lungo k possiamo prendere come versore
7 la direzione x

8= 8= (S +50) (279)
Pertanto
S A2 32 1 2 h?
(HUGE P+ 1) = (1 5P - 1) = IS PIF =5 (280)
mentre 5
(01(7 - §)?|0) = (0152]0) = |S|0)[* = 7? (281)
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Per quanto riguarda la sezione d’urto di diffusione tra stat di spin o e o,
poiché

= 1
(o'l Blo) = 5(o'|S_ + S (282)
le ampiezze non nulle sono quelle con |0 — o’| = 1:

(+1|7i - S| 0) = (0] - S| = 1) = (=1]it- S| 0) = (0|7 - S| +1) = V21 (283)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 9/11/2006

Problema 1
Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di frequenza w e
massa m. Siano |n), con n = 0,1, ... gli autostati del sistema imperturbato.

Al tempo t = 0 viene accesa la perturbazione

V(z) = ge'k® (284)

Domanda 1

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita di
transizione al tempo t dallo stato |n) allo stato |m).
Problema 2

Una particella di massa m, di energia F e di spin 1/2 & diffusa da una
particella infinitamente massiva di spin 1. L’interazione ¢ descritta dall’
Hamiltoniana

(285)

dove r e la distanza tra le due particelle, §1 lo spin della particella incidente
eSyelo spin del bersaglio.
Domanda 1

Si calcoli la sezione d'urto differenziale in approssimazione di Born per
i vari possibili stati di spin delle particelle incidenti, supponendo di non
misurare gli stati di spin finali.
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Prova Scritta del 9/11/2006: Soluzione

Problema 1
Esprimiamo la perturbazione in termini degli operatori di creazione ed
annichilazione

(kN2
2

V(ZL’) — gek/\aT—k)\a — gek)\aT e—k’)\ae (286)

Dunque

(mlV @)l = —= 010" V(@) ) = =[0IV (&) (o + 0" ) =

2

= I (0eF A (at+ kAR ()" |0) =
m!n!

= (0 (at+ kN e A ()" |0) =
m!n!

=0 (a+ kN™ (af — kA" 0) =
m!n!

- g (k)2 nol a+p (T n

_m!n!GQZ (kX (1)61 )"

2
_ g e_% Z (k )\)Qq—i—n—m (_1)n—m+q <m> «

g=min{0,m—n}

n
— ) =
X(n_m+q)(m q)!
_ _GN? - 2q+n—m n—m-q
=gvm!nle 2 Z (kX) (—1) X
g=max{0,m—n}
o 1 1 ( )
m—q)! =
¢! (m —q)! (m—q)l(n—m+q)! !
S il 2 i

= minle 2
g g (m—q)(n—m+q)

Am,n

g=max{0,m—n}
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(287)

Per esempio se la particella si trova nello stato fondamentale al tempo ¢t = 0,

n=~0
@2 (RN g _oen?

(m|V(2)]0) = g Vmle 2 - _meT(m)m

L’ampiezza di transizione al tempo ¢ al primo ordine ¢ quindi

1 — i(m—n)wt
Am,n<t) - e— Am,n

(m—n)hw

La probabilita di transizione al tempo ¢t per n =0 ¢

2 2m o (m—n)wt
g (kA —(kx? (ST 2
Pao(t) = F= e OV (S )
Problema 2
L’ ampiezza di Born e

ma = - et 70| 2ma - o
orn — -5 - S dr — = — . S
I okt 2/ T R(@E 1 b)Y

La sezione d'urto differenziale sommata sugli stati finali € dunque

do; dm*a® s s , -
O (G- S = o G5, - 5P

dove i) & uno dei 6 possibili stati inziali. Sia

S=5 +5,

I’operatore di spin totale. ?2=9 (S 4 1) assume i due possibili valori

315

SS+1) =57

(288)

(289)

(290)

(291)

(292)

(293)

(294)

per S = 1/2,3/2 rispettivamente. Pertanto l'operatore funzione degli spin
che compare nel membro di destra (291) assume due possibili autovalori:

S 8= (S +1)- ) =13
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Dunque

Abbiamo

con

Pertanto

S 1

(S) -5y =1, 1

do 1 1

(= +1) ==

o Fy ) =10
1 1 3 1 1 1
. N — P U T
5:+5) 110y = algi+5) —bl5i+3)
1 1 3 1 1 1
V1 1=b—' - .=
5 =5 [L+1) =b[5i+5) +algi+3)
1 1 3 1 1 1
Z-—2V]1:0) = .= b .=
1 1 3 1 1 1
. - 1_1 — D U .=

2 1
a=4/= b= —
3 V3

da(il O)—(a2+b2) 1
a0\ 2 TNy 7757
do 1 b? 3
—(F=, )= (—+a*)o ="
o Ty =(F+a)o=70
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 22/01/2007

Problema 1
Una particella di spin 1/2, massa m e momento p diffonde nel potenziale
g 1dV(r) - =
H =V - L-S 303
! (r)+ 2m?r dr (303)
dove
V(r) ==V 0(ro — 1) (304)

dove L & il momento angolare orbitale e S lo spin della particella. Sia p' il
momento della particella diffusa e 6 1" angolo di diffusione.

Si calcoli la sezione d’urto di diffusione differenziale ad angolo # in ap-
prossimazione di Born per particelle con spin definito lungo la direzione per-
pendicolare al piano di diffusione.

Problema 2

Una particella di massa m, di spin 1/2 si trova nello stato fondamentale

del sistema descritto dall’ Hamiltoniana

21
H=oo a3 mw (305)

Al tempo t = 0 il sistema ¢ soggetto alla perturbazione

A —
Vi) =W T 7-20(T —1t) (306)
dove S = g& e lo spin della particella, i= %, Vo e L sono delle costanti.
Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni le probabilita che
il sistema si trovi al tempo t = oo nel primo e nel secondo livello eccitato.
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Prova Scritta del 22/01/2007: Soluzione

Problema 1
Poniamo

q=p -7 (307)

Calcoliamo gli integrali

- iad 70 ) eirq _ e—irq
Io= | &°Z0(r¢g—r)e """ =27 drr® ——— =
0

1qr
4m  [ro1 . 47 .
=7/ dyy smy:?(smqro—qmcosqro) (308)
f /d3*5< et — g g ST e
g = To(r—To)e =27rf —mM— =
! ’ ° 1qTo
47 .
= —1p singry (309)
q
Abbiamo
- 1dV(r) - S(r — L
¥'l- ) L|p) :hVO/dgf—(r ro) e 'ITE X p=
rodr r
ihVo 01; . 4mihVg . i
- _~Xp:—z(qrocosqro—smqro)—><p
o 0q q q
_4mihVy o

~

7 (grocosqro —singry)p’ X p (310)

In conclusione ’ampiezza di Born come operatore nello spazio degli stati di
spin ¢

2m Vg
f(@) = h2q3

igh®> _ - H)

O xp) 7)) (1)

(singrg — qrocosqry) (1 —

La sezione d’urto differenziale per particelle nello stato iniziale con spin
definito lungo la direzione p'x p’ & dunque
do(9)  4m?Vy
Q) RAgs

g% h* p? sin? 9)
16 m*

(singroy — qrocosqry)? (1 + (312)
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Problema 2

Abbiamo
2% -0=r(cosfsinfe’®o_+cosfsinfe? o, + cos’Oo3) =
=7 (cos@ sinfe'®o_ +cosf sinfe"? o, + cos?0o3) =
/87

= 1—57‘|:Y'210' +Yé 10'++ \/7}/00—\/>Y20 0'3 313)

dove .
oy = 5(01 +i09) (314)
Pertanto gli elementi di matrice (n,l,m|V (¢)|0,0,0) sono diversi da zero solo
per Il = 2,m = —1,0,1 el = m = 0. Poiché il primo livello eccitato con

n =1 hal =1, le ampiezze di transizione al primo ordine dal fondamentale
al primo livello eccitato sono nulle. Gli elementi di matrice non nulli sono
dunque

2
(2,0,0[2]0,0,0) - o = \f

/dTT R20 Roo

<2 2 0|Zl’|0 0 O 0 = ——0'3\/>/d7”7“ R22 ROO
- 87T 3
(2,2,£1]2%]0,0,0) - 0 = 15 o7 drr Ras R (315)
0

Determiniamo R,,; per 'oscillatore armonico isotropo partendo dalle fun-
zioni d’onda nella base degli oscillatori ¥y, n,n,. Posto

h
A=1\/— (316)
mw
abbiamo
1 r2 1
= — e 222 = R
1/10,0,0 7'(% A% 00\/@
s 11 [29;2 1} a2 11 [22/2 1] 2
= — — 1| e 2a = — — 1] e 2x
O VRN TR VLN
1 1 1222 _r2 1 2zy _ -2
¢0’0’2:7Ti)\§ﬁ[>\2 — 1] e 22 1/11,10 W% %Te 32
1 2xz _2 1 2yz _»2
¢1,0,1=m 2 ° 222 wo,l,lzm z © 233 (317)



Da queste espressioni deduciamo

1 1 1 27”
\ ) NG 12,00 + Y0,2,0 + 10,02 T3
1
=R
2 7=
12,2,0) = —6<¢200+¢020—2¢002>=

1 1 2(x2+y2 22%) .2

= e2)\§:

1 . 1 V2(@+iy)z _.2
|2’2’i1>zﬁ<¢101i1%’1’1)_Wi)\g ( 2 ) e 232 =
15 (x %2
~ Ry 22 23/)
T r
In conclusione
2 2
ROO(T) = ﬂ-i /\% e 22
V2 272 2
RQQ(T) = \/§7Ti A% [ \2 3] e 22
4 T2 r2
R = - — 2
=)= = a et
Pertanto
RO 2 2
drr R20 Rog = — A dT?“ R22 R[)O =84/—\
0 3m 157
e quindi

(2,0,0]2£]0,0,0) - o = (5) "o\

- 32 2
(2,2,0020,0,0) -0 = — 154/ 593\
32

(2,2, +1|2 £(0,0,0) - o = %A
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Le ampiezze di transizione diventano

4 _ Vg)\<2>§ e — 1
000—200 — I 3 g3 2 hw
y _VOA32\/§ gl2wr _
000220 = 7 95 V373 T o he
VoA 32 €297 —1
Apoo_ = — — _ 322
000—22+1 I 15 Ox 9 H o ( )

La probabilita di transizione nel livello n = 2 a partire da uno stato con spin
definito con n = 0 ¢ in definitiva

VEN sinfwT //2\3 2-322 322
Py W SOT () 282 B
L2 w272 \\3 3-152 152
V@A sin®wT 448

_— 323
L2 w272 45 (323)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 19/02/2007
Problema 1
Si consideri la diffusione di una particella di massa m e momento k nel
potenziale

2mr? r<a

0 >
V(r) :{ Ko o (324)
dove o« > 0 ¢ una costante reale.

Domanda 1

Si calcolino le ampiezze parziali di diffusione f; di momento angolare [ = 0
ed [ = 1 all’ordine piu basso non nullo nell’espansione di bassa energia.
Domanda 2

Si calcoli I'ampiezza di Born di diffusione come serie di potenze nel
parametro ak (¢ sufficiente esibire esplicitamente i primi due termini di
questa espansione). Si verifichi la consistenza del risultato con quello della
domanda 1.

Problema 2

Un atomo d’idrogeno si trova al tempo t = —oo nello stato fondamentale
(n=1,1=m = 0). L’elettrone ¢ sottoposto al campo elettrico dipendente

dal tempo
7 y&o
E(t) =
1+ 5

(325)

dove ¢ e il versore lungo 'asse delle y e 7 > 0 e una scala temporale.

Domanda 1

Si calcoli la probabilita che I’elettrone si trovi nel livello eccitato con n = 2
al tempo t = oo al primo ordine in teoria delle perturbazioni. (Puo essere
utile ricordare che [°0 €t — relel)
Domanda 2

Quanto vale questa la probabilita se & = 10%volt/cm e T = 107 1%sec? E
applicabile la teoria delle perturbazioni in questo caso?
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Prova Scritta del 19/02/2007: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Per r < a I’ equazione d’onda per la funzione radiale y,(r) &

I(l4+1)+«
2

X (r) + <k2 - ) xi(r) =0

Per k% = 0 la soluzione di quest’equazione ha la forma r¢ dove ¢
cle=1)—(0{I+1)+a)=0
da cui

q=1+\/(l+3)2+a

La soluzione regolare per r = 0 ¢ dunque
Xl(r,k2:O):Aerl+ r<a

Il valore della derivata logartimica per r = a ¢

rx(rk) L 2
AL — et Ok
Xl<r7k:) 1 ( )

(326)

(327)

(328)

(329)

(330)

Confrontando col valore della derivata logaritmica della soluzione libera per

r > a otteniamo

(ak)** cot gy l+¢f )
= O((ak
QDI+l I+l—c | ((ak))
L+ [T+ o
= 2+ O((ak)?
1— 1+ Ozl + ((a ))
(1+3)?
Dunque per [ =0
¢y 1++v1+4o
k t6 = 0 +O k}2 :—+O k2
ak cot dg —c ((ak)?) T ((ak)?)
e
1—+v1+4
Jo= - oo O(ak)

akcotéo—iak:a1+\/1+4a+
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Per quanto riguarda [ = 1

B3 cots,  L+a/l+4e
o )300 L= L+ 0((ak)?) (334)
1— /1422
da cui
1— /14242
3fi=alak)’ ————=+0((ak)? (335)
1+,/14 2%

Espandendo il risultato per cot d; al primo ordine in « otteniamo

f = (a k)* V (t+3)?
20-D 20+ DN 1 /1 =
( M+ * (I+3 )2

(ak)*!
B CTES I I ES (336)

In conclusione

fo=—aa+---
(a k)’
32
sono i risultati perturbativi per le ampiezze parziali.
Domanda 2
L’ampiezza di Born si scrive

“drsingr a/“qda: sin x
q

3fi=—ax + - (337)

fBorn = -« - =
o " g
)

=2 fag= 2"+ Ot

X

——aal- <“1q8) +0((ag)")] (338)

dove p
aq:2aksin§ (339)
(aq)? =2(ak)®(1—cosb) (340)
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Pertanto

(ah)’ | (ak)
9 * 9

fBorn = —aoz[l - cosf + O((aq)*)

in accordo con l’espansione in ampiezze parziali

f=fo+3f1cosf—+---

Problema 2

La perturbazione dell’Hamiltoniana e

Si tenga presente che

/2
¥y_ sin @ sin ¢ = ?ﬂ <Y1,+1 + Y17_1>
r

L’elemento di matrice rilevante si scrive allora

o0 2
(2,1, £1[y[1,0,0) Z/drrng(?”) Ryo(r) ?ﬁ X
0
1
« / A0y (Vi Y1) = =

vam
o 1
= [ drr®Ry (1) Rio(r) —=
/0 21( ) 10( )\/6
B 2ap 1 27

IR

dove ap ¢ il raggio di Bohr.
Le ampiezza di transizione non nulle al primo ordine sono

ieag& 27 [ dteiwt

A . = - — —_—
|0,0,0)—|2,1,+1) i 35 o 1+ %
tLeap 50 27 —wa1 T
= — T TeE
h 35

(341)

(342)

(343)

(344)

(345)

(346)



dove il risultato per l'integrale temporale si puo ottenere, per esempio, col
metodo dei residui, e

1 ¢ 3e?
=7 = 347
wn = 4" 2hap  8hap (347)
Pertanto la probabilita di transizione al livello n = 2 ¢
02 g2, £2 914 L
o211 = 25— 355 (7)o 5 (348)

Domanda 2
Esprimiamo la probabilita di transizione in termini della scala di tempi
atomica naturale Tgp,

Ik _ ABohr _ 0.53-107% x 137
met  ca 3-1010

TBohr = sec~2.42-10""sec  (349)

Dunque, poniamo

T = ~ 4.1 (350)
TBohr
Tenendo conto che .
Epopr = ~ 27.21ev (351)
TBohr

e dunque
eap& _ 0.53- 1078106

Egonr 27.21

ci aspettiamo che la teoria delle perturbazioni del primo ordine sia affidabile.
In effetti la probabilita di transizione si scrive

~1.95-107* (352)

~
~

eag&o\2 2P 7% , s
Poooy—p1sn = (5 TR
Bohr

~ 3.79-107% x 548 x 0.78 ~ 1.62 - 10" (353)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 18/04,/2007

Problema 1
Un oscillatore armonico bi-dimensionale
N 2 ]52 mw? 32
Hy = L L 354
" Zom M (354)
e soggetto alla perturbazione
V= grias (355)

Domanda 1

Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale fino al secondo
ordine in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Calcolare la correzione al primo livello eccitato al primo ordine in teoria
delle perturbazioni.

Problema 2
Un oscillatore armonico uni-dimensionale di frequenza w e sottoposto alla
perturbazione dipendente dal tempo

V(t) = _ZZX Q2iwt 2 _ o—Ziwt (aT)Q] (356)

dove a ed a' sono gli operatori di creazione e distruzione.

Domanda 1

Scrivere ’equazione di Schrodinger per ’evoluzione temporale della fun-
zione d’onda 9 (t) nella pittura d’interazione.
Domanda 2

Si supponga che al tempo ¢t = 0 'oscillatore si trovi in uno stato coerente
|a), con a|a) = a|a), dove a € un numero complesso. Si calcolino, al primo
ordine in teoria delle perturbazioni, le ampiezze di transizione al tempo ¢,
negli stati [n) di livello n.
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Prova Scritta del 18/04/2007: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

Riscriviamo l'interazione in termini dei creatori e distruttori a;, aj-,
1 = 1,2 relativi alle due coordinate

V =g\ (a1 — al)® (ay — a})* =
=gMN @+ ()2 =2N — 1) (a2 + ()2 —2N, — 1) (357)

con

dove Ni, 1 = 1,2 sono gli operatori che contano il livello. Abbiamo
V1]0,0) = g\ (a? + (a])? — Ny — 1) (V2]0,2) — [0,0)) =
= g\ (212,2) — v2(0,2) — v/2]2,0) + [0,0))
Pertanto la correzione del primo ordine all’energia del fondamentale e
EY =g\ (358)
e la correzione al secondo ordine

2\ 14 2 2 3g2 A8
g _ Y _
0 hw [ ] hw (359)

4 2+2

Domanda 2
Abbiamo

=g\ (V2v2-3)3,2) —3- V2|1,2) — V2-3(3,0) + 3|1,0))
ed analogamente
V100,1) = g M (vV2v2-3]2,3) — 3v2]2,1) —v2-3]0,3) + 3]0,1))

Pertanto la matrice di V ristretta al sottospazio degenere di livello 1 e diag-
onale ed al primo ordine la degenerazione non e rimossa

EM =3¢\ (360)

NOTA: 1l livello rimane degenere a tutti gli ordini perturbativi. Un modo di
capirlo € notare che il potenziale ¢ invariante sia per la trasformazione P
che scambia a; con as, che per la riflessione I; che manda a; — —aq, e che
P;s non commuta con I;.
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Problema 2
Domanda 1
Il potenziale nella pittura dell’interazione ¢ indipendente dal tempo

Vilt) = =5 [a* = (al)] (361)

e 'equazione di Schrodinger diventa

O Vine(t h
ih 1/} t( ) _ _Z X |:a2 . (CLT>2] wznt(t) (362)
ot 2
Domanda 2
Sia (t = 0) = |a). L’ampiezza di transizione al primo ordine in uno
stato di livello n al tempo t e

Af;§_>|n>(t):<n\a>—§ /0 dt'(n|[a® — (a')?]]a) =
= (nla) — 5 t(nfla® — (a')?]|or) =
i [ Q" Xt o, xtyn(n—1)a"?
= et [ == ) 4 e ]
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 08/06/2007

Problema 1

Si consideri un elettrone di un atomo di idrogeno sottoposto alla seguente
perturbazione R

Viert = A f(r) 2y (364)

dove f(r) = e " ¢ una funzione della coordinata radiale r.
Domanda 1

Si determini il numero di livelli in cui si separa il livello n = 2, al primo
ordine in teoria delle perturbazioni. Si calcolino le separazioni dei livelli con
n = 2 ed i rispettivi autostati approssimati.
Domanda 2

Si prenda a = 1/app, e si considerino i valori per A\: 1) A = 101% eV /cm?;
2) A = 10'%eV/em?. Si discuta la validita del calcolo del primo ordine in
questi due casi. Si calcolino le separazioni dei livelli al primo ordine nel caso
in cui questo sia significativo.

Problema 2

Una particella di massa m si trova dentro una cavita tri-dimensionale di
raggio R:

0 perr < R
Vir) = { 00 perr > R (365)

Domanda 1

Si termino i primi tre livelli del sistema, le loro degenerazioni e le cor-
rispondenti autofunzioni. (NOTA BENE: Puo essere utile sapere che i val-
ori numerici approssimati delle soluzioni positive delle equazioni algebriche
1—x cotx =0e3—a2—3z cotz = 0 sono, rispettivamente, {4.49,7.73,...}
e {5.76,9.10,...})
Domanda 2

Si supponga che al tempo ¢t = 0 la particella si trovi nello stato fonda-
mentale. Per ¢ > 0 viene accesa la perturbazione

V(t)=pBe" (x —y)’ (366)

Al primo ordine in teoria delle perturbazioni quale dei primi due livelli eccitati
puo essere popolato? Si calcolino i rapporti tra le probabilita di transizione
nei vari stati degeneri corrispondenti ad un dato livello.
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Prova Scritta del 08/06/2007: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Notiamo che

Vpert = —i \/%A F(r)r? [Ya2(0, ¢) — Yo 2(0. )] (367)

Pertanto K
Viert|2,0,0) (368)
¢ una combinazione lineare di stati con | = 2 e m = £2. Pertanto
(2,1, m|Vpert|2,0,0) = 0 (369)
Inoltre .
Viert|2,1,0) (370)
¢ una combinazione lineare di stati con m = 2. Pertanto
(2,1, m|Vpert|2,1,0) = 0 (371)
Infine R R
(2,0, 1| Vpert|2,1,1) = (2,1, =1|V}pert|2,1,—1) = 0 (372)

e gli unici elementi di matrici non nulli rilevanti per il calcolo del primo ordine
SONo

<27]-71|‘/pert|27]-7 < 1“/[)ert|27171>
2
i3 /drf 4| Ry ()2
< / dwlew,qs) Yorl0,0)Vi (0,)=iA  (373)

con A reale. Al primo ordine, pertanto, gli stati |2,0,0) e |2, 1, 0) rimangono

degeneri ed il corrispondente livello ¢ quello imperturbato E . Gli altri due
autostati sono 1

—=l2,1,1) 2,1, -1)] (374)
\/_

ed i corrispondenti autovalori dell’energia sono E )+ A

Yt =
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Calcoliamo A:

/ QYT (6, 6) Yan(6,0) Vi _1(0,6) =

\/ 1> / df sinf sin® 0 sin’h =
32
B \/327r 15 \/ (375)

/dre ar 4’R21 — Bohr/dpe aaBo;”ppélpZe P
0

30a%,,
- bonr 376
(1 + « aBohr)7 ( )

/ 2 7T / 30 aBoh’r — 6A a2Boh7" (377)
107T 1 +aaBohr (1 +QaBohr>7

Inoltre

In conclusione

Domanda 2
3-210716
A= —oEgr Axem? ~1.2-10718 X x em? (378)
Nel caso 1)
A=12-107%eV (379)
e nel caso 2)
A=1.2-10"%eV (380)

In ambedue i casi A € considerevolmente piu piccolo della separazione di
livelli, e quindi la teoria del primo ordine e abbastanza accurata.
Problema 2
Domanda 1
L’equazione di Schréedinger radiale & quella libera. Pertanto le soluzioni

regolari in r = 0 sono
d siny

Ry (r) = 381

dovey=kre
= 2]{2’[ 382
m 2m (382)
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L’equazione che determina gli autovalori dell’energia ¢

Ry, 1(R) =0
Per [ = 0 abbiamo _
sin y
Ryo(r) =
ko () )
e dunque
sinkg R=10
che ha soluzioni
kyR=m2m 3m, ...

I livelli piu bassi corrispondenti sono

h2
Eyg=-——n
10 QmR(%7r
h2
By = —— 47’
T 2mR2 g
Peri=1 _
Ry (r) = cosy — Y
da cui

kl RCOtklR: 1

le cui prime soluzioniapprossimate sono
ki R =4.49,7.76, ...

Dunque il primo livello eccitato e quello con [ =1

h2
= —— = 4.49...
11 Qng Y1 Y1

Per [ =2 ) )
_ 3siny  3cosy siny

Rk2<7”) =
y? y? y
Pertanto I’equazione agli autovalori diventa

3—3ycoty—y>=0
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le cui prima soluzione positiva e
Yo = 5.76. .. (393)

Il secondo livello eccitato e pertanto quello con [ = 2

h2

I = 394
27 om R(Q) Y2 (394)
La sequenza dei primi livelli ¢ dunque
E10 < EH < E12 < E20 < - (395)
Domanda 2
Si noti che
2 16
2?4y’ = 24 ) T Yag) (396)
3 5
mentre

20y = —i24/ 21—;T 12 [Ya2(0,¢) — Ya (0, 0)] (397)

Dunque al primo ordine sono possibili solo transizioni dal fondamentale agli
stati del secondo livello eccitato con [ = 2 e m = 0,£2. Gli elementi di
matrice rilevanti sono

) 1 167 [
(1,2,0[(x — y) |1,O,O>:3\/H A drr®Rya(r) Rio(r) =
2 R
=37 /0 drr* Ria(r) Rao(r)

2 [J2rn [R
<]-> 27 :|:2|([L' - y)2|17 07 0> = T E E / d’T”I“4R12(T) RlO(T) =
0

i2 [,
-3 /0 drr* Rus(r) Ruo(r) (398)

I rapporti tra la probabilita di transizione in uno dei due stati |1,2, £2) e lo
stato |1,2,0) & dunque

(399)

P10,0y—1,2,42) _ 4-9-5 §
Pi1,0,0y—]1,2,0) 30 -4 2
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 02/07/2007
Problema 1
Una particella uni-dimensionale di massa m si muove nell’ intervallo
[—a, a] della retta reale, con a > 0. Al tempo t = 0 la particella si trova
nello stato fondamentale. Per 0 < ¢ < 7 viene accesa una perturbazione

_J=A(x) perO<t<T
Vit = { 0 pert > T (400)

Domanda 1

Si calcoli la probabilita al primo ordine in teoria delle perturbazioni che
al tempo ¢t > 7 la particella si trovi in un dato stato eccitato
Problema 2

L’elettrone di un atomo di idrogeno e sottoposto ad un campo elettrico
uniforme diretto lungo ’asse delle z ed ad un campo magnetico diretto lungo
I'asse delle x. Si consideri l'interazione corrispondente (si trascura lo spin

dell’elettrc )ne)
A B
V (&

- L E 401
2mcx+ez (401)

come una perturbazione.
Domanda 1

Si determini l'effetto di V; al primo ordine in teoria delle perturbazioni
sui livellin =1 ed n = 2.
Domanda 2

Al tempo t = 0 I’atomo si trova nello stato fondamentale. Per ¢ > 0 viene
accesa una perturbazione dipendente dal tempo

Vi(t) =e&ze (402)

Si calcolino le probabilita di transizione al primo ordine in Vi ai vari livelli
nei quali il livello n = 2 si divide a causa dalla interazione V.
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Prova Scritta del 02/07/2007: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Le autofunzioni normalizzate imperturbate si scrivono

1 k
w((;r’k):—cos T k=1,3,5,...

Vva 2a

—k 1 . kmx
w(() ):%SIH %a

La perturbazione e pari rispetto alla riflessione + — —x: quindi le tran-
sizioni dal fondamentale, che & pari, permesse al primo ordine sono quelle in
stati pari. Poniamo

k=2,4,6,... (403)

BY —EY  ha?
~ 8ma?

(k* —n?) (404)

Al primo ordine 'ampiezza di transizione e

/I; 1k ) ! W 1
Ay = P NSy U [ drent =
0
A , 8 lam ewm™ —1
_ QW T _ 1) _
hawg w2 h2 k2 —1

La corrispondente probabilita e

(405)

c 2 WEIT
1) 256 A2 a?m? sin LR
e T (406)

Problema 2
Domanda 1
L’azione di L, = 5(L; + L_) sugli stati con n =2 ¢

L, 12,0,0) = 0
h

h
~12,1,0
ﬁl )

h
L,[2,1,0) = —2|2,1,1) 1,—1)

h
+ ]2
Nok
h
Lo [21,1) = —5[2,1,0)
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mentre gli elementi di matrici non nulli della perturbazione elettrica sono
(2,0,0/z]2,1,0) = (2,1,0|2|2,0,0) = 3 aponr (407)

La perturbazione sul livello fondamentale n = 1 e chiaramente nulla, quindi il
livello non viene perturbato al primo ordine. La matrice della perturbazione
sul multipletto con n =2 e

0 o 0 O
la 0 B B
Vo = 03 0 0 (408)
0O B 0 0
dove B
e
a=-3e¢eFEaponr = — 409
ol & 2men/2 (409)
Gli autovalori della matrice della perturbazione sono
AEl == AEQ =0 AE374 =4 0[2 + 2ﬁ2 (410)

Una base (non ortonormale) del sottospazio di dimensione 2 il cui autovalore
rimane imperturbato al primo ordine e

1

mentre gli autostati corrispondenti agli autovalori Eéo) + \/a? + 232 sono

1
V3a = ————(|2,0,0) F /a2 +2322,1,0) +
1= S R.0.0) F VTR 2210

(812,0,0) — 2,1, £1)) (411)

Domanda 2
L’ elemento di matrice non nullo di z rilevante &

(2,1,0[2]1,0,0) = (Y19, cos 0 Yoo) / dr1° Ry (r) Rao(r) =
0

A Bohr > 4 -3 2 28 A Bohr
= Y10, Y d e 2” =
\/g ( 1,0 1,0) A PP 9 \/6 \/535
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Le ampiezze di transizione negli stati v; o sono nulle. Posto

/ ~2 2
:§EBohr:|: « +26 (413)

4 h h

W+

Quelle negli stati vs 4 sono

’iego *° t
Al 0.0) v s = F——=(2,1,0/2]1,0,0 Tt —
|17070> 3,4 :Fh \/§< |Z’ > /0 €

iTego 28 QA Bohr 1 27 1T 650 A Bohr

::Ff\/ﬁ 35 /2 1—iwi7'_:F3_51—iwi7' h

Le probabilita di transizione

214 7-2 62 gg a%ohr
P|1,O,0>—>v3,4 = ﬁl I W:Qt 72 K2 (414)
Il rapporto tra le due probabilita e
|170’0> 3 CU+ T (415)

Piooy—v, 1+w?7?
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 23/07/2007
Problema 1
Una particella di massa m si muove in un intervallo uni-dimensionale di
lunghezza L. Al tempo t = 0 la particella di trova nello stato fondamentale.
Viene accesa una perturbazione dipendente dal tempo

_JV(z), per0<t<rT
V(t)_{o pert>T1 (416)

dove V() ¢ la funzione

| =Vo, per0<|z|<a/2
Viz) = {0 per |z| > a/2

e Vo una costante, a < L e l'origine delle x & presa al centro della buca.
Domanda 1

Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni ciascuna delle
probabilita che al tempo t > 7 la particella si trovi in uno dei primi 3 stati
eccitati.

Si ricavino i valori numerici delle probabilita per: m massa dell’elettrone,
L =10 8m, a = 107 2em, V, = 10%V, 7 = 5 - 10 ¥sec. Si discuta la
validita dell’approssimazione del primo ordine in questo caso.
Problema 2

Una particella di spin 1/2 e di massa m diffonde nel potenziale

(417)

Yo Jg5- 7 7] < a
V(x7p7§)_{0 |f| > a

dove 7, p, § sono rispettivamente gli operatori coordinate, impulsi e spin della
particella, e g una costante.
Domanda 1

Si calcoli la sezione d’urto differenziale di Born per una particella nello
stato inziale di spin definito lungo la direzione del moto, senza misurazione
dello spin finale.
Domanda 2

Si calcoli la sezione d’urto differenziale di Born per una particella con
spin definito lungo la direzione del moto sia nello stato inziale che in quello
finale.

(418)
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Prova Scritta del 23/07/2007: Soluzione

Problema 1
Le autofunzioni normalizzate imperturbate si scrivono

k=1,3,5,...

_ 2 k
% ’k)Z\/Zsin Zx k=

2,4,6,...

(419)

La perturbazione e pari rispetto alla riflessione x — —x: quindi le tran-
sizioni dal fondamentale, che e pari, permesse al primo ordine sono quelle in
stati pari. Pertanto le probabilita di transizione al primo ed al terzo livello

eccitato sono nulle. Poniamo

_ hn?
2m L2

(k* —n?)
Calcoliamo I’elemento di matrice rilevante

V) = 2P [ e T o T -

L 704/2 L
4V 3 Ta Ta
= ——— cos” — sin —
s 2L 2L

Al primo ordine 'ampiezza di transizione nel secondo stato eccitato

1 T .
Do = 05 V@) e [ arein =

0
_ (w((]-h?))’ V(LT?) w((]—hl)) (eiw31 T 1)
hws

La corrispondente probabilita e

) 64VE sma . ,ma . w3 T
Py 4 = —5— cos’ -— sin” —— sin
T 2L 2L 2
Inseriamo 1 valori numerici: a
—=10"
L
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abbiamo

3 1 4 Ta Ta 4dma
(5™, V(@) o) = VO—COSS o7 Sngp A —Vo;ﬁ
~—2V,107* = —2.0ev (425)
mentre
h? 2 h? 2T QBopr \ 2
hg = 32 _1) = ( ° )
a1 2m L2 ( ) ma%. . L
3.331078\2
~ 2 x 13.6 ev X (—) ~ 301.6 ev (426)
10-8
Inoltre
h 1 agonr 0.53 _
Thopr = = = IBohr 137 x =22 10718 sec a2 2.42107 T sec  (427)
EBohr « C 3
(&
472 CLQBOhT T
W T = L2 TBohr
3.33107% , 5 x 10718 ) )
~~ ~ 3. 207107 = 2.2
(o= ) 2agqow = 333 ¥ 20710 !
Dunque otteniamo
w (+,3) V 1/}(+,1) L wa T
T R (T L TN
~ (ﬂ) 3.32 ~ 1.46 10~ (428)
“\3016/ 7T

molto minore di 1, per cui I'approssimazione del primo ordine e affidabile.
Problema 2
L’ampiezza di diffusione di Born &

mg . oz

=9 5, T (429)
dove
) PETe 7T = Vq*/ Pre T =
|Z|<a |Z|<a



- 14
=iVyg [—;T(sinaq—aq cosaq)} =
q

0 |:47T( . ) q
=1—|—F%I(slmaq —aqcosaq)| — =

a Q3 }q
4 - =

= 7T;q(i%aqcosocq—3s.inanrCL2q2S'HWQ)EZLMJF(Q)
q
e dunque
orn ngF(] 7 7l
fgo - _T() O¢'c - (4 (430)

Domanda 1
La sezione d’urto differenziale ottenuta sommando sugli stati finali per
spin iniziale o ¢

dO.Born o m2 F2 2
( ) = (q)g 250'0'/ : iaa’a : q_’:

ds) h2 ~

m*F*(q)g* . .. m? F?(q) ¢° 1.,
e #(O’ . qU . (j)oa = #ql qJ _({O— 70-]})0-0- —

h h 2

m* F*(q) ¢* ¢*
R

m2 a2 ,
= ey (3aq cosaq—3sinaq+a’q® sinaq) (431)

La sezione d’urto sommata sugli stati finali non dipende dallo spin dello stato
iniziale.

Domanda 2
Poniamo
p=p[(0,0,1)  p' =p|(sind,0,cos0) (432)
per cui
7= —|p| (sind,0,1 — cosb) (433)
e

) F
fBorn — M (sin@ o+ (1 — CoSs 0) o’z) (434)

Prendiamo lo stato inziale con spin +1/2 lungo z:

fBorn |+> — ngpF(q)

- (sin@|—) 4+ (1 — cos0) |+)) (435)
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Lo stato finale ha spin definito +1/2 lungo 'asse ];7 :
)

b U|fi> = (sinf o, +cosbo,)|f) = *|fs)

Pl
Dunque
6 .0
|[f) = cos 5| &) £sin o |F)
Pertanto
orn im qu 4 .0
(Fal o ) = IR (0 B i )
X(sin@|—) + (1 — cos ) |+)) =
= imgp Flg) (cosg(l —cos ) —|—Singsin9)
h 2 2
_i2mgpF(q) . 0 .
= > sm2s1n€
orn ngqu 0 1 6
oy = IR o B i D)
X(sin@|—) + (1 — cos ) |+)) =
_imgpFa) (O i sl
= - (c03281n9 sm2(1 cosf))
_i2mgpF(q) . 0
= 2 31n2<30$9

e le sezioni d’urto differenziali

do_Born(+%_>f+) _ 4m292p2F2<Q) : 20

9 G
daBorn(_i_% _>f_) 4m2g2p2F2(Q) . 20 2
- _ = sin 2 cos“ 0

Notiamo che, tenendo conto che ¢ = 2 psin g, abbiamo

dO'BOTn(‘i_% N f:l:) _ 4m2g2p2F2(Q> s 2 4

d§) h? 2
m? g% ¢* F?(q)
-reds 9

in accordo con la risposta alla domanda precedente.

J+
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2

Sl — =
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 04/09/2007
Problema 1
Una particella di massa m e carica e si trova in una scatola cubica di
lato 2 L nello stato fondamentale. Al tempo ¢t = 0 viene acceso un campo
elettrico uniforme lungo ’asse delle z:

E(t) = Ege@! (439)

con a > 0.
Domanda 1

Qual’e la probabilita, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, che al
tempo t = oo al particella si trovi nel primo livello eccitato?
Domanda 2

Calcolare il valore numerico della probabilita nel caso in cui la particella
¢ un elettrone e

Ey=10%volt/em  L=10"%em  «a=10"7sec™ (440)

Problema 2
Un elettrone in un atomo di idrogeno si trova nello stato |2,0,0). Al
tempo t = 0 viene accesa un campo elettrico uniforme lungo 'asse delle z di

frequenza w
V(t) = —e& z sinwt (441)

Domanda 1

Si calcoli al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita di
occupazione degli stati di livello n = 2 al tempo ¢ > 0.
Domanda 2

Trascurando tutti gli stati di livello diverso da n = 2, si calcoli la proba-
bilita di occupazione degli stati di livello n = 2 al tempo ¢ > 0 senza utilizzare
I’approssimazione perturbativa.
Domanda 3

In quali condizioni ’approssimazione alla Domanda 2 rimane valida men-
tre quella perturbativa ¢ inapplicabile?
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Prova Scritta del 04/09/2007: Soluzione

Problema 1
Le autofunzioni dell’energia della particella nella buca sono
1 mngx . mnyy . mn.z
no ny . (L, Y, 2) = —5 sin sin sin 442
dove n., n,,n, sono interi positivi. I corrispondenti livelli di energia sono
h? 7

Lo stato fondamentale corrisponde a ;3. II primo livello eccitato e tre
volte degenere, e gli stati corrispondenti sono 511, Y121 € V112
Il potenziale corrispondente al campo elettrico uniforme e

V(t) = —e Epre ! (444)

Gli elementi di matrice della perturbazione tra il fondamentale e gli stati
Y121 € Y112 sono nulli. Quello con lo stato 1271 €

E 2L
—e€ Eo (w27171,$¢17171) = —e—LO ; dl’l’ Sin% sin% =
€ EO 4 L2 8 32elL EO
— 7" (D) === 445
L 72 ( 9) 972 (445)
Posto 5 5 —_—
2,1,1 — £4111 ™
= s = 44
“ h Sm L2 (446)
abbiamo per I'ampiezza di transizione al primo ordine
1 32eLEy [ _. 321 elL Ey
A - =——— dte~(@iwt — _ 447
LLD=@LD = 75 "9 /0 ¢ 902 Ha—ia) (7

e per la probabilita di transizione al primo livello

210 62 L2 Eg
Paiy—@1,) = 3t 12 (0 + o) (448)
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Domanda 2
Per un elettrone

h? n? ohr '\ 2
=0 (“B U ) ~ 13.6 ev x 0.53% = 3.82 v (449)
2mL?  2masy,,, L
Quindi
3 2
hw ~ 3.82¢ev —Z — 2898 ev (450)
Inoltre, posto Egon,r = ”;;4 ~ 27.2 ev, abbiamo

h . QA Bohr -~ 0.53 10_8

_ _ —17
TBohr = o o 31010 137 sec = 2.42107 "' sec (451)
Dunque
h —17 1017
ha = A TBohr = EBohr @ TBohr = 27.2€v X 2.420-107""10"" = 65.82 ev
TBohr
(452)
Infine
eL FEy~10° x 107 % ev = 10 2ev (453)
In definitiva
210 1074
Pann-ean ® 35535+ oo — 0180 X 1.949 107° =2.53107"
(454)

Problema 2
Domanda 1

Le ampiezze di transizione al primo ordine sono proporzionali agli ele-
menti di matrice di z. L’unico elemento di matrice non-nullo ¢

(2,1,0]2]2,0,0) = 3 apon, (455)

Quindi al primo ordine in teoria delle perturbazioni i soli stati occupati sono
12,1,0) e |2,0,0). L’ampiezza di transizione &

A(l)

12,0,0)—/2,1,0) (t)=— o (1 —coswt)

(456)

13 eapohr Eo /th, sinwt — i3 € apohr &o
0 hw
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e la probabilita

2 2 2
2 _ 36¢e” apo, & . 4wt

2.2 2
(1) ~9e  apgon, &
B T2 2 72 2 s o (457)

12,0,0)—2,1,0) (t) = 2 (1 —coswt)

Domanda 2

Nell’approssimazione in cui trascuriamo gli stati con n # 2 il problema si
riduce al sottospazio bi-dimensionale generato dagli stati |2,0,0) e |2,1,0).
Decomponendo lo stato al tempo ¢ in questa base

W) = ai(t)|2,0,0) + a2 [2,1,0) (458)

le equazioni di Schréedinger diventano

ihay(t) = —3e& aponr az Sinwt
ihag(t) = —3& eapon a1 sinwt (459)
Posto
as(t) = ay(t) £ aq(t) (460)
abbiamo
ihay(t) =F3e& aponr as sinwt (461)

da risolvere con le condizioni iniziali
ar(0) =1 (462)

Le equazioni si risolvono per separazione delle variabili

au(t) = TR s 1) (463)
per cui
ai(t) = M = COS [&Zﬁlgm‘(mswt — 1)]
as(t) = M = —i sin [&f‘i}smﬂ(coswt - 1)}

e le probabilita di occupazione dei livelli corrispondenti sono

Py (t) = cos? [W(wswt — 1)]
Py(t) = sin? [@(Coswt - 1)} (464)
w
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La validita del calcolo perturbativo richiede non solo che
e &y aponr K Eponr (465)
dove Epp, € la differenza di energia tra i livelli n = 2 e n = 1, ma anche che
€& agonr <K hw (466)

L’applicabilita del risultato ottenuto in Eq. (464) non richiede invece (466)
ma solo la (465).
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 20/12/2007
Problema 1

Al tempo ¢t = 0 un atomo di idrogeno si trova nello stato eccitato |2, 0, 0).
Nell’intervallo di tempo 0 < ¢ < 7 I'atomo ¢ sottoposto ad un campo elettrico
uniforme diretto lungo 'asse delle z di intensita £.

Domanda 1

Si calcolino, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, ciascuna delle
probabilita che al tempo ¢ > 7 ’atomo si trovi in uno degli stati con n = 2.
Domanda 2

Si calcolino le stesse probabilita di transizione nell’approssimazione in
cui si trascurano tutti gli stati con n # 2, senza ulteriori approssimazioni. Si
discuta la relazione tra questa approsimazione e quella della domanda 1.
Domanda 3

Calcolare il valore numerico delle probabilita nel caso in cui

£ =10%volt/cm 7 =10""sec (467)
Problema 2
Un oscillatore armonico unidimensionale di frequenza w descritto dalla
Hamiltoniana
AR g 468
Hy=—+-
0T o, TR (468)

si trova al tempo t = 0 nello stato coerente |a) di ampiezza o. Per ¢t > 0
viene accesa la perturbazione

E
V(t) = % (% sinQQt —x coth) (469)

Domanda
Si calcoli al primo ordine in teoria delle perturbazione la probabilita che
al tempo ¢ l'oscillatore si trovi nello stato fondamentale |0).
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Prova Scritta del 20/12/2007: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

L’unico elemento di matrice non nullo della perturbazione dipendente dal
tempo per t > 0 nel settore con n = 2

V(t)=e&lO(r—1t)z (470)
e quello tra lo stato |2,0,0) e |2,1,0):
<2a 170|Z|27070> = _3tho7’ (471)

Dunque al primo ordine in teoria delle perturbazioni

3ie& agonr [T 3ie&apop, T
Ap2,0.0)~[2,1,0) = TBh/ dt = TBh (472)
0
e 'unica probabilita di transizione non nulla &
3e& aonr T\ 2
P20,0)—2,1,00 = (—hB " ) (473)

Domanda 2
Per 0 < t < 7 gli autostati di H sono, nell’approssimazione in cui ci
limitiamo al livello n = 2 :
1

V2

con autovalori £y = Fy +3eapyn, £, dove Fy ¢ il livello n = 2 dell’atomo di
idrogeno imperturbato.
Al tempo t = 0 "atomo si trova nello statao

1

|£) (12,0,0) £12,1,0)) (474)

¥t =0)) =12,0,0) = —=(+) + =) (475)

Sl

2

Al tempo t =7
_iEQT
e h i3eapohr €T i3eapohr €T

e n +)+e -
R +) -)
iBpT 3€CLBO}W€T

h

3eapopr ET

h

12,0,0) — i sin 12,1,0))
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Per tempi t > 7 gli autostati sono nuovamente |2,0,0) e |2,1,0) e dunque lo
stato e

1Byt 3 ohr & .. 3 o T(c/’
W(t > 7)) = e (cos %p,o, 0) — i sin %B,LO))
Pertanto ’ampiezza di transizione per ¢t > 7 &
ikt 3 ohr &
A|27070>_,|27170> (t > 7') = —l e_% Sin % (476)
e la probabilita
. 9 3€apon ET
Pa0,0)—j2,1,0)(t > T) = sin® % (477)
Domanda 3
Abbiamo
3apon € = 1.59 - 10 %ev < Epopr ~ 27.2€v (478)

Quindi 'approssimazione della domanda 2 in cui trascuriamo gli stati con
n # 2 e giustificata. D’altra parte per la validita dell’approssimazione nella
domanda 1 € necessario anche che i tempi non siano troppo grandi:

3agonr £ T . 3agonr £ T N 1.59 - 10~ %ev T -
h " Eiowr TBowr  272ev  2.42-10"Ysec
~ 5.585-107* x 4.132 - 10* ~ 24.155 (479)

Dunque I’approssimazione perturbativa della domanda 1 non e applicabile.
In definitiva, usando le formule nella domanda 2 abbiamo

.P‘2’070>_>|2,170> (t > T) ~ Sln2(24155) ~ 0.69 (480)

Problema 2
Domanda 1
Scriviamo la perturbazione in termini dei creatori e distruttori a' e a:

z=iMa—a) p= i(cthLT) (481)
2\
dove
h
Ve (482)



Definiamo anche

h
A=\|—— 4
2mS) (483)
Dunque
Ey /A2
V(t) = u <7<CL +a') sinQt —iXa—a) coth) =
= eEO ( % sin Q¢ — z— cosQt]a+ [% stt—i—z% cosQt]a ) =
DR (s o)
(484)
dove
f(t)zésith—iicoth (485)
A A
La perturbazione nella rappresentazione dell’interazione ¢
E , A
Viult) = 52 (F() ac™" + (1)l ') (486)
L’ampiezza di transizione al primo ordine ¢
7; 6E t iwt!
Aty = (k) = 3 55° [(nlalo) [ at'pieyet=r +
0
t
+(n|a'|a) / dt' f*(t') ei“’t/}
0
Abbiamo
_lel? A
nla) =e” 2
(n]a) i
(nlafa) =~ F 4
nlala) = e 2
\/_
nfl
nla'|a) = e~
o) =¥ Vi
(487)
e



dove abbiamo definito

A
EZX Q:I::Qj:w (488)

L’ampiezza di transizione al primo ordine si riscrive pertanto

_lap? [ a” i eFEyra™tt [t

— / N —twt
A|a>~>|n> - \/—' h 2 |: \/—' 0 dt f(t ) e +

m/ e

Nel caso che lo stato finale sia il fondamentale abbiamo

kP deaBy U, e
Aoy =< F [1= 5 952 [arrwye=r] o

e per la probabilita

la eaFyh 1\sinQ_t
R = 1 R [ L

N <e _ 1) Sm& t” (490)

€
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 31/01,/2008
Problema 1

Si consideri la diffusione di una particella di massa m nel potenziale cen-
trale

h? 1
Vir)=—————— 491
(r) m a? cosh? z (491)
Domanda 1
Sapendo che I'equazione differenziale lineare
y'(@) + Ky + —5—y=0 (492)
cosh” z
ha come soluzioni linearmente indipendenti
yi(z) = ™% (tanh oz F i k), (493)

calcolare la sezione d’urto di diffusione della particella nel limite di basse
energie.
Domanda 2

Si valuti la sezione d’urto nel caso di un elettrone di energia £ = 3.4 -
10~2ev e a = 107 8¢m. E applicabile Iapprossimazione di bassa energia in
questo caso? Perché?
Problema 2

Una particella uni-dimensionale di massa m e di carica ¢ si trova in uno
stato legato che e lo stato fondamentale del potenziale

V(z) = —-2X0(x) (494)

con A > 0. Al tempo ¢t = 0 si accende un campo elettrico costante £ fino al
tempo t = 7 che interagisce con la particella secondo il potenziale

—qx& 0<t<r
Vi) = { 0 sts 495
(@) 0 t<0 t>r71 (495)

Domanda 1

Calcolare al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita che
al tempo ¢t > 7 la particella si trovi in uno stato dello spettro continuo con
energia compresa tra F e F 4 dFE.
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Prova Scritta del 31/1/2008: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
L’equazione di Schrédinger per la funzione d’onda radiale

Xo(r) =7 Rox(r)

1 1
" k2 - - =0
Xo(r) + k" xo + a? cosh?~ X0

Pertanto posto = £ abbiamo

d*xo(z)
dx?

1
k)? — 0 =0
+ (ak) X0+cosh2x X0

La soluzione generale di questa equazione e
Xo = Ay e’ * (tanha +iak) + A_e "% (tanha — i a k)
La condizione che y(0) = 0 da
A=A
Dunque possiamo prendere

Xo=2coskr tamhz +2aksinkr
a

Perr > a
Xo~2coskr+2aksinkr

e dunque
cotdg = ak

L’ampiezza di diffusione parziale con [ = 0 e pertanto

1 1 1

fozkcotcso—ik:Eak—i

e la sezione d’urto corrispondente

47 1

— 2 _
7o =47l = G2 EE
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NOTA

Vediamo che ak cotdy o< (ak)?, invece di tendere ad una costante per
ak — 0. La ragione e che per k = 0 '’equazione di Schrodinger ammette una
soluzione di “soglia”

; r
Xé?,fzg(r) = tanh P 1 per 71— 00 (506)
Questa funzione d’onda non descrive uno stato normalizzabile, ma se la buca
il potenziale e soltanto leggermente piu profonda questo stato diventa nor-
malizzabile con energia molto vicina a zero. Per esempio se introduciamo il
potenziale
h? A

m a? cosh? z

Vi(r) = — (507)
che si riduce al potenziale del problema per A = 1 e prendiamo A = 1 + ¢
con € > ( arbitrariamente piccolo allora il potenziale ha uno stato legato con
energia di legame proporzionale a €2. Siamo dunque in condizioni di risonanza
e questo porta alla sezione d’'urto anomalmente grande per k piccoli ottenuta
in Eq.( 505)
Domanda 2
Definiamo come al solito

me4

2h?

Ep = ~ 13.6 ev (508)

Il corrispondente numero d’onda e

2Egm 1 1
kp =4 = 509
B h2 ag  0.53-10~8cm (509)

Dunque
E  34-1072
— T  ~25-107° 510
Eg 13.6 (510)
Pertanto
k B ks ~5.102-1 ~ 0904310 (511)
Ak =4/—a ~ O - — = 0. .
VE; " "° 0.53

Quindi possiamo applicare I'approssimazione di bassa energia. La formula
ottenuta precedentementa da
C4m 1 , 1 1

= aary o ~ 1.40 107" em?
a2kl T 0.0432-102 09432 - 102 + 1 an

(512)

0o
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Problema 2
La funzione d’onda dello stato legato (ottenuta in un altro esercizio) &

o(a) = ko e ol (513)

dove
2Am
ho= "7 (514)
e 'energia dello stato legato e
h? k2
E,=——"0 515
o= (515)

Poiché la perturbazione e dispari per x — —x mentre lo stato fondamentale
e pari, gli stati del continuo che saranno raggiunti al primo ordine saranno
quelli dispari. Le funzioni d’onda di questi stati sono

¢](E_) — \/%—ﬂ_ (ez‘kz _ e—ikz) (516)

e coincidono con quelle libere (si ¢ mostrato in un altro esercizio che questo
potenziale modifica unicamente lo spettro pari). Con questa scelta della
normalizzazione delle funzioni d’onda del continuo abbiamo
() () n_ Pk N :
(W5 05)) =k — k) = “E5(B — B) = p(B)S(E - B) (517
Calcoliamo 'elemento di matrice della perturbazione tra stati del continuo e
stato legato

- [k * A {
M= —q€& (%(E )’ i) =2q& 4_0/ dr (e(zk—ko)m _ e(—zk—kzo)x)
T Jo

. ko kko
—8igEy )L 0 518
N Tr 2 R2)2 (518)

Si noti inoltre che

ijn (K* + kJ) (519)

Aw=wr—wy =



La distribuzione di probabilita di transizione in energia al primo ordine in
teoria delle perturbazioni si scrive dunque

BE) I [
dE R p(E)1 o
64, L, mEk] em“‘”—l)2
Tt T R i Aw
_ 64 7 E mk kg sin” £ _
m It (B2 + k) 25 (k2 + k3)?
_ 256 £ & m3 kk} i AwT
T ) 2

2
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 12/02/2008
Problema 1
Una particella uni-dimensionale di massa m e di carica ¢ si trova in uno
stato legato che e lo stato fondamentale del potenziale

V(z) = —2)(z) (520)

con A > 0. Al tempo t = 0 si accende una perturbazione dipendente dal
tempo
2 mzx

Vi(z,t) = g sin( =

ye ! (521)

con o > 0.
Domanda 1

Calcolare al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita che
al tempo t = +o00 la particella si trovi in uno stato dello spettro continuo
con energia compresa tra F e F + dE.
Domanda 2

Valutare la probabilita di estrazione di particella dalla buca di energia
compresa tra F e E + dFE, per

1
A=72-10"%cm x ev g=1l.ev ~— =10""sec E=0.1ev (522)
a
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Prova Scritta del 12/02/2008: Soluzione

Problema 1
La funzione d’onda dello stato legato (ottenuta in un altro esercizio) e

Yo(x) = ko e Foll (523)

dove 93
m
ko = 2 (524)
e 'energia dello stato legato ¢
h? k2
Ey=———>" 525
0= —5o (525)

Poiché la perturbazione e dispari per x — —x mentre lo stato fondamentale
e pari, gli stati del continuo che saranno raggiunti al primo ordine saranno
quelli dispari. Le funzioni d’onda di questi stati sono

- 1 ‘ ,
w}(E ) — \/T_Tr (ezlm _ efzkz) (526)

e coincidono con quelle libere (si & mostrato in un altro esercizio che questo
potenziale modifica unicamente lo spettro pari). Con questa scelta della
normalizzazione delle funzioni d’onda del continuo abbiamo

WO 05 =5k — k) = RSB - By = pB)S(E-E)  (521)

m

Calcoliamo ’elemento di matrice della perturbazione tra stati del continuo e
stato legato

_ k o9 A
M=g( %),sinkox@bo):—Qg,/Ll_o/ dx sin ko x (eF k)T 4
T Jo

_e(—i k‘—k‘o) Ct)

ke kK2
Mo 2
891 dr k* + 4k (528)

Si noti inoltre che

Aw =wr —wy = = ijn (K* + kJ) (529)



La distribuzione di probabilita di transizione in energia al primo ordine in

teoria delle perturbazioni si scrive dunque
dP(E o |M|2 ‘/ dt/ (i Aw—a) —

dE
64g mkk5 _
T 4nht (k% + 4 k3)2 Aw2+a2 B
2569 mPkk] 1

CATRS (K 4AKG)? (K2 k)2 4 dmie?
Per
k< K} 2% < ki
la distribuzione di energia delle particelle emesse ¢ approssimata da
dP(E) 1 8¢*°m® k

~ —— —

dE 27 MOKS ko

1 ¢° E
27 E_g’ Ey

Domanda 2

Per i valori dei parametri forniti

1 h? h? e? 0.529 - 10~8 em x 27.2ev

ko 2mA  merza  PM T 972 108 emer (B
Dunque

Ey~13.6ev
© k? E 1 3
k_(%:EONEN7'6.1O
Inoltre B2 . . o1
0 0 ~ "~ 0.4 10°

oma ha TBohr ¢ 2.4-10717

(530)

(531)

(532)

(533)

(534)

(535)

Dunque siamo nelle condizioni in cui utilizzare la formula semplificata prece-

dentemente derivata

dP(E) 1 ¢* [E _
dE " 2n B3\ Ey "~
1 1 1

]‘ —1 -5
~1.7-1
~ o362V 361367 7-10
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 11/04,/2008
Problema 1
Una particella di spin 1/2 immersa in un campo magnetico uniforme e
costante, descritto dall’Hamiltoniana

Hy=— o. (537)

P(0) = |+) (538)

|£) sono gli autostati della matrice di Pauli o, con autovalori £1. Al tempo
t > 0 e accesa la perturbazione

A~

V(t) = —hp(BL(t)o, + Bl(t)0.,) (539)
dove
B.(t)=Be " B'(t)=B"e’?

con B, B” < B e «a e [ reali positivi.
Domanda 1

Si calcoli, al primo ordine in V', la probabilita di transizione al tempo
t = +o0 nello stato |—).

Domanda 2
Si calcoli, al secondo ordine in V| la probabilita di transizione al tempo
t = +oo nello stato |—).
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Prova Scritta del 11/04/2008: Soluzione

Problema 1
Domanda 1 A
La differenza di energia tra i due autostati |£) di Hy e

E_—E,
h

=uB

w

Riscriviamo l'interazione come segue

A

V(t)=—hp (B (t)oy + B\ (t)o_ + B.(t) 0.)
dove
1 .
oy = 5(% +ioy)
B.(t)=B,+iB,=Be !
Abbiamo
oi|£) =0 ox[F) =[£)  oulE) = £|E)
Al primo ordine 'ampiezza di transizione e

P - / Y (— VD ()| 1) =
h
-y / a6 (| B (U)o |+) =
0

o . , N B/
0 oa—iw

La probabilita di transizione al primo ordine ¢
(B")?

py _
- w? 4+ («)?
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Domanda 2
Il termine del secondo ordine nell’ampiezza di transizione e

a0 = GE [ty [ ana ) Ve -
0 0
=t [T [Nt [t B ) B ) o) +
e (| Bl (t)or| =) (= | B () o |+)]| =
= 1 B'B”/Oodtl/ dt2 (fw=a)ty o =Ft2 —e’ﬁtle(w’o‘)ﬂ =
0

= _N2 B/Bﬂ/oodtl [e(“” o)ty 1 - o — e Pt ﬂ} =

[e=]

o —iw
1 1 1 1
B/B//[
—H a—zwﬁ Bta—iwf 6a—zw+
1
+(0z—iw)(a+ﬂ—iw)]_
—a+tiw
:_QB/B// ﬁ o : 544
a (a—iw)a+B—iw)p (544)
L’ampiezza totale fino al secondo ordine ¢ pertanto
i B’ B" 3 — :
A =E Tyt b o
oa—1iw g a+f—iw
(545)

La probabilita di transizione a quest’ordine

P(Ql_p (B’)2[1+z',uB” (ﬁ—a—kz’u_ﬁ—a—iw)} _

a? 4+ w? 16 a+f—iw a+f+iw
2 B/2 i B"
:Z2(+¢32[1+ Mﬁ X
X(ﬁ—a+iw)(a+ﬁ+iw)—(ﬁ—a—z’w)(a%—ﬁ—z’w)}:
(a+ ) +w?
,U/Z (B/)Q 4wuB”
:a2+w2[1_(a+6)2+w2]
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 4/06/2008
Problema 1
Un’oscillatore armonico di frequenza w si trova al tempo ¢ = 0 in uno stato
coerente |a). Per t > 0 il sistema ¢ sottoposto alla perturbazione dipendente

dal tempo
V(t)=fe " (a+a) (546)

con f reale e > 0.
Domanda 1

Si calcoli la probabilita che al tempo ¢ — 400 il sistema si trovi nello
stato fondamentale.

Problema 2
Si consideri una particella di massa m in 3 dimensioni che diffonde in una
buca di potenziale a simmetria sferica

-V, 0<r<a
v ={ " '=r= 547
() 0 r>a (547)
dove V, > 0 ¢ tale che
2ma? Vg
Yo = TO Yo cotyp =1 (548)

Domanda 1
Si determini la sezione d’urto differenziale di diffusione all’ordine piu basso
non nullo nell’espansione di bassa energia.
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Prova Scritta del 4/06/2008: Soluzione

Problema 1

L’equazione di Schrodinger nella rappresentazione olomorfa e nella pittura

di interazione si scrive
ihOpx(z,t) = 2" f(t) + et f(t) Dox(2, )

dove
(2, 1) = XY

e la funzione d’onda e
flt)y=fe
Sappiamo che una soluzione dell’equazione d’onda e lineare in z

X(z,1) = B(t) + aft) z

con

PG = e f(t) alt)
iha(t) = et f(t)

Le condizioni iniziali sono

Dunque

(549)

(550)

(551)

(552)

(553)

(554)

dove §(t) & una fase reale irrilevante per il calcolo della probabilita di tran-

sizione. Usando l'espressione data per f(t) otteniamo

h
a(400) = wJZiu
B(400) = —% wJZ?M + ar +10(400)
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La probabilita di transizione nello stato fondamentale ¢

g e_‘w‘flfy+a|2

Playjp) = e/ (Ho0)#0>0) (556)
Problema 2
Consideriamo l'ampiezza di diffusione con [ = 0. La funzione d’onda
radiale yo(r) soddisfa
sin Kr 0<r<a
Xo(r) = {Ao sin(kr + do) r>a (557)
dove
y=ak (558)
Y=aK=/y>?+y2 (559)
L’equazione che determina ¢, €
2
y® + (y coty) (Y cotY)
t 0 = 560
Yot ycoty—Y cotY (560)
Sviluppando in 3?2
y? 4
Y=yo+=—+0
Yo om (v")
y? y? 4
cotY = cot(yo + —— + O(y*)) = cotyo — (1 + cot? o) =— + O(y*)
2o 2yo
. 1 2 y2 4N\
YcotY =1+ (—5—1—-cot“y )% +0(y") =
Yo 2
2
—1-2+0l") =
(561)
Pertanto
2 2
y¥+I-%5+0@"))0-%+0@")
y cot by = 7 7 . =
- —-1+%+0(")
1+2 404" 6
= . W) _ o +0(1) (562)

2(1+04?) ¥
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L’ampiezza parziale con [ = 0 si scrive dunque

oV 0y o) (563)

Dobbiamo pertanto calcolare 'ampiezza con [ = 1 che e dello stesso ordine.
La funzione d’onda i si scrive

(K ) 0<r<a
xalr) = {féll (cot 01 g1 (kr) + ny(kr)) r>a (564)

L’equazione che determina ¢, e

Yxi(Y)  yni(y)

o) a0 T m)
cotdy = —- (y) Y400 _ vit®) (565)
n\y :
x1(Y) J1(y)

Notiamo che )
sin g

X1(yo) = —cosyo + =0 (566)

Yo

Pertanto i termini di derivata logaritmica della funzione d’onda x;(Y") nella
(565) divergono come 7

k_2:
sinY  sinY
Y)=—cosY = 1—Y cotY) =
x1(Y) cosY + —; v ( cotY)
- 2
sinyg y 4
= —+0
w2 TOW)
inY
Y (Y) = SH;/ (Y cotY —1+Y?) =y sinyy + O(y?)
Yal®) 2y
= +0(1 567
L) (1) (567)
Per quanto riguarda le funzioni di Bessel sferiche abbiamo

ni(y) 3! ( 5

. = —|1+0(y )

ny) v )

yJji(y) 2

; =2+0(y
J1(y) )
yni(y) 2
=—-1+0(y
n1(y) )
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In definitiva 5
cot 6, = _E(l + O(y?)) (568)

e 'ampiezza parziale con [ =1 e

T B 300

Le ampiezze parziali con [ > 1 sono di ordine superiore od uguale a y*.
Quindi 'ampiezza di diffusione all’ordine pitt basso non nullo e

F6) = fo+ 31 Puleost) + - = L (1 - 6 Pieost) + OW") (570

La sezione d’urto differenziale

dU_ 2 E? 2 3
d—Q—a @(1_60080) ‘I’O(E) (571)

2
dove Ea = QTZ—CLQ.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 26/06,/2008
Problema 1
Una particella di massa m diffonde in un potenziale centrale V(r) di
raggio a infinitamente repulsivo

V(r)=

{+oo r<a (572)

0 r>a
Domanda 1

Determinare la sezione d’urto differenziale e quella integrata all’ordine
piu basso nell’espansione di bassa energia.
Domanda 2

Determinare la correzione alla sezione d’urto differenziale e quella inte-
grata all’ordine successivo nell’espansione di bassa energia
Problema 2

Una particella di spin 1 ¢ immersa in un campo magnetico uniforme e
costante B = B 2 diretto lungo 'asse z:

N B 4
Hy = “TJZ (573)
Al tempo t = 0, quando la particella si trova nello stato con J, = —1,

viene acceso un campo magnetico trasverso periodico, di frequenza w, la cui

interazione col sistema ¢ descritta dall’Hamiltoniana
!

V(t) = MhB J, cos(wt) + J, sin(w t)] (574)

Domanda 1

Si calcolino le ampiezze di transizione al tempo ¢ negli stati con J, =0 e
J, =1 al secondo ordine in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2

Si supponga

uwB=hw (575)

Si calcolino le probabilita esatte che al tempo t il sistema si trovi negli stati
conJ,=0eJ,=1.
Domanda 3

Si supponga

pB=103ev B =10"%ev  hw=10ev (576)

Quali sono i tempi ¢ per i quali il risultato perturbativo e accurato?
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Prova Scritta del 26/06/2008: Soluzione

Problema 1
La funzione d’onda di momento angolare [ per r > a si scrive

xi(r) = cos & ji(kr) + sindyny(kr) (577)
La condizione al contorno e
xi(ak) =0 (578)
Dunque
nu(y) (20— D21+ )N (21 + 1) 12
o = — - = 1 ) (579
o Ji(y) y2 il ( +(2l—1)(21+3)+ ) (579)
Per =0 )
y cotdy = —1+ 5 +0(y") (580)
Perl =1
cotdy =~ — 2 + 0(y?) (581)
Y 1= 25 Y
Pertanto
Jo 1 B 1 B
a ycotdy—1y —1—iy+%+0(y4)
2
2
= —l+iy— T4y + 00" = —1+iy+ Ty’ + 0" (582)
e
i _ 1 _ y? _
a ycotd —iy —3—2'?/3—%—#0@4)
2
= =5 0w (583)

Pertanto 'ampiezza di diffusione fino al secondo ordine in y e

f(0)

a

2
=—1+4+iy+ 3 y? — 3 Py(cos0) + O(y?) (584)
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La sezione d’urto differenziale ¢

1do
a2d)

‘ﬂ@

2

a

2

=1 - (g —cos0) y?)? + 2+ O(y*) =

1
=1- (§ — 2 cos ) y* + O(y*)

La sezione d’'urto integrata e

% =an (16 + 3141 +0") =

Problema 2

:4WP—

:4wﬁ—

Riscriviamo l'interazione

Posto

4y2
3

2

3

4
L+ Loy =

3

2+0Wﬂ

otteniamo per 'operatore nella pittura dell’interazione

Vint (t)

Domanda 1

wl

T2

(J_ ez' (w—wo) t + J+e—i (w—wo)t>

Le ampiezze di transizione al primo ordine sono

(585)

(586)

(587)

(588)

(589)

(590)



Il contributo del secondo ordine ¢

ag” (1) = 0
1 2 t t ' ‘
0= o s
1 (W)2R2 17 [* . 2
- _ - dt —z(w—wo)t:| _
o2 2 [ /0 ¢
(W,)2 |: —i (w—wo) t ]2
“To_—waele 591
4w —wp)? L (591)
Dunque

w/ e—’i (w—wo)t __ 1

\/§ W — Wo

ap(t) = a(l)(t) +q?® t)4--- = & [eﬂ' (wwo)t _ 1
" ! i 4 (w — wp)?

ao(t) = al () + aP () 4 - =

2

Domanda 2
Denotiamo con ag(t),a+(t) le ampiezze di transizione negli stati |0), |£)
nella pittura dell’interazione. Le equazioni di Schrodinger si scrivono

d+ w/ O \/ie’tft O a+
ifao | =5 | v2er et 0 Vet | Lag | (592)
a_ 0 V2eict 0 0
dove
€E=wo— W (593)
Quando
e=0 (594)

queste equazioni diventano

w/
lay = —= o
V2
.. W
Lag = E(cu +a_)
wl
14 = —=do (595)
V2
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Da queste equazioni ricaviamo
. N2
—do = (W) agp
la cui soluzione e

ao(t) = A sin (W't + 0)
Sostituendo nelle (595) ricaviamo

ay(t) = %COS (W't+d)+ B

Ai ,
a_(t)zﬁcos(w t+46)—B

Imponendo la condizione al tempo ¢ = 0

deduciamo le ampiezze di transizione

I
sin (w' ¢
iv2 W)
1 "t
a(t) = ~[cos (W't) — 1] = —sin? "
2 2
1 t
a_(t) = §[COS (W't) + 1] = cos® d

Qo (t) =

Le probabilita di transizione sono

1,
olt) =3
Py(t) 5 sin (W't)
/
t
P, (t) = sin* w2
/
t
P_(t) = cos* w2

Domanda 3

Per 1 valori indicati ci troviamo nelle condizioni risonanti
uwB=hw
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(600)
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In questo caso il risulato perturbativo diventa

ao(t) = al’ (t) + alP () + - = i""\l/g
ar(t) = al () + (e + - = - (w’f 2
Dunque per tempi
< wl T LB (605)

il risultato perturbativo e accurato. Per i valori indicati nel testo questo
significa

h h
~ 10" — ~ 10* x 6.58 - 107 sec = 6.58 - 107'? sec (606)

<<
u B’ ev
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 10/07,/2008

Problema 1
Una particella di spin 1 diffonde nel potenziale
- e_:ula_ﬂ =
V(Z,J)=g 7 J - (607)
X

dove J & I'operatore di spin della particella incidente e & la posizione.
Domanda 1

Si calcoli la sezione d’urto differenziale nell’approssimazione di Born senza
misurazione dello spin nello stato finale nell’ipotesi che il fascio di particelle
incidenti non sia polarizzato, ovvero che la particella incidente abbia proba-
bilita 1/3 di trovarsi in uno dei 3 stati di spin definito.
Domanda 2

Si calcolino le sezioni d'urto differenziali nell’approssimazione di Born
senza misurazione dello spin nello stato finale nell’ipotesi che la particella
incidente si trovi in uno stato di spin definito lungo la direzione di incidenza.
Problema 2

Un oscillatore armonico uni-dimensionale

. 1
Hy = hw (aT a+ 5) (608)
si trova al tempo t = 0 nello stato
1
Yo = —=(10) +[1)) (609)

V2

Al tempo t = 0 il sistema e pertubato attraverso il potenziale dipendente dal
tempo

~

V(t)=he(t)a a (610)

dove
e(t) =epe ! (611)

con a > 0.
Domanda 1
Calcolare al secondo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita
che il sistema si trovi nello stato 1y al tempo t.
Domanda 2
Calcolare la stessa probabilita esattamente.
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Prova Scritta del 10/07/2008: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

Posto
g=k—FkK (612)

dove E, K , sono, rispettivamente, i vettori d’onda dello stato iniziale e finale,
la matrice della ampiezze di Born si scrive

ol | d%—e”fj'“'f _

2wh? 0q
_mgz —/rdre ‘”/dte’q”
mg - B o
_"nyr < _[ (n=ig)r _ ¢ (M+W)T]:
2 f)q 0o q
:@j.al[ 1 1 ]:
> 07qlp—iq p+tig
mg » 0 24 4img J-q
:_2J'a~ 2 2~ 2 (12 + ¢2)? (613)
q K q % q

La sezione d’urto di uno stato iniziale di spin « ed uno finale di spin 3 e
dog, 16 m?g®>  ¢q¢

0 - g il el ils) (614)

La sezione d’urto differenziale mediata sugli stati iniziali e sommata sugli
stati finali € dunque

dO’ga 16m?g®> ¢ ¢
Ma
> (Bl Ti|B) = TvJ; J; = C by (616)
B
da cui
TrJ? =3C=3x1x(1+1) (617)
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ovvero

In definitiva

2

_Z doge  32m* g? q
- 3 h4 (M2+q2)4

Domanda 2
Siano . .
k=k(0,0,1) k' =k (0,sin 0, cos6)

i vettori d’onda iniziali e finali, e # I'angolo di diffusione. Allora
¢d=k(0,—sinf, 1 — cosh)
Abbiamo
J-q= k[=singJ, + (1 —cosf) J.] =
=k [— sinf J, — 5 sinf J_ + (1 —cosf) J,]

Nella base |£), |0) questa matrice si scrive

1 —cosf \% sin 0
J-7=k —\/Lﬁsinﬁ 0 \%sin@
0 —\/LE sinff —1+ cosf
Dunque
2 in29 i sind(1—cos0) sin2 0
R i/ o
( (D o i sin 6 (1—cos 0) ) i sin (1—cos 0)
= —_— 7 sin® 6 —_—
kz \/25 i sin @ (1 0 \/i 02
_sm2 0 i sin E/;COS ) (1 . COSQ)2 + s1n2 0
Dunque
dogy 16m? g k? , sin?@
10 R P (( cos0)” + 5
2m?2g? k?sin®? 0
:3mg 5 (sin2—+1>
o (p? +g?) 2
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mentre
dogo 16m? g k2

.2
= 1 55 Sin~ 0 (625)
5 dQ (WP +q?)
Problema 2
Domanda 1
Il potenziale nella pittura dell’interazione si scrive
V() = he(t)a' a (626)
Pertanto
o ¢
Pl () = e LHo g (1) = [1 - z/ dt'e(t')(a' a) +
0
t t1
_ / ity / dtye(tr) elt2)(a" a)? + -] (627)
0 0
Posto .
n(t) = / de(t)y = < (1 - e (628)
0 a
otteniamo
YO0 (8) = 1= in(t)(a a) +
1 —1 a'a
e @ g =e Oy, (62)
L’ampiezza di transizione al tempo ¢ ¢
At) = (o, e H 10 g 0m(8)) = 757 (g, 07 (I ) =
e_itTw —1 (w
= —5— ([0} + 1), [0) + 7N 1)) =
_ e 2 <1+e—i(wt+n(t))> _
2
itw 1 + efiwt ' n(t) efiwt n(t)Q efiwt >
—e ( i — —Te— ) (630)
La probabilita di transizione al secondo ordine ¢
t t
P(t) = cos® %ﬁ() =
t t t
= cos? 20 @ sinwt —n(t)? et (631)

2 4
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Domanda 2

Abbiamo gia ottenuto il risultato esatto risommando la serie pertur-
bativa. Riotteniamolo risolvendo 1’equazione di Schrodinger nella pittura

dell’interazione e nella rappresentazione olomorfa
Oyhint (2, 1) + 1 €(t) 2 0,thine(2,1) =0
L’equazione caratteristica associata si scrive

dz(t)
dt

=i€(t)z
la cui soluzione generale ¢
2(t) = zp €' Jodt <) — zo e 1)
Dunque la soluzione generale dell’equazione di Schrédinger si scrive

VYint(2,t) = f(z e_in(t))

dove
¥(2,0) = f(2)

Nel caso in analisi

z) = i z 2.1) = e’ 5 ot (Wttn(?))
f(z) \/5(1+ ) (1) (1+ )

e 'ampiezza di transizione diventa

A(t) = (f(2), (2, 1)) = S (1 4 e (1400

La probabilita di transizione esatta

P(t) = %1 (242 cos(n(t) +wt)) = cos? n(t) +wt

in accordo col risultato ottenuto piu sopra.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 08/09/2008
Problema 1
Un oscillatore armonico uni-dimensionale di frequenza w si trova al tempo
t = 0 nello stato coerente |a) di ampiezza complessa a. Al tempo ¢ = 0 viene
accesa la perturbazione dipendente dal tempo

V(t) = fo(ae™ +al e7™?) (640)

con fy reale.
Domanda 1

Calcolare al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita che
al tempo ¢ il sistema si trovi nello stato coerente |a).
Domanda 2

Si calcoli la stessa probabilita in maniera esatta.
Problema 2

Una particella di massa m diffonde in un potenziale tridimensionale cen-
trale " R

V(r):{m4(1_?) perr <a (641)
0 perr > a

Domanda 1

Calcolare 'ampiezza di diffusione di Born. Per quali valori di § il risultato
di Born e affidabile?
Domanda 2

Calcolare 'ampiezza di diffusione nel limite di bassa energia, sapendo che
la soluzione dell’equazione differenziale

y'(r) —4(1 - )y(r) =0 (642)

con la condizione iniziale

y(0) =0 (643)

y(r) = Cxe 2" (644)

Domanda 3

Determinare il valore risonante di A per il quale esiste uno stato legato di
soglia, e calcolare I’energia di questo stato per valori di A vicini alla risonanza.
Specificare per quali valori di A si tratta di uno stato legato reale.
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Prova Scritta del 08/09/2008: Soluzione

Problema 1
Domanda 1 e 2
Lo stato iniziale ¢

W(t = 0) = ezl g |0) (645)
Nella rappresentazione olomorfa questo stato si scrive
P(z,t=0)= e zlol’ g (646)

La funzione d’onda esatta nella rappresentazione dell’interazione al tempo ¢
€ ancora uno stato coerente

D) (5 1) — ¢80 g= 3P )2 (647)
dove .
; o, L fot
o?(t):a—%/o dt'et 7w — o — ”;; (648)

e d(t) ¢ una fase inessenziale per il calcolo delle probabilita di transizione.
Lo stato nella pittura di Schrédinger e

¢(t> _ e—%Ho t¢(int) (t) _ eid(t) e—%|6¢(t)|2 e&(t)e*“’t(ﬂ |0> (649)
Pertanto I'ampiezza di transizione al tempo t ¢

A(t) = (16(0), %(t))= (1(0), e Hotylint) (1)) =

; 11002 _Lia(4)2 ~a G(f)e—itwt gt
— e'LS(t) e 5lal e sla(®)| <O‘eaaea(t)e a |0> —
: a2 _LA)2 () e—iwt 5
i 00) o= lal? g~HaO gae i ta _
. 201 iwty ifgt(a—a)  ifgtae Wl _ 3
= 10l o7lalP(1=e™h) =755 ¢ R e 2n2 (650)

La probabilita di transizione € dunque

) ) - : Fe—twt_ siwt 122
_4|a‘2 sin2 @t _ifgt(a—a) _ifgt(ae ae ) _fo
2,2
_ 2 s 2wt 2fota _aiwtyy _Jot
—e 4|al? sin® % e h S(a(l—e ))e P (651)

125



L’ampiezza al primo ordine nella perturbazione e

50 —lal? (1—ciet ifot(@—a) ifotae !
A(t) = 90 g—le? (1 >(1— Oéh ) _ifo - >+O(f02):

. 2 iwt ) fot i
— o 0(0) glal? (1—c ) (1 - sz% (@ —a+ 2@e’“‘”)> +0(f3)

La probabilita al primo ordine

2 fyt
h

P(t) = o5t 5 (14 2055 a1 - o)) + O(f3)  (652)

Problema 2
Domanda 1
L’ampiezza di Born e

4 a
fBorn(0) _W/o dr (r — \) singr =
a4 asinga —aq cosqa
=ax (aq? <(1 cosaq) X ” ) (653)
(654)
dove 9
q =2k sin 3 (655)

Si noti che "'ampiezza ¢ di ordine . Il termine successivo a quello di Born

. . N . . 2 . .
nell’espansione perturbativa sara di ordine (%)”. L’espansione perturbativa

hy
¢ affidabile se

a
Y« 656
5 < (656)

Il termine significativo dell’ampiezza di Born e pertanto

4 a?

a
f(@):ax CPE (1—cosaq)—|—0()\2) (657)
Nel limite di bassa energia quest’ampiezza diventa
2a 9
f0)=a BN + O((a k)?) (658)

Domanda 2
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La funzione d’onda radiale con [ = 0 per r < a di energia nulla ¢
Xo(r) = re s r<a

La derivata logaritmica all'uscita della buca di potenziale e

:"’XfJ(T) 4 2a ak)?
ap = o(r) T:a—l \ + O((a k)?)

Pertanto posto

ak cotdy = Ag+ (ak)? By + O((ak)?)

abbiamo )
[67)) 1— Ta A
AO e = 3 = — —
1-— Qp ~ 2a
L’ampiezza di diffusione di bassa energia si scrive pertanto
1 1

a

fo=

“ak cotdo—iak 2 —1—iak+0((ak)?

(659)

(660)

(661)

(662)

(663)

Lontano dallo risonanza ’ampiezza di diffusione ¢ determinata dalla lunghez-

za di diffusione

a
fO ~ Y
5o — 1
Si noti che per A > a abbiamo
2a
Jora By
in accordo col risultato perturbativo.
Domanda 3
Il valore risonante di A ¢
>\0 =2a
Per A vicino al valore risonante
A—A
Ay = 0= _ak(\)
Dunque per A < Ay = 2a esiste uno stato legato reale di energia
h? A—2a\2
B\ ~ — ( C‘)
2m a? 2a
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 19/01/2009
Problema 1
Una particella unidimensionale ¢ costretta a muoversi nell’intervallo di
lunghezza a sull’asse delle x da barriere di potenziale infinitamente alte poste
mr=0ex=a

_Jo z € (0,a)
Vale) = {—i—oo <0 z>a (669)

Per t > 0 la barriera collocata in x = a ¢ improvvisamente spostata in una
nuova posizione r =b = a + da con b > a:

Va(2) pert <0

w%w:{%@> DR (670)

Per tempi t <0 la particellZa si trova in autostato di energia determinata 1,
(autostato, cioe, di H, = £+ V(z)).

Domanda 1
Si calcoli all’ordine piu basso in %‘l la probabilita che al tempo ¢t > 0 la
particella sia transita in un autostato ,, di H, con n’ # n

Domanda 2
Si calcoli all’ordine piu basso in %“ la probabilita che al tempo ¢ > 0 la

particella sia transita in un autostato ¢, di Hj con n’ #*n

Problema 2 .
Una particella 3-dimensionale di massa m e numero d’onda k diffonde in
un potenziale

V(Ef) = glp- (Ex B)+ (Zx B)-p| per | <a (671)
’ 0 per | >a

dove B ¢ un vettore costante, ie 5 sono gli operatori coordinate ed impulso.
Domanda 1

Si calcoli 'ampiezza di diffusione nell’approssimazione di Born.
Domanda 2

Calcolare la sezione d’urto integrata di Born nel limite di bassa energia.
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Prova Scritta del 19/01/2009: Soluzione

Problema 1

Forniamo due metodi differenti per la risoluzione del problema.
Primo metodo

Le autofunzioni di H, sono

Un(w) = { Jism=E re (00 (672)
0 r<0 x>a

con autovalori

h? w2 n?

E, = T (673)
Le autofunzione di Hj, sono
Dn(x) = { 2 sin T x € (0,b) (674)
0 r<0 z>b
con autovalori N 2o
n= oo (675)

Decomponiamo lo stato iniziale ¥, (x) nella base di autofunzioni di H,

= > Wk, ) () (676)

Al tempo t > 0 questo stato diventa

. ~ iEyt
Unl2,t) = (G, ) di(x) e 7 (677)
k=1
L’ampiezza di transizione al tempo ¢ nello stato 1, € quindi
=3 Wk ) (W i) (678)
k=1
mentre quella nello stato ¢, &
~ i E /t
A (8) = (o) € (679)
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Posto .
Crn = (Y, ¥n) (680)

riscriviamo queste espressione nel modo seguente

%) o
An’n(t) - Z Ckn Cltn/ e,’ik t
k=1

zEn/t

Apn(t) = Cppe™h (681)

Calcoliamo C,, esattamente

2 @ TnT mkax
Cin = / dx sin sin =
g vVab Jo a

— o [ feos(ma (2= ) —eos(ra (245))] -
(-4

1 [sin<7ra %— )) Sin<7ra %%—%))}
Tl R ra
(=)t wak %"
= sin =
W\/ab b oz 2
2n (—1)7+ s sinfk
=—" (1 2 < 2
T (1+e) (14 ¢€)2n%— k2 (682)
dove 5
a
= — 683
e=2 (6%3)

Sviluppiamo ora Cj, all’ordine piu basso in €. Se k # n, Cy,e di ordine e:

2n(—=1)"* ke
T n? — k2
2nk(—1 n+k

Okn =

+ O(€?) =

Se invece k = n, C),,, ¢ di ordine zero in €

Cur =1+ 0(€) (685)

Domanda 1
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A, € pertanto di ordine e: i termini nella serie di ordine € sono quelli
con k =mnek=n', tutti gli altri termini sono di ordine superiore:

i E

iE_,t
An’n(t) = Onn Onn’ e_Tnt + Cn’n On’n/ e_+ + 0(62) =

_iBpt _iBgt 2
= Cnn’e o4 On’ne R+ O(E ) =
9 / -1 n+n’ iE i(E 1—En)t
B ey o e
ns—mn

La probabilita di transizione ¢ pertanto

16 n? (77/)2 2 .. .9 (En’ — En)t 2
P (t) = m € sin” ————— + O(€)
(687)
Domanda 2 3
L’ampiezza di transizione in un autostato ¢, € all’ordine piu basso in €
~ an/ (_1)n+n/ _iE‘n/t
A (t) = s €e (688)
e la probabilita
N 4 n2 (n/)Z
n/n(t) - (n2 n 2)2 “+ 0(62)

(689)

Secondo metodo

Possiamo utilizzare le formule della teoria delle perturbazioni dipendenti
dal tempo se passiamo al problema fisico in cui la barriera infinita in x = a
e sostituita da una barriera di altezza finita Vj grande. Dobbiamo calcolare
in questo caso le funzioni imperturbate

| Csinp,x z € (0,a)
(@) = { C sinp, ae Fn (@=a) r<0 z>a (690)

dove C' ¢ una costante di normalizzazione e
§n = apn

2m Vo a2
kna = \/% 2= ¢, coté, (691)
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Se la barriera ¢ molto alta

2mVa?
vE > (692)
€
Eo=nT— 6 (693)

L’equazione agli autovalori diventa
—~kya~+\v (694)

e quindi
sin, ~ sin(nm — n_\/%r) ~ (—1)"t n_\/%r

In conclusione le autofunzioni dell’energia normalizzate diventano in questo
limite

(695)

N \/gsin[nﬂx(l—%)] z € (0,a)

S

VYn(z) ~ . (696)
\/g(—l)”“ ol e~ % (@=a) r<0 z>a
Per t > 0 viene accesa la perturbazione
-V a<z<a+da
oV () ={ " S®s 697
(z) 0 r<a x> a+da (697)

L’elemento di matrice rilevante di questa perturbazione e

a+da
(o, 8V (2) 1) = Vi / o () (1) =

~_ 2V (—1)m+ M(;a _
a v

_ 2da (—1)m nn' 7 h?

a 2m a?

all’ordine piu basso in da. Pertanto ’ampiezza di transizione al primo ordine
(nella pittura di interazione) e

) ; twr,t 1
A(znt) 1) = _1 ) —e —
(6) = =5 (W, 0V () ) =
20a ronn ,
— -1 n+n 1— tw,r,t
Sy s () (698)
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in accordo col risultato ottenuto col primo metodo Eq. (686)

Problema 2
Domanda 1

Sia k il vettore d’onda della particella incidente, % quello della particella
diffusa,

=k —k (699)
L’ampiezza di Born e
m - - -
= —— ! T D ey
fBorn 27TFL2 < | ($7p)|k:>
mg > o 32 —iqT (2 A D
=——(k+FK)- d 4 B) =
27rh( + k') e, Fe "T(F N B)
tmg - =~ o, i —ic
- Y -<B/\— d ww):
2an KT aq*/m ve
2imgqg ,» -~ - N d rsinqga—qacosqa
- Kk (Ba —[ ]:
a (k+ k) ) 7 o
_dimg (A i) (q2a2—3)sinq5a+3qa cosqa] _
q
dimg 5 - a’ 9
- = B-(k/\(j’)(1—5—|—0(q )) (700)

Domanda 2
Nel limite di bassa energia ’ampiezza di diffusione di Born diventa

dUBorn o 16m2 92 2 10

10 = 1 B AR

(701)

Senza perdita di generalita possiamo prendere k lungo 1’asse delle z e B nel
piano (z, y)

k= (0,0,k) K=k (sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos )
B = (B,,0,B.) (702)

Dunque
1B - (kA Q| = k*B? sin?6 sin? ¢ (703)
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Pertanto

2
16 m?2 g2 o4 Bg al0 T T
OBorn =
0

15272 dp | dfsind sin®0 sin® ¢ =

0
_16m?g*k*BZa'% 47
B 15272 3

(704)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 18/02,/2009
Problema 1
Un oscillatore armonico uni-dimensionale di frequenza w e massa m si
trova al tempo ¢ = 0 nello stato fondamentale. Per tempi ¢ > 0 viene accesa

la perturbazione

1
V(t) = 5m A*z? per t>0 (705)

Domanda 1
Si calcoli al primo ordine in teoria delle perturbazioni la probabilita che la
particella si trovi, per t > 0, in un autostato generico V¥,, dell’Hamiltoniana

2

_ A
H—2m+2m(w +A%)x (706)

che descrive esattamente il sistema per tempi ¢ > 0.
Domanda 2

Si calcoli questa probabilita esattamente. Si confronti col risultato per-
turbativo.
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Prova Scritta del 18/02/2009: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

Denotiamo con v, gli autostati di Hy e con V¥,, gli autostati di H. Al
tempo t = 0 il sistema si trova in y:

YE=0)=vg=> ey (707)
n=0

Per tempi £ > 0 ’evoluzione ¢ controllata da H, pertanto lo stato a tempi
successivi e

O(t) =e i i Cno U,y €712 (708)
n=0

dove ) e la frequenza associata ad H
Q= Vw2 + A2 (709)
Le ampiezze di transizione dello stato ¢ (t) negli atuostati di H sono dunque
An(t) = e ™% e " e (710)

e le corrispondenti probabilita

Po(t) = |enol” (711)

In definitiva dobbiamo calcolare ¢,y. Se pensiamo al sistema H come al sis-
tema “imperturbato” ed a —V = —% m A? 2% come la perturbazione, possi-
amo utilizzare le formule per ¢,,g del primo ordine in teoria delle perturbazioni
indipendenti dal tempo:

) (T (V) W)

1
<y T, n>0 (712)

dove E, sono i livelli di H. Scriviamo dunque —V in termini degli oscillatori
A ed A relativi ad H

—V:TE[AQJF(AT)?—ZATA—H (713)
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Quindi

(714)

(715)

(716)

hQ A?
—V¥y=———=[V2Uy— U
0 1 [\/_ 2 0]
ed al primo ordine in é—; solo cgp e c9g sono diversi da zero. Introduciamo il
parametro
A2
€ = E
Abbiamo
A? 9
e + O(€7)
In definitiva al primo ordine in teoria delle perturbazioni
€
Yo=Vo— —=WUs+---

42
Le ampiezze non nulle a quest’ordine sono

etw

AP () =% = e (1—i =+ 0()
AV @) = e _© + O(é
0 15O
e le corrispondenti probabilita
2
Rif) =14+0(2)  Bylt) = 55+ O()

Domanda 2
Denotiamo con a ed af gli oscillatori relativi alla frequenza w

h

& =i)(a—al) [):ﬁ(a—i-cﬁ)
OVVero . . . A
— by ([ R
G_QZ)\(x—i_me) @ 22,/\(1’ mw)
dove
h
A=/ —
2muw

(717)

(718)

(719)

(720)

(721)

(722)

Denotiamo invece con A ed A' gli oscillatori relativi all’Hamiltoniana H di

frequenza 2. Abbiamo
h
=1 — T Hp — —— T
T=1ANA-A") p 2A(A—|—A)
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dove

h

A=4/—— 24
2m ) (724)
Otteniamo dunque l'espressione di a in termini di A ed A':
A h
= —(A-AN 4+ —————(A+ AN =
“= 53 A T W
A A2 A /)N
2A(1+A2)A+ﬁ<ﬁ_1>‘4 (725)
Lo stato fondamentale di Hy ¢ definito da
al0)y =0 (726)
ovVVero \2 \2
(2 T
( A2> Al0) = (A 1) Af)0) (727)

Usiamo la rappresentazione olomorfa relativa agli oscillatori A ed AT. In
questa rappresentazione |0) sara rappresentato da una funzione (Z) che
soddisfa 'equazione differenziale corrispondente a (727)

A2 A2
(1+53) 920(2) = =(55 — 1) Zv(2) (728)
La soluzione di quest’equazione e
W(Z)=Ne 107 (729)

dove N & un fattore di normalizzazione e

2—2—1 D—w Vw+A2-—w (730)
OZE — =
f\‘—2+1 Q4+w Vw2+A2+w

Determiniamo N normalizzando ¢ (Z) a 1. Poiché

d2Z o 7 7 1
—e? (22+22)-22 _ — (731)
e |a| < 1, lo stato & normalizzabile. Otteniamo
11, e (—1)"am n
0= 6(2) = (1 - a2t e do7 = (1)t Y0 L (arpen )
n=0
(1-a? %Z = m (2n) 127) (732)

n=0
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dove |n) sono gli autostati di H. Lo stato al tempo ¢ > 0 ¢ pertanto

w(t) _ (1 o OKZ)i e—i% Z (_1>n;:n' (2n)' e—iZth‘é\;L> (733)
n=0 ’

Le ampiezze di transizione esatte sono quindi

_ ot e (=1)"a"/(2n)! 0,
Ay =(1—a)ie "2 Sl e (734)
e le probabilita
102" (2n)!
Pay=(1- a2)24"—n!2 (735)
Sviluppiamo questi risultati all’ordine pit basso in
A2
€=— (736)

Abbiamo
a= =—e+0(e) (737)

In definitiva, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, ovvero all’ordine
1 in € sono diversi da zero solo Ay e As:

Cwt etw € et _ioy
AozeilT (1—ZT+O(E2)) Agz—me 2 e 2wt +O(€2)
Ay, = O(€") per n>1 (738)

2

Py =14+0(&) P= §—2+0(63) Py = O(&")  per n>1 (739)

in accordo col risultato perturbativo.
NOTA
Mostriamo come ottenere il risultato perturbativo attraverso la teoria
delle perturbazioni dipendenti dal tempo: con questo metodo i calcoli sono
leggermente pit complicati.
La perturbazione in rappresentazione dell” interazione e
hw  iowt o

Vine () = — € e a? + e (a"? - 2a'a — 1] (740)
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Lo stato ¥(t) al tempo ¢ > 0 nella pittura dell’interazione al primo ordine in
€e

Yanlt) = [0) + 22 e [ =L 3y —110)] + O(e)
in = — €| - €)=
! 4 2iw
iwte cet?wt ]
=(1- 0) + ———=——[2) + O(¢? 741
(1= =700 + T 2+ 0 (741)
Lo stesso stato nella pittura di Schrodinger e
twte, . wt €l —e 2wt .

T |2) + O(?) (742)

Je % 10) + <

4 V2

Dobbiamo ora esprimere gli autostati di H, |0) e |2) in termini degli autostati
di Hy. Dalla teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo abbiamo
ottenuto

0) = [0) + ) +O(e?)

2
2) = I2) = L5100 + 5 VA + O(e) (743)

Dunque
t wt
140:(1_’@l Se % +0()
iwte wt € €l — e i2wt ¢
Ay =—(1- ! + - e T 4+ 0(?) =
€e712wt ot
_ T i o) (744)

in accordo con i risultati ottenuti sopra.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 24/04,/2009

Problema 1

Sia Hy I'Hamiltoniana che descrive un atomo di idrogeno (e trascuri lo
spin). Si supponga che 1" atomo si trovi al tempo ¢ = 0 in un autostato di
energia F/, di momento angolare [ =1 e m = 0. Al tempo ¢ = 0 viene accesa
una perturbazione

V() =X)L t>0 (745)

dove L & il momento angolare del sistema,
X(t) = Age " (sin 6,0, cos 0) (746)
Ao € 0 parametri costanti, e a > 0.

Domanda 1 (Punti 0.5)

Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni le ampiezze e
le probabilita che il sistema si trovi, per ¢t — +o00, in un autostato generico
|E' I',m') di Hy.

Domanda 2 (Punti 1)

Si calcolino le stesse ampiezze e probabilita al secondo ordine in teoria

delle perturbazioni.
Domanda 3 (Punti 1.5)
Si calcolino ampiezze e probabilita esattamente.
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Prova Scritta del 24/04/2009: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

La perturbazione commuta con Hj e con L2 pertanto puo indurre tran-
sizioni solo tra stati della stessa energia E' e momento angolare [ = 1. Le
ampiezze di transizione non nulle sono

Ap = lim (B,1=1,m|U(t)|E,l=1,m=0) (747)
Si noti che . , ‘
V() = ety () et = V(1) (748)

perché Hy commuta con J
Domanda 1

Al primo ordine in teoria delle perturbazioni le ampiezze di transizione
SOno

N [
A = —27“ dte " (E 1 =1,m = =+1|(sinf L, +
0
+cosO L)|E,l=1,m=0)=
i/\g sin 0
=T 749
o 32 (749)
e le probabilita
2 o2
1y Ay sin®d
Piy = 2a2 9 (750)

Domanda 2
Il contributo del secondo ordine in teoria delle perturbazioni alle ampiezze

di transizione &

t1
X /dt2 e 2 (B l=1,m=+1|(sinf L, + cosf L.) x
0

h sin 6
V2

__Aj cosfsind (751)

a2 V2

x (B, l=1m=1)+|E,l=1m=—1)) =
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2)\2
A _ TN /dt —at
0 h X
x/dtgeatz (B,l=1,m=0|sin®0 L2|E,l=1,m =0) =
0
)\2
= _2a sin” @ (752)

ovvero a quest’ordine:

. Ao sin 6 A A
A, = Ao <1:FZ—0(:080—|—O( ))

a /2 2«
A2 %
Ag=1-— 702 sin’ § + O(—g) (753)
e le probabilita
A2 sin? 0 M
Pu =525 (1 + 0(¥)> (754)
¥ A3
P[)_l—?Sln 6+O<a3) (755)
Domanda 3
L’interazione si scrive
V(t)=Xe ' (sinf L, +cosL,) = Ne 'L, (756)

dove L, & il momento angolare lungo la direzione 7 = (sin 8, 0, cos ). Deno-
tiamo con 1, gli autostati di momento angolare definito lungo z e con ¥,
quelli con momento angolare definito definito lungo 7. Poiché

f/ =cosf L, —sinf L,
L,=1,
I: =sinf L, + cosf L, (757)
abbiamo
%(1/;1—1;—1) CO\/S—Q(% Y1) +sinf ¢y
T(wl-i‘w 1) = ﬁi(wl—i-wfl)
~ sm@

=
S

T 1 =)+ cos B (758)
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ovvero

~ cosf +1 1 —cos@ sm@

P = 5 P+ 5 (2 \/— o

~ 1 —cosf cos¢9+1 sin 8

Yo = 5 1+ Yo — NG (2

~ s1n9

’QZ}() ('@ZJl ¢_1) —|— COS 0 ¢0 (759)

Decomponendo lo stato (t) nella pittura di interazione nella base 9, (con
m=0,%£1)

V() =D am(t) ¥m (760)

otteniamo y .
ih am (1) =Xe *"hma, (761)
dt
Quindi
. _im>\0 (1_e,at)
am(t) = an(0)e” "= (762)
Lo stato iniziale vy si scrive nella base &m
sin 6 ~
Y(t=0)=1 = (11 — h_1) 4 cos Bty (763)

V2

Dunque lo stato al tempo ¢t — 400 €

sinf iz ~

P(4o00) = \/i(e 2 — e U_1) + cos By =
:Si;l;[e_ij‘o (C0892+11/}1+1 COSQID 1 81;1_91/}0>
Y (1—;089¢1+c0892+1¢_1_%%ﬂ N

—|—COS€( Sir/l_e(wl w_1)+c059¢0>:
= [((COS% -1) —sm@\/;ose — 4 sin /(\)? Sjﬂ)@bl
((1 — cos %) —Smf/%osﬁ — i sin %%)d;_l

+(sin? 0 cos — Ao —I—cos 0) wo]
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Le ampiezze di transizione esatte sono pertanto

A in 6 0 Ao sinf
Aﬂ:i(cos_o_l)w_ism_o&:
« \/§ e} \/§
Ao sin@ _ sinf cosf N}
—1— + +
a /2 V2 2a?
sin? 6 A2
2 a?

A
Ay = sin? 6§ cos EO +cos?f =1— (764)

in accordo con i risultati perturbativi.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 15/06/2009
Problema 1
Una particella di impulso p'= hk diretto lungo I’asse delle z diffonde nel
potenziale:

2
V(zp) =4 Voo ® el <1 (765)
0 |z| > 1

dove p = /22 + y? & la coordinata radiale cilindrica; d > 0 e [ > 0 sono due
lunghezze.
Domanda 1 (Punti 9)

Si calcoli la sezione d’urto differenziale in approssimazione di Born come
funzione dell’angolo di diffusione # che il momento della particella diffusa
p7 = h k' forma con l'asse delle 2.

Domanda 2

Si calcoli la sezione d’'urto di Born integrata nei due limiti:

i) kl<lekd< 1 (Punti3)

ii) 1 < k < 5. (Punti 6)

Problema 2
Un oscillatore armonico uni-dimensionale di frequenza w e massa m si
trova, al tempo ¢t = 0 nello stato

Yt =0;2) = e " aho(x) (766)

dove () & la funzione d’onda dello stato fondamentale.
Domanda 1 (Punti 8)

Si calcoli, all’ordine v2, la probabilita che al tempo ¢ > 0 il sistema si
trovi nello stato

Vg =T () (767)
dove ¥, (z) con n =0,1,2,... & un generico autostato dell’energia dell’oscil-
latore armonico.

Domanda 2 (Punti 12)
Si calcoli la stessa probabilita esattamente.!

1Si ricordi la relazione operatoriale eA1t5 = ¢4 B e 3 [A.B] valida se [A, B] & un mul-
tiplo dell’identita.
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Prova Scritta del 15/06/2009: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

Sia
— e » . . . 29
G=k—kK =k(—sinf,0,1 —cosf) =k (—sin6,0,2 sin 5) (768)

L’ampiezza di Born e

mVy 1.
orn(0) = — dze'®* 769
Foornl0) = —5aty [z (769)

o0 . 22 o0 ) 2
></ dre' ™ " a2 / dye' v @ =
—0o0 — 0o

d2 Vi, si » [ a? (q%-kq%,)
L e 0 S”;q e (770)

La sezione d’urto differenziale ¢ pertanto

d 0 Born, m? d* ‘/02 SiIl2 q. l a®k2sin%0
_ e 5

= 771
d h? q> (771)
Domanda 2
La sezione d’'urto integrata ¢
2 2d4v2 T in? Zl 2 k2 sin2
OBorn = 2 & Y0 mh4 0 / sinfdf L o (772
0 z
Operiamo il cambio di variabili
L0
q. = 2k sin 2 (773)
da cui
dq. =k sin 6 df (774)
e
E?sinf = ¢* — ¢ =2kq. — ¢ (775)
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Dunque

27 m?d* Vi /deqzsiHqul 2 (2kgz—d?)
0

OBorn = =
4 2
I} k q?
2rm?d' VE L PP sin®x ke a2,
- - _ €T e T 212
h? k Jo x?

Nel limite di bassa energia

El<1 kd<1

otteniamo
A4rm2d* V32
O Born — —h4 0 l2 + O(k2)
Nel limite
el
[ d
abbiamo
2rm2d*VE 1 [*F sin’z _p ke o2
_ —d* () _
OBorn — h4 %/0 dl' $2 e 1 212/ —
2w m*d*VE I w
- Rt k2
Problema 2
Domanda 1
Poniamo
r=i\(a—a)
con
o P
2mw

Lo stato iniziale si scrive

dove

(776)

(777)

(778)

(779)

(780)

(781)

(782)

(783)

(784)



Lo stato al tempo t > 0 e

P(t) = er(aTetimaeth gy o =55t (785)
L’ampiezza di transizione richiesta e
At =75 (27 ), g @ e ) (786)

Espandendo al primo ordine in « otteniamo

iwt

Ap(t) =e 2

(5no+ @ (nl1)e + a (nl(a — a) 0} + Oa)) =

iwt

=% (b0 +adur (€79 = 1) + O(a?)) (787)

Le probabilita di transizione sono pertanto

P,(t)=0(*") n>1 (788)
Poiché -
PRAGES! (789)
n=0
abbiamo .
_ _ 9 . owt 3
Py(t) = 1—;&@) =1—40”sin” =+ 0(a”) (790)
Domanda 2

Riscriviamo lo stato al tempo ¢ > 0 usando l'identita suggerita

2 iwt twt

h(t) = e 29 e e ) e S (791)
Analogamente, lo stato finale si riscrive
yn
—*042 O[G/T —xa - ()[2 ozaT —xa a
Yp=e"2 e ‘" n)y=e2%e %K)):
2 T - "
— 20 gad! um (792)



dove abbiamo usato

e f(a') = f(a' —a)e™@"

L’ampiezza di transizione ¢ pertanto

A (t) =0

(@ —a)"

Vn!

(a4 a(e it — 1))

o a

aaTe

= (0]

Vn!

e

—twt

(67 a+a2 e

iwt

_ e_a2 (1_ef7lwt) Cﬁn (e_ZWt - 1)”
Vn!

dove abbiamo usato la relazione analoga alla (793)

f(a) eaaTe

La probabilita & dunque

—twt

. eaaT e
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 2/07/2009
Problema 1
Un oscillatore armonico uni-dimensionale di frequenza w e massa m si
trova al tempo ¢ = 0 nello stato fondamentale. Per tempi ¢ > 0 viene accesa

la perturbazione
V(t)=ge 2’ t>0 (797)

con g parametro reale ed o > 0.

Domanda 1 (Punti 7)

Si calcoli al primo ordine in teoria delle perturbazioni (cio¢ all’ordine g?)
la probabilita che la particella si trovi, per t — 400, in un autostato generico
|n) dell’Hamiltoniana imperturbata.

Domanda 2 (Punti 8)

Si calcoli la probabilita di transizione nell’autostato |2) al secondo ordine

(cioe all’ordine g*) in teoria delle perturbazioni.

Problema 2 .
Una particella di massa m ed impulso Ak diffonde nel potenziale centrale
h2 4d r
V(r) = { —gme (L+ 5 tang)  r<a (798)
0 r>a

dove 0 < § < 7.
Domanda 1 (Punti 6)
Si consideri la funzione della coordinata radiale r

x(r) =r" cosfr (799)

Si determinino i parametri «, 3 ed il momento angolare [ per i quali la y(r) &
soluzione di energia nulla dell’equazione di Schrodinger radiale ridotta nella
regione 0 < r < a.
Domanda 2 (Punti 8)

Si determini ’ampiezza parziale di momento angolare / nel limite di bassa
energia, all’ordine k2, dove k = |k|.
Domanda 3 (Punti 8)

Si determinino i valori numerici risonanti del parametro § nell'intervallo
indicato. Si calcoli la sezione d’'urto integrata di picco in prossimita della

risonanza.

151



Prova Scritta del 2/07/2009: Soluzione

Problema 1
Introduciamo gli operatori di salita e discesa
= X(a+a) (800)
dove ;
A= o (801)

Il potenziale si scrive
V(t)=ge @'\ [a?’ + (a')? + (a")?a+a'ad' +a(a")? +
+aal —I—aaTa—I—aTaQ] =
=ge @t )\3 [a?’ + (@ +3(@)?a+3a" +3a+3al aQ] (802)
Il potenziale nella rappresentazione dell’interazione &
Vina(t) = gt 23 [a?’ e Biwt 4 <a1)3 QBiwt |
+3(a"?ac +3a' ™ +3ae™*" + 3al a® e_“’t} (803)

L’ampiezza di transizione in uno stato |n) con n # 0 al primo ordine in teoria
delle perturbazioni e

AP =2 [t alViu(®)]0) =
hJo
- —3/ at'{nlg e N |(al)? " 4 3al o' o) =
hJo
= _%/ dt'ge " X* [5,%3 Valeiel 4 357%1@%'“’] —
0
ig\® [ V3! 3 ]
= — 4
h 5”’304—3iw "o —iw (804)
Inoltre
Ay =1+ 0(g% (805)
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Le probabilita di transizione non nulle all’ordine g? sono pertanto

P(1)7992/\6 1 o 9927:L 1

D R a24w? 8miwda?+ w?

P(l)_692/\6 1 . 39271 1

57 R a?49w?  AmPuwla? + 9uw?
e

9g%X\6 1 692X 1
=1~ gh2 a+w? gh2 a2+9w2+0(g3) (806)

Domanda 2

L’ampiezza al secondo ordine e

—l
/ dtl/ dt2 2|‘/mt tl) mt<t2)‘0>

)\6
=_9 5 / dt, —“tl/ dtye % x
h 0 0

x{2] [3 (aN2ae“™ +3a e +3ae™ " + 3al a® e_wtl] X

% |:(CLT)3 e3iwt2 + 3CLT eiwt2:| |O> —

2 )\6 t1 ] ]
. dt e*Oétl dtg efoctg [ezwtl ezwtg %
h 0 0

x(2/(3 (a')?a +3a%) 3t [0) +
+e_iwt1 ediwt2 <2|(3a + 3qf a2) (CLT)3|0>] =

)\6 t1
S 5 /dt —‘”“fl/dth—‘”‘t2 X
h 0 0
% [eiwtl eiwtg \/518 +e—iwt1 e3iwt2 \/527] —

9 2 )\6 t1 )
_ \/_.29 |:/ dt (a—iw)t1 /dtg e—(a—zw) to 2 4
h 0 0

/dt e —(atiw)t /dt ef(a 3iw)ta 3:|
0 0

_9\/592 \6 |: /oo (i) s 1 — ef(afiw)tl
0

dtie
h? Le oa—iw +
/dt (atiw)t1 1- e_(a_3iW)t1]
e _=
0 a—3iw
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O 9V242)S I
B h? [ (0 —iw)? (a—iw)? *
+3 ! = k | =
(a+iw)(a—3iw) 2(a—iw)(a—3iw)
__9v§g2A6[ 1 3 ] _
h? (a—iw)? 2(a+iw)(a—iw)
_9\/592)\6 Sa—1iw

h? 2(0? +w?) (a—iw)
La corrispondente probabilita e

81g* A% 2502 + w?

P(2) _
2 R4 2 (oﬂ + w2)3

(807)

Problema 2
Domanda 1
Abbiamo

X(r) =ar* ! cosBr —r* 3 sinBr
X'(r)=a(a—1)r*2cosBr—2aBr* " sinfr —r* 3% cos Br
X"(r) _a(@=1) 2ap

= — t — 3 808
e " tan i (308)
Deve essere ) Z(Z )
X'(r)  2m +1
NG 72 V(r)+ 3 (809)
Dunque
1 _
a=2 b= p =1 (810)
Domanda 2

Calcoliamo la derivata logaritmica della funzione d’onda all’uscita della
buca

rx'(r) a a
=2—— - 811
X(T) r=a d tan d ( )
Posto pertanto
(ak)® cotdy = Ay + By (ak)* + O((ak)*) (812)
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otteniamo

A 3— 4% tan2 d
42 a M g% 0y (813)
3 atana a d

L’ampiezza parziale di momento angolare 1 nel limite di bassa energia si
scrive

(ak)?
3 f1 =3a - —
Ai+ By (ak)? —i(ak)?+O((ak)?)
2 tan 2
_ 2 _dAg 3
=al(ak) o tan + O((ak)) (814)
Domanda 3
La condizione di risonanza &
3—%&m%=0 (815)

Nell'intervallo indicato dei valori di § esiste una unica soluzione di queste
equazione

gzgsz (816)
In prossimita della risonanza
3—%&m%:e (817)
con
ek 1 (818)
oVVero p
— % tan % € €
1 d d 2
L = =—+0 819
3 g tan § 3—e 3 +0(€) (819)

dobbiamo includere il termine di raggio effettivo

) (ak)?
<+ By (k) —i(a k) + O((ak)?)

fi= (820)

Sappiamo che in generale B; < 0. Dunque per € > 0 esiste un valore risonante
per k dato da

(mw@Z——éI+O@% (821)
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in corrispondenza del quale la sezione d’urto ¢ dominata dall’ampiezza par-

ziale con | = 1:
4w 127|By|a®

o~3 (822)
TS €
Il parametro di raggio effettivo B; alla risonanza e dato da
“ 2 (r) dr Vdw z* cos? x
By = —1— —fo X(r) - 1- Jo = —— ~ —1.45 (823)
ax?(a) y° cos?y
dove si e usato il valore approssimato per l'integrale
Y
/ dx x* cos® v ~ 0.147 (824)
0

Per € < 0 non c¢’e una vera risonanza. Per ¢ < a k < 1 il valore dell’ampiezza
f1 & dello stesso ordine della fy, cio¢ di ordine O((a k))

fie—~  e<ak<1 (825)
By
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 16/07,/2009
Problema 1
Una particella di massa m e vettore d’onda k diffonde nel potenziale

Vir)=ge ™™  r=|F (826)

Domanda 1 (Punti 4 )

Si calcoli la sezione d’urto differenziale e quella integrata totale nella
approssimazione di Born.
Domanda 2 (Punti 10 )

Si calcolino le fasi di scattering o; per [ =0 e [ = 1 al primo ordine in g.
Domanda 3 (Punti 3 )

Nel caso in cui la particella incidente sia un elettrone, e o = 108 em ™1 si
stabilisca in quali dei seguenti casi ¢ applicabile I’approssimazione di Born e
si calcolino le corrispondenti sezioni d’urto totali:

I={E=102cv;g =102 ev}
II={E=10"%ev;g = 3ev}
Il ={E =10%ev; g = 3ev}
Problema 2
Un oscillatore armonico 1-dimensionale di frequenza w, massa m e carica

q si trova al tempo ¢ = 0 nello stato fondamentale. Per tempi ¢ > 0 viene
sottoposto ad un campo elettrico periodico di frequenza @:

V(t)=—q& i cosot  t>0 (827)

dove T e I'operatore coordinata e & e 'ampiezza del campo elettrico.
Domanda 1 (Punti 14)

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, il valore medio
dell’operatore d= gz al tempo t, ovvero si calcoli

d(t) = (¥(t), d (1)) (828)

dove ¥(t) & lo stato al tempo t.
Domanda 2 (Punti 4)
Si risponda alla stessa domanda nel caso in cui lo stato inziale sia

Ut =0)=—

\/5(!0> +11)) (829)
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Prova Scritta del 16/07/2009: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
L’ampiezza di Born e

_ am 3 = 2 2,2
fBorn(€> - _27T7:L2 d qm - -
_quTZQ drr [eiqr—a2 r2 e—iqr—a2 7“2] _
am > iqr—a?r? —iqgr—a?r?| __
T 2igR? dw[eq —e ]_
qgm o iqgr—a2r? am 0 o iqr—a2r?
:—th2 7ood7’7”eq _tha_q/ dre'? =
_gm 9 /oo dr 7o ilz—o? (r—3%)? _
h?q Oq
_2gmym 9 2 gm T 2 (830)
h? aaqea_2h2a3e
dove 0
7=k —k q:2ksin§ (831)
La sezione d’urto differenziale e
2,2 2,2
Qom0 T ST et ()
d ) 4h* of 4h* af
Quella integrata
T . dUBorn g2m2 m 2k271’qdq _ 4
UBomI/O 21 sinf df 70— an 5/ 12 e 242 =
2.2 2 4 )
gme T zk2
= T E/O dre 2.2 =
2,2 2 2 2.2, 2
_gmim 2ann wd) _mgmr e (833)
4ht of k2 2 ht ot k2

Domanda 2
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L’ ampiezza di diffusione esatta si scrive

F(0) = (21 +1) f B(cosb) (834)
1=0
Poiché A
T
QPR Py = 0y
/d )(cos 8) Py(cosf) = &y Y (835)
ricaviamo L
fi = 5/ df sin 0 Py(cos ) f(0) (836)
0
Ricordiamo i polinomi di Legendre di ordine 0 e 1
Py(cos) =1 P (cos ) = cosb (837)
Notiamo anche che s 1 p
.5 — cos
- 838
sin” 5 5 (838)
Quindi ’ampiezza parziale con [ = 0 ¢, al primo ordine in g si scrive
1 (" OBV 2,
fo= 5/0 sinfdof(0) = _Z_h? a—\/;e 202 » dr e2a2® + O(g*) =
_ I VT8 2
= 2h2ak2(1 e o)+ 0(g%) (839)
Quella con [ =1 e, allo stesso ordine,
1 (" .
fi= 5/ sinf df cos @ f(0) =
0
gm Vr a2 [ 2 O(?) —
T 71d:pxe2a +0(g9°) =
gm /T« [ k? k? _;ﬁ] 9
_ i) e oz 4
2 k1202 1+(2a2+ )e +0(g”) (840)

Domanda 3
Il raggio dell’interazione e é La sezione d’urto di Born nel limite di basse

energie
2

<1 (841)
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diventa, in unita =

a?
12 a2 m2
02 O pom = # (842)
mentre per
2
22 > 1 (843)

la sezione d’urto e piu piccola per un fattore inversamente proporzionale
all’energia:

2 2,2 2 2 2.2 Ba?
CYQ OBorn = Tom A — Tgm 1 (844)
htat 2Kk? hta* 4FE
La scala di energia associata al raggio dell’interazione e
h2 2
Y o~ T64ev (845)
m
Pertanto nel limite di basse energie, ovvero per
E < 7.64ev (846)
la validita di Born richiede
.64
gL —evr24ev (847)
s

Nel limite di alte energie invece, e sufficiente per I'applicabilita di Born che

7.64 ev
F

g<kK24 ev

(848)

Nel caso I e II, E = 10 2ev: siamo dunque in un regime di bassa energia.

Nel caso I, inoltre, ¢ = 1072 ev < 2.4 ev e dunque I'approssimazione di Born
e accettabile

2 T X 10_2>2 —3\2 -5
o (E2 2 N (411032~ 1.7- 10
@ a1 ( 7.64 ( )

(849)
Nel caso 11, g = 3ev:
mg
Erela 1.23 (850)

Siamo pertanto in un regime di accoppiamento forte in cui l’approssimazione
di Born non e applicabile.

160



Infine, nel caso III, E = 10 ev siamo nel limite di alta energia: 1’appros-
simazione di Born diventa accettabile e da

3xm\2 7.64
2001 ~ ~152%x1.91-107°~2.9-107° 851
oo~ () g < 192X 19 (851)
Problema 2
Al primo ordine in teoria delle perturbazioni

. t
w00 = (L= 1 [ sV () (852)

0

Dunque al primo ordine in V
(), d () = ("0(t), d (1) " (1)) =

= (o, " 8), ) + /0 ds (. VO (5), 470 1) ) =

= (000 = T2 [ 0, 0051, 00 ) e) cos
Abbiamo

[d7)(s),d" ()] = @ A2 [ae™™° + al ¢™®, ae” ! + al @] =
=@\ (el oWy = 24 ¢2 A2 sinw(s — t) (853)

Pertanto

2q% \?

~ . & t
(¥(t),dy(t)) = (Tbo,d(mt)(t) o) + 5 9 / ds cosw s sinw(s —t) =
0

= (o, d™ () 1) +

2/\28 t o o . .
q o 0 /(; ds (ezws + efzws> (ezw(sft) . e—zw(sft)> —

2th

—et (w—w)sezwt 4ot (w—w)se—zwt —

o 2)\2E t . . . )
_ (@Do,d(mt) (t) ¢O) + q 0 / ds e (w-‘rw)se—zwt _ et (w—l—w)sezwt +
0

o 2)\2¢ gt (@+w)t _q )
— d(znt) ¢ q 0[ —twt iwt
Wo, W o)+ o | TG ) © Siore) o T
ei(az—w)t_]_ th+e—i(®—w)t_1 it
- e - e =
i (0 —w) —i (@ —w)
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= (b, d™ (t) o) +

ot eiwt

q2 )\250 [eidt_e—iwt e—i&zt_eiwt N
2ih i (0 +w) —i(0+w)
e —iwt iwti|

€ (§

o—w)  SiGo—w

= (¢, d™(t) ) —

coswt coswt
+ o)

PN & [coscbt coswt
h

otw w4t w

O-w  d-wl
2¢° N2 & wcoswt — coswt]

= (0, d"™ (1) 1ho) + 5 R (854)
Questa formula e valida per 1y arbitrario. Nel caso della domanda 1,
o = 0) (855)
e quindi
(b0, d"(1) o) = g A (o, (ae™ ™" +al e"“")1hg) = 0 (856)

In definitiva il valore medio dell’operatore di dipolo d nel caso dello stato
fondamentale e

. 25 @ N wlcoswt — coswi]

(W (t), dy(t)) > 7 (857)
Domanda 2
Per uno stato iniziale generico
YE=0)=v;=> a,n) (858)
n=0

abbiamo
(0, d™™ (), 400) = gAY V4 1(e " af anin + ' aly g a,)  (859)
n=0

In particolare per
1

Yo \/5(!0> +11) (860)

abbiamo

(1o, d™(t),100) = g A\ coswt (861)
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e dunque

~ 28 ¢*° N wlcoswt — coswt
(D). (D) = g s conwt 1 ZRTX et conel

(862)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 07/09/2009
Problema 1
L’evoluzione di un sistema quanto-meccanico a due livelli e descritta
dall’Hamiltoniana:

H=Hy+V (863)
dove \ ;
-2 0 0
men(0) ven(® ) -
dove A >0 e f > 0. Al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello ¥y:
_ [ cosa
Yt =0) =1 = (sina) a>0 (865)

Domanda 1 (Punti 6 )

Si determini, al primo ordine in f, le probabilita Py (t) che il sistema si
trovi al tempo t > 0 negli stati ¢, = (0,1) e »_ = (1,0).
Domanda 2 (Punti 10 )

Si calcolino esattamente le probabilita Py(t) per tempi ¢ > 0.

Problema 2
Un atomo di idrogeno si trova nello stato fondamentale. A partire dal
tempo t = 0 viene sottoposto alla perturbazione periodica di frequenza w

V(t) =ex&coswt (866)

dove e e la carica dell’elettrone, & il campo elettrico,  la coordinata lungo
I’asse delle x.
Domanda 1 (Punti 3)

Determinare la condizione sulla frequenza w che rende possibile la ioniz-
zazione al primo ordine in teoria delle perturbazioni.
Domanda 2 (Punti 15)

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturbazioni, la probabilita di
ionizzazione per unita di tempo, approssimando gli stati finali con onde piane
di momento k.

Domanda 3 (Punti 2)

Dedurre la condizione di validita dell’approssimazione di cui alla domanda

precedente.
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Prova Scritta del 7/09/2009: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Sia
¥(t) = (a(t),b(t)) (867)

lo stato del sistema al tempo ¢. L’equazione di Schrodinger e

ia(t) = —Xa(t) + fb(t)
ib(t) = +Xa(t) + fa(t)

Passando alla rappresentazione dell’interazione

a(t) = e a(t)  b(t) = e Mb(t) (868)
otteniamo
ia(t) = fe 2 Mp(t)
ib(t) = fe*a(t)
Integrando

t
a(t) = cosa — i f/ dt1e 2121 p(t)
0
b(t) =sina — zf/ dty e A a(ty)
0
Al primo ordine in f otteniamo

t

a(t) =cosa—if sina/ dtje 21 4o =
0

f sina

2\
¢

b(t) =sina — i f Cosa/ dt, > alty) +--- =
0

= cosa + (e72IM — 1) 4 ...

f cosa

o (e2i>\t_1)+”'

=sino —
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Le corrispondenti probabilita sono

: 092

P_(t) = cos®> a + M(COSQ)\t— 1) =cos’a — Jsm2a sin® Mt
: "

P, (t) =sin’a — w (cos2 At — 1) = sin* o + JsinZa sin? \ ¢

Domanda 2
Gli autostati (non-normalizzati) esatti di H sono

vr = (f,AE VA2 + f2) (869)

ed i corrispondenti autovalori

Ey = +hy/X\2 + f2 (870)

Decomponiamo lo stato iniziale nella base v.:
o =cyvp +c_v (871)

Abbiamo

_ (v+, 1) _ feosa+ (A£ /A2 4+ f?) sina (872)

(v, vg) 2N+ 2(VPF A2 £ )

Lo stato al tempo ¢ e

Y(t) = cp e VNEP Y e VIHEPTY (873)
Dunque:

P,(t) _ f2 ‘C+ efi\/)\2+f2t +ec ei\/)\2+f2t‘2 _
=2(E 4+ +2ciccos2/ A2+ f21) =
=cos’a—2f%c_cy (1 —cos2/ A2+ f2t) =
=cos’a —4 fPc_cy sin? /A2 + f2t (874)

Analogamente
P.(t) =sin’a +4 f2c_cy sin® /A2 + f2t (875)
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Osserviamo che

2 o feosad (A4 4/A2+ f2) sina
A e-cr =47 2V N+ (VP A2+ 8
Xf cosa + (A — /A2 + f2) sina _

2N+ (V2N =)

f? cos’a— f2sina+ 2\ f cosa sina

A2 4 f2
_f2 cos2a+ A fsin2a
N A2 4 f?
Pertanto
2 2 A f sin2
P_(t)zcos2a—f cos ;;—:_fj P2 in? A2+ f2t
f2cos2a+ \fsin2a

P, (t) = sin’ a + sin® \/ A2+ f2t  (876)

Nt f?

in accordo con il risultato del primo ordine.
Problema 2
Domanda 1

Deve essere

met

hw > |Eg| = 572 (877)
dove A
me

Ep = — 572 (878)

e 'energia dello stato fondamentale dell’idrogeno.
Domanda 2

Per comodita ruotiamo gli assi e prendiamo 'asse delle z lungo il campo
elettrico. La perturbazione si riscrive

1 . .
V(t) = 5 €% Eo (e +e7v0) (879)
La funzione d’onda dello stato iniziale e
. 1 _ 3l
¥i(7) = e B (880)




dove
h2

m e2

(881)

ap =

e il raggio di Bohr. La funzione d’onda delle onde piane che prendiamo come
stati finali sono

Upila) = o7 (882)

L’elemento di matrice rilevante &

1 e& L ikp 2
Ap = 5650(@/)f;g,z¢i) = 3(:/_/d3xze MEuE =
2ap /T

ic&o 0 p (883)

ZaL% VT Ok

dove abbiamo introdotto l'integrale

—ikg— 12l > 7 . —ikr cosf—-—"-
I(k)Z/dg:Z"e M :27r/ drrz/ df sinfe * 0 Tag =
0 0

_ 2_7T 00 drr (efé(limB k) efi(lJriaB k)) _
vk ),
2 [e’e}
_ 27TaB / dl,x(efx(lfiaBk) _ efm(1+ia3k:)) _
ik o
_ 2map [ SN ___Smap (884)
ik L(1—idiagk)®? (1+iagk)? (14 a3 k?)?
Pertanto
7
' 2mayk, 1 ' 2k,
Ay — Z(jc‘,’o 3 7Ta2,B23:_ 6\/7_1'2625032 (885)
QaEﬁ(l‘i‘aBk) (1+ajk?)
e
28 128247 k2 29~
|Af,~|2: Te Oaj23 oS (836)
(14 ag k?)°
dove 0 & I’angolo formato da k e asse z. Poiché
(g ) = (2m)*6(k — &) (887)
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la regola d’oro di Fermi da per la probabilita di ionizzazione per unita di
tempo

dP(t) 27 Pk B e E2al k* cos? 0
7:?/W6(E—E3—hw) YT (888)
dove F2 12
E = 889
o (889)

Posto x = cos é, otteniamo
dP(t) 27?2 &laly [ E* 1 )
= dké(E — Fg — hw) —————— d
dt h /o (B = Es = he) e /_1 o
282 E ap k4

/ dk 5(E — Ep — hw)
0

3h (1+ a% k?)0
_ 28e2E2alym k3 i (890)
3h3 (1+ a% k2)6
dove
%:\/Qm(EB—i—hw)_mez /2wh2_1_
o h?2 R met N
1 hw
= — 4/ — =1 891
Domanda 3

L’approssimazione usata nel punto precedente ¢ ragionevole nel limite in
cui I'impulso dell’elettrone finale e grande ovvero per

kag>1 (892)
In questa situazione,

_ hw h? k2
O ~h 893
“B Esl  © 2m ¢ (893)

e la probabilita di ionizzazione per unita di tempo diventa
dP(t) 27e*&aly 1 2T &fay (\EB]>§
dt " 3h EE  (apk)’ " 3h hw \hw

m

(894)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 19/01/2010
Problema 1
Una particella di massa m e vettore d’onda k diffonde nel potenziale
centrale

A
V(r)=—=e™*"

r2

con p > 0 e A reale.

Domanda 1 (Punti 7)
Si calcoli 'ampiezza di diffusione di Born.

Domanda 2 (Punti 7)
Si calcoli la sezione d’urto di Born integrata nei limiti di bassa energia e
di alta energia

Domanda 3 (Punti 7)

Sia . = 10® cm ™! e la particella che diffonde un elettrone. Sistimi il valore
numerico della sezione d’urto integrata nei casi in cui I’approssimazione di
Born e applicabile:

a) A=764-100%cv x em?*  E = .04ev

b) A=7.64-10"1%ev x cm? E =10 ev

c) A=7.64-10""%ev x cm? E=1.ev

Problema 2
Un oscillatore armonico bi-dimensionale di frequenza w

B e+ N mw? (22 + §°)

H,
07 Tam 2

e perturbato per tempi ¢t > 0 dal campo elettrico
V(t) = —q (&) L+ E,(1) §)

dove &, ,(t) = &, e, con &, costanti e reali. Siano v, ; gli autostati di
Hy di momento angolare lungo z determinato.

Domanda 1 (Punti 10)
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Calcolare all’ordine pitt basso non nullo in teoria delle perturbazioni le
probabilita di transizione al tempo ¢t — +o0o dallo stato 1 agli stati ¢, ;

Domanda 2 (Punti 10)
Dati due autostati 1, ; € ¥,/ determinare, in funzione di n,n’, J, J', I’
I'ordine pit basso non nullo della transizione v, ; — ¥, s,
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Prova Scritta del 19/01/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Posto

=K —k (895)

dove k e k' sono i vettori d’onda incidenti e diffusi, abbiamo

mA > —ur ! iqrt
fB:——h2/0 dre“/_ldteq =

_ ?7114 /Oo dre " (eiqr . e—iqr) _
0

iqh? r
2m A

= =7 arctan (896)

qh? I

dove abbiamo usato il risultato
© dreHT .
/ e ("1 —e7"17) = 24 arctan 4 (897)
0 r K

che si puo per esempio derivare dall’integrale elementare

/OO dr (e*(ufiq)fv _ e*(uﬂ'q)r) — 1 S ! — =
0 p—iq p+iq
2iq
= - 898
u2 + q2 ( )
Infatti, derivando ambo i membri della (897) rispetto a p otteniamo
- —ur (. tqr —iqr : 1 q
— dre M (e —e ') = =24 T3 (899)
0 1+ 57 H

ovvero la (898).
Domanda 2

Introduciamo il parametro adimensionale che caratterizza 'intensita del
potenziale

«

mA
Nl (900)
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La sezione d’urto di Born integrata e

9 2k qdq 5 q 8 a? 2 da 9
op=8Ta 55 arctan® — = 3 — arctan” x
o kg It k2 Jo @

Nel limite di bassa energia

k< p
otteniamo
87r042/2ukd . 8m22k2+
B 2o, K2
16 7 o
=2 + O(k?)
Nel limite di alta energia
k> pu
otteniamo
oma? [ du 2 m3a? k
= —+ = log — + O(1/k?
oo =" 5 - log -+ O(1/K)

dove € > 0 ¢ una costante positiva.
Domanda 3
Per ’elettrone
hQ
— =27.2ev x (0.53-107%)? em? ~ 7.64 - 107 % ev x em?
m

La costante adimensionale « € pertanto nei tre casi
(a) a=10"* (b) a = 1. (¢) = 1.

Il numero d’onda k < VE & nei tre casi

k 0.04

= =4/—=(053)"'~0.10
(a) p 13‘6( )

k 104
b) — =4/ —(0.53)"! =~ 51.
(b) . 13_6< )

k 1.

— =4/——(0.53)"' =~ 0.51.

(901)

(902)

(903)

(904)

(905)

(906)



Nel caso (a) pertanto 'approssimazione di Born & certamente valida. Inoltre
siamo in un regime di bassa energia, per cui possiamo far uso della (903):

(a) op =~ 167 x 10781071 em? = 5. x 1072 cm?
Nel caso (b) il rapporto

a 1 _g
—x~—=~2-10 1 907

KL < (907)
implica che I'approssimazione di Born e applicabile. Possiamo inoltre, con
discreta precisione, usare I'approssimazione di alta energia (905):

23
(b) o ~ 5T7r2 log(51.) x 10716 x em? ~ 9. - 1078 em?
Nel caso (c), siamo in condizioni di (relativamente) bassa energia e dunque

il valore di « indica che I'approssimazione di Born non ¢ applicabile.
Problema 2

Domanda 1
Converra introdurre gli operatori di salita e discesa di momento angolare
definito:

f —i a 1a
ai_\/g( [ +ial) (908)
ay = %(axq:iay) (909)

Un autostato di ¢, ; di Hy di momento angolare J e energia F,, = hw(n+1)
si scrive in termini degli operatori di salita (908) come segue

Un.g ——10) (910)
m+! m,!
con

n=my+m_ J=mi—m_ (911)

OVVvero L ;

n n—

= _ = 912
my 9 m 9 (912)



Per ogni livello n, J assume gli n + 1 valori n,n —2,..., —(n — 2), —
Il potenziale d’interazione si scrive in termini degli operatori (908) e (909)
nel modo seguente

V() = =g A[E+(t) (a- +al) + E-() (as +al)] (913)

dove

5+(t)z‘c”m(”i—\/§igy(t) A % (914)

Gli stati di livello 2, sono g 2,120, %2 —2. L’ordine piu basso non nullo in
teoria delle perturbazioni per le transitioni 1o — 12 s € il secondo.
Le ampiezze sono

2)2 00 t
a A iw !
Az!)o,o—ﬂﬂziz = _F/O dt gq:(t)/o dt’ 5;(1&') \/ie (t+t') _

22 o0 212 2
__q)\ ith__q)\ &
=~ AR [/ dtE+(t)e } = T AR T iw)?

2 )\2
Awo,O*ﬂ/JQ,O - - / dt/ dt ng )

(t/)] ezw (t+t) _

2)\2 o0
=12 [/ at (1) | / dte_(t)e't] =
h? 0 0

_q2 )\2 5+ (c/‘,
R (I —iw)?

Le probabilita
P (et ey’
Y0,0—Y2,42 — ] Bt (FQ +w2>2
P (et ey’
Y0,0—%2,0 — A pA (FZ +w2>2

Domanda 2
Un’ampiezza di transizione in teoria delle perturbazioni coinvolge un
monomio nei creatori e distruttori: sia m4 il numero dei creatori al e My

il numero dei distruttori a4 presenti nell’operatore di transizione ad un dato
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ordine in teoria delle perturbazioni. Affinché questo operatore non abbia
elementi nulli tra v, ; e ¥, » devono valere le regole di selezione:

An=n'—n=m,+m_—m; —m_

AJ=J —J=my —m_ —my +m_

Dunque

An+ A An— A
Am+5m+—m+:%b] Amzm—m:%}

Quindi le differenze m4 — m4 sono determinate univocamente dai valori
(n,J),(n',J") che caratterizzano la transizione.

Poiché la perturbazione ¢ lineare nei creatori/distruttori, il grado del
monomio coincide con l'ordine della teoria delle perturbazioni k alla quale
I'operatore di transizione in questione contribuisce:

k=mi+m_+my+m_ (915)

Tenendo conto delle delle (915), possiamo riscrivere k in quattro modi equiv-
alenti:

k=Amy+Am_ +2(my+m_)=An+2(my +m_) =
=—Amy —Am_ +2(my+m_)=—-An+2(my +m_) =
=Amy —Am_ +2(my+m_)=AJ+2(my+m_) =
=—-Amy+Am_ +2(my+m_)=—-AJ+2(my +m_)

Concludiamo che deve essere
k> |An| e k> |AJ| (916)
In definitiva I'ordine piu basso associato ad una transizione v, ; — ¥y €
k = max{|An|,|AJ|} (917)

I valori di m4,my che corrispondono agli operatori che inducono le tran-
sizioni di ordine piu basso dipendono dai valori di An e AJ. Possiamo
distinguere i due casi:

(a) |An| > |AJ], per cui k = An. In questo caso se An > 0 la transizione
di ordine piu basso sara indotta da un operatore con

An + AJ An — AJ
= m_ = ———

5 5 my=m_ =0 (918)

my
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mentre per An < 0 sara indotta da un operatore con

A An — A
m:—% m:—%] my=m_=0  (919)

(b) |An| < |AJ|, per cui k = AJ. Se AJ > 0 la transizione di ordine piu
basso sara indotta da un operatore con

An — A
_ An+AJ __An-AJ My —m_ =0 (920)

my 5 m_ 9

mentre, per AJ < 0, sara indotta da un operatore con

An+ AJ An —AJ
_ m_ = _—_——_=°

My = — g . my =m_ =0 (921)
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 02/03/2010
Problema 1
Una particella di massa m e vettore d’onda k diffonde nel potenziale
centrale

V(r)=Are™*"
con i > 0 e A reale.

Domanda 1 (Punti 7)
Si calcoli 'ampiezza di diffusione di Born.

Domanda 2 (Punti 7)
Si calcoli la sezione d’urto di Born integrata nei limiti di bassa energia e
di alta energia

Domanda 3 (Punti 7)

Sia . = 10® cm ™! e la particella che diffonde un elettrone. Sistimi il valore
numerico della sezione d’urto integrata nei casi in cui I’approssimazione di
Born ¢ applicabile:

a) A=764-10"cv xem™  E=.0lev

b) A=764-100ev x em™  E=10%ev

c) A=7.64-10%¢ev x em™ E =108 ev

Problema 2

Un oscillatore armonico uni-dimensionale si trova nello stato fondamen-
tale al tempo t = —oo. E’ sottoposto alla perturbazione dipendente dal
tempo

_(z=v t)2

V(z,t) =Vhe 2a2

dove a >0 e v > 0.
Domanda 1 (Punti 16)

Si calcoli all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni la probabilita
che l'oscillatore si trovi nel primo stato eccitato al tempo t = +o0.
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Prova Scritta del 02/03/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Posto
7=k —Fk (922)

dove k e k' sono i vettori d’onda incidenti e diffusi, abbiamo

mA [ _ ! )
B=——"F5" # =
f 5 / dre TrB/ dtetdrt

A [ . :
:—:;h2/0 dre " r? (e'1" —e ") =
_4mA q? — 3 2
T R2 (qz_,_ﬂz):a

(923)

dove abbiamo calcolato 'integrale definito a partire dall’integrale elementare

/OO dr (e—(u—iq)m _ e—(u+l’t1)f) — 1 B 1 =
0 p—tq ptiq
21q
= 924
MQ +q2 ( )
e derivando ambo i membri due volte rispetto a u
o0 4 , 2 2
dre HTp? (eldr — g1 = ; — - =
/0 ( ) (n—iq)* (u+ig)?
3 _ 3 2
= 4 2T (925)
(1* +¢%)

Domanda 2
La sezione d’urto di Born integrata e

op =

32 m? A2 /”f qdg (¢ —3p%)? _ 327m? A2 / gy 3P
ht o K (@+p)  RERES (

Nel limite di bassa energia

E<p
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otteniamo

OB — /5 -~

32w m? A2 /Qxdx—i— 5767Tm A?

EyEw —hs +O(K*)  (926)

Nel limite di alta energia

E>pn

otteniamo
32mm? A% [*° (z*=3)
= — dx + 0 =
7B = Tha g [/0 T s (k6)]
16 mm? A2 '/OO (t—3)? b
= dt +0
R Ly ( G >]
167m? A% [ 8 16 146
h* k2 pb /0 <t—|—1 (t+1)° +(t+1)6>+0<k6)}

t+1)6
16 7 m? A% 23
_ 20 2
Ty ST O(kG )] (927)

Domanda 3
Nel regime di bassa energia

kE<p

I’approssimazione di Born ¢ affidabile quando

m A < 1
Rut o op
ovvero per

h2 Iu3

m

A

(928)
Nel regime di alta energia, invece,
E>p
e sufficiente, per 'affidabilita del risultato di Born, che
h? u?k

m

A< (929)
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Per l'elettrone

h2
— =27.2ev x (0.53-107%)%cm? =~ 7.64 - 10~ % ev x cm? (930)
m
Dunque per il potenziale in questione
hQ ﬂ3
m

~ 7.64-10%ev x cm ™! (931)

Il numero d’onda k o< VE & nei tre casi

k 0.01
= =4/——=(0.53)"t~0.05
k 104
b) — =1/ —(0.53)"! ~ 51.
(b) . 13_6( )
k 108 . 5
2=/ =—=(0. ~51x1
(c) . 13‘6(0 53) 5.1 x 10

Dunque nei casi (a) siamo in un regime di bassa energia, mentre nei casi (b)
e (c) siamo nelle condizioni di alta energia.
Nel caso (a)

104
s~ 10 (932)

la condizione (928) ¢ soddisfatta e 'approssimazione di Born ¢ affidabile. La
sezione d’urto puo essere calcolata utilizzando la (926):

576710°  1.8x 1070

(a) op ~ 5 R~ 5 ~ 1.8 x 107 cm?
[ fu
Nel caso (b)
Am 10?

e quindi non ci si aspetta che I'approssimazione di Born sia accurata.
Nel caso (c) invece

Am N 102
22k 5.1 x 103

~2x1072 (934)
e dunque 'approssimazione di Born dovrebbe essere discreta.
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Possiamo inoltre usare 'approssimazione di alta energia (927):

16x 23714 x 1074 31x1072 _

(c)op =~ 5 2 e ~3.1x 10" ¥ cem?
Problema 2
Le funzioni d’onda dello stato iniziale e finale sono
1'2 w2
e 4x2 e 1422 g
dole) = ————  ale) = ————
ol) (27 A2)k (%) (27w A2)1 A
dove
h
A=/ ——
2muw

Pertanto 'ampiezza di transizione al primo ordine in teoria delle pertur-

bazioni e

—1 e . o0 z2 z—vt)?

Apy = Vo ! 1/ dte“"t/ —dxxe_ﬁ_(zaé) =
h (27’(’)\2)5 —00 — >‘

— o0 o0 2 2052 02 42
)2 —00 _
Ricordiamo la formula per l'integrale gaussiano
+ /5
/ OodéefATEQ+j£: 271-6%
. VA

[e.o]

[e.o]

da cui discende

‘x)

dfge—AT&-i-jf —

/+oo 2 \/ﬂj 2

e24
. A
Applicando questa formula all’integrale in x nella (935), otteniamo
— 313 0 ] 0242
= ZVOU a’ A 3/ dttezwte*m
AZa? (a2 4+ \2)1 )

Applicando uno seconda volta la stessa formula all’integrale in ¢ arriviamo a
Vovw  a3X V27r(a?+ A\2)2 _el @A)
O — 2v =
fi A2 a2 (O[2+/\2)% 3 [§]
V2T Vowa ) _w?@??)
= —€6

h D) 202
v
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La probabilita di transizione ¢ dunque

21 Vi w?a? N _teod)
Py = 2.4 € ! -
h?wv

183

TViwa?

hvim




Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 14/04/2010
Problema 1
Un oscillatore armonico 3-dimensionale isotropo di frequenza w

3
- 3
Hy = E hwa!ari—ihw (935)

i=1
e perturbato dal potenziale

o T T T\2 2

V = pB(ayay +araz) +v((a1)° +ay) (936)
con (3 e y reali.

Domanda 1 (Punti 1)
Si calcoli la correzione al secondo ordine in teoria delle perturbazioni
dell’energia dello stato fondamentale e lo stato fondamentale al primo ordine.

Domanda 2 (Punti 2)

Si calcolino le correzioni al secondo ordine delle energie del primo livello
eccitato, e si determinino i corrispondenti autostati all’ordine zero in teoria
delle perturbazioni.
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Prova Scritta del 14/04/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Denotiamo con |nq,ng, n3) gli autostati di Hy.

710,0,0) = (8 (af ab + a1 a2) + 7 ((a])? + a2) ) 10.0,0)
= B[1,1,0) +7v2(2,0,0) (937)

Pertanto la correzione del primo ordine all’energia del fondamentale ¢ nulla
e quella del secondo ordine e

2 2
+ 27
E® - 27 938
Ovvero ) )
3hw B4 2y
By — (1 _ ) 939
T2 3 h2 w? (939)
Lo stato fondamentale al primo ordine e
(1) 5 \/§’Y
=10,0,0) — —|1,1,0) — —|2,0,0 940
0 |77>2hw|7a>2hw|’7> ( )
Domanda 2 X
Il primo livello eccitato di Hy ha autovalore
5h
B = 2= (941)

~

ed ha degenerazione 3. La matrice formata dagli elementi di matrice di V'
sul’autospazio degenere ¢ nulla:

V[1,0,0) = 3v/2]2,1,0) +~vV/3!]3,0,0)
V[0,1,0) = v2]1,2,0) + v V2 (2,1,0)
V10,0,1) = B1,1,1) +vv2]2,0,1)

Pertanto la degenerazione del primo livello eccitato non viene rimossa la
primo ordine in teoria delle perturbazioni.
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Denotiamo con v;, ¢ = 1,2, 3 i tre autostati degeneri di H, di energia Eio)
della base |ni,ng,ng). Sia V,; = (¢, V, ;) 1" elemento di matrice di V' tra

¥; ed un generico autostato v/, di H, di energia diversa da Eio). La matrice

rilevante per la correzione all’energia al secondo ordine &2

1
@ _ $ 1
OVVero
1 2%+ 642 28 0
V@ = T 28~y 2324242 0 (943)
v 0 0 B2+ 242

I tre autovalori di questa matrice sono le correzioni del secondo ordine al

primo livello eccitato
g0 _ A2V 4
=
hw

g0 _ 27—
@ =

hw

32 422

. 2hw

I corrispondenti autostati si scrivono
Yy = cosf]1,0,0) +sind |0, 1, 0)
Yy = —sinf1,0,0) + cosd0,1,0)
U3 =10,0,1) (945)

dove 6 e determinato dall’equazione agli autovalori

(B +37 = (B +292+ /711 +928%) cosh + B sinf =0 (946)

EY = (944)

ovvero
4 222 _ A2
fang = Y70 (947)
By
da cui
1
cos?f = — (1 + il )
2 72 +52
: 1 7]
sin’f = - (1-—)
2 /72 +ﬁ2

2Vedi per esempio la formula (1.22) pag.7 degli Appunti del corso
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In definitiva
il

N

cos 20 = tan26 = — (948)

BNE
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Esercitazione guidata del 14/06/2010
Problema 2
Si consideri un sistema composto da 3 sotto-sistemi di spin 1/2 descritto
dall’Hamiltoniana

H=H,+ H + H"

dove
ﬁ0:a<§1-§2+§2-§3+§3-§1>
:551'52
H” =M sz) -+ Y2 Séz) + Y3 Sg()z)

dove S; con i = 1,2, 3 sono gli operatori associati con gli spin dei tre sotto-
sistemi.

Domanda 1

Si determini lo spettro, gli autostati e le rispettive degenerazioni di H,.
Domanda 2

Si determini lo spettro, gli autostati e le rispettive degenerazioni di H =
Hy+ H'. Quale degenerazione di H, & rimossa da H'?
Domanda 3

Si consideri ora Hy = Ho + H". Si determini lo spettro, gli autostati e le
rispettive degenerazioni di H, considerando H” come una perturbazione al
primo ordine. Sotto quale ipotesi questa ¢ una buona approssimazione per
lo spettro dell’Hamiltoniana totale H?
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Esercitazione guidata del 14/06/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

Sia
3
§-33
i=1

lo spin totale del sistema. Il sistema composto ha valori di 52 possibili dati
dalla regola di composizione dei momenti angolari

Hi @My ©Hy = (Hl@H())@H
Z'H%@H%@H%

1
2

dove Hg € uno spazio di spin S.
Possiamo scrivere

3
T ! o2
Hy=5 (5 - ; $)
Pertanto lo spettro di Hy &

0 ha 9 o S =3
Es :T(W“)—z):{_?‘ﬂ S—1
4 2

e ciascuno livello ha degenerazione 4.
Denotiamo con |+); gli stati di spin 5 dell’i-esima componente del sistema

con i = 1,2,3. Sia |S5,S5,) uno stato del sistema composto di momento
angolare totale S e proiezione del momento angolare totale S,. Abbiamo

3 3

— +—) = |E)|E)e|E

|53£5) = [EhlE)l£)s

3 1 1

—;i—z—(j: + + + + i>949

|2 2> V3 ) 1[E)|F)s + [E)1]F)alE)s + [F)hilE)2|E)5 ) (949)

Gli stati con S = % e S, = i% sono ovviamente simmetrici per scambio dei
sottosistemi. Pertanto anche quelli con S = % e S, = £1/2 devono esserlo, e
questo fissa la combinazione (949) dei 3 stati con S, = :l:% che ha S = %
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a|E)1[E)2|F)s + b[E)1|F)2lE)s — (@ + b)[F)1]E)a|E)3
V2va? + 2+ ab

dove a e b sono parametri reali arbitrari. Questi stati generano due sottospazi
con S = % Hy ha un unico livello degenere in corripondenza di questi
autospazi.

Possiamo prendere, per esempio, come basi ortonormali di questi due

spazi, gli stati corrispondenti a (a,b) = (1,0) e (a,b) = (1, —2):
‘lil > _ | ) 1)l F)s — [FalE)al )3
2 "2 /2
‘1 :I:l' 2> _ [ 1)1 E)2|F)s — 2| E)1[F)2lE)s + |[F)1|E)2|E)s
22 NG

Domanda 2

Nella soluzione considereremo una Hamiltoniana piu generale di quella
considerata nel testo:

H =388 +85- S5+ 0585 (951)

I 4 stati ortogonali al sottospazio con S = 5 con S, = i% Sono

(950)

Il testo proposto considera il caso particolare in cui B, = 3 =0e (5; = (3.
Tutte le considerazioni che faremo sono valide anche per I’Hamiltoniana piu
generale.

H' commuta con S. Pertanto gli autostati di H, saranno ancora autostati
con S e S, determinato: la degenerazione su S, non sara rimossa ma, in
generale, la degenerazione dei due livelli con S = % lo sara.

Calcoliamo dapprima gli elementi di matrice della perturbazione H' sul
multipletto con S = g Consideriamo l'operatore

5 5 1 - - z z
51'52=§(S£+)S§ 87 S5y 4+ 5P sy

L’operatore ¢ proporzionale all’identitd su tutto il multipletto con S = 2.

2
Bastera pertanto calcolare il valore di questo operatore su uno degli stati del
multipletto con S = %:

335 5,93 &
(555150 Sal5:5) = (HIHEIS - Sol)H)1+) =
= (ST S = 7

190



3

Quindi il multipletto con S = 3 riceve una correzione per effetto di H' pari a

h2

Eézz(ﬁl+ﬁ2+ﬂ3)
e
3o h?
B =B+ By ="+ (B + B+ Bs)

Valutiamo ora l’operatore S; - Sy sul sottospazio con S = % eSS, = —i—%:

& g alhlH)al=)s + bl —alH)s — (a+B)|=)lH)alH)s
b V2Va2 + 02 +ab
h? a b
= s g g s g I hlel s +

b a+b a-+b
—Z|+>1|—>2|+>3— 5 [4+)1]=)2[+)s + 1 |—>1|+>2|+>3> =
h2

- 42\ a2 + b2+ ab
(@ +3b) |=)1|+)zl+))

(alHhalHl=)s = (2a+3b) |+)1]=)al+)s +

Analogamente

g, &lHnlF)a| s + 0+ h =)ol s — (a+ b)[=hlH)al s _

[
i V2vVa2 + b2 +ab
h? a a
- Sl =)el+)s — < [H)alH)2—)s +
Tsumr (g Pl = T Hhl)elo)s
b b +b
5 1220 = 7 el +)s = T2 [ hl)al+)s) =
h2

T AV2/E Tt ab (_(a_ 20) Frhl)el =)+

+(2a =) [+)1]=)2l+)s — (a +b) !—>1\+>2|+>3)

g -§a|+>1|+>2|_>3 + 0101l =)alH)s — (@ +b)[—)[+H)a[+)s
’ V2Va? + 2 +ab
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h2
V2V 2+ ab
b a-+b a-+b
+Z [+)1|=)2|+)s + I | =)1]+)2|+)s — N |+>1|+>2|—>3) =
h2
ANV 2+ ab
b 1=zl +)s + (Bat ) |=)1[+)al+)s)

(51012l = 5 1Hhl+)al =) +

(—(3@ +2b) [4+)1]+)2|—)s +

In definitiva:

L (al+ >\+>| )3+ 041 =)2l+)s = (a+D)[)a[+)2|+)s) =

hQ
= (a (B — B2 —303) + (202 —253)) [+)1]+)2|—)s +
+(a (= 251 + 252) +b (=301 — B2+ B3)) [+)1]=)2|+)s +
+(a(Br— P2 +305) +b(351 — Bo+ B5))|—)1]+)2[+)s

Gli autovettori di H' nel sottospazio con S = % sono dunque dati dalla

condizione

2
(B2 = B5) oy +2 (B~ B5) =+ B — B = 0

Ovvero

gzﬁg—ﬁli\/6%+6§+6§—6152—5263—6163

a B2 — 33 <952)

cui corrispondono gli autovalori di H’

h2
o= (=(Bi+ Bt ) £ 20/ B + B3+ 53— 51 B — o By — 51 By ) =

= %2<—Z@i\/§ /z(ﬁi —ﬁj)2)




La separazione tra i livelli con S = % e:

2
E(ll)_‘_ - E(ll)_ = % V(BL— B2)2 + (B2 — B5)% + (B — B)?

27 2

NOTA: Nel caso particolare considerato nel testo del problema le for-
mule precedenti si semplificano. L’equazione per gli autovettori di H' nel
sottospazio con S = % sSono

%F[' (a@|+)1|+)2l =) + b[+)1|=)2l+)s — (a+ b)[=)1]+)2|+)s) =
= Bal+hl+)e]—)s — B(2a+3D)[+)1]—)2|+)s +
+6(a+3b) [=)1]+)2[+)s
Dunque

h2
Zﬂa:E’a
2

K
0 2a+3b)=—F"b

L’equazione agli autovalori e

gt 328,
——E)(———+FE)=0
(- BN+ B)
3ah? | BR?
) _ 5O CONID B =
1 1
I corrispondenti autovettori sono
b 1
== a=0 b =1
a4 2

Sei fossimo interessati a calcolare solo gli autovalori e non agli autostati si
sarebbe potuto ottenere il risultato pit rapidamente notando che 'operatore

A - - 3 h? h? 3h?
H/=§(51+52)2— 4ﬁ27ﬁ512(512+1)— 45
ha due possibili autovalori: £/ = —ﬁ di degenerazione 2=2x1e E =

3

e
4 2

, con degenerazione 6 = 2 x 3. Sul livello S = 5 che ha degenerazione
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- . . . 2
4, H' deve avere quindi necessariamente valore E/ = %

. h2 . K2 . e 1 .
autovalori TB e due autovalori —3"8 che dunque sono i valori di H' sui due

1
doppietti con S = %

. Rimangono due

Domanda 3

A

H" commuta con S, ma non commuta con Si. Quindi gli autostati esatti
di H, sono autostati con .S, definito ma non con S definito. Se vale

WG| < |l < ha

la teoria delle perturbazioni del primo ordine (degenere) allo spettro di Hy @
una descrizione appropriata per H totale.

Calcoliamo 'azione della perturbazione sugli autostati di H,. Per quanto
riguarda gli stati con S = % esS, = j:% abbiamo

A" (ARl + )l + [ [)2l)s) =

— e (92 = ) [l +

+(r1 =72+ 8) [E)h[FhalE)s +
(=1 + 72 + 93) [ ) ) )

Pertanto
3 1 .3 1 h
<_, +=|H"|2, j:_> 4 Nt s
272 20 2 2 3
La correzione al multipletto con S = % e quindi

/!

h
R (71 +2 + 73)

2
oy +7+7
Bspssy =437 3

L’azione di H” sul sottospazio con S = % e s, = —i—% e

g0l H2[=)s + b))l H)s — (a+ b) [=)a[+)ef+)s _
V2Va2 + 6% + ab
h

T OVaVa L 1 ab (a (71 + 72 = 73) [+)1l+)2l=)s +

+b(n1 =2 +73) [+H)1]—)2[+)s +
(@ b) (= + %2+ %) [=)1 )2l +)s
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Quindi
1

P
H// . _1 ( — ) -
’27—{'2’ > 2\/— (71‘*’72 )’+>1|+>2‘ >3+
-(- 71+72+73 (=115
A 1
H" |42 ( .
552 = 50z (0172 =) ikl +
=2(71 =72 +93) [+)1]=)al+)3 +
+ (=71 + 72 +3) [=)1]H)2]+) 3>
Per cui
1 1 ~1 1 h Yo h
ZoaZ g E 421y = 2 _ _ —
<27+27 | |27+27 > 4[(’71—’_72 73>+( 71+72+73>] 2
1 1 ~ 1 1 h
2o 1 HZ 4 29) = _ —(— =
(Gitgi HH" (53 +5:2) 2\/E[(%+72 ¥3) = (=71 + 2 +3)]
h(’}/l—’}/g) 1 1 A 1 1
AL vy ) 1) & (/A iy |
Lo = (G2l i)
1 1 ~ 1 1 h
o4 Z9lH | Z 29
<27+2’ | |2’+2? > 12 [(Fyl_l_,yz 73)+

(271 — v2 4+ 273)
6

H(ym—v+1m)+ (1 +r+3)]=

Gli autovalori della matrice definita da H” sul sottospazio con S = S, = %

sono dati dall’equazione
n? 2% 23 %
2 2 A 1<j J
(Bysms)® =3 2% Bogoy —h = =0
Ovvero
h
1 2
AL ) SR 2\/z¢i -]
7 7 1<
Gli autovalori della matrice definita da H” sul sottospazio con S = % e
S, = —% sono analogamente dati da
h
7 7 1<j
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NOTA: Consideriamo anche il caso non considerato nel testo del prob-
lema, in cui:

vl < [RGBl

In questo caso H” va considerata come una perturbazione di Hi, i cui livelli
con S, = j:% sono non-degeneri.
. .7 . 1 N . .
La correzione ai livelli E(;)i ¢ data dal valore medio della perturbazione

2
su ciascuno livello non degenere:

h
4(a®>+b>+ab

+0% (11— Y2+ 73) + (a+b)* (=71 + 72 + 73)) =

h
- 2(a®+ b+ ab) (_ab%+a(a+b)’72+b<a+b)73>> =
h a b
— — 142 14— —
Teany] GURIUA R D)

B = (EY)|H"|Ey),) = ) (a2 (71 +72 =) +

dove & & dato dalla (952).
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 18/06,/2010
Problema 1
Un atomo d’idrogeno interagisce con un campo elettrico non-uniforme
attraverso I’Hamiltoniana

3

3
VZG(ZCLiZEi—’—% sz-jxixj)

i=1 ij=1

dove e ¢ la carica dell’elettrone, a; e b;; sono reali, e (z') = (z,y, z) sono gli
operatori coordinate cartesiane.

Domanda 1 (Punti 12)
Si calcoli leffetto del campo elettrico sul livello energetico del fondamen-
tale (n = 1), al primo ordine in teoria delle perturbazioni.

Domanda 2 (Punti 14)
Si supponga che a; =0 e

bij —

oSO O
o O O
o O o

con b reale. Si calcoli 'effetto del campo elettrico (autovalori ed autovettori
dell’energia) sul primo livello eccitato, quello con n = 2, al primo ordine in
teoria delle perturbazioni.

Problema 2

Un oscillatore armonico di frequenza w si trova per t < 0 nello stato
fondamentale. Al tempo t = 0 all’oscillatore viene impressa una velocita
v costante lungo l'asse delle x. La situazione ¢ descritta da un potenziale
dipendente dal tempo

Lmw? 2? t<0
= 2 -
Viz1) {%muﬂ(x—vt}z t>0

Siano ¥, (z), con n =0,1,2,..., le autofunzioni dell’energia dell’oscillatore.

Domanda 1 (Punti 14)
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Si calcoli all’ordine pitt basso in v la probabilita che la particella si trovi
al tempo ¢ > 0 in uno stato ¥, (x —vt) con n > 0. Si valuti numericamente
questa probabilita per un oscillatore di massa uguale a quella di un elettrone
e con

h
TM = 13.6ev v =100 km/sec

Domanda 2 (Punti 18)

Si calcoli questa probabilita esattamente. (Suggerimento: Per t > 0, la
sostituzione =’ = = — vt trasforma 'equazione di Schrodinger con poten-
tiale dipendente dal tempo V'(z,t) in un’equazione di Schrodinger con un
potentiale indipendente dal tempo.)
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Prova Scritta del 18/06/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

Il potenziale ¢ la somma di un termine lineare e di un termine quadratico
nelle coordinate:

V=V+V
3 13
Vlze;ai:cl ngeiijz_lb,-j:c’x]

Il termine lineare nelle coordinate ha parita negativa: quindi il suo valor
medio sul fondamentale ¢ nullo. Ne consegue che al primo ordine in teoria
delle perturbazione Vi non cambia il livello fondamentale.

Il termine quadratico nelle coordinate ¢ una combinazione di un operatore
con momento angolare [ = 2 ed uno con momento angolare [ = 0:

A e O;i T

Vo == by — =L b)) ' ! + —e b = Viea + Vi

2 2@'23‘(] S;kk) +6;kk 1=2 + Vi=o
dove r? = >_.(2%)?. 1l termine con [ = 2 ha valor medio nullo sullo stato
fondamentale, poiché quest’ultimo ha [ = 0. Pertanto l'unico termine del
potenziale che ha un valor medio non nullo sul fondamentale ¢ V,—y. In
definitiva la correzione al livello fondamentale al primo ordine in teoria delle

perturbazioni ¢

2

AEr o0 = (1,0,0[Vi_o|1,0,0) :e(Zbkk)/ dr PRy ()
k 0
4ake >
= b dpp'e™®’ =
5 (zk: kk)/o pp e
4a%e 3 aje

Domanda 2
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In questo caso il potenziale ¢
V=ebxz

Introducendo le combinazioni di momento angolare definito

rtiy

T =
RV

il potenziale si riscrive
Tyzt+a_2

V2

Quindi Vhal=2em=+1. Ne consegue che la matrice che rappresenta V'
sul livello n = 2 nella base (|2,0,0),]2,1,—1,),|2,1,0),|2,1,1)) ha la forma

V =ceb

00 0 0
S
0 0 [ 0
dove
a=(2,1,-1V]2,1,0)  5=1(2,1,0V|2,1,1)
Dunque?®

b
V2
eb r?
= (2,1, 1| —=c"
V2
- eb TR () 22 X

“87‘(‘”47‘[‘/ df sin 0 (sin 0) (sin @ cos ) (cosb) =

Jeb aB/ / 9
dppbe? dt (1 —t*)¢?
=i ), v » ( )

3eb aB

4\/_ 24
Ylil :Fz,/ i“z’sm9 Yw:u/%cosﬂ
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¢ sinf cosf|2,1,0) =

4
x 6! x E:?)ﬂeba%




Il calcolo per 3 ¢ identico?

f=—«a

Gli autovalori della matrice del potenziale sugli stati con I = 1 del livello
n = 2 sono dunque

—E(E - |B]*) —a(—a" B) = —E (E* - |B]* — |af*) = —E (E* - 2|af’)

Dunque il livello n = 2 si splitta in 3 livelli:

0) _ 1 met
dove By" = —7 5.

I corrispondenti autovettori sono

1
wlizl = 5 <_’2> 1, _1> + \/5’27 170) + ’2> L, 1>)

1
%:1 = E (|27 17 _1> + |27 17 1>)>

1/%:0 = |27 07 0>

Problema 2
Domanda 1
Al primo ordine in v possiamo pensare al potenziale per ¢ > 0 come

una perturbazione Vj(xz,t) del potentiale Vyo(z) = %%2 di un oscillatore
armonico:
Vi(z,t) = —mw?vti = —imw?vt(a—a)
dove
h h
N=——  i=iNa—-d) p=— f
ST T=1iX(a—a") P 2)\(a—|—a)

4Questo risultato & derivabile a priori dall’invarianza di V per y — —y.
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Lo stato al tempo t nella rappresentazione dell’interazione al primo ordine
inve

. 20N [t -
77Z)(znt)(t) _ |0> + mw~v / At etwt' ¢ |1> _
0

h
mw?v A (et —1) —jwtelw?
= 10) 1) =
h w?
A ) )
= [0) + 202 (et — 1) —jwiei!]|1)

h

Lo stesso stato nella rappresentazione di Schrodinger ¢

'3 t . Twt A ;
wlt) = e B g 1) = o5 (o) + A (1 - o) — o] 1)
Lo stato finale ¢
_ivtp _ivt(a+a*)
Yn(x —vt) =€ * Pu(r) =e 2% |n)

L’ampiezza di transizione al tempo ¢ , trascurando i termini in v superiori al
primo, e

An(t) = <wn<x - Ut)ﬂﬂ(t)) =

= e (j0) + A (1 e i) 1) + 00?) =
=% (nl (j0) + S ) + 21— — i 1)) + 06" =
— e l(0) + U2 (1 - e 1)) 4+ O?) =

iwt mu A

=e 2 (0po+ 0na - (1 —e"“") 4+ 0(v?)

Dunque la probabilita di transizione all’ordine piu basso in v &

2mu? | th)+5 2mov? |, wt
sin® — n sin® —
hw 2 T hw 2
Nel caso numerico in esame il valore massimo della probabilita di tran-

sizione &°

Pa(t) = 0np (1 -

2m v? 2 v?

Pmax ~ T 5 5
hw a? 2
4 2 2
PE=136ev~ Py = mac
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2
dove o = & ~ -1

- & 137 ¢ al costante di struttura fine. Dunque la probabilita
massima di transizione e

—6
Poue = 2 X 137 x 10

~4.2x107°
Domanda 2
L’equazione di Schrédinger per ¢t > 0 e

ihoyp(z,t) = [—%03 + Vo(x —vt)| ¢Y(z,t)

dove

1
Vo(z) = = mw? 2

2

e il potentiale di un oscillatore armonico e la condizione iniziale &

U(x,0) = tho(x) = (z/|0)

Operiamo il cambio di variabili

¥r=x—vt

t =
Abbiamo
ot’ ox'
0y = aﬁt/ + E@y = Oy — U Oy
ot’ ox'
O = g O+ 5y O = O

Pertanto, posto

(1) = (1)
OVVero
Y ) =Y + ot t)
otteniamo ’equazione di Schrodinger nella nuove variabili
ihoy ' (2!, t') = [—%83, + Vo(z") +ihv 81,/} () =
[_ n _muv




La condizione iniziale per ¢ &
P2, 0) = ¥ (2',0) = tho(a')

Al fine di rimuovere dall’equazione ottenuta il termine lineare nella derivata
rispetto a x’ operiamo l'ulteriore sostituzione

N /
1MV T

¢,<x/= t/) =e & 1/;(1;,7 t,)

Dunque

(0 — i TV (0!, ¥) = € F 0, (2, 1)
e

(0 =i S5V W@ 1) = o 92 ()

In definitiva, ’equazione di Schrodinger si scrive in termini di 1;(95’ )

, ~ h? muv?7 ~
iRy P ¥) = | =508 + Vol(a) = "= | Ol ¥)
e la condizione iniziale per zﬁ diventa

(', 0)=e " n Y(2,0)=e"n  h(af)
ovvero, riscrivendo questa relazione in termini di vettori nella rappresen-
tazione degli oscillatori

~ mvk(afa.r) _muvla

m2 0222 t
[ = 0)) = ™7 [0) = e~ " o7 o)

L’equazione di evoluzione per v ¢ identica a quella di un oscillatore armon-
. . .. . 2
ico di frequenza w, a parte una costante additiva all’energia —™5~. L’evoluto

dello stato ¥ (¢ = 0) al tempo ¢’ & quindi

L
_m2v2)\2 _mv)\a're“‘)t

~ Cmo2t
[D(t)) = ¢ 55 e T e |0)

L’ampiezza di transizione che vogliamo calcolare si scrive in termini delle
funzioni d’onda trasformate come segue

A1) = /_OO Ao (2 — o) V(1) = /OO da! 0 (2') (! + vt 1) =

= / da’ () ' (2 ) = / da' (o) e G(al ) =
_ <n eimﬁvi |'(72(t)>
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Dunque

St _’m2’b’2/\2 mUA(aT—a) _m’ukaTeiL"’t
A, (t)y=¢"2m e 282 (nle & e 0) =

,Lmv2t 7’m21}2/\2 mv)\aT _muvla 7mv)\n.Tei°‘)t

= 2r e ) <n|e Eoe ke R ,|0>
: 2 m?2v2 22 Aal A A twt

_ ez m2'uh e_ 3 <n| emvh a e_m;: (aT_m}’; )ezw |O> _
S mo2t 7m2v2)\2 m20222 ot mual (1781.Wt)

—e' 28 e iz e w2 ¢ (n|e A |0) =
Cmou2t iwty m2uZ a2 movAal (1,,3th)

—(1—

—e' 28 ¢ (I—et@?) = <n‘e n ’O> =
Cmo?t (1—eiwt m2v2 22 m"vn )\TL .

— ' e (1—e )7’12 (1 _ ezwt)n

NN

La probabilita di transizione e quindi

. \ on s wt 2n
P(t) = o5 5 252 [m“} (2sin5)" _
h n!
*S1n2 wt 2mv2 [27711)2]” (Sln %t>Qn
= e w
hw n!
All’ordine piu basso in v questa diventa

2mv? wt 2mv? wt
P,(t) = 6,0 (1 — =—— sin® =) + 0,1 —— sin? —
®) of hw 2 )+ 0 hw 2

in accordo col calcolo perturbativo.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 28/07,/2010
Problema 1
Sia |n,l,m) la base degli autostati dell’energia con momento angolare
[ e proiezione lungo z del momento angolare m, definiti, di un oscillatore
armonico 3-dimensionale:

72 Mwz?

i -
2M+ 2

Al tempo t = 0 il sistema si trova in uno degli stati del primo livello
eccitato (n = 1) con [ ed m definiti. Per t > 0 & acceso un campo elettrico
uniforme

V(t)=—qzE({t) E(t)=FEe* t>0
con a > 0 e q, Ey reali.

Domanda 1 (Punti 16)

Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni le probabilita di
transizione per ¢ — oo tra i diversi stati del livello n = 1 e quelli del livello
n = 2 con [ e m definiti.

Domanda 2 (Punti 5)

Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni le probabilita
di transizione per t — oo tra i diversi stati del livello n = 1 e lo stato
fondamentale (con n = 0).

Domanda 3 (Punti 5)

Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni le probabilita di
transizione per t — oo tra i diversi stati del livello n = 1 e quelli del livello
n = 3 con | e m definiti.

Problema 2

Si consideri una particella non-relativistica di massa m confinata in una
scatola cubica di lato L, un cui vertice e 'origine di un sistema di assi carte-
siani (z,y, z) paralleli agli spigoli. Il sistema & sottoposto ad una pertur-
bazione

27 | 27y
sin
L

V = X sin ze0,L] y €0, L]
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con \ reale.

Domanda 1 (Punti 10)
Si calcoli leffetto della perturbazione sul primo livello eccitato al primo
ordine in teoria delle perturbazioni.
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Prova Scritta del 28/07/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
Il livello con » = 1 ha degenerazione 3: il valore del momento angolare e
[ = 1. 1l livello con n = 2 ha degenerazione 5: i valori del momento angolare
sono ! =2el=0. V(t) & un operatore con [ = 1 e m = 0: sono pertanto
permesse transizioni al primo ordine dal livello n = 1 al livello n = 2 sia su
stati con [ = 0 che stati con [ = 2. Gli elementi di matrice non nulli rilevanti
nella base |n, [, m) sono quindi:
M,, =(2,2,m|z|1,1,m)
M' = (2,0,0|z1,1,0)
Scriviamo gli autostati dell’energia nella base degli oscillatori di momento
angolare definito:
P +ial
Tt i % Yy
ag = al ay, = F———
0 + \/5

Gl stati di livello n = 1 sono
11,1,41) = al]0,0,0)  [1,1,0) = a} |0,0,0)

L’operatore z nella base degli oscillatori si scrive

2= A(ag+a}) A=/ ——

Quindi
2[1,1,£1) = Xa} al, 0,0,0)
2[1,1,0) = A (a})?10,0,0) + A|0,0,0) (954)
Gli stati di livello n = 2 hanno la forma
(al)?
V2
12,2,41) = af al, |0,0,0)
12,2,0) = (aal al + % (a})?)10,0,0)
(0

V2

12,2, +2) = 10,0,0)

12,0,0) = (=Bdl. ' + — (a})?) 10,0, 0)
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D’altra parte lo stato di livello n = 2 con [ = 0 ¢ quello invariante per
rotazioni e pertanto si scrive nella base degli oscillatori a,, a,, a.

2,0,0) = 76 [(al)? + (af)* + (a])?]10,0,0) =
1
= == [(a))? — 24} al]10,0,0)
Pertanto
(a})?
2,2,4+2) = 0,0,0
| ) NG | )
2,2, £1) = afal. 0,0,0)
1
2,2,0) = —= [(a})* +a} a"]]0,0,0)
1
‘27 0, 0> = % [(a[T))2 - 2aJ—r‘r aT—] ’07 0, 0>
Dunque

My =(2,2,41|2]1,1, +1) = A

2\
My = <2,2,0|Z|1,1,0> = —
V3
2N VEA
M’ = (2,0,0[2[1,1,0) = =2 — v2ZX
V6 V3

Le ampiezze di transizione al primo ordine per ¢ — 400 sono dunque

ZQ)\E - —atiw ZQ)\E
A —p22,41) = 5 0 / dt e oTiwt — ﬁ—o
0

(o —iw)
2iq\ Ey
Aro—pe2o = === 7T
V2ig\ Eq
A0 -200 = — V3 h(a—iw)
e le probabilita rispettive
q2 )\2 Eg
Piitnypat1y = 2 a2+ o2
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AP N B2
Pi1oy—p20 = 372

Oé2 + W2
2¢° X2 E?
P‘171»0>H|2’070> = 3 hQ &2 + w?

Domanda 2
L’unica transizione possibile al primo ordine ¢ quella relativa all’elemento
di matrice

M" =1{0,0,0|z]2,1,0) = A

dove abbiamo usato la seconda delle (954). La probabilita di transizione e
dunque

P _ N B
|17170>_’|07070> — hZ a2 + WQ

Domanda 3

Poiché l'interazione ¢ lineare negli operatori di creazione e distruzione
I’ampiezza di transizione in uno stato con m = 3 al primo ordine in teoria
delle perturbazioni e nulla.
Problema 2
Domanda 1

Le autofunzioni del sistema imperturbato sono

8 . mTT . NaMY . N3TZ _
wn1,n2,n3<x>yaz): ﬁsm 7 sin 7 sin 7 =

= wnl (l‘) wnz (y> wns (2)

dove n; > 1, con ¢, 1,2, 3, cui corrispondono i livelli

h? 72
Eninans = Sy (n} + n3 + n3)

Il primo livello eccitato ha degenerazione 3 e corrisponde agli stati

77ZJ2,1,1a 1/11,271a 1/11,172
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Per il calcolo degli elementi di matrice di V' su questo livello ¢ utile calcolare

preliminarmente gli integrali

2 2 [* 2
ik ):z/o dxsinzﬂ—[jcsin Zx:O

<¢1a sin I
2 2 b 2 )
(1/]2’Sin Zx Q,ZJZ) = E/O dx Sin2 %x sin 7[];&: =0
2 2 [* 2 32
(11, sin Zx ) = Z/o dx sin% sin? %3: =
La matrice della perturbazione V' sul primo livello eccitato e pertanto
0 @ 0
— 322
V=Ag= 0 0
0 0 0

Gli autovalori dell’energia al primo ordine sono quindi

V=Bt B =Ey

ed i corrispondenti autostati sono
1
Yy = —= (Y211 £ ¥112)

V2
ws = %,1,2
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 17/09/2010
Problema 1
Siano x; e e Lj, con 4,7 = 1,2,3, gli operatori coordinata e momento
angolare orbitale di una particella in 3-dimensioni.

Domanda 1 (Punti 8)
Si calcoli il commutatore

[527 .CEZ]
in termini di x; e L;. Si utilizzi questo risultato per mostrare che
(o lI',m'|z;|0,0,0) =0  sel #1

dove |a,1,m) sono stati con valori definiti { ¢ m di L2 e L, e altri numeri
quantici .

Problema 2
L’evoluzione di un sistema a tre stati |n), n = 1,2,3 & governata da
un’Hamiltoniana dipendente dal tempo ¢ che, nella base data, si scrive

1 0 a O
=—F—1a 0 b
212
1+ o4t 0 b 0
con a > 0, a e b reali. Al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato

Wit =0) = 1).
Domanda 1 (Punti 12)

Si consideri H una perturbazione e si calcolino fino al secondo ordine
(incluso) in teoria delle pertubazioni le probabilita di transizione negli stati
|2) e |3) per t — 400
Domanda 2 (Punti 14)

Si calcolino le stesse probabilita esattamente.
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Prova Scritta del 17/09/2010: Soluzione

Problema 1
Domanda 1

(L%, 2] = L [Ly, @) + [Lj, @] Ly = i hejo (L o + a3, Ly) =
= 'L.hejik (ihﬁjkl T + 2$k LJ) = 27121‘1 + 22heﬂk Tk Lj

Quindi
L% 2], 0,0) = (2R2x; 4 24 hejop o Ly + 23 L) |, 0, 0)
Ma
Li],0,0) =0  L*|a,0,0) =0
Pertanto

L% z; |, 0,0) = 21 (z; |a, 0, 0))

Pertanto lo stato

o |O[7 Oa O>
& autostato di L2 con momento angolare [ = 1. E pertanto ortogonale a stati
conl' # 1.
Problema 2

Domanda 1
L’ampiezza di transizione al tempo ¢ — oo nello stato |2) al primo ordine
in teoria delle perturbazioni e

.a dt’ am

A“):__/Oo—:_
2T 7h )y 1+a2@®)?2 . '2ha

[’ampiezza nello stato |3) ¢ evidentemente nulla al primo ordine.
Calcoliamo il contributo del secondo ordine alle ampiezze. Il contributo
del secondo ordine a A5 € nullo. Dunque fino al secondo ordine

am a’®

P= - ...
2ha 2 4h2a2+

A2:Agl)+...:_@'
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Quello a Az ¢ invece

A(2)__ab/°° dt’ /t’ dt” __ab1[/°° dt’ ]2_
3T 2 01+a2(t’)2 01+a2(t//)2_ h2 2 01+a2(t’)2 -
__ab [/OO dx r__abWQ
o 2R2a?l), 1422 8h2a?

e, al secondo ordine,

a?® b? 7t
ST Gmiat
Domanda 2

Calcoliamo autovettori ed autovalori della matrice H. L’equazione agli
autovalori

—FE a 0
det| a —-E b |=-E(E*—(a®>+b*))=0
0o b -F

ha soluzioni
Ey=0 Ey = +Va?2+b?

Gli autovettori corrispondenti sono

1 1
———=(0,0,—a vy = ——(a, F4,b
\/a2+b2( ) * 2(a2+b2)( )

sia ¥(t) lo stato al tempo t. Decomponiamolo nella base {v vy}

Vo =

W(t) = co(t) vo + 4 (t) vy + c_(t) v_
L’equazione di evoluzione di Schrodinger diventa

ihag—t(t) =ihég(t)vo+ihéy(t)vy +ihée_(t)vo =
1
1T ae (B cq(t) vy + E-c(t)v)

ovvero
ihco(t) =0
ihéy(t)

= Traee e
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Le soluzioni, espresse in funzione dei coefficienti ¢,, ¢y al tempo ¢t = 0 sono

colt) = co(0)  cult) = cy(0) e 7 metanat
Nel limite ¢ — oo otteniamo

co(+00) = co(0)  cx(+00) = co(0)e i Tra
Calcoliamo ¢((0), c(0).

1) = (1,0,0) = (vl 1) v + (1) vy + {01y v_ =

b a a
= Vg + Vi + U_
Va2 + b2 0 «/2(a2+b2) * \/2(a2+b2)

In definitiva

b a m By
va?+ b2 2(a% +1?)

Lo stato a t — 400 e pertanto

co(+00) =

.7rE+ .mE_

ae ' 2ha ae ' 2ha

b
v + Vg e y_
V2102 0 2@ 2 (a0

Le ampiezze di transizione negli stati |n) per n = 1,2,3 sono dunque

b(+00) =

.7rE+ .mE_
b? ae ' ha a’e " 3ha

a? + b? + 2 (a2 +0?) + 2 (a® +b?) -
v a?2+b?
B b? + a? COST;r
a? + b2

Ay = (L(+00)) =

m™E .TmE_

3R« ae ' 2ha

ae
Ay = (2J)(+00)) = . -
2= Rl = e T Ve
W a i ™ Va2 + b?
Va2 + b2 2ha
wE_

,7TE+ .
ab abe ' 2ria  abe 'zha
Az = @Y (+o0)) = a2+ b2 + 2 (a? + b?) + 2 (a? + b?) -
Tr\/ah2+b2
2ha

B —ab—+ab cos
a? + b2
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 14/10/2010
Problema 1
Una particella di massa m e spin 1/2 diffonde nel potenziale

v=39 e 7 5. S+ 5. Serl]
m
dove T, p, S sono, rispettivamente, gli operatori posizione, impulso e spin
della particella e 4 > 0 € un numero reale e positivo.

Domanda 1 (Punti 7)

Si calcoli, in approssimazione di Born, I'ampiezza di diffusione differen-
ziale per uno stato iniziale con spin definito lungo la direzione di moto, senza
misurazione dello stato di spin finale.

Domanda 2 (Punti 9)

Si calcolino le due sezioni d’urto differenziali di Born per processi con
stato iniziale con spin uguale a +%/2 lungo la direzione di moto e stati finali
con spin +//2 lungo la direzione di moto.

Problema 2
Due oscillatori armonici di frequenze w; ed wo sono accoppiati dalla per-
turbazione dipendente dal tempo

V(t) = hw(t) (a] as + a} a)
dove aj o (a;Q) sono gli operatori di discesa (salita) dei due oscillatori e
w(t) =we ™ A>0 welR

Al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |1,0), dove |nj,n2) sono gli
autostati del sistema imperturbato di energia E,, ,, = hw; (n; + 1/2) +
hws (ng +1/2).
Domanda 1 (Punti 6)

Si calcoli all’ordine piu basso in w la probabilita che al tempo ¢t — oo il
sistema sia transito nello stato |ni, ng).
Domanda 2 (Punti 10)

Nel caso w; = ws, si calcoli esattamente la probabilita che al tempo ¢
(finito), il sistema sia transito nello stato |0, 1).
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Prova Scritta del 14/10/2010: Soluzione

Problema 1
Le ampiezze di Born per stati iniziali e finali di spin « e 3 sono
- o P
fﬁa(k: k/) = _27fh2 5 (kl *0Ba T 0Ba - k) /dgx ! TT—HlT| —
g 5 5 [e’s) 1 )
:——(k/+k)'5ga2ﬁ/ dTT2e_”T/ etdrt —
47 0 .
9 mainy.a [ ~(u—iq)r _ —(utig)ry _
—__.(/+k>'aﬁa/ drr(e”WPOT —e ) =
2q1 0
g - o 1 1
247 “lw—ig?  utiap
DT = 2pg
=—(k'+k) 0ga
( )- 05 (12 + ¢2)?2

e ¢ sono le matrici di Pauli.
La sezione d’urto differenziale, sommando sugli stati finali, per uno stato
di spin iniziale a, ¢

dog,
d$2

— (K + k-6 —E
[( ) U]aa (N2+q2>4
L Am2 2 g?
— (K + k)7
N R

1+ cosf
— 82 g2 k2 _
O Ry
12 g2 COSQ%

16KS (22, 4 sin? 0)

dove 0 e I'angolo di diffusione

—

kE-K =k cosd

e non dipende, quindi, dallo stato di spin iniziale.
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Domanda 2
Prendiamo I’asse delle z lungo il momento k dello stato iniziale. Quindi
lo stato di spin iniziale |«) &

o) =+ 3)

Scegliamo l'asse delle x in modo che la diffusione avvenga nel piano x, z:

k' =k (sin6,0,cos 6)

Quindi
/g+/<?’:k(sin9,0,cos€+1)
e
(lg%—lg’) kcosg(sm az—{—cosgaz):
$ 0 0
:2kcosg( jg’ —Slcrcl)s2€>

Gli stati di spin finale sono invece dati da

S . k:’ 71
|Bs) = 5 |B+)
OovVVero
(sinfo, +coslo,)|Bs) = +|61)
Quindi
cosf sinf
<sin6 —cos@) 1Bx) = |Bs)
da cui
0 1 .0 1
|B4) = cos §| + §> + Sm§| - §>
0 1 0 1
[6-) = sin §| + 5) — CO8 §| - §>
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Le ampiezze di diffusione sono pertanto

0 .0
f+ :COS§f11+Sln§f21 =

6 0 g .6, 2
= —2k cos 5(005— cos = + sin — sin —)¢ =

2 2 2 2 (1 + ¢2)?
= —2k cos g(,uf—kLZQ)Q =
f-= Singfll — Cosgf21 =
= —2k cos g(sin 2 coS 5 cosg Sing)(uf—i—% _
e le sezioni d’urto differenziali
doy _ 1642 2 K cos® § _ u? g? 2 cos?
€ (12 +¢*)?* 16kS (2 + sin2 3)4
do_
a9 0

Problema 2
Domanda 1

L’operatore d’interazione ha elementi di matrice nulli tra stati con ny+ns
diverso. Pertanto I'unico stato diverso dallo stato iniziale in cui sono possibili
transizioni ¢ |0, 1):

(0, 1[Viut (1)[1,0) = hawe! L2men)t e

L’ampiezza di transizione in questo stato al primo ordine in w ¢ quindi

i o . ’ ’ w
A +00) = __/ dt/ ez(wg—wl)t e—)\t _ :
theo) W Jo A+ i (w) — wo)

La corrispondente probabilita e

w?

P(too) = A2 + (W) —w9)?

Domanda 2
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Un modo di ottenere il risultato ¢ osservare che il termine (2n + 1)-esimo
della teoria delle perturbazioni e

tan
A(2n+1 (t) ( 2n+1 2n+1/dt1/ dtg /2dt2n+1e (t14+++tan+1) —

( 2n+1
(2 2”“/ dtl/ dty / Aty g e NIt Hlzne) —

( Z)2n+1 w2n+1 [/ dt e—At1]2n+1 _
(2n +1)! 0

B —q (_1>n w2n+1
©(2n+ 1)1 A2nHl

L’ampiezza esatta ¢ pertanto

_ iA(an)(t) = —7 sin [QX) (1— e_“)}
n=0

(1 _ —/\t)2n+1

e la probabilita
w2 [Yor =t
P(t) = sin [)\ (1—e )}

Un metodo alternativo consiste nel risolvere I’equazione di Schrodinger nella
rappresentazione dell’interazione per il sotto-sistema degenere formato dal
sottospazio di Hy di livello 1:

ih AL (t) = hw(t) As(t)
ihAy(t) = hw(t) Ay (t)
dove
Vit (t) = A1(1)]1,0) + Ay(t) 0, 1)
La soluzione di questo sistema® con la condizione iniziale

M) =1  Ast)=0

o’

Al(t) = l[eij(l—e—”) X e—i%(l—e_/\t)}

11 .0 - Cw _
aa) = Lo g o]

in accordo col risultato ottenuto risommando la serie perturbativa.

6Un sistema analogo & stato risolto in uno degli esercizi delle passate sessioni d’esame.
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 1/2/2011
Problema 1
Gli stati di una particella di spin 1/2 sono |«,S,) dove S, = j:% e la
proiezione dello spin lungo 'asse z, ed a = 1, 2 € un numero quantico orbitale
che assume due valori. ’Hamiltoniana che descrive la particella si scrive

H0:h®]12+b®0'3

dove h e b sono delle matrici 2 X 2 che agiscono sul numero quantico «

() ()

mentre la matrice identita Iy e la matrice di Pauli o3 agiscono sugli indici di
spin.

Domanda 1 (Punti 6)

Si determinino gli stati stazionari e i livelli di energia del sistema.
Domanda 2 (Punti 12)

Si supponga che al tempo t = 0 la particella si trovi nello stato

B(0) = [1,+2)

2
Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella abbia a = 27 Si trovino
le espressioni limite per questa probabilita nei limiti: a) b > €; b) b < e.
Domanda 3 (Punti 4)
Si risponda alla stessa domanda in 2, nel caso in cui lo stato iniziale sia
una mistura di stati [1,+3) e |1, —3), con probabilita rispettive di 1/3 e 2/3.

Problema 2

Una particella di spin 3/2 e di momento magnetico y ¢ immersa in un
campo magnetico uniforme costante B = (0,0, B), diretto lungo ’asse delle
z, la cui interazione con la particella ¢ descritta dall’Hamiltoniana

uB

H p—
0 hi

S
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dove S, e lo spin della particella. Al tempo ¢ = 0 viene acceso uno campo
magnetico uniforme

b= (b(t),0,0)  b(t) =bye *

Si supponga che al tempo ¢t = 0 la particella sia nello stato S, = —% h.
Domanda 1 (Punti 10)

Si calcoli, al secondo ordine in teoria delle perturbazioni, la probabilita
di transizione al tempo ¢ — +o00 in uno stato con S, # —% h
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Prova Scritta del 1/2/2011: Soluzione

Problema 1
Domanda 1
L’hamiltoniana del sistema nella base {|1,+), |2, +),]|1,—),]|2,—)} ¢

0 ¢ 0 0 b 0 0 0 b e 0 0
e 00 0 0 =b 0 0 e —b 0 0
H=1000clTlo 0o 50|l o o —b ¢
00 € 0 0O 0 0 b 0 0 ¢ b

Poiché si tratta di una matrice a blocchi il problema degli autovettori ed
autovalori si riduce a quello delle sottomatrici 2 x 2:

EV=virtre  EY = -ViPi e
EV=_vi+e EY=ViPie

I corrispondenti autovettori sono
@Z)Srl) =cosf|l,+) +sinb|2,+) ¢5r2) = —sinf|1,4) + cos 6|2, +)
oM = cosf|1,—) —sinf |2, —) @ =sinf|1,-) + cosf |2, —)

dove
€

b+ Vb2 + e

tanf =

Domanda 2
Decomponiamo lo stato 1(0) nella base degli autovettori di Hy:

$(0) = [1,+) = @ () ¢ + @, 0(0) 9 = cos ) —simf Y
Pertanto al tempo ¢ lo stato ¢
P(t) = o IVITEE cos@¢$) — e%tmsirﬁwf)
Le ampiezze di transizione in stati con a = 2 sono
A(t) = (12, +), 0(1) = e 7 VP cog 6 sinh — en VT sin g cos 6
= —2i sin(% b2 + €2) cos @ sind

A_(t) = (2,-),9(@) =0
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Pertanto la probabilia di transizione in uno stato con o = 2 ¢
t
P(t) = A ()] +|A_(t)]* = 4sin? 0 cos® 0 sin2(7—i Vb% 4 €2)

Poiché
e (b+ \/mf

4 sin* @ cos’f = 4 =
(€2 + (b+ Vb2 + &)%)
Eh+ve+)?’ e bh+VeE+r)?
D2+ +bvVe+02?  (B2+e2) [Vt e+ b
2
€
(b2 4 €2)

otteniamo in definitiva

2

P(t) = (b2€+ e?) SmQ(% \/m)

Nei limiti richiesti questa espressione diventa

2

t
P(t) = Z—2$in2(ﬁ ) b>e

t
P(t) = sz(i_i le|) b< e

Domanda 3

Nel caso in cui lo stato iniziale & lo stato |1, —) il calcolo & identico a quello
con spin +%, con la sostituzione di § — —@. La probabilita di transizione
dallo stato |1,—) in stati con @« = 2 ¢ quindi P(t), come nella domanda
precedente.

Se lo stato iniziale & una mistura di stati |1, +) con probabilita relative
p+, la probabilita di transizione richiesta e la media, con pesi p4, dei risultati
per stati inziali puri . Poiché queste probabilita non dipendono dallo stato
di spin, la probabilita di transizione per una mistura e identica a quella per
uno stato iniziale puro.

Problema 2
Domanda 1

La perturbazione e



Dunque

2 2 2
1 b(t) 3 1
_ Sy PR 2y 49=
vl -5y = 2085 -2 o)l
1 b(t) 3 1
il P P o AN N
Vil = "2 (B 121 - )
3, b(t)p 1
V)lg) =——— \/§|§>
La matrice che rappresenta V (t) nella base {| — 2),| - 3),[3),[2)} & pertanto
0 £ 0 0
B0 10
V(t) = —0b(t 2
w=—on |t 00 G
0 0 2 o0
Quindi, se lo stato iniziale & |— %), al primo ordine in teoria delle perturbazioni
¢ possibile soltanto la transizione nello stato | — 3):
3 [ ” 3b 1
AY) (4 )_ﬂi dtb(t)eZTBt:'\/_ o

“h o2 ), T2 I B

Al secondo ordine diventa possibile la transizione nello stato |%>
2 3 o0 t ) ,
A? (4o00) = - V3 / dt / dt' b(t) b(t') & T 1+ =
2 Rz 2 0

2 1 bz [e¢) - 2 b2 2
_r1V3 [/ dtb(t)elTBt} A _
0 4 (}—ipB)?

h2 2 2
A(_Q)l (+00) = A(;)(+oo) =0

Dunque, al secondo ordine perturbativo, le probabilita di transizione sono

1 x0) = -1 o0 -1 )" = 4 7§_§+M232
M 2) S L L
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Corso di Meccanica Quantistica 2
Prof. Camillo Imbimbo
Prova Scritta del 7/3/2011
Problema 1
Un sistema di spin 1/2 interagisce con un campo magnetico costante
uniforme B = (0,0, B) attraverso I'Hamiltoniana

PIO B —[LBSZ

dove p ¢ proporzionale al momento magnetico del sistema e S, la proiezione
dello spin lungo 'asse z. Si supponga che al tempo t = 0 il sistema si trovi
nell’autostato di S, con S, = —|—’§.

Domanda 1 (Punti 8)

Si calcolino le probabilita che al tempo ¢ > 0 il sistema si trovi : (a) nello
stato di spin S, = g; (b) nello stato di spin S, = g
Domanda 2 (Punti 12)

Si supponga piuttosto che al tempo ¢ = 0 venga accesa la perturbazione
dipendente dal tempo

V(t)=—-pB S,e™t >0, a>0.

Si calcoli, al primo ordine in teoria delle perturabazioni, la probabilita (a)
della Domanda 1.

Problema 2
Un sistema uni-dimensionale, descritto dal potenziale Vi (z)

Vo(z) = —ad(z) a >0,

si trova nello stato fondamentale. Al tempo t=0 viene accesa una pertur-
bazione V (z,t) dipendente dal tempo

V(z,t) = (az+be e = 7>0, ¢>0

con a, b parametri reali.
Domanda 1 (Punti 13)

Si calcoli al primo ordine in teoria delle perturbazioni la distribuzione di
probabilita in energia al tempo ¢ — 400 delle particelle estratte dalla buca
di potenziale.
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Prova Scritta del 7/3/2011: Soluzione

Problema 1
Domanda 1 )
Siano |+) gli autostati di S, con S, = +2. Lo stato iniziale &

wm=§gur~4>

Lo stato al tempo ¢ e quindi

wlt) = = (4"

V2

La probabilia che il sistema al tempo t abbia S, = g e dunque

zMBt

[+) +

=)

Pa(t) = 5

La probabilita che il sistema al tempo t abbia S, = % e dunque

z,uBt 1 ip Bt 2

Fy(t) = ((0), ()" = tge T =

Bt
= cos? &

Domanda 2
La perturbazione in rappresentazione dell’interazione si scrive
. Hgt . Hyt B/ ~ . A .
Vialt) = € F V(1) e T8 = B (5, e B1 G el Br) e
1
Lo stato al tempo t in rappresentazione dell’interazione, al primo ordine in
B’ & pertanto

) = 00) & [ @t V@) 0(0) =

0

ILLB/ (1 _ ef(a+i,u,B)t) Sf_i_ (1 e —(a—iu B) )S’ -
)+ 2h( a+iuB a a—iuB >¢(O>—
SUH) 1=+

MB’[(l e BN I+) (1 —e 7D )|—>]
22

I
sl- 2

+

a+iuB a—iuB
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L’ampiezza che lo stato si trovi al tempo ¢ in |+) €, a quest’ordine in teoria
delle perturbazioni,

iuBt

Aa(t) = (|+>7e_i% wmt(t)) =e 2 (|+>7¢int(t)) _
e ( 1 nB (1- e(a+i,uB)t)>

+ :
V2 2V2  a+iuB

La corrispondente probabilita e, allo stesso ordine

1 B 1— —(a+ipuB)t 1— —(a—ipuB)t
Pty = +1 [( e ) o )}:
2 4 a+1uB a—1uB
p—L o= a cos(uBt) = u B sin(u B1)]|
=4+ —————|a—c¢ Q@ cos — sin
2 2(a?+u?B?) s s H

Problema 2
Domanda 1
La funzione d’onda dello stato legato (ottenuta in un altro esercizio) e

Yo(z) = \/kg e ol

dove

_am  R*R?
=T B=-

2m
Le funzioni d’onda dello spettro continuo, di energia E = % > (), sono

w(E*)(x) _ L (eikx . efika:)

Var

wgl-)(x) — (ezk:v + 67219}3 efzkz) tan 9E = ?0

Vam

Lo stato legato & pari per z — —z. La parte dispari (pari) della perturbazione

connette questo stato con gli autostati wg)(x) (wg) (x)) dello spettro con-
tinuo. Gli elementi di matrice corrispondenti sono

_ k & . )
M_ = a(wfLJ ),xwo) 2a/ —0/ drx (e(’k’ko)x — e’(“”k")x) =
4 Jo
1 1

aayfR O B |-
471'8]{?0 I{ZQ—Z]C k0+Zl€
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ko Kk
a7 (k2 + k2)?

M <w e (1|x|w _Qb‘l ]{?0 / zk ko*q)x_F

+e 27,9Ee lk+k0+q

ko 1 —2i0 1
=2b - - 10p _
Tres [ko+q—2/€+e ko+q+ik}
_ 9% /ko[ 1 +k—z’k0 1 }_
N ko+q—ik k-+ikoko+q+ikl

_\/170 2b
"NV ar (ko + @2 + 70 (k+ ko) |

X[(ko+Q+ik’)(k+z'k0)—I—(k—z’ko)(ko—i—q—z'k)} =

YA 20 X 2qk
"V ar (ko + g2+ ) (k+iky) 1

=817a

Dunque
k k* k2

M, 2 16 2 0 v

M-I = T (k2 4+ k§)*

M, [* = ULl

7 ((ko + @)% + k)2 (k% + k?)
Posto
E—FE h
Aw = > 0:2m(k2+k(2’)

la distribuzione di probabilita di estrazione al primo ordine in teoria delle
perturbazioni si scrive

dP(E) _ m (|M_* +|My]?) Amkok

dE ~ RR(H A nh(h A (R R)
[y T
iy ot P 1P
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