Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 16/06/2017

Problema 1

Una particella di spin 1/2 & soggetta ad un campo magnetico uniforme
B = B2 diretto lungo 'asse delle z. L” operatore hamiltoniano che descrive
I'interazione della particella con il campo magnetico e

H=—-uB-§=—uBs,
dove §'= (8, 5y, §,) sono gli operatori di spin, e ;¢ > 0 € un parametro positivo.

Si supponga che al tempo ¢t = 0 la particella si trovi in uno stato ¥y con spin
definito lungo la direzione 7 = (cos#,sin 6, 0), caratterizzato da

o h
n'$¢0=§¢o

e a) Qual’e la probabilita che la particella abbia spin s, = g al tempo
t =07 (Punti 7)

e b) Qual’e la probabilita che la particella abbia spin s, = g al tempo
t > 0?7 (Punti 7)

e ¢) Qual’® la probabilita che la particella abbia spin s, = g‘ al tempo

t > 0?7 (Punti 7)

Problema 2

Una particella di massa m senza spin si muove liberamente sull’asse delle
z essendo confinata nell’intervallo 0 < z < L. La funzione d’onda della
particella e

d(x) = sin() + sin®(77)
e a) Qual’e il valore medio di & in questo stato? (Punti 5)

e b) Qual’e I'energia media della particella su questo stato? (Punti 8)



Prova scritta Fisica Moderna: 16/06/2017: Soluzione
Problema 1

e a) Scriviamo lo stato 1y = 1(0) come combinazione lineare dei due
autostati £+ di §,:

(0) =z |[+) +yl-)
Nella base degli autostati di s, 'operatore 7 - § si scrive

ﬁ_ﬂ_f_i 0 _|_7_i 0 _7_1 0 cos —isinf\
MG COSVOn TG SV =5 \ cosf 4 i sind 0 =

B h 0 e—i@
- 5 ei@ 0

Quindi lo stato vy e definito dall’equazione agli autovalori

()60

ovvero

wmhj%ﬂﬂ+éﬂﬂ)

I;a probabilita che la particella abbia s, = % al tempo t = 0 e pertanto
5.
e b) Al tempo ¢ lo stato e

vlt) = 5 (8 ) + e 1))

V2

La probabilita che la particella abbia s, = % al tempo t e pertanto %




e ¢) L’ autostato di s, con autovalore 2 &

50 = 5) = 75 () +1-)

Pertanto, 'ampiezza di transizione e

h 1 iuBt . —iu Bt
(50 = Slp(0) = 5 (€*F* + 6075 (1)
e la probabilita che al tempo t s, = '2:‘ e
h 1 Bt—0
Se = —|w())*=>(2+2cos(uBt—0 —co2P2 7 2
2 4 2

Problema 2

e a) DI grafico della funzione d’onda ¢ evidente che il valore medio di = &
L
5

e a bis) (Non dato) Calcoliamo la normalizzazione della funzione d’onda

ur= | " dofsin(™E) + sint (207 = £ | detsinge) st e =

T
:%/Oﬂdf[sin2§+sin4§+2sin3§}:(g—l—%)% (3)

Calcoliamo il valore medio di z2. Abbiamo

L
(1, 2 ) = / dx z° (sin(ﬂ) + sin2(ﬂ))2 =
0 L L
L3 [T )
=— d§£2[sin2£—|—sin4£+2 sindé] =
™ Jo
B L3 160 31w 4n? T#

(_2_7_6_4+ 5 +g) (4)

3

per cui

(,224)  L*—10240 — 8377 + 230472 + 50473 )
R 72(64 + 21m)

L? —10240 — 8377 + 115272 + 12673

Az? = — 6
TR 72(64 + 217) (6)
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e ¢) Abbiamo

~ h2 h2 2 )
Hip=o—u = WLQ (Sin(%) —2 cos(%)) 7)
Quindi
L
(W, Hy) = 271717722 /0 da:(sin(%) -2 cos(%Tx)) (Sin(%) n sin%%)) ~
- % % /Oﬂ df(sin(g) — 2 cos(2 5)) (siné + sin?¢€) =
B2l L g
“mp 7 3 (3)

Quindi il valore medio dell’energia &

W, Hy)  Br? o7

+
(W) 2mL? 84T

5 [l
—~
Nej
—

d



Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 14/07/2017

Problema 1
Un sistema di due spin 1/2, & descritto da una Hamiltoniana

H=as-8+0b(s*+ 53
dove & = (s, s, s7) sono gli operatori di spin delle due particelle e a e b sono
parametri reali.

e a) Determinare la matrice che rappresenta H nella base {|+, +)} degli
autostati di {57, 55}. (Punti 5)

e b) Determinare gli autovettori e gli autovalori di H. (Punti 6)

e ¢) Determinare quali fra i 3 seguenti operatori commutano con H (Punti
5) :
(514 55)% sT+sh si+s5
e d) Si supponga che al tempo t = 0 il sistema si trovi nello stato

1o = | + —). Quale la probabilita che al tempo ¢ > 0 il sistema si trovi
nello stato ¥; = | — +)7 (Punti 6)

Problema 2

Una particella di massa m senza spin si muove liberamente sull’asse delle
x essendo confinata nell’intervallo 0 < z < L. La funzione d’onda della
particella e

™

U(z) =2 Sln(f)
e a) Qual’e il valore medio di p in questo stato? (Punti 7)

e b) Qual’e I'energia media della particella su questo stato? (Punti 7 )



Prova scritta Fisica Moderna: 14/07/2017: Soluzione
Problema 1

e a) La matrice che rappresenta Heé

(++ H|++) (F+H = =) (++[H+=) (++H-+)
(——[H++) (== [A]==) (== B]+-) (——|H -+ ]| _
o+ 4) (= B = =) (= B+ =) (- ] - 4)
(—+IH|++) (—+I[Hl-=) (=+H[+-) (—+|H]-+)
o2 ipp 0 0 0
s A T (10)
0 0 5
a a,2
oo b
e b) Autovalori ed autovettori di H sono
a h?
|S:1,SZ:+1>:|++> ELl:T—'—bh
h2
1S=1,8. = —1)=|——) EL,IZGT—bh
1 a h?
S=1,8 =0 = S=(+-)+(-+)  Fuo="]
1 3ah?
S$=0,5=00=—((+—-)—(—+ Epog = — 11
| )= U= ==+ 0.0 71D

e ¢) (51 + 52)% e s7 + s commutando con H.

e d)



1
Yo = ﬁ(|5’—13—0>+|5—03—0>)
1
t= (S =15, =0) =15 = 0.5, = 0)
00 = 55 1S = 1,5, = 0) +-¢ |5 = 0.5, = )

1
(—+ (1) =5(S=15.=0)—|5=0,5. =0),
e i |S=1,8,=0)+e S =0,9, =0)) =

= % (e i i —6234(1’:)
P(t) = |{(—+ W(lf)>| 1(2 — 2 cos a_t) — gin? 2%
4 h 2h

Problema 2
a) Calcoliamo la normalizzazione della funzione d’onda

L
|¢|2:/ dm%m?(%):
0

L3 L3 1
3

%fsmﬁ—- NG

Calcoliamo il valore medio di p. Abbiamo

——ing [ CdrL (y(af?) -
= b (L)~ 6(0)%) = 0
per cui
o)
.0)



e b) Abbiamo

~ -, —h* 27 Tr W . TT
Ho =g V=g, (e —esin) - (19)
Quindi
ﬁ2 2
(i, H ) = 5 I / —— cos % + x sin %) T sin(%) =
/ —2&cosésin€ + €2 sin f)
(17)
Quindi il valore medio dell’energia ¢
(b, Hy)  R2a? [y dE(—2€cosEsing + €2 sin®¢) 18)

(W, ¢) — 2mL? Jifde 2 sin? ¢



Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 13/09/2017

Problema 1
Una particella di massa m si muove in un potenziale centrale
A
V(r)= e

dove A >0el < a < 2 sono due parametri reali.

e a) Calcolare i livelli energetici ed i raggi delle orbite circolari con la
regola di quantizzazione di Bohr. (Punti 7)

3/2

e b) Si prenda m = Meetirone, @ = % e A =1evx Angstroms”“. Si calcoli

il raggio e 'energia del livello di Bohr piu basso. (Punti 6)

Problema 2

Una particella di massa m senza spin si muove liberamente sull’asse delle
2 rimanendo confinata nell’intervallo 0 < z < L. La funzione d’onda della
particella al tempo ¢t =0 e

STX
L

U(x) = sinW—Lw + /3 sin

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato? (Punti 6)

e b) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi nello
stato fondamentale? (Punti 7)

e ¢) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi ancora
nello stato ¢(x)? (Punti 7)



Prova scritta Fisica Moderna: 9/13/2017: Soluzione

Problema 1

e a)

Le orbite circolari classiche sono determinate dall’equazione

mv? A« , A«

= = V7 =
r ratl mre

Il momento angolare di un’orbita di raggio r ¢ quindi

La condizione di quantizzazione di Bohr da quindi per i raggi

VAam

L,=nh= T§_1
ovvero
_ VAam, 2. n?h?* | L
= nh ) _(Aam)2
e

2 " go 2 o 2 (nh)z=
e b)
4 m
= ——=25-10"
71 0 2 5-107"m
3% m? At —22 -3
Problema 2
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e a) Lo stato normalizzato si puo scrivere come combinazione lineare di
autostati dell’energia

1
=5 (|1Ey) + \/_|E5>)
dove
h2 2 n?
" om L2

sono i livelli e |E,,) sono le autofunzioni normalizzate.

L’energia media ¢ quindi

~ E1—|—3E5 h2’ﬂ'2
H) = =1
(H) 4 92mL2

e b) Al tempo ¢ lo stato e

)+ V3e T

))

La probabilita che la particella si trovi nello stato |E;) al tempo ¢ > 0
e quindi

Pp, (t) = (EA[p(1))]* =

e ¢) La probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi ancora nello

stato ¢ (x) e

2 ]_ 1Byt _iEgt 9
Pyoy(t) = [{(¥(0)[2())] :E|€ Ao 4+3e h
1 Es — E))t
_6(1O+6COS%):
1 1272kt
—6(1O—|—6 COSW)
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Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 31/01/2018
Problema 1
Lo spazio degli stati di un sistema quantistico ¢ generato da una base
ortonormale {|1),|2),]3)}. L’ Hamiltoniana in questa base ¢ descritta dalla
matrice

€ 51 0
H = 51 € (52
0 52 €

dove €, d; e d5 sono numeri reali. Al tempo ¢ = 0 il sistema si trova nello stato

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato? (Punti 5)
e b) Qual’e l'energia dello stato fondamentale? (Punti 7)

e ¢) Qual’e la probabilita che al tempo t = 0 la particella si trovi nello
stato fondamentale? (Punti 15)

Problema 2
Una particella di massa m senza spin si muove liberamente sull’asse delle
x rimanendo confinata nell’intervallo 0 < x < L. Al tempo t = 0 la funzione
d’onda della particella e
1 1 3
Yo(r) = —= sin 0 4 i sin 20"

N A Y

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato? (Punti 4)

e b) Qual’e il valor medio di = in questo stato 7 (Punti 4)

e ¢) Qual’e la probabilita che al tempo t > 0 la particella si trovi nello
stato fondamentale? (Punti 6)

e d) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi ancora
nello stato ¢(z)? (Punti 6)
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Prova scritta Fisica Moderna: 31/01/2018: Soluzione
Problema 1

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato? Il valor medio
dell’energia nello stato |1) &

(1|H|1) = e

e b) Qual’e I'energia dello stato fondamentale? Gli autovalori di H sono
determinati da

e—F 51 0
0 = det 61 e—F 52 =
0 (52 ce—F

=(e—E)[(e—E)*—=6] -6 [61(e— E)] =
=(e—FE) [(6—E>2—5§—(5%]

Pertanto gli autovalori dell’energia sono

E1:€—\/(5%+5§ E2:€ E3:€+\/5%+(5%
Lo stato fondamentale ha energia E; = ¢ — /07 + 3.

e ¢) Qual’e la probabilita che al tempo t = 0 la particella si trovi nello
stato fondamentale? Gli autovettori sono determinati dall’equazione

e—F (51 0 T
(51 e—F (52 Yy =0 (19)
z

ovvero
(e—E)x+(51y:O
(e—E)y+dx+022=0
(e—E)z+0y=0
Per F =¢= FE,
01
:O = — —
Y z 5



Quindi il corrispondente autovettore normalizzato ¢
_ %|1) —&3)

RNC T

Per By 3 =€ F /07 + 63
01 01 02

x = =

Y= F =y = F =y
€—Ey3 V07 + 03 \/ 0} + 63

Quindi i corrispondenti autovettori normalizzati sono

=0+ VEHE[2) - 513)
- V207 + 63

01 |1) + /07 + 05 ]2) + 02 [3)
NGRS

Lo stato |1) espresso in termini della base degli autostati e

1) = 1 (V1]1) + o (a|1) + 3 (Y3]1) =
_ 011 + V2 85y + 0113
V2/67 + 63

La probabilita che la particella si trovi nello stato fondamentale & quindi

T
-~ 2(07 4 03)

U

P

Fy

Problema 2

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato?

Poiché gli autostati dell’energia sono

Up(x) = \/% sin nzx

lo stato 1o(x) si scrive

1 L 7 L
Yo(z) = 7 \/;%(l’) + 7 \/;1/13(@
14




Pertanto il valor medio dell’energia e

() — s5Eit35E 3B t+3E 3E 25
1L 1L 1 1
32 t353 s ts 5

_3+2~9 h2 2 _21 h2 2
5 2mlI? 10 mL2?

e b) Qual’® il valor medio di  in questo stato ?

La distribuzione di probabilita

1 1 3

)|? = ‘—sin—ﬂxjti—sin T
V2o L3 L

1 i 27r:)5+1 i 9 3TXT

T T3 L

Yo (x

Pertanto il valor medio di z ¢

e simmetrica rispetto al punto x = %

N b

() =

e ¢) Qual’e la probabilita che al tempo t > 0 la particella si trovi nello
stato fondamentale?

La probabilita che la particella si trovi nello stato fondamentale &

[\

‘L L’ 1

P NG 2 ) 3

0=7Tr 1L 1,1 &
22 t37 a2t3z O

e d) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi ancora
nello stato ¢(x)? Lo stato al tempo t ha funzione d’onda

P(z,t) = e—iEhlt % \/gwl(:v) + e_iET3t % \/gwg(flf)

[’ampiezza di transizione nello stato v e

_ibpt | iE3t

_ 1
(1o, (t)) = (e 7 §+e 7 5)

15



mentre i moduli quadri sono

(o, tho) = (¥ (1), (t)) = g

(1_|__)—§£
2 3 62

Pertanto la probabilita di transizione nello stato 1y al tempo t e

Pt) = !e’ib;zlt % +Qeib;13t %‘2 _ ‘Se’iETlt +2eJEhSt ? _
2_2 25
13412 cos@ 13+ 12 cos%
25 25

16



Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 22/02/2018
Problema 1
Lo spazio degli stati di un sistema quantistico ¢ generato da una base
ortonormale {|1),|2),]3),]4)}. L’ Hamiltoniana in questa base ¢ descritta
dalla matrice

S O o0 O
S O O
S O O O
S o0 O O

dove ¢ > 0 e un numeri reale positivo. Il sistema si trova nello stato
Yo = 1) + [2)
e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato? (Punti 5)
e b) Qual’e I'energia dello stato fondamentale? (Punti 7)

e ¢) Qual’® la probabilita la particella si trovi nello stato fondamentale?
(Punti 15)

Problema 2

Un elettrone m (di cui trascuriamo lo spin) si muove liberamente sull’asse
delle  rimanendo confinato nell’intervallo 0 < oz < L, con L = 1071%m Al
tempo t = 0 la funzione d’onda della particella ¢

STx

o(x) = sin F—L:E + /51 sin

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato in elettronvolts?
Punti 4)

e b) Qual’e il valor medio di = espresso in metri in questo stato ? (Punti
4

~_

Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi nello
ato fondamentale? (Punti 6)

® C
S

~—

-+

e d) In quali istanti di tempo ¢ la particella si trovera ancora nello stato
to(x) con probabilita 1?7 (Punti 6)

17



Prova scritta Fisica Moderna: 22/02/2018: Soluzione
Problema 1

a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato? Abbiamo

(ol H[1bo) = (1[Ho|1) + (1] Ho|2) + (2| Ho|1) + (2|H|2) =
=0+0+0+0=29

(toltho) = 2 (20)
Il valor medio dell’energia nello stato |i) € quindi
_ H
b i) o

e b) Qual’e I'energia dello stato fondamentale? Gli autovalori di H sono
determinati da

—-E ¢ 0 0
0o —FE ¢ 0
0 = det 0 s - s |7
0 0 0 —F
(=B) [(=B) (-B)* = 0%) = 8 (-E)] +
52 (E)*—0%) =
= E*' - 30 E* 4 & (22)
Pertanto
3 6% 4 /542
2
Lo stato fondamentale ha energia
1
B - s 3+2\/5:_5 +2\/5 (23)

18



Gl altri livelli sono

3-Vh_ -1+
2 "2

By =6 3_2\/5:5_1;‘/5

E4:5\/3+2\/5:51+2\/5 (24)

e ¢) Qual’e la probabilita che il sistema si trovi nello stato fondamentale?
Gli autovettori sono determinati dall’equazione

Ey,=—¢

—-E 9 0 0 T
) —F ) 0 i) .
0 6 —-E 0 T3 =0 (25)
0 0 ) —F T4
ovvero
—E$1+5I2:0
51‘1—E£L‘2+51’3:O
5[L‘2-E$3+(5l‘4:0
(5.173—E2U4:O
Quindi
0 0
LUl—E.CEQ .134—E.T3
52 — E? oF
i5 $2:—5I3:>372:m$3
52
T = o 52 13 (26)

Dunque 'autovettore di energia £ normalizzato e

52 OF
E2_52‘1>+E2_52

DB+ L)@

IB) = N ( -

19



dove Ng ¢ un fattore di normalizzazione Per cui

B1) = N- (S 1) = ) +13) — T 4)
B = N- (o 1D+ 12+ )+ Tz 4)
Ba) = Mo (= 1)+ )+ 13+ 7= 4)
B =N (e - R+ - ) 9
I fattori di normalizzazione sono
N N (20)

+
5—-+5 5+5

La probabilita che il sistema si trovi nello stato fondamentale ¢

_ KB 1 2 o 1 1 1-V55
her N E Y T s
11 VAol LAl 5-245
T2V5(1+vE2 V5 32 20
Problema 2

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato?

Poiché gli autostati normalizzati dell’energia sono

Un(z) = \/% sin nz:zc

lo stato ¥y(x) € equivalente alla funzione d’onda

Uo(x) = ¥ (2) + i V5 s (x)

Pertanto il valor medio dell’energia ¢

Ei+5Es 1+5-25 h*n?

H p— p— p—
(H) 145 6 2m L2
h? 72
=21 —2mL2 =21 x 37.37ev =T785.0ev
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e b) Qual’e il valor medio di z in questo stato 7
La distribuzione di probabilita
ST X ‘2

L

x . .
|tho(z)]? = | sin% +i+/5sin
5
= sin? —WLx +/5 sin? —ZI

e simmetrica rispetto al punto x = % Pertanto il valor medio di = e
L
(z) = 5 =05 x 107%m

e ¢) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 I'elettrone si trovi nello stato
fondamentale?

La probabilita che I’elettrone si trovi nello stato fondamentale e

e d) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi ancora
nello stato 1(x)? Lo stato al tempo t ha funzione d’onda

iB5t

W(a,t) = e~ "7 gy (x) + e i V5 s(a)

[’ampiezza di transizione nello stato v e

i Eg t

(Yo, () = (77" +¢” 77 5)

mentre i moduli quadri sono

(Yo,v0) = (P(t),¢(t)) =1+5=06

Pertanto la probabilita di transizione nello stato 1y al tempo ¢ &

m L2

iEt iBst _ 92
e~ h +e b
P(t) = | & | =
26+ 10 cos —(E5_hEl)t 1345 cos _12752575
B 36 B 18
Questa probabilita e pari a 1 quando
127% ht L?
W—z?ﬂnétnzgm =n4.58 x 107 sec (30)
T



Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 18/06/2018
Problema 1
Lo spazio degli stati di un sistema quantistico ¢ generato da una base
ortonormale {|1),]2),|3)}. L’ energia in questa base ¢ descritta dalla matrice

H—

Q@ 2 O
Q@ O Q2
S 2 2

dove a < 0 € un numero reale negativo. Sia X un osservabile che nella stessa
base e descritto dalla matrice

10
X=01[0 2 >0
0 0

w o O

e a) Quali sono i valori medi dell’energia H e di X nello stato ¢, =
1) 4+ 4+/3]2)? (Punti 6)

e b) Calcolare gli autovettori e gli autovalori di H (Suggerimento: Le
radici din® —3n—2=0 sonon =—1 en=2.). (Punti 10)

e ¢) Qual’e il valore medio di X nello stato fondamentale? (Punti 8)

e d) Al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello stato ¢,. Qual’e il valore
medio di X al tempo ¢ > 07 (Punti 10)
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Prova scritta Fisica Moderna: 18/06/2018: Soluzione

Problema 1

e a) Quali sono i valori medi dell’energia H e di X nello stato ¢y =
1) 44 +/3]2)?

La norma di g ¢

(Yo,%0) =1+3=4

Il valore medio dell’energia

(H) = <¢0,H¢o> (H11+2\/_H12—Z\/—H21+3H22):O

I1 valore medio di X

(X) = <wo,Xwo (X1 +iV3 X2 —iV3 Xy +3Xy) =
5

PJ>|\]»-J>Ir—\

(1+3-2) =

rmoq

b) Calcolare gli autovettori e gli autovalori di H. Sia
v =z[1) +y|2) +2|3)

un autovettore dell’energia di autovalore E. Abbiamo

ay+az=~Fx
ar+az=FEy
ar+ay=~Fz
da cui
E
2=—x—y=
a

r(a+ E)=ylatE)
rlo- ) tylarm) =0
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La seconda equazione implica o =y o £ = —a. Se F = —a anche
la terza equazione e automaticamente soddisfatta. Pertanto F = —a e
un autovalore, e i corrispondenti autovettori sono definiti dalla prima
equazione

z=—r—y (31)

Questo e uno spazio di dimensione 2. Pertanto 'autovalore £ = —a
e doppiamente degenere. Come base ortonormale di questo spazio
possiamo prendere,

1

w*a;l \/§ (‘1> - ’3>) (32>

corrispondente alla soluzione x = 1,y = 0,z = —1, ed il vettore
ortogonale a questo

1
a2 =—= (1) —21]2) + 3 33
oo = = (1) =212+ 13) 33
Se E # —a abbiamo invece x = y, e quindi dalla terza delle equazioni
sopra
E? E? FE
P((o= ") 4@t B) =0= — — = (34)

perché = # 0. Le soluzioni dell’equazione per E sono

1+£3 2a
EFE=———a= { (35)

2 —a
Il valore £ = —a ¢ stato gia considerato. Il terzo autovalore per I’energia
e pertanto £ = —2a e il corrispondente autovettore, che e lo stato

fondamentale per a < 0, e

1
V200 = 7 (11) +12) +[3)) (36)

corrispondente alla soluzione x =y = z.
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¢) Qual’e il valore medio di X nello stato fondamentale? Il valore medio
di X sullo stato fondamentale e

(X) =2 (A + @1+ GBI X (1) +12) +13))

(142+3)6=25 (37)

Wl kW

d) Al tempo ¢ = 0 il sistema si trova nello stato ¢y. Qual’e la probabilita
che al tempo ¢ > 0 il sistema si trovi ancora nello stato y?

Scriviamo 1)y come combinazione lineare della base degli autovettori
dell’energia

1/’0 = 1/12a;0 <¢2 a;0 ¢0> + ¢—a;1 <¢—a;17 ¢0> + 7vb—a;l <w—a;2, 1/10> (38>

Poiché
(Y240, %0) = % (1+iV3) (g, o) = %
(s t) = 52 (1= 2V39 (39)
Quindi
¢0 - ¢2“;0 i (1 + \/g) + w—a;l i + 7vb—a;Q i (1 -2 \/gl)

V3 V2

Al tempo t il sistema si trovera quindi nello stato

V6

1
%(1+z’\/§) +
» 1 .. 1
+elﬁf¢_a;lﬁ+elﬁf¢_m%(1 —2V34)

L’ampiezza nello stato v e quindi

T/J(t) = eii QTQ ! 1/}2 a;0

2a

2a, 1 a1 a1
(o, (1)) = e S |(1+ V3P e B o et 2 |1 - 234" =

712—‘1154 12t 1 13
_ L eyt 19N
e 3—|—e (2+ 6)
—12—‘%4 i£t8
e h — h ' —
e 3+e 3



La probabilita richiesta ¢ quindi

P(t) — +e'n

3 3

:16
1 (16+64+ 39 3at)_
16\ 9 g PR

(5 + 4 cos 3—;7)

‘e 2at4 iat§‘2

@I»—

e ¢) Al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello stato 1. Qual’e il valore
medio di X al tempo t > 07

Lo stato 1 (t) nella base originale degli autostati di X si scrive

a1
w(t):(e_’%t§(1+i\/§)+
S T |
+ezﬁt§+ezﬁt6(1—2\/§i))|l>+

He L rivE) e 2 - 2vEN) ) +
+(e—i2?t%(1+ix/§)+

el H S el (1-2V30) B) =

= (VB e 2 VB 1) +

J%( P14 V3) — et (1 2V31)) [2) +

b 4iVE) (R i) 3
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I1 valore medio di X sullo stato 1 (t) e

(X(t) = Zi ((t), X 9(t)) = % “e—i%‘“(lﬂ'\@) +e' it (2 - V3i)| +
2l (140 VB) — e R (1 —2V34)| +

+3](14+iV3) (e 5 —ei%t)ﬂ -

t t
:% [(11—20033%+6\/§sin3%)+
t t
+2(17—|—10 0083%—6\/381113%)4—

+3-8(1 —COS%)}

) 3at . 3at
_E [23—2COST—2\/§SIDT}

Si noti che questa formula da (X(0)) = £ per t = 0, in accordo con
quanto ottenuto al punto a).
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Fisica Moderna: Corso di Laurea Scienze dei Materiali
Prova scritta: 16/07/2018
Problema 1
Lo spazio degli stati di un sistema quantistico ¢ generato da una base
ortonormale {|1),]2),|3)}. L’ energia in questa base ¢ descritta dalla matrice

0
H=1a
b

oS O 2
o o o

dove a e b sono numero reali. Sia X un osservabile che nella stessa base ¢
descritto dalla matrice

10
X=61|0 2 0>0
0 0

w o O

e a) Quali sono i valori medi dell’energia H e di X nello stato ¥ =
1) +v/2[2) +(3)? (Punti 6)

e b) Determinare una base ortonormali di autostati di H (Punti 8)

e c) Al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |1). Qual’e il valore
medio di X al tempo ¢ > 07 (Punti 10)

Problema 2

Un elettrone di massa m = 9.1 - 1073'kg (di cui trascuriamo lo spin)
si muove liberamente sull’asse delle x rimanendo confinato nell’intervallo
0<x<L,conL=10""metri. Al tempo t = 0 la funzione d’onda della
particella e

3mx

Yo(x) = V2 sin% + /3 sin

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato in elettronvolts?
(Punti 4)

e b) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ = 7 - 107!8 sec la particella si
trovi nello stato ¢o(x)? (Punti 6)
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Prova scritta Fisica Moderna: 16/07/2018: Soluzione
Problema 1
a) La norma di ¢ &
(Yo, 90) =1+24+1=4

Il valore medio dell’energia

o O 2
o o o

0
a
b
V2a+b

(1,v2,1) a =

(H) = <wo,Hwo> 1\/_1 (
1
b 2

(V2a +b)

»Jkln—

11 valore medio di X

(142-2+3)=2

R

(X) = 7 (o, X ) =

e b) Sia
Ve =2x1) +y|2) +2[3)

un autovettore dell’energia di autovalore E. Abbiamo

ay+bz=Fx
ar=FEy
br=Fz

Supponiamo F # 0: in questo caso

b
y:%x z:Ex:>E2:a2+b2

ovvero, in corrispondenza dei due autovalori

i:j:\/a2—|—62
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abbiamo 1 due autovettori normalizzati

1 a
@Z}:I::E(|1>i\/ml2> \/m|>)

L’autovettore normalizzato corrispondente all’autovalore

E=0

¢ invece

b

z=0 Yy=——2z

a

ovVVero
1
Yo = (—b2) +al3))

N
c) Lo stato |1) nella base degli autostati di H si scrive
1) = o (Yo[1) + vy (W4 |1) + 19— (V1) =

= %(%ﬁ“@b—)

Lo stato al tempo t sara

Y(t) = —= (e i Prighy 4o i Bty ) =

[e™h 2 (11 + m' ) +
e Pt (|1) - 2) -

\/a2+b2
tva? + b?
:cosaTjLH)—i-
ia . tvVat+0? ib . tvVa?+b?
BV sin - 12) — sin 13)
a

Il valore medio di X sullo stato ¥ (t) e

5 tvVa? 4 b2
R
+2@2—1—3172 ,Qt\/a2+b2]

2+ h

m' )+
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Problema 2

e a) Qual’e il valore medio dell’energia in questo stato in elettronvolts?
(Punti 4)

Il valore medio dell’energia e

2E1+3E3 7'('27:L2 2+27
— = = 218.3eV
5 omL? 5 c

(H)

e b) Qual’e la probabilita che al tempo ¢ > 0 la particella si trovi nello
stato 1o(z)? (Punti 6) Lo stato al tempo ¢ ¢

Golt) = V2e T b + VBie T gy

per cui
(tho, Yo(t)) = 2 H 43t
e la probabilita richiesta

E3t

|2e_i% +3e " |2 13+ 12 cos 3”23
P(t) = = m
25 25

P(7-10" % sec) = 0.04
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