Appunti di Fisica Teorica

Anni accademici 2001-20

Camillo Imbimbo

Dipartimento di Fisica dell’Universita di Genova
Via Dodecaneso, 1-16136, Genova, Italia



Indice

8

9

Teoria non-relativistica

Seconda Quantizzazione per Fermioni
Diagonalizzazione di Hamiltoniane quadratiche
Funzioni di partizione di oscillatori e caratteri
Caratteri e rappresentazioni di SU(N)

Buche e Particelle

Gas di elettroni: I ordine in teoria delle perturbazioni
Fononi

Radiazione di Dipolo: Emissione

Modello di Anderson-Fano

10 Modello di Bogoliubov per superfluidi

11 Gas di Fermi debolemente interagente

12 Simmetrie in Seconda Quantizzazione

IT Teoria Relativistica

13 Relazione tra gruppi ed algebre di Lie

13.1 I sottogruppi abeliani ad un parametro . . . . . . . .. ..

14 SO(3) e SU(2)

15 Rappresentazioni di un gruppo e rappresentazioni dell’alge-

bra

15.1 L’estensione centrale dell’algebra di Galileo . . . . . . . ..

2

11
15
18
21
24
29
34
37
42

49

52

52
o4

55

58
61



16 Le rappresentazioni unitarie del gruppo di Poincaré

16.1 Caso massivo . . . . . . ..o
16.1.1 La base del sistema di riposo. . . . . ... ... ...
16.1.2 La base dell’elicita . . . . . . . . . . . .. ... ...

63
66
67
68

16.2 Vettori di polarizzazione nella base di elicita per spin 1 massivo 70

17 Relazione tra Spin e Statistica in Seconda Quantizzazione

18 Spinori

18.1 Proprieta di coniugazione delle rappresentazioni spinoriali . . .

72

75
75

19 Le matrici di Dirac come “interwiners” di rappresentazioni

di Lorentz
20 P per gli spinori di Dirac
21 C per gli spinori di Dirac
22 Relazione tra P e C per gli spinori di Dirac
23 T per gli spinori di Dirac

24 L’azione di P,C,T sullo spazio di Fock

O

24.4 Decadimento di un vettore V in una coppia di vettori (W, W)
24.4.1 Invarianza di Lorentz . . . . . . . . . ... ... ...
24.4.2 InvarianzaperPeC . . . . . . . ... ... ... ..
24.4.3 Ampiezza invarianti pari per P . . . ... .. L.
24.4.4 Ampiezze invarianti dispari sotto P . . . . . ... ..

24.5 Decadimento di un vettore V in una coppia di fermioni (1, )
24.5.1 Invarianza di Lorentz . . . . . . . ... ... ... ..
24.5.2 Invarianzaper PeC . . . . . . ... ... ... ...
24.5.3 Ampiezza invarianti . . . . . ... ...

25 Vettori di Polarizzazione

25.1 Vettori di polarizzazione del campo di Dirac . . . . . . . ..

3

82

86

87

91

93

95

95
96



25.1.1 Vettori di polarizzazione con spin definito nel sistema

diriposo . . . . .. ... ...

25.1.2 Vettori di polarizzazione con elicita definita . . . . . .

25.2 Derivazione alternativa di S(P). . . .

26 Matrici densita
26.1 Matrici densita per vettori massivi .
26.2 Matrici densita per il campo di Dirac

27 Causalita

28 Propagatori
28.1 Propagatore per vettori massivi . . .
28.2 Propagatore per il campo di Dirac . .

29 Tempi di decadimento e sezioni d’urto
29.1 Decadimenti . . . . ... ... .. ..
29.1.1 Decadimento di uno in due . .
29.2 Diffusione di 2 particelle . . . . . ..
29.2.1 Sezione d’urto di due in due .
29.2.2 Diffusione da potenziale . . .

30 1l fotone

30.1 Propagatore del campo fotonico nella gauge di Landau

30.2 Lo spazio degli stati di Gupta-Bleuler

120
122
123

124

126
128
129

130
131
131
132
132
133

134

. 138

30.3 Propagatore del campo fotonico in un gauge covariante genericol45

31 Introduzione alla simmetria di BRS

32 1 fattori di forma dell’elettrone

33 I determinanti funzionali

33.1 Il determinante per l'oscillatore armonico in 1d . . . . . . . .

33.2 Determinanti funzionali e tracce . . .

33.3 Campo scalare in campo magnetico costante . . . . . . . . ..

33.4 Campo scalare in campo elettrico costante . . . . . . .. . ..

4

147

151

153



34 Integrale di Feynman e matrice S 166
34.1 L’approssimazione iconale . . . . . . . ... ... ... .... 168

Parte 1
Teoria non-relativistica

1 Seconda Quantizzazione per Fermioni

Sia {14(1n;)} una base di H™, lo spazio degli stati di singola particella. Una
base per ’HEL‘N), lo spazio degli stati a N-particelle antisimmetrizzato e

Var.an (M-, IN) Z D)%%y (M) *+ Yoy (1) (1.1)

O’GSN

Vogliamo descrivere questa base in termini di numeri di occupazione. A
questo scopo & necessario stabilire un ordine per l'insieme {a} degli indici
che denotano la base di H®, stabilendo che a; < ay < -+ < ag --- Sia
dunque |ny,...,nk,...) lo stato che corrisponde a ta,. an(M1,--.,7N) con
ap <ay<--- <ayey, n =N.

Gli operatori di distruzione e creazione a, e ag'

agiscono sulla base dei numeri di occupazione secondo:

Qo | My ooy Mgy o) = €q({mi}) mglna, .o ome —1,..0)
al, [ny, ... np, ) = G ({nid) M —np)lng, ..o +1,..)  (1.2)

dove €q, ({ni}) e €, ({ni})
sono dei segni che Voghamo determinare dalla richiesta che gli osservablh

di singola particella F(M) =3~ f1)(&;) siano rappresentati da 3 faﬁ alag.
Partiamo dalla deﬁnizione degli stati ad una particella:

|0, ...,0,...) < ta, (1) (1.3)

Si vede facilmente che su questi stati F1) = > f)(&;) ¢ in effetti rappresen-
tato da ), 5 féﬁ al,ag con una scelta per i segni €,, € &, banale (cio¢ eguale

ad 1). Consideriamo ora l'azione di F = 3. f1(&;) sugli stati a due parti-
celle. Siano «y e as gli indici associati, con a; < as. Nella rappresentazione
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di prima-quantizzazione:

F(l)walaz = Z[fé21¢aa2 + fé}y)2wala]

- Zfo(¢21|07---,na=1,-..,na2:1,...)+

a<agy
H=1) Y L0,y =1, ng = 1,.)
ag<o
+ (=1 ) D00, =1 e, =1,.)
a<ol
+ >0, ne, =1, e =1, (1.4)
a <o

D’altra parte in seconda quantizzazione la stessa espressione diventa:

Zfélﬁ)aivaﬁm,...,nm =1,...,n0,=1,...) =
ap
> F) e ({na, = Lna, =11 al0,... na, =1,..) +
a + 3 8 o ({na, = 1m0, = 1}) al 0, ng, = 1,...) =
= fi e ({na; = 1,10, = 1Hea({na, = 1}) [{na = 1,10, = 1}) +
+ > F 0 €as({nay = 1,10y = 1}éa({, 110, = 1}) [{na = 1,nq, = 1L.5)

Confrontando la (1.4) con la (1.5) otteniamo

+1, se a < ag;

o (0 = Loy = 1Dal(0y = 1) = { T} 200 508 = (0

1, se a < ag;

%xmmszmzuﬁxmmzlnz{‘ — o(a(ng)

+1, sea>om

Dalla prima delle (1.6) deduciamo che

gOt({nOQ = 1}) = J<a’a2)€a1({na1 =1,n,, = 1}> (17)
dove oy < . La seconda dice che €,({n., = 1}) = —o(o, 1)éa, {na, =
1,n4, = 1}), od equivalentemente, dopo aver ridenominanto gli indici, che

€a({na, = 1}) = —o(@, a2)éa, ({na, = 1,14, = 1}) (1.8)
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dove oy > ap. Confrontanto la (1.7) con (1.8) concludiamo dunque che

Eal({nal =1,nq, = 1}) = _Eaz({nal =1,n4, = 1}) (19)

In sintesi, se scegliamo convenzionalmente che €., ({ng, = 1,14, = 1}) =1
per a; < aw, abbiamo:

€a1({na2 = 1}> = U<a17a2) Eal({nal = 17n6¥2 = 1}) = U(a1>a2> (110)

qualunque siano aq e as.

Dal ragionamento che abbiamo svolto appare chiara la generalizzazione
del risultato (1.10) al caso di stati con N > 2 particelle. Il segno associato ad
un creatore al, quando agisce su uno stato ad N particelle rappresentato dalla
sequenza ordinata di indici {ay, . . ., an } dipende dal numero di indici «; (mo-
dulo 2) di questa sequenza che devono essere “attraversati” dall’indice a per
formare una sequenza ordinata di N + 1 indici {ay,...,q,...,ay}. Equiva-
lentemente il segno in questione e il segno della permutazione necessaria per
portare l'insieme {«, ay,...,ay} nellinsieme ordinato {ay,...,q,...,ay}.
In maniera analoga, il segno associato ad un distruttore a,, ¢ dato dal numero
(modulo 2) di indici della sequenza che il distruttore deve attraversare prima
di incontrare 'indice «. Per riassumere

Ea({Na}) = €a({na, }) = (=1)>en<am™n (1.11)

Da queste formule consegue che i distruttori e i creatori per fermioni
soddisfano a relazioni di anti-commuatazione piuttosto che di commuta-
zione. Prendiamo infatti due indici o e § e scegliamo per esempio a <
[. Consideriamo ’azione, per esempio, dei corrispondenti creatori su uno
stato ad N particelle rappresentato dalla sequenza ordinata {«,...,ay}.
Supponiamo di agire prima con aL e poi con al: il segno totale ottenu-
to sard (—1)Zew<s"™k x (—1)>ap<er = (—])=a<or<s™%  Facendo inve-
ce agire prima aL creiamo uno uno stato rappresentato da una sequenza
{a1,...,a,...,an} ed un segno (—1)2%@ " Agendo poi con a}; I'indice
B > «a deve attraversare l'indice « oltre agli altri indici oy < 8. Il segno
totale sara dunque (—1)Ze<ex<s"% x (—1), per cui {al,ag} = 0, dove {,}
rappresenta l'anticommutatore. Un ragionamento analogo vale per 'azione
di due distruttori o di un distruttore e di un creatore associati a due indici
diversi a e f3.

Discutiamo ora 'azione di ala, e di a,al,. Supponiamo che lo stato sul
quale questi operatori agiscono non contenga lo stato a. Allora il primo
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operatore si annulla. Il secondo riproduce lo stesso stato con un segno +1
in quanto i due segni associati con il distruttore ed il creatore sono identici.
Ragionamento analogo vale per il caso in cui i due operatori agiscono su uno
stato che contiene lo stato a.

In definitiva

{aa,a5} = {al,ag} =0 {aa,a;} = 0ap (1.12)

2 Diagonalizzazione di Hamiltoniane quadra-
tiche

Consideriamo una Hamiltoniana quadratica negli operatori di creazioni e
distruzione (consideriamo per concretezza il caso bosonico) az,ai, con ¢ =
1 N:

H:Zhija;raj+Zgijaiaj+zg;kj&;[a; (2.1)
% ,J i,J

Introduciamo le matrici h e g, i cui elementi sono, rispettivamente h;; e g;;.
Possiamo supporre g simmetrica:

g e ey

g =g (2.2)

La richiesta che H sia hermitiana, H' = H implica che h sia una matrice
hermitiana:

h' =h (2.3)

Sia z un vettore le cui componenti z, sono gli operatori di creazione e
distruzione:

0 = (ai,al) (2.4
con i =1,...,2N. Poiché zL = (aj,ai), abbiamo
7zl =Qz (2.5)

dove € ¢ la seguente matrice 2N x 2N:

Q:( 0 1NxN) (2.6)

Inen 0

8



Riscriviamo H nella forma

1 1
"= MZ Ky 2% — 5Trh (2.7)

dove (K),, = K, € la matrice 2N x 2N

K = (f} Ig‘) (2.8)

Nella (2.7) abbiamo tenuto conto delle relazioni di commutazioni canoniche
che, in termini dei z,, si scrivono

[Z/u Zl/] = €uv (29)

dove (€),, = €., € la seguente matrice 2N x 2N

_ 0 Insn
6_(_1N><N ; ) (2.10)

Dalla definizione (2.8) di K deduciamo le seguenti relazioni
K=K K =0QKQ (2.11)
Una trasformazione canonica delle z,
z=UZ (2.12)

deve lasciare invariante le relazioni di commutazione (2.9): questo implica
che U deve essere simplettica:

UecU' =¢ (2.13)

Diagonalizzare I’'Hamiltoniana H significa determinare una matrice simplet-
tica U tale che

U'KU = (2 ‘(‘)’) (2.14)

dove w ¢ una matrice N x N, diagonale (e quindi simmetrica). Siano w;
coni=1,..., N gli elementi diagonali di w: I"'Hamiltoniana H diventa nelle
variabili z’

M= 3w+ %Z(wi = ha) (2.15)
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Moltiplicando la relazione (2.14) a sinistra per € ed utilizzando la relazione
(2.13), otteniamo

U'eKU=¢ (2 ‘5) = (“0” _Ow) (2.16)

od, equivalentemente,

cKU=U (“5 _Ow) (2.17)

Le relazioni (2.16-2.17) implicano che la matrice simplettica U diagonalizza
la matrice K definita da

~ B h g*
K=cK= (_g _h*> (2.18)

Pertanto le colonne della matrice U sono gli autovettori di K:

Zf(w/ U,,)\:(JJ)\ Ull)\ (219)

dove wy = (w;, —w;). Le frequenze + w; sono pertanto le 2N soluzioni dell’e-
quazione secolare associata a K:

P(w) = det (K —w 12N><2N) =

— det (h ‘j;NXN s 1NXN> =0 (2.20)
OSSERVAZIONE: Notiamo che la prima delle relazioni (2.11) implica
K'=-Ke=¢Ke (2.21)
Pertanto se v,, & un autovettore di K con autovalore w, allora
eKv, = wev, (2.22)
Utilizzando (2.21) otteniamo
K' (ev,) = —w (evy) (2.23)

Pertanto —w & un autovalore di K*: ma lo spettro di K* coincide con quello di
K in quanto Pequazione secolare di K* & identica a quella di K (Eq. (2.20)).
In conclusione, se w & un autovalore di K anche —w & nello spettro di K:
in altre parole il polinomio caratteristico P(w) di K & funzione solo di w?.
Naturalmente, questo ¢ in accordo con ’equazione agli autovalori per K, Eq.

(2.17)
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3 Funzioni di partizione di oscillatori e carat-
teri

Prendiamo come spazio di singola particella la rappresentazione di spin 1
del gruppo delle rotazioni: H") = H ;=1 Consideriamo i distruttori e creatori
Um,al conm = —1,0, 1 che distruggono e creano stati con J, = m = —1,0, 1.
Consideriamo la funzione di partizione seguente sullo spazio di Fock associato
agli operatori a,,, al :

Z(q, Z) - Tr e—ﬁzm al, am~+i0, mal, am — Tr e—ﬁN+i9jz (31)

dove N & l'operatore numero di particelle, J, I'operatore momento angolare
lungo 'asse delle z sullo spazio di Fock e

g=e’ z = e (3.2)

Nel caso di bosonico otteniamo

1 1 1
ZLposoni ) = 3.3
bosoni (4 2) l—2z2¢ql—¢q/z1—q (3:3)

mentre nel caso fermionico abbiamo

Zfermioni(Qv Z) = (1 + ZQ) (1 + Q/’Z)(l + Q) (34)

D’altra parte la (3.1) si scrive
Z(q.2) =Y q"xn(2) (3.5)
N=0

dove xn(z) € quello che viene chiamato il carattere della rappresentazione del
gruppo delle rotazioni degli stati di livello N:

xn(2) = Try, o0/ (3.6)

Try, denota la traccia sul sottospazio Hy degli stati di livello N. Notiamo
che il carattere della rappresentazione irriducibile di spin j fissato e dato da

m=j J+1/2 _ L —(j+1/2)
G () — Z m_ * “
X g (Z) - = 21/2 . 271/2 (37)

m=—j
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Notiamo che

X9 (2) = xV(1/2) = XV (2))" (3.8)
La rappresentazione del gruppo delle rotazioni sullo spazio Hy degli stati
di livello N sara in generale riducibile: siamo interessati a conoscere le sue
componenti irriducibili. Data una rappresentazione del gruppo delle rotazioni
riducibile che ¢ la somma diretta di rappresentazioni di spin j,, cona =1,...
il suo carattere € la somma dei caratteri x;,(2). Dunque se a livello N sono
presenti gli spin {ji, j2, ...}, avremo che

Xw(2) =) XGa(2) (3.9)

Notiamo la circostanza seguente. Possiamo definire un prodotto scalare sullo
spazio dei caratteri nel modo seguente: se x(z) e x’(z) sono i caratteri di due
rappresentazioni poniamo la definizione

1 dz
/ = _ 1/2  _—1/2)2 / 310
(6X) = 5 P gml = V() X (2) (310
dove l'integrale e lungo un contorno che circonda il punto z = 0. Notiamo che
rispetto a questo prodotto scalare i caratteri delle rappresentazioni irriducibili
sono ortonormali:

(X(a)7 X(J’)) =5 (3.11)
Infatti

1 dz ; .
—oh L2 1232 39) G(2) =
5 ]{ 57017 2 PPEXY () Y (2)

1 f (G 2y () /)y
2 ) 2miz
1 dz g o (45/+1) G 41)
:E 5 ,(ZJ ‘7+Z]j—2j‘7 —z )Iéj,j’ (312)
N4

Pertanto il numero (intero e positivo) dato dall’espressione

9 xw(2)) (3.13)

¢ precisamente il numero di volte che lo spin 7 appare a livello N. Introdu-
ciamo la funzione generatrice Fj(q) per i numeri ny,;:

ny;y = (X

Fi(g) =) nnyqV = (X9, Z(q, 2)) (3.14)
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Vogliamo pertanto calcolare F;(q) a partire da (3.3) e (3.4). Consideriamo
il caso bosonico.

1 dz N o 4
B = 5 ol = o9 (1) 5012 7g,2) =

_ lj{ dz (2 —1)(1— 22+

2miz 1+

1 dz (2= 1)(1—2%") S = i J
- 2(1—9q) 7{ 2miz 21+ nZOmZoq

25+2 25+1
_ ZZ dz 2—1—2]+ +Z]+ qn+m
21=q) = - 2miz Ztitm=n

1 ] d> . .
— § n—-m—j__ . n—-m—j—1
2(1—q) ]{ 2miz 2 :
— :0

n+m

Z(q,2)

lq

- m Z 2[5"7m+j - 5n,m+j+1 — (5n,mfj*1 + 6n,m*j] anrm

_ 2(1 — q) [f: qj+2m Z q]+1+2m . Z q—] 14+2m + Zq ]+2m:|

m=0 m=j+1

1 qJ qJ+1 q]+1 qj
_2(1—q)[1—q2_1—q2_1—q2+1 qQ}
¢ 1-q ¢
-9 l-¢ (1-¢)

(3.15)

Da (3.15) deduciamo che
NNy = O0Nj +ON_2; +ON_g;+ - (3.16)

Deriviamo lo stesso risultato in una maniera diversa, che passa per il
calcolo esplicito dei caratteri xn(z) delle rappresentazioni a livello N. La

(3.3) da

oo 0 X

Znosoni(:2) = D> (20) (¢/2) ¢ =D D g (3.17)

=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0
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Pertanto

(bos) N N—i ) N 1 N—1+1
VIR =D A=) A =
i=0 j=0 i=0
_ P [1 — N+ B Z—N—l 1 — 2{,2(N—1—1):| _
z—1L 1—-=2 1—22
Z_N

_ [(1 b)Y Z2N+2] _
[ 2

AT IN+3 _ N+1_ZN+2+1]:
B ZﬁN(l _ ZNJrl)(l _ zNJrQ)
B (1—2)2(1+2) (3.18)

I numeri ny,; sono ottenuti pertanto calcolando gli integrali

1 dz B iy .
N =g f (212 = TR (T URR TR o (2) =

2] 2miz
1 dz (z—1)(1 =%+
2 j{ 2miz i X (2)
1 ?{ dz 1 (¥ 1) N —1) (N2 1)
2 ) 2miz TN (1—22)
1 dz 1 2j+2N+4 2j+N+2 N+1
2 7{ 2miz 2N (1 — 22) [z : e

JoNH2 |21 2NHS 24N 1} _

1 dz 1 . . .
_ J+N+3 _ _j+1 —J
2}'{2m‘z (1—22) [Z g

QN g N N2 i Zfojfl] _

oo
1 Z 2k+J+N+3 Sl 2k
2 27rzz

42kl Z2k+g—N _ L 2RENE2—) 242 ZQk—N—]—l] _

[e.e]
1 [ dz i i i _j CN—j—
_* . Z[zzk i p2hAImdy RPN kN4 2k=N—j-1]
2 ) 2miz prs
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o0
1 . .
1 1_|_ Z 2k+j _ 2k EN+2—j _ 2k—N—j 1] -
2mz

=35 [1 + €, — € — ec] (3.19)

>—tl\3

dove €,, €, €. sono numeri che valgono 0 o 1:

oo
2 :22k+J
27r7,z
o
_ }: 2k+N+2—j
27TZZ

2k—N—7—1
]{ oo Z —J= (3.20)

Notiamo che ¢, =1se j = N, N — 2,... ed ¢, = 0 altrimenti. Inoltre ¢, =1
se N e pari e j dispari o se N e dispari e j pari, mentre ¢, = 0 altrimenti.
Infinee,=1se j=N+2,N+4,...ed e, =0 altrimenti. Abbiamo dunque
i due casi:

(i) N e pari. Se j e dispari, allora ¢, = ¢, = 0 mentre ¢, = 1. Dunque
ny,; = 0. Se j ¢ pari allora ¢, = 0. Inoltre se j = 0,2,... N allorae, =1e
€. = 0, e dunque ny,; = 1; se invece j = N +2,... allora e, =0 e e =1,
e dunqueny,; = 0. In conclusione se /N ¢ pari, gli spin che sono presenti a
livello N sono 7 =0,2,4,... N.

(i) N e dispari. Se j e pari, allora ¢, = ¢, = 0 mentre ¢, = 1. Dunque
ny.; = 0. Se invece j ¢ dispari allora ¢, = 0. Inoltre se j = 1,3,... N allora
€e =1 ee =0, edunque ny; = 1; se invece j = N +2,... allorae, =0 e
€. = 1, e dunque ny,; = 0. In conclusione se N ¢ dispari, gli spin che sono
presenti a livello N sono j =1,3,5,... N.

4 Caratteri e rappresentazioni di SU(N)

Sia éz, con i=1,..., N labase ortonormale di RY con componenti (¢;)? = 5{ .
Le N( ) radici posmve di SU(N) sono

Qj =€ — € 1 <J radici positive (4.1)
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mentre
Qi = €; — €; > ] radici negative
sono le radici negative. Le N — 1 radici semplici sono
Oéi:éi—élurl ’L:L,N—l

Le radici di SU(N) giacciono dunque nell’iperpiano

N
i=1

La radice piu alta e

N-1
a = él — éN = a;
=1
Il vettore di Weyl e
1
P
1<)
Introduciamo le variabili complesse
w; = ez@-ei _ ezﬁi
Dunque
ei@aij — %
W

Per 0 nell’iperpiano (4.4) le w; sono soggette al vincolo

N
i=1

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.9)

Le formule che seguono si applicano a U(V) se si prendono le w; indipendenti
ed a SU(N) se si impone il vincolo (4.9). Il denominatore di Weyl si riduce

ad un determinante di Vandermonde:

D) = 3 (-1t = L

O'GSN (wle) 2
1 w1 wiv_l
N-1
1wy - w
x det 2 =
1 WN w%il

Hi<j(wi — wj)
(wy - - -wN)%

16
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Il numeratore di Weyl di una rappresentazione di peso massimo \

A= (ny,...,nyN) (4.11)
si scrive
9_’) Z cr 20 o(6+X) _ 1 — X
oCSn (wle)T
wl 1+n2 'lU{V 14+nn
n1 1+n2 —14+npn
xdet | 2 2 wy (4.12)
w;u wzlv+n2 w%*1+nN
Il carattere della rappresentazione di peso massimo \ &
L Ny(6
(6 = 2O (1.13)
D(0)

Il generatore dei caratteri delle rappresentazioni anti-simmetrizzate e la fun-
zione di partizione fermionica

Z}a,0) = [[(1 +qe”?)

A

(4.14)

e quello delle rappresentazioni simmetrizzate e la funzione di partizione bo-
sonica

S = 1
NG 0) = || ——— 4.15
5 (q,0) 1:[ 1 — qeifx ( )
Consideriamo il caso dell’aggiunta. In questo caso
Z¢%(q,w) = [[(1 +4 —) (1+4¢ —) 1+™"
1<j ]
, 1

Zadj q,w;) = - o 4.16
Pow = ma—mma—gm 40

La funzione generatrice del numero di singoletti nzdj nel prodotto di k rap-
presentazioni aggiunte completamente anti-simmetrizzato e

N2-1 (

= andjqk_[ U)} )
[T0+ag) 0 tayh) (w—w,) <1+q>N*]

1<J ]

Fad]

X (4.17)

(4.18)

Termine noto
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Il risultato ¢ 4
F9)=1+¢)(1+¢) - (1+3N (4.19)

5 Buche e Particelle

Le trasformazioni lineari
Ao — Qo = Ugaag + Vﬂaa;
al — al = Viaas + Ugaa; (5.1)

sono automorfismi delle relazioni di anticommutazione (1.12), e sono dette
canoniche, se le matrici U e V' soddisfano le relazioni

vt + (viv)' =1 utv = - (Utv)’ (5.2)

Le trasformazioni canoniche con V' = 0 corrispondono a cambi di ba-
se dello spazio degli stati di singola particella H(M. Queste trasformazioni
canoniche sono implementate sullo spazio di Fock Hr da operatori unita-
ri che conservano il numero di particelle (cioé mandano HE4N in se stesso).
Le trasformazioni con V' # 0 sono implementate da operatori (formalmente)
unitari che non conservano il numero di particelle e quindi non corrispondono
a trasformazioni canoniche di H". Gli operatori (formalmente) unitari che
implementano queste trasformazioni non lasciano invariato il vuoto di Fock.

Consideriamo il caso in cui I'insieme degli indici « che labellano la base di
HY ammette un’involuzione 2 che indicheremo come 1(a) = —a, con 22. Per
esempio, per fermioni non-relativistici in 3 dimensioni, possiamo prendere
a = (k,0). Le trasformazioni (k,0) — (—k,—0), (k,0) — (—k,—0), o
(k,0) — (k,—o) sono involuzioni di questo tipo. In questo contesto, una
classe interessante di trasformazioni canoniche con V' # 0 ¢ data da

(o —> Gy = COS Xalq + SiN XOlaT (5.3)

—Q

con i numeri reali x, che soddisfano la relazione

Xa = —X-a (54)

Queste particolari trasformazioni canoniche sono caratterizzate dalla pro-
prieta di lasciare invarianti gli osservabili della forma

F = Zf(a)ajlaa (5.5)
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se f(—a) = —f(a). (Per esempio, nel caso di fermioni tri-dimensionali,
osservabili invarianti sarebbero 'impulso P = ZE,U kalg’aa,;ﬂ o lo spin J3 =
Yk Uaz*,aal_éo’ per a — —a dato da (k,0) — —(k,0).)

Consideriamo il caso di N elettroni liberi non-relativistici quantizzati in

una scatola, con Hamiltoniana
H =Y E(k)a! a, (5.6)
ko

Lo stato fondamentale |F') del sistema ¢ caratterizzato dalle equazioni

a% |F) =0 per k <kp

ap |F) =0 per k> kp (5.7)

dove kp ¢ il cosidetto impulso di Fermi, definito da

> 2=N (5.8)

k<kp

E’ naturale considerare pertanto la seguente trasformazione canonica

%, per k > kp
a,EU - ﬁ aT_E Y per k: S kF (59)

Alcuni commenti sulla (5.9):

1) abbiamo scelto ag_ o al _, in modo da lasciare invariato I'impulso:

Dok k:a%aa,;a =D kd_57_0&157_0 = i /{:ELTEJEL,;U ed analogamente per lo
spin. In altre parole abbiamo preso xz_ = +7/2 per k < kp e xz, = 0 per
k> kp.

2) 1l fattore ﬁ serve ad avere xj = —X_F o In verita in questo caso
particolare la trasformazione sarebbe canonica anche senza questo fattore:

infatti la condizione x, = —x_, deriva dalla richiesta
{Ga,0_0} = cOS X SN X_q + COSX_nsSiNxq =0

Se cosxa # 0 e cosy_o # 0 ne consegue che tany, = —tany_, e dun-
que X—o = —Xa- Ma per cosx, = cosX_o = 0 (come nel nostro caso) la
trasformazione sarebbe canonica anche se avessimo preso o = X_o = 7/2.
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Scriviamo ora vari osservabili in termini delle nuove variabili canoniche:

H = ZEk’at CLEU:Z aaaka—f—z aq akU:

k>kp k<kp
- Zﬁ’w%+2E Fol s
k>kp k<kp
= > Bkl az, — > E(k)il ap, + Y E(k) =
= Y E(k)al ag,— > E(k)al g, + Er (5.10)
k>kp k<kp

dove abbiamo definito ’energia di Fermi

Ep = Z E(k) (5.11)

k<kp,o

che ¢ I'energia dello stato fondamentale. Dunque

H—Ep = Y (E(k)—E(kp)al_ag,+ Y (E(kr) - E(k))ak_ag,
k>kp k<kp
+E(kp)[ Y al ap, — > al ag,] (5.12)
k>kp k<kp
L’operatore corrispondente al numero di particelle e
C __—
5= Yt Y il
k>kp k<kp
— T A
= 1D ap,a, = D & a]+ )1
k>kp k<kp k<kp,o
= D al ag, — > al ag]+N (5.13)
k>kp k<kp

Pertanto I'energia diventa

H—Ep =Y (BE(k) - E(kp))al_ag, + Y (B(ke) - E(k))al iz,

k>kp k<kp

E(kr)[N — N (5.14)
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ed il termine tra parentesi quadre ¢ nullo nel settore dello spazio di Fock con
numero fissato di particelle. La carica del sistema si scrive invece:

@ = Z ea}%galzo — Z ed;%gdlgo + Z e

k>kp k<kp k<kp,o

— T )

= g ea; ag, g ea: ag, +eN (5.15)
k>kp k<kp

In conclusione il sistema puo’ essere pensato come composto da due tipi
di eccitazioni: le particelle corrispondenti alle variabili a%a con k > kp, di

impulso &, spin o, energia |E(k) — E(kp)| e carica e e le “buche”, associate
alle variabili dTEU con k < kg, che hanno lo stesso impulso, spin ed energia ma
carica opposta. Nel settore con numero di particelle (nel senso originario)
costante ed eguale ad N, il numero di particelle (nel nuovo senso) e di buche
e uguale.

6 Gas di elettroni: I ordine in teoria delle
perturbazioni

Consideriamo come Hamiltoniana libera ’'Hamiltoniana di NV elettroni quan-
tizzati in una scatola:
Hy = Z (k) aﬂ JOko (6.1)
ko

7 k2 . . . .
con €(k) = f—m Come interazione consideriamo

47T6
_2 k1+11701 kz —q, 0'2 i oo Yk o1

k1, ka, G£0 01’“2

Lo stato fondamentale |F') di Hy ¢ lo stato con numeri di occupazione 1 per
tutti i k& dentro la cosidetta sfera di Fermi: la sfera nello spazio dei vettori
d’onda definita da |k| < kr dove kr & 'impulso di Fermi

> 2=N (6.3)
k<kp
da cui, approssimando le somme discrete con integrali,

3—)
V/ d k32 = ﬁ“—”m =N (6.4)
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dove abbiamo indicato con Sg la sfera di Fermi. In definitiva
k= (37%)n (6.5)

dove n = % ¢ la densita elettronica.

L’energia imperturbata dello stato fondamentale e

b 2v/ dk PR 2V dxky VKR BPkE 3N bk (66)
0 L (2m)3 2m 81 5 572 722m 5 2m '
da cui otteniamo ’energia per elettrone
Ey 3n%k%
N5 am (6.7

Stimiamo quest’energia in termini delle grandezze atomiche naturali: ponia-
mo n = 1/(lag)?®, dove [ & un numero puro: questa densita corrisponde ad
1 elettrone in un cubo di lato equale ad [ volte il raggio di Bohr ap = nfj;
(Per esempio per il rame, il reticolo cristallino ha passo 4ap, e ¢’ in media
un elettrone in ogni cubo del reticolo, quindi in questo caso | = 4). (Un’

altra parametrizzazione ¢ l = 4; (rsa B) . Cioe ogni elettrone ¢ contenuto in
1
media in una sfera di raggio rsap. Dunque | = (5 T)3r,). Dunque kp = (3;23)3
e
Ey 3(37%)3 K 3 (372)3
B _36m) 2:( " By (6.8)
N 5 2ml%a3 512

dove Ey = 13.6 ev e l'energia di legame dell’elettrone nello stato fondamen-
tale dell’atomo di idrogeno. (Dunque per il rame, 22 ~ 34 By &~ 0.359 By ~
4.88 ev)

Valutiamo ora la correzione al primo ordine a

FE B (F|HF) B 4
N N 2VN Z Z k1+q,0—1 U oy Y 2 ak301|F>

k1,k2,q o1 02

Eo

(6.9)
Evidentemente nella somma contribuiscono solo i k1 e k2 che appartengono a
Sr. Gli impulso ki + qge koo — ¢ devono dunque coincidere con k;l, ky: esistono
due possibilita: la prima possibilita e k1 + q= ki e ky — q= kQ, cioe ¢ = 0,
ma questo termine e escluso dalla somma. Dunque gli unici termini che
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contribuiscono sono quelli con ki + ¢ = kg e ky — ¢ = kq, cioe ¢ = ko — ky.
Inoltre in questo caso deve essere anche o, = 05. In conclusione

E1 4Ame? 4mre? 1
N _ 2UN Z Z—Q (Fla ka0 k ak1,0|F>:_VN Z 7
E1,kaeSp © E1,k2€Sp
(6 10)

Passiamo agli integrali ed utilizziamo come variabili d’integrazione k:1 e q.
Poiché ¢ = k2 — kl con kl,kQ € S, ne consegue che ¢ < 2kp. Fissiamo
dunque un vettore ¢ e consideriamo le due sfere di raggio kr con centro
nell’origine e nel vertice di ¢ i k_i permessi sono contenuti nella sfera con
centro nell’origine di ¢ in quanto deve essere k; < kpr. Ma devono essere
anche contenuti nella seconda sfera con centro nel vertice di ¢ questo perché
|7+ k1| < kp. Sia V il volume di questa regione. Dunque

By 4e? Vdigl V Ame?V dndg V

B 1 Vo _ 6.11
N UN Jo, @0 @ 7P N Sy, @ 2oy O1Y
Il volume V ¢ dato da
kp 1
Y :2/ diom (K2 — k) zszg/ de(1 — 22) (6.12)
2 q 1, q 3
— 9k (2 - 24 2L 1
7TkF(:s Sk 3(2kF> ) (6.13)
Pertanto
E1 €2V 3 ! 2 yg
el 2 s _y+ L 14
2 QNNBMFM /dy< y+2) (6.14)

( ) (6.15)

_ 1 2k4  3r%kp _ _ 3(37? )3 e (6.16)
Fy ™ 4mp 4m3 Amlag '
4 2 4
N IR (6.17)

5233(@;&[(1_—' o ) (6.18)



cloe % ~ 5.74 EH(%2 — @) Il minimo di % come funzione di [ ¢ per
1 5
=222 =778 ¢ E(l.) = —152Ey =~ —0.0950 By =~ —1.29 ev.

Si noti che il rapporto tra la correzione F; all’energia dello stato fonda-
mentale e I'energia all’ordine zero Ej é:

| £ 5
= [ ~0.2571 6.19
Bol ~ 235 (6.19)
¢ affidabile per [ — 0 (Dunque per | = [,, % ~ 2 l,. Cioe [, cade in una

regione dove I'approssimazione del primo ordine dovrebbe essere, in linea di
principio, cattiva. Di fatto, la formula del primo ordine e ragionevolmente
ben verificata sperimentalmente per molti metalli).

7 Fononi

Schematizziamo il reticolo degli ioni come un sistema di oscillatori armonici
accoppiati tra loro. Cominciamo per semplicita col sistema uni-dimensionale

N-1 21 N-1 21
H—i:0[2m+2k5(:vl xzﬂ)]_;m%k;xgm% (7.1)

dove abbiamo posto x;, y = x;. Vogliamo per prima cosa passare a coordinate
normali, cioe coordinate ; definite da

;= R & (7.2)
dove R ¢ la matrice ortogonale che diagonalizza V;;
RyiViaRij = 0\ (7.3)
Equivalentemente

> ViRij = R\ (7.4)
k

Pertanto R;; = (w); & la componente i-esima dell’autovettore di V' con
autovalore \;.

Definiamo 'operatore T' che manda z; in x;.; (e p; in p;y1). T & rap-
presentato dalla matrice T;; = §;,_1 (adottando la notazione che identifica
I'indice 7 con l'indice i+ N). T commuta con V' fisicamente questo esprime il
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fatto che il potenziale dato ¢ invariante per traslazioni i — i+ 1 (& per questo
motivo che abbiamo identificato zy con xg). In effetti e facile verificare che

V=2-T-T7" (7.5)

V e T possono dunque essere diagonalizzate simultaneamente da una matrice
U che, in generale, sara unitaria.
Determiniano U. Gli autovettori di T sono

. 1 .
G) — _~ - (@) (7 6)
v e .
>

dove ¢ = e™ & la N-esima radice dell’unita e €@ sono i vettori unita (cioe
e = 6,,). Infatti

. 1 . ..
T — Zc—qj elatl) — CJU(]) (7.7)
VN
q

Dunque gli autovalori di 7" sono ¢’, con j = 0,1,...N — 1. (Si noti che
TN =1, per cui gli autovalori di T devono in effetti essere radici dell’unitd).
Da Eq. (7.5) deduciamo che gli autovalori di V' sono

q

_ 2mq .
)\q:2—§—§1:2(1—COSW):481112W (7.8)

) _

La matrice unitaria U;; = v, \/LNQ ~% diagonalizza pertanto T e V. Poiche

questa matrice ¢ complessa, essa non soddisfa Eq.(7.3) ma piuttosto
U,:Z-VMUU = (51])\1 (79)

In effetti la matrice V' ha autovalori doppiamente degeneri poiché A\, = A_,,
con l'eccezione dell’autovalore ¢ = 0 (e dell’autovalore con ¢ = N/2, quan-
do N ¢ pari. Per evitare questa complicazione aggiuntiva, di nessun reale
significato, possiamo limitarci al caso N dispari). Cerchiamo pertanto una
combinazione di v@ e v(~% reale (che abbia cioe componenti reali nella base
e?.) Bastera prendere

(v + 079) (7.10)

w'® — (0@ — (D) (7.11)

(7.12)
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dove adesso ¢ € {1,2,...[¥]} = I. Poniamo anche w® = v ] w? sono

gli autovettori reali di V', e definiscono pertanto la matrice ortogonale R e le
coordinate normali

e 5+Z( L&+ wl 5) (7.13)

qel

50*[2 0082w1q5+ . 2Jq€q> (7.14)

(7.15)

Le relazione inverse sono

1
=—=> 1 (7.16)
N J
2 2miq
Zer]x]—\/N;cos N L (7.17)
T = Zw(q)-m = \/E Zsin njq T (7.18)
q - —J 7 N ; N Y

(7.19)

Denotiamo con m; momenti coniugati alle coordinate normali &;: i m; sono
legati ai momenti p; dalle stessa matrice R che lega le &; con le z;. In termini
dei momenti e delle coordinate normali I’'Hamiltoniana diventa

7rqa
kA& 2
T DRI PHA (7.20)

q€l,a=+

2
H=_0

2m

Passiamo agli operatori di creazione e distruzione

_ + o +
gt = Tqm(ﬂq +imuwg &) (7.21)
dove abbiamo posto
. Tq
Wy = 2wsin N (7.22)
(W? = %) L’Hamiltoniana diventa quella di un insieme di oscillatori di
frequenze w,
e 1
H= ﬁ + Y hwy(a] Jag0 + 5) (7.23)
q€l, a==%
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Gli stati creati da a;i non sono autostati di 7" (il momento discreto). Le
combinazioni

1 nr+im; EF+i&
A, = —(a,+ +ia, )= L1 —=L + imw,Lt—L 7.24
q \/§< q,+ q,— ) Qhwqm q 2hwqm ( )
1 TS —iT, EF—i&s
A, =—(a,. —ia, )= 1 —2L 4 imw, 2 g 7.25

per g € I, definiscono degli operatori A, per ¢ = 1,... N — 1 associati a stati
che sono autostati di 7.

Avremmo potuto evitare il passaggio alle coordinate normali reali ; se
avessimo lavorato direttamente con coordinate complesse e i relativi momenti
coniugati. Definiamo per ogni q € 1

& —ig v,
G=""% ¢_ Zc J (7.26)

Estendiamo la definizione delle &, a tutti i ¢ attraverso la la condizione di
hermiticita §; = §_,: poniamo cioe

= \/—% Z Yz, (7.27)

per ogni q. Le coordinate reali originali x; sono dunque legate alle coordinate
¢, dalla relazione (“trasformata di Fourier finita”)

= \/LN > ¢, (7.28)

In altre parole, la relazione tra z; e §, ¢ data proprio dalla matrice unitaria
U che diagonalizza simultaneamente 7" e V. Il vantaggio delle {, ¢ che esse
si trasformano omogeneamente per traslazioni: se

T x; TT = Ti+1 (S sz TT = Pi+1 (729)

allora

TET =€, (7.30)

Va pero tenuto presente che il momento 7, coniugato alla coordinata &, ¢
1 .
My = —— g (Yp; 7.31
q \/N - J ( )
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+ JR—
(in altre parole, per ¢ € I, il momento coniugato alla coordinata £, = % e
—+ s —
Ty = ~5*). L'Hamiltoniana come funzione delle coordinate e dei momenti

complessi &, e m, non ¢ veramente diagonale (perche U soddisfa Eq. (7.9) e
non Eq.(7.3)):

2
T Tqmg , 1
H=om ™ Zq ( om gt abe gq) (7:32)

E pertanto necessario, per diagonalizzare H, definire i seguenti gli operatori
di distruzione e creazione
i
Ay = ——(m_y —imw 7.33
= T e (733
Al = qu(ﬂq + imwy€_,) (7.34)

in termini dei quali I’'Hamiltoniana si scrive

2
_ Mo f 1
H=_"4%"hw(AlA, + 5) (7.35)

Si noti che T A, TT = (%A, in quanto &, e 7_, hanno la stessa dipendenza
da z; e p;. Da questo segue che

T A}j0) = ¢~?Af|0) (7.36)

cioe gli stati creati da A(TI sono autostati dell’operatore traslazione discreto
T.
Notiamo che &, si scrive in termini degli operatori di creazione e distru-
zione:
h

_ T
& =15 A+ AL (7.37)

Pertanto le coordinate originali x; si esprimono come

X

T AL+ (T A (7.38)

Rz 1
VN 2 i ¢
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Passiamo agli operatori z; nella pittura di Heisenberg: poiche
A,(t) = e ™" A,(0) (7.39)

abbiamo

1
2 1 o .
x;i(t) = (CTaieiwat A 4 (Tieiwat AT) (7.40)

VN Xq: V2w,m ! I

Passiamo ora al limite continuo, definito da N — oo, A — 0, avendo
posto L = NA, Lp = Nm, kL = 7N con 7, p e L che restano finiti nel
limite. z;(¢) diventa un campo z(o,t), con o/L ~ 4, dove 0 (0 <o < L) ¢
la coordinata sulla corda composta dagli ioni infinitamente densi. Nel limite

27rq

27r7,o' —zw 2mio iw
pLZ A e L el Al (7.42)

2wq

(mettere al posto la consistenza della definizione di £, e mandare ¢ — —q.)
dzz

Poiché p; = m%t — pA axgz’t), dobbiamo, nel limite continuo, definire una
densita di 1mpulso (o)

Di
B = (o) (7.43)

L’Hamiltoniana del sistema continuo diventa in definitiva:

" / 2L2PN - ; Té\[( (@) AQ} - %/OZU[W(Z)Q + 7 (2/(0))?

e la Lagrangiana
L— % /0 do E (%)2 —r (@(0))] (7.45)

8 Radiazione di Dipolo: Emissione

Indichiamo con |A*) lo stato eccitato di un atomo, e con |A;k,a) lo stato
in cui 'atomo e passato ad un livello pii basso emettendo un fotone di
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momento k e polarizzazione €,, con « = 1,2 e €, - k= 0. Vogliamo calcolare
la probabilita del processo A* — A + v come funzione dell’'impulso k del
fotone 7.

L’Hamiltoniana d’interazione tra campo elettromagnetico e materia al
primo ordine nella costante di accoppiamento e ¢

H =-A-j (8.1)

ol

dove A & il potenziale vettore (nel gauge di Coulomb V - A= 0)ejela
corrente associata alla materia.
Per A partiamo dall’espressione seconda quantizzata:

- PBrké - -
24 _ 1/2 ko k@ A —ik-& AT
A(Z,t =0) =ch /(ka)l/Q @) e"TAr +e AEa] (8.2)

Si tenga presente che la scelta delle funzioni d’onda fotoniche

—

P (T) = ( 27;?)3/2 oik-d (8.3)

di singola particella nell’ Eq. (8.2) corrisponde alla normalizzazione

(wlza? w’;/ﬁ) = 6(12 - ];/)504,,8 (84)

La probabilita di transizione per unita di tempo dallo stato i allo stato
f per effetto dell’interazione (perturbazione) H; ¢ data al primo ordine in
teoria delle perturbazioni dalla formula

2 .
dPiy = S 1(FIHil0) P3(Ey - E)dv (8.5)

dove dv ¢ la densita di stati finali. Nel nostro caso £y = Ea+hwy e E; = Ey-,
e
dv = d°k = k*dkd$) (8.6)

dove df) = dpdf sin 0 ¢ I'elemento di angolo solido.

NOTA (1) SULLA NORMALIZZAZIONE DEL CAMPO FOTONICO:
Un’altra scelta consueta (cfr. Landau) per la normalizzazione delle funzio-
ni d’onda di singola particella e quella per cui (5, ¥ 5) = (27)30(k—K")0a.p,
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cioe una scelta dell’espressione del campo A nella quale non compaiono i
fattori (27r)_3/ 2. In questo caso pero’ la densitd degli stati dv diventereb-

be dv = %. Possiamo ottenere lo stesso risultato ed evitare di lavo-
rare con stati di singola particella impropri (non-normalizzabili) partendo
dall’espressione per il campo A quantizzato in una scatola di lato L

— ]_ _"‘ 7
A1 = 0) = eh2 37— ke oA

—ik-z gt
)12 T5/2 +e AEQ (8.7)

«

—

ka

In questo caso pero sommando sugli stati finali f nell’ Eq. (8.5) dovremmo
operare la sostituzione
> o [
k

il fattore L? si cancellerebbe con i due L~3/? nell’espressione del campo Ae
il fattore (27)~%/?2 risulterebbe dalla densita degli stati (discreti).

NOTA (2) SULLA NORMALIZZAZIONE DEL CAMPO FOTONICO:

Il Landau moltiplica l’espressione per il campo fotonico per il fattore
V4w, La ragione per questa scelta ¢ che il Landau parte dall’espressione
classica per I'Hamiltoniana del campo elettromagnetico & [ d*#[E? + B2, e

L3
(2m)?

il fattore v/4m serve per ottenere 1’espressione consueta dell’energia in termini
dei creatori e distruttori ) hka;aAEa. La normalizzazione in Eq. (8.2)

parte da un’espressione per I’Hamiltoniana fotonica che non ha il fattore ﬁ.
Bisogna fare attenzione perd che con la nostra scelta (8.2), continuando a
scrivere l'interazione fotone-materia come A - %ﬁ (in prima quantizzazione), la
carica e ¢ diversa da quella utilizzata (per esempio) dal Landau: con la nostra
62

scelta (sistema di Gauss razionalizzato) la costante di struttura fine %= ~
4m

137 mentre con la scelta di Landau (sistema di Gauss non-razionalizzato)
2

€Landau ~ _1
~~

he 137

Vogliamo allora calcolare l'elemento di matrice (f|H/|i) che appare in
Eq.(8.5). La parte fotonica di questo elemento di matrice eé:

T T 1 &G ik
(ko] A(Z,0)]0) = CORLE (2%)3/26 (8.8)

Per valutare ’elemento di matrice completo

(f1Hli) = /dgf@aIz‘T(f, 0)]0) {ALj(#)]A7) (8.9)
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in un formalismo integralmente di seconda quantizzazione dovremmo pertan-
to a questo punto calcolare I’elemento di matrice

(Alj (k)| A")

della trasformata di Fourier j(k) = [z 7(@) e~*% dell’operatore corrente.

Nel seguito faremo l'ipotesi che l'interazione tra il fotone e 'atomo av-
venga attraverso l'interazione con un singolo elettrone (consideriamo cioe il
caso in cui la transizione A* — A corrisponda ad un elettrone che passi
da un livello eccitato ad un livello pia basso). Supponiamo inoltre che il
resto dell’atomo sia molto pesante, cioe che l'energia del nucleo sia molto
maggiore rispetto a quella del fotone emesso e che il ’elettrone rimanga non-
relativistico e possa quindi essere correttamente descritto in un formalismo
di prima quantizzazione. In conclusione I’elemento di matrice della corrente
che dobbiamo calcolare e:

A7) = [E50a@5@ v @ e = L (@@ @ et
(8.10)
dove abbiamo preso ; = el = =p come operatore di corrente (in prima
quantizzazione) dell’elettrone.

Discutiamo i limiti di validita di questa approssimazione e la possibilita di
semplificare ulterioremente il calcolo dell’elemento di matrice in (8.10). Un
elettrone atomico che si trovi in livelli non troppo alti ha energie dell’ordine
di

2
e e‘m 9 9

~ — ~ McC

E ~
A Bohr h2

2 . 2
dove a = £ ¢ la costante di struttura fine e agopy = 7362 é e il raggio di

Bohr. Questo giustifica il trattamento non-relativistico dell’elettrone. Inoltre

la lunghezza d’onda del fotone emesso € dell’ordine di A = % ~ micé

h
my

a Bohr . In conclusione

A 1
~—>>1
A Bohr (0%

Pertanto, ’argomento k - # dell’esponenziale nell’ Eq. (8.10) & molto minore
di 1 per i valori di & per i quali le funzioni d’onda sono significativamente
diverse da zero. In questa situazione ¢ giustificata I’approssimazione di dipolo
che consiste nel prendere e=*% ~ 1 nella formula (8.10):

2 A% € =T oo — —
<A|]|A >dipolo = E\/dS"E\I’A(l')p\DA*([E) = h dggj'\I’A( )[H(), ]\I/A*([E)
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= —iewy, / BPTU A (B)T U 4= (T) = —iwy,(A|d|A%) (8.11)

dove Hy = % + V(%) ¢ 'Hamiltoniana non-relativistica dell’elettrone ato-

-

mico; fiwy, = Ea« — E4 ¢ Uenergia del fotone emesso; d = e ¢ l'operatore di
dipolo, ed ¢ stato fatto uso della relazione operatoriale 2 = [Hy, 7

In conclusione l'elemento di matrice (8.9) diventa nell’approssimazione di
dipolo
BL/2 wi/Q

h1/2 =, . .
(1) = (i ) (—intANIAY ) = =S (Ale, - dL4%)
(8.12)

La formula (8.5) per la probabilita per unita di tempo di emissione di
un fotone di polarizzazione €  diventa allora nell’approssimazione di dipolo
(wy, = ck)

27 hw L3 W
by = + 16;3\<A\6Ea A7) O(Ea — Ear — hek) dkd9
wp

= oo (Al d| A2 A9 (8.13)

Consideriamo ora la probabilita di emissione sommata sugli stati di polariz-
zazione del fotone emesso. Abbiamo:

> Igga'chQZ(Z Ingga'ci]%rIﬁ-dﬂIQ)—Iﬁ-cfl2

a=1,2 a=1,2

- -

— |d? |7

dove 11 = %, e 6 e angolo tra d e ii. Ponendo
(Ald]A") = enz,

ed integrando su # otteniamo infine la probabilita di emissione per unita di
tempo in una direzione qualsiesi (df2 = 27 sin df) sommata sulle polarizza-
zioni del fotone emesso:

3
Wi

1 4 e? w_,?; )
8m2hc?

NEm)21—-2) =<
M2 =3) =3 e

Si tenga presente che con la definizione di (per esempio) Landau per e

Py = (8.15)

2

2 e s o1e 4 wi 2
(€landauw = 5-) la formula assume la forma pid familiare P,y = o497
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9 Modello di Anderson-Fano

Vogliamo discutere il sistema:
H = epb' b+ Z(ekcL Ck —i—gk(cLb—l—chk)) (9.1)
k

che descrive un sistema di particelle descritte dai creatori e distruttori ¢ e
CL con legge di dispersione €(k) che interagisce con un’ “impurita” descritta
da una singola coppia di creatori distruttori b, b'. 1l sistema potrebbe descri-
vere l'effetto di un’impurita che assorbe le eccitazioni passando in uno stato
eccitato e si dis-eccita riemettendo 1’eccitazione.

Il sistema e quadratico e pertanto risolubile. Siamo interessati a descrivere
esplicitamente la soluzione quando il sistema di particelle ha uno spettro
continuo. Cominciamo pero, per capire la struttura del problema, col caso in
cui lo spettro €, e discreto e I'indice k& assume un numero finito N di valori.
Cerchiamo una trasformazione unitaria che diagonalizzi H: introduciamo un
indice a = (0, k) che assume N + 1 valori, sia ¢, = (co, ), € €o = (€0, €)-
Cerchiamo operatori di creazione e distruzione a, e aL legati ai ¢, da una
trasformazione unitaria

B
che diagonalizza H
H=>E.al a, (9.3)
Le equazioni agli autovalori sono
(0 — Eﬁ) Rog + ng Ryg =0 (9.4)
k
gk Rog + (Ek — Eﬁ) ng =0 (95)

Dalla seconda equazione otteniamo
Rip = ———F- (9.6)

che sostituito nella prima equazione porta all’equazione per gli autovalori E,,:

(€0 —Ep) = % (9.7)

Gk—Eg
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mentre Ryz ¢ determinato dalla condizione di ortornomalita
Ros| 2 =14y — % (9.8)

Notiamo che prendendo la derivata dell’equazione per gli autovalori rispetto
a €, otteniamo

OEs 9 9i
1 = 9.9
dew = zk: (e — EB)Q} (r — B2 (9:9)

per cui
gg/ aEg %

Ros = 9.10
Oﬁ (€k’ — E,B) (aEk/) ( )
T

Dunque, se indichiamo con 9, e ¥y gli stati di singola particella relativi a ¢,
e bf, gli autostati esatti di singola particella ¢5 (quelli associati a al ) sono

gk

¢s = Rogtho + Y Rupths = Roa(ho — Y
k k

Per discutere ulteriormente la soluzione del modello descritta ¢ utile
introdurre la funzione

2
— Ik
= 9.12
o =3 7 0.12)
in termine della quale I'equazione agli autovalori (9.7) diventa
z— € = w(2) (9.13)

Le soluzioni reali di questa equazione sono gli autovalori. w(z) ¢ una funzione
che ha N poli per z = ¢, e per z — £00 tende a zero come

w(z) — Z%gz (9.14)

Il comportamento delle N + 1 soluzioni dell’equazione caratteristica e dunque
chiaro. La soluzione Ej corrispondente alla deformazione di €y (la soluzione
cioe che tende a ¢y quando gy — 0) si trova nell’intervallo tra e, e €, _1, dove
I'indice kg e definito dalla condizione €,—1 < €y < €k,. Le altre N soluzioni
E}, corrispondenti alle deformazioni degli €, sono comprese tra €, e €,41: pid
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precisamente, sono comprese tra € e €541 Se € > €, mentre sono comprese
tra €, € €51 se € < €.

Da questa discussione segue che nel limite in cui lo spettro discreto diventa
una banda continua gli autovalori Fj, tendono ad assumere valori molto vicini
a €. Riscriviamo pertanto 'equazione (9.7) come

2 2

gq gk
— = (F, — — E 9.15
Eq_Gq ( ! 60) kq Eq_Gk ( )

Possiamo sostituire nel membro di destra E, ~ ¢, e ottenere
2
9q

2
<€q - 60) - Zkz;&q gfek

€q

E,—¢~

(9.16)

mentre per il livello Fy otteniamo

Ey— €0 ~ Z 9 (9.17)

€0 — €k

Nel limite continuo dobbiamo trasformare le somme con integrali con la
precauzione di separare i termini nelle somme che hanno dei poli: se k £ la
relazione (9.6) diventa

gk Rog
Ris = 9.18
i — (9.18)
ma per k = 3 otteniamo
9p Rop
Rgs = — 22200 (9.19)
¢ — Ep
L’equazione per Rz diventa
95
Rog| > =1+ 9.20
| 05| Z ek_eﬂ (Ek_EB)Z ( )
Introducendo .
OFx _ on- (9.21)
Oek % '
abbiamo

Do [ Oy

Roy= Bo—€0) Vo _ 90 = (9:22)
— PR 9i OE ‘

9s / 2Bs (€5 — €0) — Dopes G Y
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Pertanto, avendo posto

Sey) = (€, — €o) g_’f (9.23)
€q €L

gli stati di singola particella ¢ nel limite continuo diventano

Oey,
= i )
Y(eq) \/% Yo — P/dkek = Eq¢k + 9 ¢q:| (9.24)
/ D€y,
_ Vo _Yq Jk 9
~ [wq e P/dk;Ek — BT ()

dove P denota la parte principale dell’integrale.

L
]
1

b (9:25)

10 Modello di Bogoliubov per superfluidi

Consideriamo un modello di N bosoni identici, non-relativistici e di spin zero,
quantizzati in una scatola di volume V', con un’interazione repulsiva a due
particelle caratterizzata da un potenziale U(x; — x5) la cui trasformata di
Fourier sard indicata con g(k):

T
H= Zeka aj + Z k1+k ap _p 05, OF, (10.1)

k,k1,ka

dove €z = hz E & 1a relazione di dispersione delle particelle libere.
In assenza di interazione lo stato fondamentale del sistema e, natural-

mente, lo stato

o = 0
in cui tutte le N particelle si trovano nello stato con momento k=0 In
presenza di un’interazione repulsiva ¢ ragionevole pensare che nello stato
fondamentale esatto |2) una frazione delle particelle si trovi in stati di im-
pulso diverso da zero: per un’interazione sufficientemente piccola possiamo
pero ritenere che il numero di particelle con numero d’onda k& = 0 nello stato

|0> (10.2)
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fondamentale — Ny = (QNo|Q) = (Q|a) ag|Q) — sia macroscopico rispetto
ai numeri di occupazione Ny = (Q]NE]Q> = (Q|a£. ag|€) con k # 0 sullo
stesso stato. In altre parole possiamo supporre che sullo stato fondamentale
N << Ng per k = (. In queste condizioni possiamo approssimare le relazioni

che definiscono aq e a)

abl{no, .. }) = v+ 1[{no+1,...})  aol{no,...}) = voll[{no—1,...})

(10.3)
con
CLI)|{7’LO7 .. }) ~ \/noH{no + 1, .. }) a0|{n0, .. }) = \/’rL()H{TlO — 1, .. })
(10.4)
equivalenti a
[ag, al] ~ 0 (10.5)
In altre parole, se vogliamo studiare lo stato fondamentale (e gli stati vicini a

questo) possiamo sostituire gli operatori ag e a(T) con dei c-numeri, operando

la sostituzione

ag — Ny CLEF) — Ny (106)
Operando questa sostituzione nell’Hamiltoniana (10.1) otteniamo
H=HY 4+ H? 4+ g® 4 gO (10.7)

dove H™ sono i termini in H che contengono n operatori ay od af, e quindi, in
accordo con (10.6), sono dell’ordine di Ny (i termini con n = 3 sono assenti
a causa della conservazione dell’impulso). Poiché Ny & grande rispetto al

valore medio di N; per k # 0 ci aspettiamo che i termini con n piu alto
siano quelli rilevanti per lo studio dello stato fondamentale: in conclusione
I’approssimazione di Bogoliubov consiste nel trascurare in H il termine H "+
H© ¢ di restringersi all’Hamiltoniana:

Hpog=H® + H® (10.8)

dove

9(0) 9(0) 9(0) t
H(4) = —Ng% —NZ—TZGECZE

2V 2V :
k40
k)N
S [T LIS
k0
gO)N gk)N 4
S 2ata; + w>%ﬂ4 (10.9)



dove abbiamo utilizzato la relazione
No=N-> ala; (10.10)
k40
ed abbiamo trascurato i termini di ordine zero in N (quelli con 4 aj o a]%)

che sono dello stesso ordine di quelli in H®. In definitiva

n
+ Z [(6,; + g(k) n)a;%a,; + —(a%ail2 + a,;a#;)](lo.ll)

dove n = % ¢ la densita di particelle.
Si tratta ora di diagonalizzare (10.11). Definiamo la trasformazione ca-
nonica
Ay = cosh(xg) ap + sinh(x;) aT_E (10.12)

con xp = —x_j reale. Determiniamo xj dalla richiesta che la trasformazione
(10.12) diagonalizzi Hp,,, cioe dall’equazione:

Hpog = ho+ Y Ep ALAz = ho +

k0
+Z Ej} (cosh(x a + sinh(x) a_g) (cosh(x) ai + sinh(x;) aT_E)
k£0
= hg +Z Er [cosh( 02 ak ap + sinh(x;)* az aj;
k40
+cosh(x;) sinh(x;) (a]ia -+ apa_ ,;)]
= ho + Z E: sinh(xz)* + Z E; [ (cosh(xz)? + sinh(xz)?) a]% ag
k£0 k£0
+cosh(x;) sinh(x;) (ajca -+ aEa_E)] (10.13)
Confrontando (10.13) con (10.11) otteniamo le equazioni
By (cosh(xz)? + sinh(xz)?) = e + g(k)n
E; cosh(xz) sinh(x) = gtk (10.14)

[\3
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9(0)n . 2
ho = TN - ZEE sinh(x;) (10.15)
k0
Dividendo la prima equazione in (10.14) per la seconda otteniamo I’equazione
cercata per xg

(10.16)

Sottraendo (1/2 volte) la prima equazione in (10.14) dalla seconda ottenia-
mo invece la relazione di dispersione delle quasi-particelle associate ai nuovi
distruttori e creatori Ay, A}ﬂ.:

2g(k)n

EEZGQXEGE:EE 1+
€

(10.17)

Assumiamo che g(k) — 0 per k >> % dove a ¢ il raggio (una lunghezza)
caratteristico dell'interazione tra i bosoni. Sia inoltre g(k) — go per k — 0,
dove gy € una costante. Allora per grandi k la legge di dispersione diventa

quella libera
1
Ey — € per k>> - (10.18)

mentre per k piccoli la legge di dispersione diventa quella caratteristica dei
fononi (lineare in k)

1
Ep — ELL per k< — (10.19)
m a

Calcoliamo ora il valore di Nj sullo stato fondamentale del sistema |§2)
definito dalla condizione: A|€2) = 0.

(QUNGIQ) = (Q]al az|2)
= (Q|(cosh(x) AL — sinh(xz) A_g)
x (cosh(xz) Ay — sinh(x3) AT_E)|Q>
= sinh(xz)” (]A_; A" |Q) = sinh(x;)” (10.20)
Pertanto

1
(QNZ|2) — 0 per k>> —

a
gomnm

(QUNZ Q) — T onk

1
per k< — (10.21)
a
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Problema: Calcolare Ng = N — 3 - o Vg sullo stato fondamentale.
Soluzione. Consideriamo la quantita

N n

N-Ny 1 [ d% 1 [~
: /<27T)3 sinh(xz)? —/ dk k* sinh(xz)? (10.22)

52
2min J,

Prendiamo come ¢(k) la funzione a gradino:

1 1
gk)=go per k< o g(k)=0 per k> (10.23)
0 0
dove [y € una lunghezza. Denotiamo invece con [ la lunghezza che caratterizza

I'intensita dell’interazione,
4gom

l = 12 (10.24)
Con questa scelta di g(k) 'espressione per x; diventa
i =4/1 l_n k<l
e = + B per < lp
=1 per k>0 (10.25)

Introducendo la variabile adimensionale z = \/Lm otteniamo da (10.22)

N—Ny (nl?)?2 /r dx
N 2 Jo 8(1+a?) +4(1+ 2221+ L
— (ni?)? L [—21‘3 + (222 — 1)V1 + 3:2] e (10.26)
272 12 0 '

Consideriamo ora il regime:

Iy < (10.27)

1
vl

rappresenta la distanza media tra le particelle del gas, la

|-

Poiché rq

= 1
n3
condizione (10.27) significa
12 To
4 < T (10.28)
o

In questo regime, #ﬁ — 00 e il termine in parentesi quadre nella (10.26)
tende ad 1. In conclusione in questo limite la grandezza cercata non dipende
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dalla particolare forma della g(k) — cioe non dipende dalla particolare scelta
di lp — e diventa
N—-N, (nl?:

= 10.29

N 2472 ( )

L’assunzione (10.6) che motiva 'approssimazione di Bogoliubov & dunque

giustificata nel regime in cui nl® = i—i << 1, cioe in condizioni di gas
0

sufficientemente diluito.
Si noti anche che la grandezza % dipende dalla costante di accoppia-

3
mento gy come ¥ YVNO ~ g¢ e dunque e una funzione non-analitica di go. 11

risultato (10.29) non & pertanto derivabile in teoria delle perturbazioni.
(Nota: in molti testi, tipo Landau, o Fetter-Walecka, il parametro che
caratterizza l'interazione ¢ una lunghezza a che, in termini del parametro [
da noi scelto, ¢ a = 1. In termini di a la formula (10.29) diventa ¥ =
1))
™

11 Gas di Fermi debolemente interagente

Counsideriamo I’'Hamiltoniana che descrive dei fermioni non-relativistici inte-
ragenti con un potenziale a due corpi indipendente dallo spin:

_,2
P u(k) P
H = Z %aﬁ,aaﬁﬂ _Z Wéﬁ-i-ﬁ%ﬁ'l-ﬁ-ﬁ'g ap"l o'la'ﬁ’20'2a520'2a171 o1 (111)
o

S5 o o
P1,P2,P1:P2,01,02

dove k = p1 — , = —(Po— ). u(k) ¢ la trasformata di Fourier del potenziale
a due corpi: il segno meno davanti all'interazione corrisponde per u(k) > 0
ad un potenziale attrattivo.

L’Hamiltoniana (11.1) & troppo complicata da studiare. La semplifichere-
mo trascurando tuttii termini dell’interazione che non soddisfano le relazioni:
P1 = —Pa, Py = —Py € 01 = —03.

Il senso di questa approssimazione e che pensiamo a sistemi nei quali 'in-
terazione e attrattiva soprattutto tra coppie di elettroni con spin antiparal-
leli e momenti vicini alla superficie di Fermi e opposti (queste configurazioni
vengono chiamate coppie di Cooper). Qualitativamente possiamo capire la
condizione sullo spin ricordando che quando gli spin sono paralleli la funzio-
ne d’onda orbitale della coppia ¢ antisimmetrica e quindi 'interazione ¢ pit

debole.

42



Selezionando 1 termini suddetti nell’Hamiltoniana arriviamo a
2 1 i i
! /
H = %aﬁaaﬁ,a - V Z U(Pap )a/ﬁr 1/2a7ﬁ’ 71/2617571/2@5' 1/2 (112)

P, j25 2

NOTA: se, in accordo con la motivazione esposta sopra, proiettassimo
I'interazione nell’Hamiltoniana (11.1) sul settore di singoletto di spin otter-
remmo in effetti /' ma con un potenziale u(p, p') = 3[u(p — p') + u(p + p')],
dove u(k) & il potenziale che appare nella (11.1). Trascuriamo per semplicita
la differenza tra u(p,p’) e u(p): in ogni caso prenderemo alla fine u costante
nell’intervallo degli impulsi d’interesse.

Siamo interessati a studiare lo stato fondamentale di H' nel settore nel
quali I'operatore numero di particelle N = Zﬁa a;r% a5, ¢ eguale al numero V.
Questo problema e equivalente a quello di determinare lo stato fondamentale
della seguente Hamiltoniana

H,=H —uN (11.3)

nello spazio di Fock totale senza restrizioni sul numero di particelle. Lo stato
fondamentale |F'), di H, dipende naturalmente dal potenziale chimico pu:
determinando p attraverso l’equazione

(FIN|F), =N (11.4)

otterremo lo stato fondamentale di H' nel settore di particelle N. Un modo
di capire questo e pensare al problema di determinare lo stato fondamentale
di H' come un problema di minimo vincolato: dobbiamo trovare lo stato |F’)
che minimizza (F|H|F) nel sottospazio N = N. Possiamo allora pensare a
1 come un moltiplicatore di Lagrange e trovare il minimo di

(F|H' — p[N — NJ|F) (11.5)
rispetto a |F) e p. L’annullarsi della derivata di (11.5) rispetto a p ¢

equivalente all’equazione (11.4).
In conclusione vogliamo studiare lo stato fondamentale di

1
H= Z E(p)a';ra"o-aﬁ,a - V Z u(pap/)a’;’/ 1/2ai;5‘/ ,1/2a7ﬁ’71/2aﬁ 1/2 (116)
D,0 Py’
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dove
_2

p)=5-—n

L’idea e allora di utilizzare un principio variazionale: cercheremo il mi-
nimo del valor medio (#) su una classe di stati corrispondenti ai vuoti degli
operatori di creazione e di distruzione parametrizzati dalla trasformazione di
Bogolioubov:

_ T
5o = Upbys + vp,gb_ﬁy_a (11.7)

dove vps = 1770p €
ul 402 =1 (11.8)

Sappiamo che grazie alla condizione (11.8) la trasformazione (11.7) & ca-
nonica. Vogliamo dunque determinare la trasformazione canonica (uy,v,)
minimizzando (uy, vy|H|u,, v,), dove |u,, v,) € lo stato di vuoto relativo a

byo
Sostituendo (11.7) in (11.6) otteniamo
H=FEy+ Hy + Hy (11.9)
dove:
Eo = (up, vp| H|up, v,) = QZ vz — —Z u(p, p)vpuyvpu,  (11.10)
P
Definendo ]
A, = v u(p, p vy uy (11.11)
7

abbiamo per la parte dell’Hamiltoniana quadratica negli operatori by, b:w'

Hy = Z[e(p)(up —02) + 28, u,0,) b SUpo +

1
+ Z [[2e(p)upvp + v Z u(p, p)vyuy ( )] b; 1/2bT et
= 7
—l—h.cl (11.12)

Infine H, include i termini dell’'Hamiltoniana quartici negli operatori by, b;a.
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Minimizziamo dunque Ej rispetto a w,,v, tenendo conto del
(11.8). Introducendo Ejy = Ey — A(v; 4 u) — 1) abbiamo

OFE; 2
8u§ =-v ; u(p, P oyuyv, — 2 u, =0
OE; 2
5 0 = du,e(p) — v Z u(p, p' ) vy uyu, — 2Xv, =0
v >
OE; 2, 2
B\ =u,+v,—1=0
Dunque
\ = _Apvp
Up

2u, upe(p) = A, (uz — vg)

Posto u, = cos x, e v, = sin x,, otteniamo

tan 2y, = ?p
per cui
1 1 1
w2 = =(1+4cos2x,) = = [1 + —2}
e(p)?
1 1 1
v2 = (1 —cos2y,) = —[1 - —2}
2 2 A
1+ 6(p§2

Sostituendo queste espressioni in Ey e Hy otteniamo

s e(p) ( A2 4 €(p)? — 6(29)) — 57
L5 A2+ e(p)?

H2:Z[ v) + A?) }
o 1+ \fen)? + A2

- Z e(p)? + A2 bgabﬁa
po

{
bﬁabﬁg
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(11.13)

(11.14)

(11.15)

(11.16)

(11.17)



Si noti che sul minimo per Ej i termini non-diagonali di H, si annullano.

Poiché da (11.16) abbiamo 2u,v, = ﬁ, le equazioni che determi-
D €
nano A, sono
A, = (11.18)
2V Z A2 +e( )
Le equazioni (11.18) hanno la soluzione A, = 0, che rappresenta la

trasformazione canonica che manda alla descrizione buca-particella.
Abbiamo in generale un’altra soluzione di (11.18), anche se non ¢ possibile
dare un espressione esplicita per questa soluzione nel caso di un potenziale
u(p, p") generico. Supponiamo allora che u(p,p’) = g costante per p,p’ che si
trovano in un certa regione intorno alla sfera di Fermi : pr—q < p,p’ < pr+q.
Supponiamo inoltre che u(p,p’) si annulli al di fuori di questo intervallo.
A, si annulla allora al di fuori dello stesso intervallo ed ¢ indipendente da
p per pr—q < p < pr + q. Facciamo anche I'approssimazione p =~ %
(che & il valore del potenziale chimico nel caso della teoria libera). Pertanto
€(p) = P& (p — pr). Prendendo inoltre il limite continuo otteniamo infine

/‘pF-HJ 2 dp N gpF /
47r2h3 \/ A2 4 )2 2123

QmpF dy 9 PF hlqu (11.19)

T omn V1492 T om mA

da cui
_ on2p3
qpr 1 2qpr e ™merr 2qpp 22210
A= A 2R3 An2n3 ~ e mIrF (11'20)
m sinh apr M | _ o "maer m

2
per SIS <L 1.

OSSERVAZIONE: A(g) — 0 quando g — 0 ma in maniera non-perturbativa:
A(g) non & una funzione analitica di g a g = 0.
Espandendo Ej in potenze di A per A piccolo abbiamo

EBpm—32 __~———_ <0 (11.21)



che dimostra che la soluzione di (11.18) con A # 0 ha energia inferiore della
soluzione A = 0. E vero in generale che Fy < 0 se A # 0 (in quanto
e(VA? 4 €2 —¢) < $A? dove vale il segno di eguaglianza solo per A = 0.)

Prendendo p ~ % abbiamo per lo spettro delle eccitazioni intorno alla
sfera di Fermi
. 1 5
é(p) = %\/(p2 — p%)? +4m2A2 (11.22)

Rispetto alla teoria libera, per la quale €(p) ~ 2Z[p — pp| intorno alla sfera
di Fermi, la teoria interagente esibisce un “gap” pari a A. Questo effetto e
quello che spiega la superconduttivita nell’applicazione di questo modello ad
un sistemi di fermioni interagenti con fononi.

Problema: Determinare il potenziale chimico p in funzione della densita
g = n nel limite di accoppiamento debole g — 0

Il potenziale chimico u ¢ determinato dall’equazione

2

¢ 2 6(]9)
N = (uy, v,| N|uy, v,) = 2 gvp - Z(l - W) (11.23)

—

p

Nel limite continuo

N 1 / * p? — p3

== | dpp?|1- 0 } 11.24

v oo J, P V(P = 1)? + (2mA)? S
dove abbiamo posto y = 5%. Si noti che per A = 0 la funzione fra parentesi

quadre nell’integrale dlventa una funzione a gradino, che vale 2 per p < pg

e si annulla per p > py. In questo caso otteniamo la relazione del gas libero
3
di Fermi 5 :20}7’3 = %, cioe pg = prp. Per A # 0 la stessa funzione diventa

un gradino piu arrotondato. Cerchiamo dunque la correzione alla relazione
Po = Pr per

2mA

3

Riscriviamo l'integrale in Eq. (11.24) in termini di variabili adimensionali

o0 2
(o) =2, o[- <f—1>12+a]

:_/_ dy\/yT[l— \/y +a
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)2 =0 (11.25)

a=(

] = I(a)  (11.26)



Da quanto abbiamo detto, I(0)=1. Consideriamo la derivata di I(a) rispetto
ad a

/ vyt+ly (11.27)

3/Oo dy
(y? +a 16/, Vy+1yy?+a

dopo aver integrato per parti. Per a > 0 l'integrale converge, ma per a — 0,
I'integrale, a causa della singolarita dell’integrando per y = 0, diverge in
modo logaritmico [ %. Per a piccolo possiamo approssimare l'integrale in
(11.27) con il contributo che proviene da un intervallo intorno del punto
y = 0 in cui la funzione e sensibilmente diversa da zero. Denotiamo con 2«
la lunghezza di questo intorno e consideriamo « fissato mentro a — 0, cioe
prendiamo /a << a.

I'(a) ~ ~ - dy (11.28)
16/ 0 VYF+IVi2+a '

Per y << +/a l'integrando tende ad una costante <W) indipendente da y.
Pertanto il contributo all’integrale che viene dall” intervallo centrato intorno
ad y = 0 e di lunghezza ~ y/a & maggiorato da una costante indipendente
da /a: %ﬁ X y/a = 16' questo contributo tende dunque ad una costante
che puo essere trascurata visto che il valore dell’integrale diverge per a — 0.
In conclusione possiamo restringere U'intervallo di integrazione in (11.28) a
[—a, —/a]U[\/a, a]. Infine, per a sufficientemente piccoli, & possibile scegliere
a << 1 mantenendo la condizione y/a << «: in questo regime valgono le

approssimazioni /1 +vy ~ 1 e \/y?> +a =~ |y|, per cui l'integrale (11.28) si
riduce a

3 “dy 3 a 3
I'la) ~ = x 2 W29l L2 11.29
(a) ~ 76 * 2 sy 1678 16 8¢ (11.29)

trascurando, consistentemente, termini costanti rispetto a quelli che divergo-
no come log a. Integrando rispetto ad a e ricordando che I(0) = 1 otteniamo

I(a )—1—1—36a10ga—|—0() (11.30)
Dunque

pr\* _ . 3

(p0> —1-aloga+0(a) (11.31)
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e, con la stessa approssimazione,

Po 1 1 /2mAN2 2mA 4q2 _ 4x?p2

—x~1l+—al ~1+ - ( ) ~1-— mgp

DF * T * 8\ p% 08 P 3nmg ¢
(11.32)

12 Simmetrie in Seconda Quantizzazione

Sia UM(g), con
UM (g): HY — HW (12.1)

I'operatore unitario che implementa la trasformazione g € G appartenente
al gruppo di simmetria G. Nella base {¢),} € H), UM (g) & rappresentato
dalla matrice U, O%) (9):

U (g) e =Y U (9)vs (12.2)
B

Nel caso non-relativistico, possiamo pensare come esempio concreto di G al
gruppo delle rotazioni 3-dimensionali.

Siano ¥(?)(x), con ¢ = 1,...,25 + 1 le colonne di funzioni d’onda che
corrispondono, nella rappresentazione di Schroedinger, ad un generico vettore
Y € HW. Nel caso non-relativistico, per esempio, possiamo prendere come o
un indice associato alla componente dello spin lungo I’asse z di una particella
di spin s. (NOTA: Nel caso relativistico ¢ ¢ un’indice su cui agisce il gruppo
di Lorentz che non si identifica direttamente con l'indice di spin.)

I vettori ¥, della base di H(!) corrispondono in rappresentazione di Schro-
dinger alla colonna di funzioni d’onda (1/1((;7)(:6))

(W (x)) ¢ ta (12.3)

L’azione (12.2) di G sullo spazio degli stati di singola particella ha, in
rappresentazione di Schrodinger, la forma seguente

UM (g) : ' (x) = R%(g) ' (g7 ) (12.4)

dove ¥(?)(z) & la colonna di funzioni d’onda che rappresenta uno stato ge-
nerico. In (12.4) gz denota I'azione del gruppo di simmetria sulle coordi-
nate spaziali, R7 (g) ¢ una matrice che rappresenta ’azione di G sullo spa-
zio di dimensione 2s + 1. L’azione di G sui vettori della base diventa in
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rappresentazione di Schrodinger

U (g) : (@) = RL(9) v (g7 ) =Y UL (g) v (x)  (12.5)
B
OSSERVAZIONE: Nel caso non-relativistico, se GG ¢ il gruppo delle rota-
zioni, R7,(g) ¢ la matrice unitaria associata alla rappresentazione di spin s
del gruppo delle rotazioni. In generale pero — in particolare nel caso rela-
tivistico — R7/(g) non ¢ necessariamente una rappresentazione unitaria di
(G, ma soltanto una rappresentazione finito dimensionale. Tutto quello che
segue non dipende da fatto che RZ (g) sia unitaria o meno ma solo dal fatto
che UM(g) 1o sia.
Nel formalismo di seconda quantizzazione gli stati di singola particella 1),
sono rappresentati nel modo seguente

Vo < al|0) (12.6)

Pertanto, se denotiamo con Ug(g) l'operatore unitario che implementa G
sullo spazio di Fock, deve essere

Ur(g) al,|0) = UL (g) af|0) (12.7)

La trasformazione canonica sull’algebra degli operatori di creazione e distru-
zione che corrisponde a (12.2) ¢ pertanto

al, = Up(g) al, Up'(g) = U5 (9) (12.8)
Di conseguenza
_ —(1
to = Up(9) a0 Up'(g) = TUso(9) as (12.9)

dove il barrato indica la coniugazione complessa. Poniamo
Ur(g) = e fIr9) (12.10)

dove Hp(g) e il generatore hermitiano della trasformazione g sullo spazio di

Fock. Sia inoltre 0
1 i h(1

US(g) = ("), (12.11)

dove hgoz (g9) € la matrice hermitiana che rappresenta il generatore della tra-

sformazione ¢ sullo spazio di singola particella H"). Da (12.8) e (12.9)
deriviamo le relazioni

[Hr(g),al] = i) (9)al,  [Hr(g),ad] = —h () as (12.12)
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Queste relazioni determinano Hr(g) a meno di un c-numero ed Ur(g) a meno
di una fase:
1
9) = hapl9)alas (12.13)
ap

L’ equazione (12.13) esprime la relazione familiare tra 'operatore sullo spazio

di singola particella 7" (g) ed il corrispondente operatore Hp(g) sullo spazio
di Fock.

OSSERVAZIONE: Le equazioni (12.8) e (12.9) determinano Ug(g) a meno

di una fase ¢9): evidentemente se Ur(g) soddisfa (12.8) e (12.9) ogni U(g)
definito

Up(g) = €9 Up(g) (12.14)

soddisfa le stesse equazioni. Una restrizione su (9 nasce dalla richiesta che
sia Up(g) che Up(g) siano rappresentazioni del gruppo G:

Ur(9) Up(h) = Ur(gh) (12.15)

Questo implica che w(g) deve soddisfare la relazione
eiw(g) eiw(h) — eiw(gh) (1216)
Dungque le relazioni (12.8) e (12.9) determinano Ur(g) a meno di una rappre-
sentazione unitaria di dimensione 1 di G. Up(g) ¢ determinato univocamente
se richiediamo che il vuoto |0) sia invariante sotto Up(g) (od, equivalente-
mente, che Ur(g) ristretta allo spazio con numero di particelle eguale ad 1

coincida con UM (g)). In questo caso dobbiamo necessariamente prendere
ewl9) = 1.

Per lo studio delle simmetrie nel formalismo di seconda quantizzazione e
utile determinare I’azione di G sugli operatori di campo

P (x Zw @ () Zw (12.17)

Le trasformazioni canoniche (12.8) e (12.9) implicano

() = Up(g) 9 (2) Uy Zw 2) Usy) (9) ap =
= Z U (g™ ol (x) ag = Z Roor(97) 0 (g2) aq
= RUJ’(g_l)d}(a/)(ng) (1218)



In altre parole la legge di trasformazione degli operatori di campo @/AJ(") ()
sotto GG e identica in forma a quella delle funzioni d’onda di singola particella
(12.4).

Parte 11
Teoria Relativistica

13 Relazione tra gruppi ed algebre di Lie

Sia G un gruppo di Lie (un gruppo con una struttura di varieta), sia e € G
I'identita. Data g € G, definiamo il map su G, detto “moltiplicazione a
sinistra’”:

lgsG— G

ly(x) =g x perVe € G (13.1)

I campi vettoriali X su G invarianti a sinistra sono i campi vettoriali inva-
rianti per l,, qualunque sia g:

EX =X (13.2)

OVVero, R X
Xg<¢) = Xe(¢ © lg) (13-3)

dove ¢(z) e una funzione locale (un germe) in un intorno U, di g. Scriviamo
la condizione di invarianza a sinistra in coordinate locali. Sia

X = Zvi(x)ai

() = (i) |
m'(z,0) =2’ m(0,74) =z, (13.4)

dove xé sono coordinate locali del punto g, 2° coordinate locali di e, z =
0 sono le coordinate di e e ¢ = 1,...dimG. I campi invarianti a sinistra
soddisfano dunque la condizione

o' (x, xy)

vi(wg) = o (0) =55

(13.5)
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Ne consegue che esiste un isomorfismo tra i campi invarianti a sinistra e
gli elementi del tangente in T.G in e. Se X € T.G indicheremo il campo
invariante a sinistra che vale X in = e con Xx. I campi vettoriali su G
formano un’algebra di Lie (di dimensione infinita) sotto I'usuale prodotto di
Lie delle derivate:

A

[X,Y](¢) = X(Y(9)) — Y (X(¢)) (13.6)

Rispetto a questo prodotto il sottospazio dei campi invarianti a sinistra forma
una sottoalgebra di dimensione finita: 7,G eredita dunque una struttura di
algebra di Lie, che denoteremo con LG.

Sia dunque

X0 =, (13.7)
una base di vettori di T.G e
5 i o (z;y) 0
X0 (y) = 2222 — 13.8
(y) T (13.8)

i corrispondenti campi vettoriali invarianti a sinistra. Dalle relazioni (13.4)

otteniamo o
1 . 07z

Wk(x;y):xk_i_yk_i__xzy] ( ?J)

. R YRR (13.9)

Pertanto le parentesi di Lie della base di vettori X si scrivono
(@) N — £k x (k)
[X ,X(] ] = fij X (13.10)
dove - -
. Frt(xyy) O (x3y)
’ Oy' Oxd Oyl 0x'  Ja=y=0
Consideriamo ’esempio del gruppo delle matrici invertibili GL(n). Sia

M € GL(n) e prendiamo come coordinate locali su GL(n) gli elementi M;;
di M, coni,j =1,...n. Un vettore tangente di T.G si scrive

(13.11)

0
X = Xjj—o 13.12
]8Mij ( )
11 map [y (M) si scrive in coordinate
[ (Mo) = (M My),; = My, (Mo)y; (13.13)
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per cui B
Ol (Mo)
(M) = Mip Ot 00 = My, 65 13.14
a(MO)kl (Mo) k1 =0x1 kOt k95l ( )

Il campo vettoriale a sinistra corrispondente a X & pertanto

. 0 0
L’algebra di Lie ¢ quindi
s g o) 0
X, Xy | = (M X)yj =, (MY =
[ 0] = [0 50 00 5
OMY ) O(MX)y
= (M X),. — =
( >Z] 8MU GMM
) .
= (M [X,Y]); oM, X[X,Y] (13.16)

ovvero il prodotto di Lie sul tangente 7T.G & l'ordinario commutatore di
matrici

[X,Y]ij:(XY—YX)ij (13.17)
13.1 I sottogruppi abeliani ad un parametro
Una curva a(t) su G passante per ¢t = 0 per il punto p ¢ tangente a X, € T,G
se

d

Xp(9) = (90 a)ly = a(0)(@) (13.18)

Le curve integrali del campo X (x) soddisfano le equazioni
a(t) = Xag (13.19)

I teoremi di unicita ed esistenza delle soluzioni dei sistemi di equazioni
differenziali ordinarie del primo ordine assicurano l'esistenza di una unica
soluzione ay,(t) delle (13.19) che soddisfa la condizione iniziale

ap(0) = p (13.20)
in un intorno di p e per ¢t €] — ¢, ¢[. Quindi per ¢; sufficientemente piccolo, se

ap(ty) = pr (13.21)
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I'unicita della soluzione delle (13.19) implica che
ap, (1) = ap(ty + 1) (13.22)

Supponiamo ora che X sia invariante a sinistra e p = e, dove e e | identita
di G. La curva p; a.(t) per t = 0 passa per p; ed € una curva integrale:

Xpl ae(t)(¢(y)) — = Xae(t)(¢(p1 ZE)) z=0(t) N
= L0l () (1323)

Pertanto, per 'unicita delle soluzioni di (13.19), otteniamo:
ap, (1) = p1 ae(t) = ae(tr) ae(t) (13.24)
Insieme alla relazione (13.22) questo da
ety + 1) = ae(t1) ae(t) (13.25)

In definitiva, la soluzione delle equazioni (13.19) nel caso dei campi invarianti
su G e globale. Inoltre per ogni elemento X di LG esiste un sottogruppo
abeliano ad un parametro ax(t). Il map esponenziale dall’algebra di Lie LG
e GG e definito come

exp: LG — G
exp : X — ax(1) (13.26)

14 SO(3) e SU(2)

Una generica matrice complessa U 2x2 si puo scrivere nella forma
zZ w
=0 %)
1 t —w
U= 14.1
det M (—s x ) (14.1)

U ¢ unitaria e ha determinate uguale ad 1 se

Ul=vf = (_ts —;u) = (5)* i*) (14.2)
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Una matrice generica di SU(2) ¢ quindi

z w
o= )
|2 + |w]* =1 (14.3)
Introducendo coordinate cartesiane reali
Z:$0+i$3 w:x2+z’x1 (14.4)

possiamo anche scrivere U come

U:LU()H—FZO'ISLJ
w47 r=1 (14.5)

Questo mostra che SU(2) & topologicamento una sfera 3-dimensionale S3 ed
¢ quindi un gruppo semplicemente connesso.
Possiamo introdurre coordinate polari per SU(2)

0 0

|Z| i =sin-7n  xy=cos—
2 2

0 € 0,2 (14.6)

In effetti quando 0 varia nell’intervallo specificato, le coordinate (z°, Z) assu-
mono valori 1 > |Z] > 0 e xy € [—1,1]. Consideriamo ora il map da SU(2)
in SO(3)

f:SU2) = 8SO(3)
f:U(z0, @) — R(7, 0) (14.7)

che associa all’elemento di SU(2) una rotazione 3-dimensionale R(7,6) in-
torno all’asse 77 di un angolo 6.

Questo map ¢ surgettivo ma non iniettivo: infatti le matrici di SU(2)
corrispondenti a punti (xg,Z) e —(xo,Z) antipodali di S3 vengono mappati
dall’applicazione f nella stessa matrice di SO(3) :

2mn—0 . 27 —40

—(x0, %) = (— cos 2 —Sinﬁﬁ) = (cos 5 sin — (—n))

Quindi
fU(=xg,—7)) = R(—1,27 — 0) = R(1,0) (14.9)
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perché una rotazione intorno a 7 di un angolo 6 € [0,2 7] coincide con una
rotazione di 27 — 6 intorno all’asse —n. In particolare

f(£l) =13 (14.10)
Esercizio Si scriva la matrice R(77,6) corrispondente ad un punto (z°, %) di

SU(2).

Consideriamo la matrice 3x3

Ly=iit-L a2=1 (14.11)
dove
Z(L1>jk = €ijk (Ln)jk =Ny €ijk (1412)
Quindi
(Lfl)ij = Np Ny Cpik €qkj = —Np Nq Epik €qjk = —Tp Tl (Opq dij — Op; 0gi) =
Pertanto
(Li)zk = (=0i + 4 nj) Ng €qjk = —Tq Eqik + T T0j Ng €qjk =
Ly=-1I2
(L2) = —(Ly)?* =Ly, LS=L* LT =L01=—-L, (14.14)
Pertanto
6? 03
R(7,0) = &I :H+0Ln+§Li — yLnjL

o, 0, o
Tttt g e et =
=1+sinf Ly, + (cos — 1) L2 =

=(2—cosO) [ +sinh L, — (1 —cos@) i @1 (14.15)
dove abbiamo introdotto la matrice

57



Esercizio: Si dimostri che il map f ¢ un omomorphismo:
f(h)=Ry  f(la) =Ry = f(Uils)=RiR, (14.17)

Il sottogruppo

Zo = {I, — I} (14.18)

di SU(2) commuta con tutti gli elementi di SU(2) ed ¢ detto il centro di
SU(2). Possiamo quindi scrivere

SO(3) = SU(2)/Z (14.19)

dove il quoziente ¢ definito come I'insieme delle classi di equivalenza rispetto
alla relazione di equivalenza

UnU U =+U (14.20)

I cammini aperti in SU(2) che connettono U con —U sono cammini chiu-
si in SO(3) non contraibili. Sono associati quindi elementi non-triviali del
m(SO(3)) 1l prodotto di un cammino di questo tipo con se stesso ¢ un
cammino contraibile. Pertanto SO(3) non ¢ semplicemente connesso e

m(SO(3)) = Z (14.21)

Le rappresentazioni di SU(2) per le quali il centro & rappresentato trivial-
mente discendono pertanto a rappresentazioni di SO(3): queste sono le rap-
presentazioni di spin intero. Le rappresentazioni di spin semi-intero, che
mandano —Iy in —1, corrispondono invece a rappresentazioni proiettive di

SO(3).

15 Rappresentazioni di un gruppo e rappre-
sentazioni dell’algebra

Consideriamo un gruppo di Lie G la cui algebra di Lie ha una base X;
(X, X;] =i ff; Xy, (15.1)
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Scriviamo un elemento del gruppo nell’intorno dell’identita in termini del
map esponenziale

g(f) =X (15.2)
Supponiamo di avere una rappresentazione lineare del gruppo U(g)
Ulg1) U(g2) = U(g1 92) (15.3)
0, equivalentemente

Ulg1) Ulg2) U(gr) " =U(g1929:") (15.4)

Per parametri 6% piccoli

g(0) =" X =1 44i0" X; + O(6?) (15.5)

U(g(8)) =1+1i6 X, + 0(6?) (15.6)

dove X; corrisponde a X; nella rappresentazione data.
Prendiamo

g=90)  g2=g9(9) (15.7)

e cominciamo col prendere ¢ piccolo. La (15.4) diventa

U(g1) U(g2) U(g1) ™" = Ulg) (1 +i¢" X, +0(¢?))U(gr) ' =
=1+i¢'U(g1) XiU(g1)"" + O(¢®) =

=U(l+i¢' g1 Xigy' +0(¢%)) (15.8)
Consideriamo
9 Xigr" = 9(0) Xig(0) ! = D0 [0 Xy [ 107 X, X ] =
" (15.9)
Abbiamo
[0 X, X;) =i0m i f* X = —i (0 f;,)ir X (15.10)

59



dove abbiamo introdotto le matrici
(fin)iw =1 f%, (15.11)
Pertanto
g Xigrt = (e, X, (15.12)
da cui
1+idt g Xigi '+ 0(¢?) = 1+i¢ (e7 ), X, +0(¢%)  (15.13)
OVVero
Ul+i¢ gt Xigit +0(¢?) = 1+i ¢ (e7 ), X+ 0(¢?)  (15.14)

Dalla (15.8) concludiamo dunque che

A~

Ulg)) X, U(g) ™t = (7' 1), X, (15.15)
Espandiamo ora ambo i membri di questa equazione in potenze di €'
107 (X, X)) = =i 67 (f)in X (15.16)

ovvero

[X), X = = (f3)in Xe = =i f5; Koo = i 1, X (15.17)

In conclusione, gli operatori X, corrispondenti ai generatori X; forniscono
una rappresentazione dell’algebra di Lie.

Generalizziamo questo risultato al caso di rappresentazioni (unitarie)
proiettive:

U(g1) Ulgs) = €' 920U (g g) (15.18)
In questo caso la (15.8) & sostituita dalla
U(g1) Ulge) U(gr) ™ = &9 U(gy go) U(gy) ™ (15.19)
Poiché

U(gy) U(gy") = & ®omon) (15.20)
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0, equivalentemente,
U(g)™t = e 0o (g (15.21)
la (15.19) si scrive
Ulgy) Ulgs) U(gy) ™ = ¢l 2or02)+i 2010200 )=i®(9197) 17 g, g5 g7Y) (15.22)
Poiché
D(g1,1) = (1, 92) = 1 (15.23)
'espansione di ®(gy, g2) per 6% e ¢ piccoli ha la forma
®(g1,92) = fis 0" ¢ + -+ (15.24)
dove i punti denotano termini del terzo ordine e superiori. Dunque

®(g1,02) + 2(9192,91) = g 97 ) =
= [ii 0 ¢+ fiy (0°+ ¢ (=0") + [ 0" + - =
=(fi = fi) o' + - (15.25)

Espandendo la (15.22) in 6" e ¢* otteniamo quindi
(X5, Xi) = —(f)a X+ (fiy — fi) 1 =i f5 X +icy 1 (15.26)

dove le costanti ¢;; = f;; — f;i sono antisimmetriche per lo scambio degli
indici 7 e j. La presenza di ¢;; non banali riflette a livello di algebra la natura
proiettiva della rappresentazione del gruppo. Le ¢;; vengono chiamati cariche
centrali, e la (15.26) viene detta un’estensione centrale dell’algebra di Lie del

gruppo.

15.1 L’estensione centrale dell’algebra di Galileo

L’algebra delle trasformazioni di simmetrie della meccanica classica non-
relativistica e quella di Galileo

[Lz’, LJ] = ieijk Lk [LI, GJ] = ieijk Gk [Gl, G]] =0
GuH =i [GyP] =0 (15.27)
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L; sono i generatori delle rotazioni, P; quelli delle traslazioni, H 1’ Hamilto-
niana e (G; i generatori dei boost di Galileo.

L’algebra dell simmetrie non-relativistiche (15.27) ¢ connessa all’algebra
di Poincare

[Li, L;] = i€ji Ly (L, K] = i€, Ky, (K, Kj| = —i E'ij Ly,
[L;, P}l = i€iji Py [Li, P)] =0 [P, P} = [P, Po] =

attraversi una procedura nota come la contrazione di Inonu-Wigner. Si ponga

Questa relazione tra boost relativistici e galileiani & fisicamente motivata
dalla relazione

% K, = v'G, (15.30)

L’algebra di Poincae (15.28) si scrive in termini di G; e H = ¢ P

i€ijk Lk

[Li, L;] = i€ji Ly [Li, G;] = i€ijr Gy G, Gj] = —
[Livpj]:i€ijkpk {LiaH]:O [Pi?Pj]:[Pi?H]:O

c2

G H =iP (G P = wijg (15.31)

Vediamo quindi che se teniamo L;, G;, P; fissi e prendiamo il limite ¢ — oo
otteniamo una estensione centrale dell’algebra galeiana

(L, L;] = ie€ji Ly [Li, G;] = i€ Gy [ i, Gl =
(Gi,Hl=iP;  [Gy, P}l =id;; M1 (15.32)

dove abbiamo posto

H ~

= - M1 (15.33)
nel limite ¢ — 0o, con M la massa del sistema.
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Dimostriamo che nella meccanica quantistica non relativistica di una par-
ticella, la simmetria galileiana e effettivamente implementata proiettivamen-
te, ovvero l'algebra dei generatori di simmetria contiene 1’estensione centrale
proporzionale alla massa M.

Se ¥(Z,t) soddisfa I'equazione di Schrédinger non relativistica libera

COU(Zt) n?
1 = —
ot 2 M
in un dato sistema di riferimento inerziale, la funzione d’onda in un sistema
di riferimento che si sposta con velocita uniforme ¢ rispetto a questo e

V2 (T, 1) (15.34)

D, 1) = o B HMIE 2y ) (15.35)
OVVEro
b= e MTETT ) = [7() 4) (15.36)
dove U(7)
U@) =e"C G = (G,Ga,Gs) (15.37)

& unitario e G; sono gli operatori hermitiani che implementano i generatori
dei boost di Galileo

Gi=Mi;,—tP (15.38)
Otteniamo dunque dalle regole di commutazione canoniche
(G, Pj] = M [, P;] =i M 6;;1 (15.39)

Dunque una carica centrale non banale, proporzionale alla massa del si-
stema, e effettivamente presente nell’algebra dei generatori quantistici della
simmetria galieiana.

16 Le rappresentazioni unitarie del gruppo di
Poincaré

Denotiamo con A = (A)# le trasformazioni di Lorentz omogenee:

At — () =AY (16.1)
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Siano P* i generatori delle traslazioni, che formano una sottoalgebra abelia-
na dell’algebra di Poincaré. Consideriamo una base in cui questi operatori
sono diagonali. Denotiamo con U(A) I’azione delle trasformazioni di Lorentz
omogenee sullo spazio della rappresentazione. Dalla relazione

UM PrU(A) = A*, P” (16.2)

otteniamo

U(A) |pﬂ’ 0‘> = NJ’U(pv A) |Ap7 OJ> (163)

Poiché (Ap)* = p?, lo spazio degli stati # di una rappresentazione irriducibile
sard la somma diretta di autospazi H, di P* con autovalore p* = m? fissato.
Se ci restringiamo al sottogruppo delle trasformazioni di Lorentz omogenee

ortocrone, le rappresentazioni irriducibili si ristringono agli autospazi H, con

p?> = m? e segno di p° determinato. Indichiamo con 7-[7(:2) gli spazi vetto-

riali corrispondenti. Per ragioni fisiche considereremo nel seguito soltanto le

rappresentazioni con
m? >0 (16.4)

Nella (16.3) gli autovalori p* sono pertanto della forma

P = (fwz, P) wy = \/P? + m? (16.5)
La richiesta che U(A) sia una rappresentazione porta alla condizione
N(Ag, Ay p) N(Ay,p) = N(A2 Ay, p) (16.6)

dove il prodotto & quello matriciale, rispetto agli indici o, 0. E immediato
verificare che due soluzioni N(A,p) e N(A,p) dell’equazione (16.6) legate
dalla relazione

N(A,p) = M(Ap) N(A,p) M(p)~* (16.7)

definiscono rappresentazioni equivalenti.

Denotiamo con p un punto della varieta degli autovalori, definita da
p? = m? con segno di p° fissato. Un qualunque punto p su questa varietd &
raggiungibile da p attraverso una trasformazione di Lorentz omogenea:

p=Lp)p (16.8)

La matrice L(p) non ¢ univocamente determinata. Denotiamo con Wy (p) &
una trasformazione di Lorentz che lascia invariato p’

Wy(p)p' =9 (16.9)
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Allora se L(p) soddisfa (16.8), la trasformazione di Lorentz L(p),

L(p) = W,(p) L(p) W5(p) (16.10)

soddisfa ugualmente (16.8). Fissata la varieta degli autovalori, i gruppi Wy
sono isomorfi al variare di p’ sulla varieta. W; € detto il piccolo gruppo di p.
Consideriamo 'equazione (16.6) per Ao = A, Ay = L(p),ep=17p

N(A, L(p) ) N(L(p), 5) = N(A L(p). p) =
— N(L(Ap) L(Ap) A L(p). P) = N(L(Ap) W(A, p),p) (16.11)

dove abbiamo introdotto
W(A,p) = L(Ap)~'A L(p) (16.12)
W (A, p) € un elemento del piccolo gruppo W:
L(Ap)'AL(p)p=L(Ap)*"Ap=p (16.13)
Applicando la relazione (16.6) questa volta a N(L(A p) W (A, p), p) otteniamo

N(L(Ap)W(A,p),p) = N(L(Ap), W(A,p)p) N(W(A,p),p) =
= N(L(Ap),p) N(W(A,p),p) (16.14)

Combinando (16.11) e (16.14) concludiamo
N(A, L(p) p) N(L(p), p) = N(L(Ap),p) N(W(A, p),p) (16.15)
N(A,p) = N(L(Ap),p) N(W(A,p),p) N(L(p).p)~"  (16.16)

Questa relazione dice che una soluzione arbitraria dell’equazione (16.6) e
equivalente alla soluzione N (W (A, p),p).

L’azione del gruppo di Lorentz sugli stati ¢ pertanto completamente de-
terminata dall’azione del piccolo gruppo sul sottospazio H;. A sua volta
questa azione ¢ caratterizzata dalla scelta di una rappresentazione del picco-
lo gruppo. Infatti la relazione (16.6) diventa per trasformazioni Wy, Wy € W;
del piccolo gruppo, nel caso in cui p = p,

N(Wo,p) N(W1,p) = N(Wo W1, p) (16.17)
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In altre parole N(W,p) € una rappresentazione del piccolo gruppo Wj.

E agevole dimostrare che un cambiamento (16.10) della scelta di L(p)
o della scelta di p porta ad una rappresentazione equivalente. In definitiva
le rappresentazioni unitarie irriducibili inequivalenti del gruppo di Poincaré
sono in corrispondenza biunivoca con le rappresentazioni unitarie irriducibili
del piccolo gruppo. Per derivare la forma esplicita dell’azione delle trasfor-
mazioni di Lorentz omogenee sugli stati, dobbiamo specificare, p, L(p) ed
una base.

16.1 Caso massivo

Nel caso massivo prendiamo
p=(m,0,0,0) (16.18)

Il piccolo gruppo W; ¢ il gruppo delle matrici di Lorentz R della forma

R = L0 16.19
(o ») (16.19)

dove R € SO(3) ¢ una matrice ortogonale di dimensione 3.
Una scelta conveniente per L(p) &

L(p) = R(p) B.(|p)) R(p)~ (16.20)

dove

R(p) = ((1) R?A) > (16.21)

~

R(p)2=1p (16.22)

e B.(|p]) € una trasformazione di Lorentz speciale tale che

B.(|pl) 8 = 8 (16.23)
0 1]
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Questa scelta per L(p) gode della seguente proprieta
W(R,p)=L(Rp)*RL(p) =R (16.24)
Infatti
L(Rp)"' R L(p) = ) ) )
= R(Rp) B:-Ip) " R(Rp) RR(p) B-(|p) R(p) " (16.25)
Osserviamo che
R(Rp)"RR(p) 2= R(Rp)" (Rp) =2 (16.26)

Pertanto

R(RH)RR(B) = R.(O(R, 1)) (16.27)

dove R, (6) ¢ una rotazione spaziale lungo l'asse delle z. Quindi

L(Rp)™ R L(p) = R(Rp) B-(7) " R.(6(R. 7)) B.(I) R(p) " (16.28)

Le trasformazioni di Lorentz speciali lungo z e le rotazioni spaziali lungo z
commutato:

B.(w) R.(0) = R.(0) B:(w) (16.29)

Dunque

L(Rp) ™ RL(p) =R(MRp)R.(OR, 7)) R(H) =R (16.30)

16.1.1 La base del sistema di riposo

Indichiamo con R,(#) il sottogruppo ad un parametro di Wj; corrispondente
alle rotazioni lungo l'asse delle z. Scegliamo come base di H; la base degli
autostati di R (0)

U(R.(0))|p, o) = €"?|p, 0) (16.31)
Definiamo infine una base di H, con p generico nel modo seguente
lp,o) = U(L(p))|p, o) (16.32)

Questa scelta e equivalente a porre
Noor (L(p), D) = o0 (16.33)
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In questa base 1’azione delle trasformazioni di Lorentz omogenee si scrive

U(A) |p7 0-> = NO'IO'(W(A7p)’ﬁ) |Apa OJ) (1634)

Una rappresentazione unitaria ed irriducibile sara pertanto caratterizzata da
m?, dal segno di p' e da uno spin j. Indicheremo lo spazio di questa rap-
presentazione con H: ;- L’azione delle trasformazione di Lorentz omogenea
diventa

U(A) |p, o) = DY (W(A,p) [Ap, o) (16.35)

dove DSL(R), cono,0’ =1,...,2j+1, sono le matrici della rappresentazione
di spin 5 del momento angolare, e

DY) (R.(0)) = 0y e’ (16.36)

16.1.2 La base dell’elicita

I”dl

Sia R;(0) il sottogruppo ad un parametro delle rotazioni lungo l'asse p =
La base 1z xcorrispondente agli stati di elicita definita ¢

U(Ry(8)) tpn = " 0y (16.37)

Questa equazione ¢ compatibile con la forma generale (16.3) dell’azione delle
trasformazioni di Lorentz in quanto

=

Ro(0)p = p (16.38)
Scriviamo

Wpr = ZagA ) |p, o) (16.39)

dove |p,o) & la base introdotta nella sottosezione precedente degli stati di
momento angolare definito nel sistema di riposo. Dunque

> aoA(p) U(Ry(0)) [p.0) = _ aoa(p) Noro(W(R4(0). 1), D) p, ') =

o o,0!

— ' Z agx(p) |p, 0’ (16.40)

da cui

Z NU’U(W(Rﬁ(‘g)v p) p) aaA(p) e’ aU’A(p) (16‘41)

oz
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Con la scelta (16.20) per L(p) quest’equazione diventa

3" DYL(Rs(0)) aoa(p) = €% aora(p) (16.42)
Possiamo scrivere
Ry(0) = R(p) R:(0) R(p) ™" (16.43)

Pertanto, 1’equazione che definisce la base dell’elicita diventa
DY (R:(6)) (DU) (R(p))™* aA<p)) = oAl (DU)(R(ﬁ))’l ak(p)> (16.44)

dove le somme sugli indici 0,0’ sono catturate dalla notazione matriciale.
Dunque

DY(R(p)) " ax(p) = ax(p) (16.45)

dove

U)(R) tali che

Scegliendo le matrici D,

DY(R.(0)) = d,0r €77 (16.47)
otteniamo
agx(P) = Co([P]) doa (16.48)
(§
b za = Ca((p1) (19, A) (16.49)

Prendiamo le basi |p, o) e 95 normalizzate secondo la seguente

<p7 U’pla U/> = 60'0'/ 5(3) (ﬁ_ ﬁ)
(W5, Y x) = O 8D (71— ) (16.50)

Allora i fattori C\(|p]) sono delle fasi
(G =1 (16.51)

Possiamo sempre riassorbire queste fasi nella definizione della base |p, o) e
prendere
Ca(lp) =1 (16.52)
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In definitiva '
aor(p) = DX (R()) (16.53)

e la base degli stati dell’elicita e legata alla base degli stati di spin definito
nel sistema di riposo dalla

Ysn = DR (R()) Ip, o) (16.54)

Si noti che questa relazione ¢ valida se L(p) ¢ tale che

W(R,p) = L(Rp) 'R L(p) =R (16.55)
In definitiva
Yaa = UR()) |5, A) = DL (R()) |p, o) (16.56)

Dimostrazione alternativa pit rapida di (16.56). Una volta ottenuto questo
risultato possiamo dimostrare in modo piu immediato che gli stati di elicita
sono effettivamente autostati delle rotazioni lungo 1" asse di propagazione:

U(Ry(0)) v = U(Ry(0)) URD)) 1P, A) = U(Rp(0) R(H)) 15, A) =
U(R(p) R:(9)) Ip, \) = U(R(p)) U(R:(0)) [p, A) =

U(R(p)) DD (R:(0))ox |5, 0) =

U(R®D)) e 5, N) = e U(R®D)) 1. \) (16.57)

16.2 Vettori di polarizzazione nella base di elicita per
spin 1 massivo

Consideriamo una particella di massa m spin 1, che si muove con impulso
P = (wp, [P 2) (16.58)

lungo I'asse delle zeta. I vettori di polarizzazione con elicita definite soddi-
sfano

(B, A) - p=0=eo(p, \) wy — € (5, \) 7] (16.59)
da cui
€, \) = é”(ﬁ;ﬂ (16.60)
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Pertanto’
5,0) = (P 0,017 = (171 g o
Ws m m

p

€(p,+1) = (0,€4)

)

1,+4,0) (16.61)

m
1

é= s

I vettori di polarizzazioni corrispondenti all’impulso

P = (wp [p19) = R(D) P (16.62)
si ottengono dagli €(p, \) con una rotazione
¢(p, ) = Ry(D) € (p, A) (16.63)
Infatti, da una parte
(R(p) (B, A) - (R(p) p) = €(p, ) - p =0 (16.64)

e dall’altra
Ry(0) e(p, A) = Rp(0) R(D) (b, ) = R(D) R:(0) e(p, A) =
= R(p) e e(p, \) = " R(p) e(p, \) = e e(p, A)  (16.65)

Prendiamo quindi il caso in cui

P = |pl(sin b, 0, cos 9) (16.66)
Allora la rotazione R(p) si scrive
1 0 0 0
~ |0 cosf@ 0 sind
R(p) = 0 0 L0 (16.67)

0 —sinf 0 cosf

Pertanto i vettori di polarizzazione nella base di elicita sono

10 0 0 1
0 cosf 0O sinf 0
=1y o 1 0]~
0 —sinf 0 cosé %ﬁ
1Pl
_ | SO (16.68)
0
cosf =2

1 segno davanti a €4 ¢ arbitrario ed & stato scelto per rendere piti semplice ’azione
della parita sui vettori di polarizzazione.
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1 0 0 0 0
0 cosf@ 0O siné 1 1
m — S =
¢(p, £1) o 0 1 0 5 | +i
0 —sinf 0 cosf 0
0
1 cos
-5 & (16.69)
—sinf

17 Relazione tra Spin e Statistica in Seconda
Quantizzazione

Sia HMW = H®) & H ) 1o spazio delle soluzioni delle equazioni relativistiche
libere classiche, che chiameremo anche (impropriamente) lo spazio degli stati
di singola particella. Sia

(W6, 0) = / &z (1, ) (17.1)

costante

con Y(z) € HW, la forma bilineare su H(Y) associata alla corrente conservata
J*(z) relativa alla simmetria

Y(z) = e y(z)  Yi(a) = e Wi (2) (17.2)

Per esempio nel caso del campo scalare di Klein-Gordon

<¢7 77ZJ>scala7"e =1 /tdgllf W*(t7 f) at w(t? f) - 815 w*(t’ f) w(t? f)]’ (173)

costante

nel caso del campo di Weyl (left-handed)

(¥, V)weyt = /d?’x YI(t,2) 5 (¢, 7) = /td?’xw(t,f) o(t,7) (174

t costante costante

e nel caso di un campo di Dirac

() dirac = / (L, 7) 2" (L, 7) (17.5)

t costante

Data una soluzione 1 (z) € H" delle equazioni relativitiche, sia

P(x) =D (@) + (@) =Y a50 0 (@) + 05,05 (@) (17.6)
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con Yv*)(z) € H®), la sua decomposizione in soluzioni ad energia positiva e
negativa. L’osservazione importante ¢ che la forma bilineare (, ) invariante
e indefinita nel caso di spin intero

<1/1> w>scalare = <w(+)7 2ﬂ(Jr)>scozlare + <w(7), w(7)>scalare =
= ayaz—byby (17.7)
P

mentre ¢ definita positiva nel caso di spin semi-intero:

<w7 w>weyl = <w(+)7 w(+)>weyl + <¢(7)7 7v/}(7)>weyl =
= ayaz+byby (17.8)

W; w>dirac = <¢(+)7 Zb(Jr)>dirac + ("lb(*), w(7)>dirac ==
= ak, Ao + byy U, (17.9)
po

Introducendo pertanto gli operatori di campo relativistici

1&@7) = ﬁ(ﬂ (x) + ﬁ(f)(:c) =
=" 50 05(@) + B, 05 () (17.10)
D, o

otteniamo le seguenti formule per ’operatore che nella teoria non-relativistica
¢ associato al numero di particelle sullo spazio di Fock:

~

<1/A}> 1ﬁ>scalare = <lﬁ(+)7 2ﬁ(jL)>SCOLla1‘e + <w(7)7 ¢(7)>Scalare ==
= alag— byb, (17.11)

<¢7 1[)>dz"rac - <7~Z)(+)7 ¢(+)>dirac + <772(_)7 1[}(_)>dirac -
=) al, e + byy b, (17.13)
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Pertanto, otteniamo per le corrispondenti Hamiltoniane le espressioni seguen-
ti:

<1/A}7 [ at zz>scalm‘e = < A(+)7 { 8t lﬁ(+)>scalm‘e + <7~;(7)7 { at r&(i))scalare =
= wpalaz + wybsbl (17.14)
i

<7J}7 { at 2ﬁ)weyl - <¢(+)7 ? at 1;(4_ >weyl + <77ZA)(_)7 { at 1[}(_)>weyl -

= wpal s — wybyb, (17.15)
P

<7~L7 { at 1[}>dirac - <1[}(+)7 i 815 2Z}(—i_)>clz'rac + <7;(_)7 Z.atd;(—)>dirac -

= Z wﬁdga dﬁg - wﬁl;p} ZA);;»U (1716)

po

Dalle equazioni (17.11-17.13) e (17.14-17.16) deduciamo che le particelle as-
sociate ai campi con spin intero devono essere quantizzate come dei bosoni
mentre quelle associate ai campi con spin semiintero devono essere quan-
tizzate come dei fermioni: con questa scelta otteniamo infatti le seguente
espressione, definita positiva per ogni spin, per 'operatore Hamiltoniano H
(a meno di una costante divergente inessenziale):

H= Z wﬁd;U dﬁg + Wﬁl;;% Bﬁa (1717)

po

Allo stesso tempo deduciamo anche che, con questa scelta della statistica,
I'operatore sullo spazio di Fock associato alla carica conservata relativa alla
simmetria (17.2) ¢ (trascurando una costante divergente)

Q=> al dze— b\, byo (17.18)

e corrisponde al numero di particelle meno il numero di antiparticelle. In
particolare questo implica che il numero di particelle in meccanica quantistica
relativistica non e conservato.
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18 Spinori

18.1 Proprieta di coniugazione delle rappresentazioni
spinoriali
L’algebra di Lie delle trasformazioni omogenee di Lorentz
[T T =ieg J* [KL K = —iep J* [J, K] =iy K* (18.1)

puo essere riscritta in forma fattorizzata ponendo

) 1 ) )
Al = 3 (J' +i K") (18.2)
In questa base le relazioni di commutazione diventano

(AL AL =i AL [AL AT =0 (18.3)

Le rappresentazioni irriducibili finito-dimensionali dell’algebra delle trasfor-
mazioni omogenee di Lorentz sono quindi labellate da una coppia di spin
(A4, A_). Le rappresentazioni di dimensioni due, la (1/2,0) e la (0,1/2) so-
no dette rispettivamente spinoriale ed anti-spinoriale. Da quanto detto, una
rappresentazione esplicita della (0,1/2) & data da

1, , 7

7 ]' 1 ]' I ¢ _ 7 7 . 7
A,(?O) =0= A+<§70) = J(%,o) = 5‘7 K1 = _50 (18.4)

dove le ¢* sono le matrici di Pauli, mentre per la (0,1/2) abbiamo

Tz = %ai Kip1) =450 (18.5)
Dunque:
(7)) =, (18.6)
Poiché . »
Ry op(A) =e* 70 (187
dove
A=e (18.8)
abbiamo che
(Rio(d™)' = Bopy®) (18.9)



*

La rappresentazione (R 1 70)(A)> ¢ irriducibile di dimensione due: a prio-
ri, ¢ dunque equivalente o a se stessa o alla R, 1. Per stabilire quali delle
due possibilita e realizzata, ricordiamo la seguente

(0)) = (') = —020" 0y = —€0' e (18.10)

dove € = —i0y € la matrice antisimmetrica con elementi (€)o3 = €45. La
(18.10) discende dalla relazione valida per tutte le matrici R 2 x 2

det RR™' = —(¢Re) (18.11)
Dalla (18.10) segue che
(J(ZQ,O))* eJ( 0€ =—¢€ J("O’%)efl
(K g) = +eK (g el = —eK 1 e (18.12)
per cui _
Ry () = S € R 1y(A) ! (18.13)

In conclusione abbiamo che la rappresentazione R(%yo) non e reale, ma la sua

coniugata e equivalente alla R(o,%)- Indichiamo dunque nel seguito con R(A)

la matrice R 1, (A): la rappresentazione (0,3) sara fornita dalla matrice
(3:0) 2

RY(AY) o, equivalentemente, secondo la (18.13), dalla R*(A)
Il prodotto tensore della R( 0) con la R(o 1) ¢ la rappresentazione (%, %),
che e equivalente alla vettoriale. Dunque la matrice 4 x 4
M 5.55(A) = Rag(A) RZB(A) (18.14)

aa;

dove gli indici («, &, £, 6 ) vanno da 1 a 2, deve essere coniugata alla matrice
A#,. Devono pertanto esistere dei numeri Uy,q,, tali che

M .55(A) = Unay A, U;;é 4 (18.15)
od, equivalentemente
R.s3(A) RZB(A) Ugp,, = Ny, Unau (18.16)
Introducendo quindi 4 matrici 2 x 2

(Uu)as = Uaas (18.17)



possiamo riscrivere la (18.16) come segue
R(A) U, R'(A) = A", U, (18.18)

La (18.18) inplica in particolare che

ez 6-c UO efz 6-¢

Uo
¢i97 U, 0~ 1%7 = R(§),, U, (18.19)

—

dove R(#);; € la matrice 3x 3 che rappresenta la rotazione di un angolo 6 lungo

il versore fi parametrizzata da 6 = 6 7. Dalle (18.19) si verifica facilmente
che '
Up)aa =0,=(1,0") (18.20)

Nel seguito ¢ utile introdurre anche le matrici
5,=(1,—-0")y=0" &"=(1,0" (18.21)

Le relazioni (18.16) diventano equivalenti alle seguenti relazioni

R(A) o, RY(A) = A", 0,

R(A) 0" RY(A) = (A71), 0"

R(A)'6, R(A) = (A1), 0,

R(A)T " R(A) = A* 5 (18.22)

Queste relazioni dimostrano la covarianza delle equazioni di Weyl. In
effetti, siano 41 o) (x) e w(oé)(x) dei campi che soddisfano le equazioni di
Weyl

5'#8# 2/}(%,0) (Q?) =0 J”aﬂw(o

L’azione del gruppo di Lorentz sui campi

(x) =0 (18.23)

1
2

UA): ¢(%,0) (z) = R(A) 1/’(%,0)(/\_1 z)
U(A) : ¢y (2) = RA™) 1 (A" ) (18.24)
lascia invariante lo spazio delle soluzioni
_, 0 _ ., 0 _
R'(A) " Do R(A) ¢ (A ) = A5 o V30 (A'a) =
0 0
—v A —1 A y
A" 57 (A7) y @ 1/;(%’0)(@\) =0 ok 1/1(%’0)(30/\) =0 (18.25)
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dove o = A=t . Analogamente:

I i 9
R(A 1)0“%1@(/\ DA a) =AM o %10(0
0

14 — a v
Ay o (A1), prey Yoy (Ta) =0 P Yoy(ea) =0 (18.26)

)(A_1 x) =

1
2

Notiamo che le Egs. (18.25-18.26) dimostrano anche che i campi
(@) (18.27)

Eu)(@) = 0 b1 (@) (18.28)
sono dei campi che si trasformano rispettivamente secondo le rappresenta-
zioni (0, %) e (%, 0) . Questo dimostra immediatamente che le equazioni di
Dirac nella rappresentazione spinoriale

G

10" 0, Y 1

0)(2) = mig1(x)
(@) = mi g (@) (18.29)

1
2

od equivalentemente:
0 ia“@u) ] (w(l 0)(5))
_ —-m 2 =0 18.30
K"”au 0 Yo,1() ( )
sono covarianti.

Allo stesso modo, le Eqgs. (18.25-18.26) dimostrano che le combinazioni

1
2
jﬁl ) wgo,é)@) o’ Ib(oé)(@ (18.31)

si trasformano come dei campi vettoriali. Pertanto il prodotto hermitiano
invariante sullo spazio delle soluzioni delle equazioni di Weyl, sia destrorse
che sinistrorse, e

(1, 0n) = /dwum) e (18.32)

Le stesse relazioni (18.22) dimostrano la covarianza dei vettori di polarizza-
zione dei campi di Weyl:

" pu U(%,o)(p) =0d"py U(%70)(p) =0
o’ py U(o,%)@) =o' p, U(Oé)<p) =0 (18.33)
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dove

A Ui g)(p) e P v (p) et
¢(170)($) - Z (272;2 1/2 a5 (2:7)3)2 1/2 sz?
2 > (27)32 (2wp) (27)32 (2wp)

—1ipx i pT

A B U(o,%)(p) € U(o,%)(p) €
T T PR T T P
p

it
bl (18.34)

sono i campi di Weyl liberi. Innanzitutto dimostriamo che lo spazio delle
soluzioni delle Eqs. (18.33) per i vettori di polarizzazioni, sia destrorsi che
sinistrorsi, &, per p*> = 0 uni-dimensionale. Notiamo infatti che le proprieta
(18.10) di coniugazione delle matrici di Pauli implicano che

(6" =eote ! (18.35)
Pertanto
(6" p,)* =eatp,e! (18.36)
e dunque
det 6" p, = det o' p, (18.37)
Inoltre
7" puct p =@ +9-0)p" —p-F) =p’ (18.38)
e quindi
(deta p,)* = (p*)? (18.39)
e
|det 3" p,| = | det o* p,| = |p?| (18.40)

In conclusione per p? = 0 le matrici che definiscono i vettori di polarizzazione
sono di rango 1.

Tornando alle proprieta di Lorentz dei vettori di polarizzazione, dalle
(18.33) segue che

R'(A) (Ap),a" R(A) ugs )(p) = (Ap)u N, 6" s ) (p) =
=Py 0w 0)(p) =0

R(A~ )(Ap)u R(A™) 1) (p) = (Ap)u A, 0" w1 (p) =
:p,,a”u(o %)( ) 0 (18.41)
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e quindi concludiamo che

R(A) Ul o) (p) = D(%,o) (A, p) Ul o) (Ap)
R(A™) o1 (p) = Do, 1y(A, p)uo,1y (A p) (18.42)

’2

dove D1 ) (A,p) e D(Oé)(A, p) sono dei coefficienti che sono fissati dalla con-
dizione di cociclo. Il metodo della rappresentazioni indotta dimostra che

questi coefficienti sono funzioni della combinazione
W(A,p) = L(Ap) ™" A L(p) (18.43)

e forniscono una rappresentazione del piccolo gruppo, che in questo caso e il
gruppo SO(2).

Notiamo che le proprieta (18.35) di coniugazione delle matrici o* impli-
cano che la coniugata complessa dell’equazione di Weyl destrorsa

e 'equazione

oD e Py g () =0 (18.45)
23

In altre parole il complesso coniugato di uno spinore di Weyl “destrorso”

Ve(x) = e L (z) (18.46)

si trasforma come uno spinore “sinistrorso” e viceversa. Denotiamo dun-
que con Hg la rappresentazione del gruppo delle trasformazioni inomogenee
di Lorentz formata dalle soluzioni dell’equazione di Weyl per uno spinore
"destrorso” (18.44). Hg & decomponibile in rappresentazioni irriducibili:

Hip=HY oHY (18.47)

dove Hg[) denota il sottospazio delle soluzioni ad energia positiva/negativa.
Abbiamo analogamente per I'equazione di Weyl "sinistrorsa” gli spazi

H,=H en) (18.48)
Sappiamo che

HS_) ~ Hsz,thr% /HS_) ~ Hm:(),h: =

1
2

(18.49)
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dove con H,,—¢ , denotiamo la rappresentazione unitaria irriducibile del grup-
po delle trasformazioni inomogenee di Lorentz di massa nulla ed elicita h.
L’equazione (18.45) dimostra che

Hiy ~ Hy, (18.50)

dove abbiamo indicato con lo star la rappresentazione coniugata complessa.
Poiché la rappresentazione coniugata complessa di una rappresentazione ad
energia positiva ¢ una rappresentazione ad energia negativa, concludiamo che

(M) ~HD (1) ~ Ay (18.51)
e dunque

*

%L ~ Hm:O,hzfé D HinzO,h:-&-% (1852)

Questo significa che le anti-particelle di un campo ”destrorso” (”sinistrorso”)
hanno elicita —% (%) Le equazioni di Weyl non sono dunque invarianti
sotto coniugazione complessa: particelle ed anti-particelle si trasformano in
rappresentazioni inequivalenti del gruppo inomogeneo di Lorentz.

Notiamo anche che 'operatore di coniugazione di parita P manda invece
rappresentazioni ad energia positiva (negativa) in rappresentazioni ad energia

positiva (negativa) e cambia il segno dell’elicita: dunque
P - HP (18.53)

e quindi le equazioni di Weyl non sono invarianti per P.
Componendo C' con P abbiamo dunque

CP:Hy — HYy)
cpP:H - H) (18.54)

L’operazione di C'P manda pertanto Hyr e Hy in se stessi, e lascia quindi
invarianti le equazioni di Weyl.

Veniamo ora alla proprieta di coniugazione dell’equazioni di Dirac (18.29)
nella rappresentazione spinoriale: prendendo le coniugate complesse di queste
equazioni otteniamo delle equazioni della stessa forma per i campi coniugati:

(o 0)(CE) =t ¢€07%)($) Yo, )(:13) = —¢ ! Qpém (x) (18.55)

1
29



Per quanto riguarda l'inversione spaziale, se indichiamo con P¥ la matrice
che implementa l'inversione spaziale sul quadrivettore z*

ot = Pha’ = (2°, %) (18.56)
allora
U@ = 1p Yoy (ae) V(@) =1pY.g(r) (18.57)

soddisfano le stesse equazioni di Dirac. np € un numero associato alla pa-
rita intrinseca dei fermioni ed puo essere 1 or +i a seconda se si sceglie
(rispettivamente) P? =10 P? = —1.

19 Le matrici di Dirac come “interwiners’” di
rappresentazioni di Lorentz

Abbiamo visto che le relazioni (18.22) soddisfatte dalle matrici o* e 6# espri-

mono il fatto che il prodotto tensore (3,0)®(0, 1) & equivalente alla vettoriale

(%7 %) Nel seguito esploriamo il significato delle relazioni analoghe soddisfat-
te dalla matrici gamma. Abbiamo visto che nella rappresentazione spinoriale
il campo di Dirac si trasforma secondo la seguente

UA): ¢(x) = S(A) (A ) (19.1)
dove

S(A) = ( Ry &_1)) (19.2)

L’invarianza dell’equazione di Dirac nella rappresentazione spinoriale ¢ equi-
valente alla relazione

S(A) 9" S(A) = ALY (19.3)

che puo essere direttamente verificata utilizzando 1’espressione esplicita per
le matrici gamma nella spinoriale

i (50# ‘70“> (19.4)

Utilizzando la rappresentazione (19.4) ¢ possibile verificare direttamente
che le matrici gamma soddisfano 1’algebra di Clifford:

{7 =2g" (19.5)
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Passando ad una rappresentazione generica dell’algebra di Clifford per le
matrici gamma
P =U"y"U (19.6)

con U invertibile, la relazione di covarianza (19.3) diventa

S(ATH)A*S(A) = AL 7Y (19.7)

con

S(AN)=U1SANU (19.8)

Le trasformazioni di Lorentz sono degli automorfismi dell’algebra di Clif-
ford. Pertanto il fatto che la rappresentazione irriducibile dell’algebra di
Clifford e unica a meno di equivalenze garantisce che qualunque insieme di
matrici gamma che obbediscono all’algebra di Clifford soddisfano la relazione
di covarianza (19.3) con un S(A) equivalente alla (3, 3).

In questa sezione discutiamo ’affermazione opposta. Sia dato un insieme
di matrici gamma * che soddisfa la relazione di covarianza (19.3). Voglia-
mo dimostrare che queste matrici necessariamente obbediscono all’algebra
di Clifford. Da questo consegue che la relazione di Clifford non soltanto e
sufficiente a garantire 'invarianza relativistica dell’equazione di Dirac, ma
ne ¢ anche condizione necessaria.

Notiamo innanzitutto che sia ST(A™!) che S*(A) sono rappresentazioni

equivalenti alla S(A)
STA™) ~ S(A)  S*(A) ~ S(A) (19.9)

Possiamo essere piu precisi, anche se questo risultato non € necessario per
quello che segue

ST(A™) =~°S(A)+° nelle rappresentazioni hermitiane
S*(A)=C"1S(A)C (19.10)

Queste relazioni discendono dalla definizione di matrice C', che daremo nella
sezione successiva 21

(v")* = -C~ 'y C (19.11)

valida in una rappresentazione generica, e dalla
(Y1) =" 44° (19.12)

83



che vale in rappresentazioni delle matrici gamma unitariamente equivalents
alla spinoriale’. Inoltre & facile verificare direttamente nella spinoriale la
validita della espressione seguente per i generatori di Lorentz

=<y (19.13)
con _
S(A) = e2@"" " (19.14)

Dalla (19.8) deduciamo che la (19.13) vale in una rappresentazione generica.
Tornando alle equivalenze (19.9), queste implicano che

s st~ (5.0) e (0.5) o (5.0) @ (0.3) (19.15)
D’altra parte

1() 01 10 01 211 1,0)&(0,1)82 (0,0) (19.16
(3:0)0(0.3)2(30)2(03) =2(3.3)e. 0080 D82 0.0) 10.16)
Le matrici gamma vanno pertanto pensate come gli operatori di “in-
trallacciamento” (interwining operators) tra lo spazio sedici-dimensionale
della rappresentazione S'(A™') ® S(A) e quello della quadri-dimensionale
rappresentazione vettoriale: in altre parole le « definiscono degli operatori

lineari
v v ot = A (19.17)

dove «, B che corrono sulla spinoriale di Dirac e p sulla vettoriale, che com-
mutano con l'azione del gruppo di Lorentz nello spazio della spinoriale e
della vettoriale. La relazione (19.3) esprime il fatto che, come risulta dal-
la decomposizione (19.16), la rappresentazione S*(A™') ® S(A) contiene una
rappresentazione vettoriale.

La relazione (19.3) implica inoltre che

S(A) "4 S(A) = AL AL A7 (19.18)
ed in particolare

S(A) A S(A) = AL AL {7747} (19.19)

2Queste rappresentazioni sono dette hermitiane.
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dove {, } indica la parte simmetrica. D’altra parte il prodotto tensore di due
vettoriali si decompone come segue

(33)¢ (33) =[Lve00)] &fnoeo (19.20)

a

dove gli indici s e a indicano rispettivamente la parte simmetrica e quella an-
tisimmetrica. La relazione (19.19) implica che l'operatore T, 7 = {7" 7" }ap
connette una rappresentazione contenuta nella parte simmetrica del prodot-
to di due vettoriali con una rappresentazione contenuta nel prodotto di due
spinori di Dirac. La parte simmetrica del prodotto di due vettoriali contiene
la (1,1) e la (0,0), secondo la (19.20). Ma la (1,1) non appare nel prodotto
di due spinori di Dirac, come si evince dalla (19.16). Pertanto l'operato-
re di “intrallacciamento” To’fg connette uno dei due singoletti contenuti nel
prodotto di due spinoriali con il singoletto contenuto nella parte simmetrica
di due vettoriali. Poiché T' commuta con ’azione del gruppo di Lorentz, T'
¢ proporzionale all’identita su ogni componente irriducibile dello spazio del
prodotto delle spinoriali. Dunque 7' & nullo sulle componenti che non sono
singoletti e la sua immagine ¢ contenuta nel singoletto (0,0),. Ricordiamo
che la parte simmetrica del prodotto di due vettoriali si decompone nella par-
te senza traccia e nella traccia: siccome I'immagine di 7' ¢ contenuta nella
traccia deve essere T); = g""t.3. Sui bi-spinori di Dirac v,g il gruppo di
Lorentz agisce secondo la

SHATH @ S(A) - v = 05 = S(A™Y),0 S(A)gs 07 (19.21)
Pertanto la componente
575 (%) (19.22)

e un singoletto. Questo e precisamente il singoletto che viene proiettato da
T nel singoletto (0,0)s. In conclusione

TIS = Ag"" dup (19.23)
dove A ¢ uno scalare. La normalizzazione usuale ¢ di scegliere A = 2. In
questo modo vediamo che 1'algebra di Clifford (19.5) ¢ una conseguenza della

relazione (19.3) che esprime a sua volta 'invarianza di Lorentz dell’equazione
di Dirac.
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20 P per gli spinori di Dirac

L’operazione di parita per uno spinore di Dirac in una rappresentazione
generica deve avere la forma

P:(x) = 9P (x) = S(P)¢(xp) (20.1)

dove S(P) & una matrice che agisce sugli indici spinoriali. La condizione cui
S(P) deve soddisfare affinché ' (z) sia una soluzione dell’equazione di Dirac
e

i7" 0= m|S(P)lar) =

= 5(P) [i 5(P) # 5(P) g 52z —m]vler) =
— S(P) [ S(P) 4 S(P) (P, ai; —m|(@p) =0 (202)
Pertanto deve essere
S(P)™A* S(P) =Pl (20.3)

L’esistenza di S(P) & garantita dal fatto che 4* — P#~” & un automorfismo
delle matrici dell’algebra di Dirac e che questa ha un’unica rappresentazione
irriducibile.

Si noti che nel caso dell’equazione di Weyl, I'invarianza dell’equazione
richiederebbe che 1'automorfismo ¢! — —o* dell’algebra di Pauli fosse im-
plementato da una coniugazione. Ma nel caso dell’algebra di Pauli questo
automorfismo connette due rappresentazioni inequivalenti dell’agebra: que-
sta e la ragione per cui la matrice 2 x 2 analoga a S(P) non esiste e le
equazioni di Weyl non sono invarianti per parita. In generale I'algebra di
Clifford in dimensione d = 2n pari ha un’unica rappresentazione irriducibile
di dimensione 2" (che corrisponde alla rappresentazione di Fock fermionica
con n oscillatori). In questo caso 'automorfismo che inverte il segno di tut-
te le matrici e implementato dalla matrice 441, la generalizzazione di ~s.
L’agebra di Clifford di dimensione d = 2n + 1 ha invece due rappresenta-
zioni irriducibili inequivalenti di dimensione 2". Le due rappresentazioni,
viste come rappresentazioni dell’algebra di Fock fermionica di n oscillatori si
distinguono per come viene rappresentato sul vuoto di Fock (con un +1) il
rimanente elemento hermitiano ~,,.1, che non appartiene all’algebra di Fock.
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Una soluzione di (20.3) ¢
S(P) =npy’ (20.4)

dove np ¢ un fattore moltiplicativo®. np viene chiamato parita intrinseca e
deve soddisfare la condizione

nh=P*=+1= np=+1  oppure + (20.5)
Dunque
P:y(z) = ¢ () = np 1" d(ap) (20.6)
Determiniamo le proprieta di trasformazione sotto P dei bilineari fermio-
nici: B B
P:yTop =P TP (20.7)
Otteniamo dalla (20.6)
I'=1, v, ow P=+1
I'=9, 7wy  P=-1 (20.8)

21 C per gli spinori di Dirac
Veniamo all’'operazione coniugazione di carica, che agisce secondo
C:o(x) = ¥i(x) = CP*(a) (21.1)
La condizione che ¥¢(z) soddisfi ’equazione di Dirac porta all’equazione
C [z C 4" Co, — m] P (z)=C [—z’ ()0, — m] Y (z) =0 (21.2)
cioe alla relazione
CitC= (") (21.3)

Ancora una volta, 'esistenza di tale matrice & assicurata dall’unicita della
rappresentazione irriducibile dell’algebra di Clifford in 4 dimensioni. Anche
(21.3) definisce C solo a meno di un fattore scalare moltiplicativo. Nella
rappresentazione spinoriale possiamo prendere®

C =+ nella spinoriale (21.4)

3L’equazione (20.3) determina S(P) solo a meno di un fattore moltiplicativo scalare.
4Possiamo moltiplicare C' per un fattore di fase arbitrario n¢, lasciando invariata la
relazione (21.6). Si ¢ soliti prendere ng = 1.
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Dalla richiesta che
(¥°(2))" = () (21.5)
otteniamo la proprieta

cCcr=1 (21.6)

Questo fissa la matrice C' a meno una fase, che possiamo includere nella de-
finizione di parita di carica intrinseca. Deduciamo la legge di trasformazione
per C' per cambio di rappresentazione

Yo = V=V |7 (21.7)
Abbiamo
;y* — V* 7; (Vfl)* — _V* Cfl ,y“ C (V71>* — _V* Cfl Vfl :Y,u VC (Vfl)*
(21.8)
Dunque 3
C=VCoWwh (21.9)

Introduciamo la matrice Ug che implementa le trasposizioni sulle matrici
di Dirac
. =—Ug v Uo (21.10)

Dalla condizione (v},)* = v, otteniamo
= UcUs' 7. Uc (UG (21.11)

Dunque
UL =aUg (21.12)

dove a € un numero. Deduciamo la legge di trasformazione per Ugs per cambio
di rappresentazione

Yy = Ay = VA, V! (21.13)
Abbiamo
o=V V==V U UV = (VT U VT3,V Ue V!
(21.14)
Dunque ~
Uc=V UV (21.15)

Notiamo quindi che la relazione (21.12) non dipende dalla rappresentazione
ed e inoltre indipendente dal fattore moltiplicativo in Ug lasciato arbitrario
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dalla definizione (21.10). Pertanto a ¢ un numero intrinseco, indipendente da
tutte le scelte arbitrarie implicite nella definizione di Ugs. Possiamo calcolarlo
in una qualunque rappresentazione, per esempio nella spinoriale. In questo
caso Uo = 7?42 e quindi = —1. In conclusione, otteniamo la relazione
valida in qualunque rappresentazione

UL =—-Uc (21.16)

In una generica rappresentazione unitariamente equivalente alla rappre-
sentazione spinoriale abbiamo inoltre

7L =0 ,7° nelle rappresentazioni hermitiane (21.17)

Per queste rappresentazioni pertanto

PV’ ==Cty, (€T =C"Uq v, Ue (CT)' =

= (Ug")* €', C (Ug)* (21.18)
Deduciamo
Uc = B1°C"
Ut=v0"19"=vC*4° (21.19)

con # e v numeri. Prendendo la coniugata della seconda equazione
Uo=—7C (21.20)
e confrontando con la prima
BCt=—*C (21.21)

Notiamo che questa condizione ¢ invariante per cambi di rappresentazione
associati a V' unitarie. Calcoliamo dunque il rapporto % nella rappresenta-
zione spinoriale, per la quale

C == () nella spinoriale (21.22)

In conclusione nelle rappresentazione unitariamente equivalente alla spino-
riale, che vengono dette hermitiane, vale la seguente proprieta

ct=C nelle rappresentazioni hermitiane (21.23)
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Il fattore moltiplicativo S non ¢ fissato dalla definizione di Us. [ ¢ invariante
per trasformazioni V' unitarie. Abbiamo

Uc Ul = —|B (21.24)

Una scelta comune e § = 1. In definitiva, con questa scelta in una rappre-
sentazione hermitiana abbiamo

Uc=7"C nelle rappresentazioni hermitiane (21.25)

Determiniamo le proprieta di trasformazione sotto C' dei bilineari fermio-
nici: - ~
C:ypTyp - Ty (21.26)
Utilizziamo una generica rappresentazione delle matrici gamma unitariamen-
te equivalente alla spinoriale. Abbiamo

PTYe = Y' C1yPT Oy = 41 C'TY (%) C* 4 =
= ' CT (=) O CC* Y =" CT C1 A =
=Y UcT' U (21.27)

Il segno meno nella prima riga tiene conto della statistica dei campi fer-
mionici (se ne puo tenere conto in maniera equivalente, includendo un fattore
-1 della parita di carica intrinseca di una coppia fermione-antifermione). In
conclusione

VA e A = (1) Y e Yy U (21.28)
Pertanto

lev V55 Yu V5 C:+1

I'=9,, ow C=-1 (21.29)
I settori con C' = 1 e C = —1 corrispondono rispettivamente alle rap-

presentazioni del gruppo di Lorentz che nella decomposizione del prodotto
tensore di due rappresentazioni di Dirac sono anti-simmetriche (C' = 1) e
simmetriche (C' = —1). La ragione ¢ che C essenzialmente scambia i due
fattori del prodotto tensore, e quindi i suoi autospazi sono quelli simmetri-
ci ed antisimmetrici per scambio. L’inclusione del segno meno dovuto alla
statistica fa si che il sottospazio (anti)simmetrico sia quello con C' = —1

(€ =1).
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Dimostriamo esplicitamente che i bilineari definiti dalle matrici (21.29)
generano, rispettivamente la parte antisimmetrica e simmetrica del prodotto
tensore di due rappresentazioni di Dirac. Il tensore

Top = (D)5 05 (21.30)

si trasforma per trasformazioni di Lorentz con la matrice S(A) @ S(A).
Pertanto la parte simmetrica ed antisimmetrica sono sotto-rappresentazioni
invarianti. Poiché

(C71 )0, Top = ZES) @bg) (21.31)

le componenti invarianti di 7T;, 3 sono date da
(U5 T op Top = »V T @ (21.32)

dove I' ¢ una delle matrici in (21.29). Pertanto le componenti simmetriche
ed anti-simmetriche di T, corrispondono, rispettivamente, a matrici U;' T
simmetriche ed antisimmetriche:

(U;'D) = -T"U;' = +U;' T (21.33)

cioe
UcT'UG = T (21.34)

Confrontando con la (21.27) vediamo dunque che la parte simmetrica (anti-
simmetrica) di T,s ¢ una rappresentazione con C' = —1 (C' = 1).

22 Relazione tra P e C per gli spinori di Dirac

Benché sia P? = 1 che P? = —1 siano ambedue possibilita consistenti per uno
spinore di Dirac, solo la seconda possibilita definisce un operatore di parita
che commuta con la coniugazione di carica. Pertanto per una particella di
Dirac realmente neutra (una particella di Maiorana) la paritd puo essere
implementata solo se P> = —1. Per capirne la ragione & pitt illuminante
lavorare in una rappresentazione generale delle matrici di Dirac, piuttosto
che nella rappresentazione spinoriale.

Ora se applichiamo prima C' e poi P su uno spinore di Dirac otteniamo

S(P)C v (p) (22.1)
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mentre se operiamo prima con P e poi con C' abbiamo
C S*(P)Y*(xzp) (22.2)
Pertanto la richiesta che P e C' commutino e
S(P)C =CS*(P) (22.3)
Poiché S(P) = np+°, questa relazione ¢ equivalente alla
npY =np C~' " C = —npg (22.4)
OVVero
np=-np  Snp==i (22.5)
Concludiamo che P e C commutano a condizione che
P?=—1 (22.6)

La relazione algebrica piu generale tra P e C' (che non assume la commu-
tazione) si ottiene considerando la complessa coniugata della (20.3):

Py ()" = (S°(P))~ ()" §*(P) = —(C'S*(P))~ () € S*(P)

=-PLC Y C (22.7)
da cui
(CS*(P)CH) t(y")*CS*(P)C™t = Pry” (22.8)
Questo implica che
S*(P)=AC'S(P)C < CS*(P)=)S(P)C (22.9)

dove A ¢ uno scalare. Da S(P) = np+° otteniamo

Pl (22.10)
np

Vediamo dunque che in generale
(¥ (2))" = A (v°(x))" (22.11)

In particolare, se np & reale, cioé P? = 1, allora P e C' anti-commutano.
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23 T per gli spinori di Dirac
Sia T# la matrice di Lorentz che implementa l'inversione temporale
T:(t,7) — (—t,7) (23.1)
La simmetria dell’equazione di Dirac per inversioni temporali
b(x) = S(T) (T z) (23.2)

& equivalente alla esistenza di una matrice S(T') che soddisfa la relazione

S(T) ' S(T) = ThA" (23.3)
L’esistenza di questa matrice e garantita dal fatto che
= THyY (23.4)

e un automorphismo dell’algebra di Clifford e dal fatto che esiste una sola
rappresentazione di questa algebra a meno di equivalenze. Poiché questo
automorfismo e ottenibile componendo I’ automorfismo

P Ayt — PE A (23.5)
implementato dalla matrice S(P) = npy° con I'automorfismo
LAkt — —A# (23.6)

implementato dalla matrice s,

v’ = -’y (23.7)

deduciamo immediatamente che una matrice che soddisfa (23.3) e

S(T) =nr "7’ (23.8)

dove nr ¢ una fase. In realta I'implementazione della simmetria (23.2) a
livello di spazio di Fock porta ad uno scambio di particelle con anti-particelle.
Pertanto si e soliti definire I'inversione temporale accompagnandola con una
coniugazione di carica, che sappiamo gia essere anch’essa una simmetria dell’
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equazione di Dirac. L’ inversione temporale ¢ pertanto definita non da (23.2)
bensi dalla

T:p(z) = T (x) = S(T) (T " o) (23.9)
con
S(T)' A" S(T) = =T (") (23.10)
La matrice S(T') & ovviamente ottenuta componendo C' con S(T)
S(T) =nry"y°C (23.11)

Notiamo che applicando due volte l'operazione di inversione temporale otte-
niamo

(W' (@)" = S(T) S(T)" (=) (23.12)

S(T)S(T)* = Inr|*7°+° Cygve C* =

= [nr*1°7°~° 2 C C* = —|ne|? (23.13)
Quindi, prendiamo
Inr| =1 (23.14)
cosi che
T° = —1 (23.15)
Nella spinoriale
S(T) =9y’ v° v = nriy® 47 nella spinoriale (23.16)

Confrontiamo le azioni di CT e T C

(¥¥(x))" = S(T) (W) (T 2) = S(T) C* (T ' x) =
= 77T70 Vs
@ (@)= C @) (x) =CST) (T 'a) =
=07’ % (T ' ) (23.17)
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Quindi se vogliamo che C' e T' commutino, dobbiamo prendere nr reale, e
quindi 7y = £1. La scelta convenzionale e

nr =1 (23.18)
e
S(T)=+"y"C
=iyt nella spinoriale (23.19)

24 L’azione di P,C,T sullo spazio di Fock

241 P

Discutiamo ’azione di P sugli operatori di seconda quantizzazione az, € bz,
per un campo di Dirac:

PP (x) = Up dla) Up = Up" apo Up iy, (2) + Up' bF, Uptiy ) (2) =
Do
=D tsonp 0ty (2) +0f np vy, (2) (24.1)
D,
dove abbiamo introdotto una base per le soluzioni ad energia positiva e
negativa dell’equazione di Dirac’:

e—z’px
¢(f;) T)=Upe — 3 T
T oy
(=) eipx
VSN 2) = vgg ——— 24.2
o) = )t ) )

Yo Uz € Yo Upe sono proporzionali, rispettivamente, a u_z_, € v_z_,. Pos-
siamo verificare direttamente nella spinoriale che®

Yo Ujo = —O U_j—q Yo Vo = O V_j—¢ (24.3)

5Nella prossima sottosezione deriviamo la relazione generale tra i vettori di pola-
rizzazione vz, € up,, che fissa la normalizzazione di vz, in termine di quella di
Up.o-

611 fatto che e o Vp,o Slano proporzionali,rispettivamente, a u_z _, € v_z,_o, discende
direttamente dal fatto che 4° anti-commuta con % e quindi commuta con lo spin J’: se lo
spin non cambia e I'impulso si inverte ’elicita cambia di segno. Il fattore di proporzionalita
puo essere calcolato in una qualunque rappresentazione ma non dipende dalla scelta di
questa.
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da cui
Yo ¢]({;) (7?—1 x) 0'1/)_';) U( ) Y %(1—0) (73—1 I) — g@[)(__ﬁ?_g(x) (24'4)
Quindi
UI;1 aﬁya UP = _UUP a*]_)‘,fo' U];l b;»p UP = O"]7P biﬁ‘,
ovVVvero
Ustal, Up=—onbal 24 6
p Uz, UP ONpQ_z_» ( . )

Da qui deduciamo 'azione della parita sugli stati di singola particella

Up'al, [0) = —onpal;_,0)
Up' bl 10) = onpbl 5, [0) (24.7)

Se P2=—lenp==+i

U;l a;ria |0) = :tiaaT_IZ_ |0)

o

Up'bl, 10y =+iob . |0) (24.8)

Notiamo che una coppia particella-antiparticella ha parita intrinseca negativa

Up' a;ﬂ sz7,0 |O> —a*npnp a_p obT_p . 10) =
= —a! 0) (24.9)

—p, J—p—a

24.2 C

Consideriamo ora 1’azione di C

~

V() = U (@) Ue =Y Ut ago U (x) + Ugh bl U vl ) (x) =

j e
—Z al, C (W)Y (@) + b0 C (8)) (2) (24.10)
Si osservi che
ipT
O () (@) = Cuy (24.11)



ovvero C (1/11(;;))*(1:) ¢ una soluzione ad energia negativa —wy e tri-momento

—p. Inoltre, da

l

J. u5, = oug, J, = 5 v, 42 (24.12)
otteniamo
J.Cug, =C 3 aeal ug, = —0Cug, (24.13)

: () N . : .
In conclusione C' (15, )" () ¢ una soluzione ad energia negativa con momento
—p e spin —o. Possiamo identificare C' (iﬂ,(;;))*(x) con le soluzioni ad energia
-)

negativa che abbiamo denotato con 1/);0 () e porre

_ *
Vg = C (0

_ *
Uy = C (g

45 (@) = C (W) (@) (24.14)

In effetti, le coniugate complesse di queste funzioni, che vanno identificate con
le funzioni d’onda delle anti-particelle associate agli operatori b;a, soddisfano

C (5" (x) = 453 (a) (24.15)
come consegue dalla relazione C'C* = 1. In conclusione
P(a) =D al vk (@) + b ) () (24.16)
p,o
e
Ug' agoUc =bse  Ug'bl, Uc=al, (24.17)

Da qui deduciamo 'azione di C sugli stati di singola particella
Ucal, 10y =0k |0)  Ucbl |0) =al_ |0) (24.18)

Notiamo che una coppia particella-antiparticella ha parita di carica intrinseca
negativa

0) = —al, bl 10) (24.19)

ﬂ?o. p?o.

- ot i
Uc a4 by 5 10) = by 0y
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24.3 T
Consideriamo ora 'azione di T

DT (x) = U d(a UT—Z Uz a0 Up 05 () + Up ' bf Up o) (2) =

=Y af, S ﬁ,(,> (T ) + by S(T) (WS (T~ ) (24.20)

Si osservi che

S(T) (S (T~ ) = 1077 ) (T~ ) =
5.0 i (Th)z i (Th)w 1o

= — V.o — 3 1 — U__:Uﬁ .
e (2m)2 (2wp)? i (27)2 (2wy)?

e una soluzione ad energia positiva con tri-momento —p e spin —o. Inoltre
possiamo verificare direttamente nella spinoriale che’

Vg =1(20) A5 Up—o

Upo = —1 (2 J) 75 Up,—o (2422)
Quindi
S(T) (W (T w) = (20)iv")_(2) (24.23)
Analogamente
S(T) WEN (T o) = =74 05 (T 2) =
= 5y, ﬂ = Py, e*i(Tp)x 1:
" (27)2 (2wp)? T (27)2 (2wp)?
20 e 209" () (24.24)
=201V p_¢———7=—201¢ 5 (v .
T 2m) 2wy i

e una soluzione ad energia megativa con tri-momento —p e spin —o. In
conclusione

O () = Z Uz ago Up S (2) + Up b Ur o) (2) =

O'

_Z ~20)ial ;W (2) +20ib_5_ 505 ) (2) (24.25)

1 fatto che v° uz, sia proporzionale a v;_, discende direttamente dal fatto che »°
anti-commuta con y* e commuta con J,. Il fattore di proporzionalita puo essere calcolato
in una qualunque rappresentazione ma non dipende dalla scelta di questa.
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Quindi

Ur' apoUr = —20ia' ,_ Up'bl Ur=20ib_s_,

Ulal Up=20ia_5_, Up'bs,Ur=-20ib ;  (24.26)

Il fatto che Ur scambi operatori di creazione con operatori di distruzione,
indica che, sullo spazio di Fock, Ur € un operatore anti-unitario:

(Ur b1, Ur iha) = (Y2, 1) (24.27)

24.4 Decadimento di un vettore V in una coppia di
vettori (W, W)
Consideriamo un processo di decadimento di una particella vettoriale reale V'

di massa M in una coppia particella-antiparticella di vettori carichi (W, W)
di massa m:

Vs W+W (24.28)
Sia p il quadri-impulso di V, k e k i quadri-impulsi di W e W rispettivamente:
p=k+k (24.29)

Siano €}/ (p, A), €}/ (k, o) e €]/ (k,7) i vettori di polarizzazione delle particelle
V. W, W, dove A ¢ lo spin lungo I'asse delle z nel sistema di riposo di V, e o
e 0 sono le elicita di W e W.

L’ampiezza relativistica invariante ha la forma
M\, p;0.k;5,k) = ¢, (p,\) &) (k,0) &) (k,0) J** (k. k) =
= M(\, 0,0;0) (24.30)

dove 0 ¢ la direzione del 3-momento & lungo T'asse delle z nel sistema di
riposo di V

p=(M,0)
M - -
k= (7, |k| sin0,0, |k| cos®)
M . .
k= (—,—|k| sinf,0, —|k| cosf)

2 9
k| = VM2 —4m? (24.31)

| —
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24.4.1 Invarianza di Lorentz

Sia k il 4-impulso del W per 6 = 0 nel sistema del centro di massa
- M .
F=(50,0,]F) (24.32)

e sia R,(6) la matrice di Lorentz 4 x 4 che implementa le rotazioni di un
angolo 6 lungo l'asse delle y. La definizione che abbiamo adottato in Eq.
(16.56) per i vettori di polarizzazione per W &

(Ry (O, V7 (k,0) = €V (R, (0) k,0) = ¢ *(k, 0) (24.33)

Infatti R, () €V (k, o) & un vettore di polarizzazione con impulso R, (0) k = k,
perché la condizione di trasversalita e invariante di Lorentz. Inoltre ¢ un
vettore di elicita o perché l'elicita commuta con R, (0)°.

Esplicitamente
W“(k: 0) = (\% MQS;;IQ 0 MQ(;SLSQ)
w cos 6 7 sin @
e’ Mk, £1) = ( /2 i7§ — /2 ) (24.34)

Consideriamo ora I'azione di R, () sul vettore di polarizzazione €": poiché
nel sistema del centro di massa R (9) p = p, abbiamo

(Ry(0)", " (p ZDSA (p. ) (24.35)

dove DM () & la matrice 3 x 3 che implementa le rotazioni lungo I'asse delle
y di un angolo # nella rappresentazione di spin 1:

cos 6 si?; — Sf};
sin O 0 .26

DW(9) = s cos? 5 —sin" g (24.36)
511/1; — sin? g cos? g

Pertanto 'invarianza dell’ampiezza (24.30) per rotazioni R, () implica che
M(X,0,5:0) = € (p, N &) (k, 0) &) (k,5) J“*(k, k) =
= D) e (0. X) &) (h,0) & (h, ) T (h, ) =

=" DRAO) M(X, 0,5;6) (24.37)
)\/

8Questa relazione fissa la normalizzazione di EZV(]{}7O') una volta fissata la mnor-

malizzazione dei €V (k,o): la normalizzazione di questi ultimi & stata scelta in
(16.61).
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ovvero
7:6) = > DUM(=0) M(X, 0,53 0) (24.38)

In conclusione l'invarianza per rotazione determina le ampiezze per un angolo
0 in termini delle ampiezze ad angolo # = 0. La conservazione del momento
angolare lungo z implica inoltre che le ampiezze per § = 0 diverse da zero
sono quelle che soddisfano la regola di selezione

A=0c—0 (24.39)
Pertanto ci sono al piu 7 ampiezze ad angolo zero non nulle, che possiamo
parametrizzare in termini dei parametri complessi a;, 2 =1,...7
aq 0 0
M(0,0,5;0)=| 0 ay O
0 O
0 0 as
M(1,0,5;0)=1as 0 O
0 0 0
0 ay 0
M(=1,0,5;0)=1 0 0 0 (24.40)
Qg 0 0
Le ampiezze ad angolo 6 dipendono dagli a; nel modo seguente:
a, cosf —\ﬁ sin 6 —75 sin 6
M(0,0,5;0) = —;—45 sinf  a cosf 0
—7% sin 6 0 as cos
%sinf  —ar sin® 2 a5 cos? &
M(1,0,5;0) = | a4 cos® 5 9 —% sin 6 0
—ag sin g 0 % sin 6
2osing  a cos?$  —az sin® ¢
M(-1,0,6:0) = | —assin®§ % sind 0 (24.41)
ag cos® & 0 2 sind



24.4.2 Invarianza per P e C

Ne sistema di riposo di V'
v V _ \%4
P, e, (p,A) = —¢, (p, \) (24.42)

Questa relazione e coerente col fatto che la partita P commuta con lo spin
J, e Pp = p. Il segno meno riflette il fatto che sotto inversione spaziale i
3-vettori spaziali cambiano segno. Analogamento a quanto discusso in Sezio-
ne (24.1) nel caso degli spinori di Dirac, deduciamo da (24.42) che 1’azione
dell’operatore di parita sugli stati di singola particella V' con spin definito A
nel sistema di riposo e momento p = (M, 0) &

Up'al |0) = —npal |0) (24.43)
se np € la parita intrinseca del campo V
Up' VH(x)Up = np P*, V(P x) (24.44)

Per quanto riguarda i vettori di polarizzazione delle particelle W, ricordando
la loro definizione dei €, (k, o) in (24.33), (16.68) e (16.69), otteniamo, sempre
nel sistema di riposo del V:

PreV (ko)=Y (k,—0) (24.45)

I3 p

Nel membro di destra compaiono rispettivamente k e —o perché Pk = k e
perché la parita anti-commuta con l'elicita. Con una scelta arbitraria delle
normalizzazione dei vettori di polarizzazione potrebbero in linea di principio
apparire dei segni, ¢, nel secondo membro, con la restrizione che 1 = ¢3 =
c;1c_1, che deriva da P? = 1. I segni ¢, risultanto tutti uguali ad 1 con la

normalizzazione degli €V (k, o) fatta in (24.33), (16.68) e (16.69). Pertanto,
se indichiamo con Al%o 1 creatori associati al W abbiamo

Up AL j0)y=A"__|0) (24.46)

—k —o

La parita intrinseca del W e irrilevante nel processo in questione, in quanto
il W & accompagnato dal W e la parita intrinseca della coppia bosonica &
+1.

In conclusione 'invarianza per parita dell’ampiezza (24.30) equivale all’i-
dentita

P: M\ 0,0;0) = —np M(\,—0, —7;0 + ) (24.47)



D’altronde scrivendo I'ampiezza in forma covariante ed usando le (24.42) e
(24.45) ottiamo

Pr Mo :0) = (p. \) e (ko) &Y (F o) S0k, ) =
= _EX(pv )‘) EEV(]{7 _U) ézv(k;’ _6) mep(k7 k) PJ =
=—-PyM(\ —0,—7;0 + ) (24.48)

dove P; ¢ la partia del tensore J**?(k, k). In altre parole
Py =1np (24.49)

In definitiva se np = 1 (np = —1) allora un’ampiezza invariante per parita
deve essere descritta da un tensore J#*?(k k) di parita pari (dispari).

Inoltre I'invarianza sotto una rotazione Ry () collega le ampiezze a 6 con
quelle a 6 + 7 nel modo prescritto dalla formula (24.38)

Ry(m) : M\ 0,6;0 +71) = —-M(=X\,0,5;0) (24.50)
in quanto
-1 0 O
DYy =10 0 -1 (24.51)
0 -1 0

che si ottiene dalla (24.36)" Sostituendo la (24.50) nella (24.47) possiamo
quindi riscrivere la richiesta di invarianza per parita in termini delle ampiezze
con # fissato

P: M\ 0,6;0) =np M(—\,—0,—37;0) (24.53)
Questa identita e equivalente all’identita tra ampiezze a 0 =0

P ap =mnpap G =1npaz as=71npay a4 =71pag (24.54)

9Questo & anche dedotto dalle

(Ry(ﬂ'))uu 61‘//(p7 >‘) = _el‘j(pv _/\)
(Ry(m)),” &) (k,+) =€) (k, £) (24.52)
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Quindi per np = 1 l'ampiezza invariante per parita dipende quindi da 4

parametri indipendenti, mentre per np = —1 i parametri sono 3 perché a; =
0.
aq (1 + 77p)/2 0 0
M(0,0,5;0) = 0 as 0
0 0 7npag
0 0 as
M(1,0,5;0)=|as 0 O
0O 0 O
0 npas 0
M(—1,0,5;0) = 0 0 0 (24.55)

L’operatore di coniugazione di carica C agisce sul vettore di polarizzazio-
ne del vettore neutro attraverso moltiplicazione per la sua parita di carica
intrinseca

C: (M) =nce (v, A) (24.56)

C manda invece il vettore di polarizzazione di W in quello di W: pertanto
equivale a scambiare (k, o) con (k,d) nell’ampiezza:

M(N, 0,0:0) =nc M(N\,0,0;0 + ) (24.57)
Usando l'invarianza sotto R, (m) questa identita si riscrive
C: M\, 0,5;0) = —nc M(—=X,a,0;0) (24.58)
In termini delle ampiezze a 6 = 0 le (24.58) si riscrivono
C:aip3=—Ncaias as = —nc ag as = —ncar (24.59)
Pertanto le ampiezze a A = 0 sono non nulle solo se
ne=1=a123=0 (24.60)

L’invarianza simultanea per P e C' implica invece che tutte le ampiezze con
A = %1 sono identiche a meno di segni

P and C as = —npNc a4 ag = Np a4 ar = —-ncay (24.61)
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Se nce = —1 le ampiezze invarianti sotto P e C' dipendono quindi da 3
parametri indipendenti:

a; cosf —\“/—45 sin 6 771\754 sin 0
M(0,0,5;0) = \“/% sinf  ay cosd 0
”?‘4 sin 6 0 np as cos
o sind —ay sin® 4 npay cos? 2
M(1,0,5;0) = ay cos® ¢ 42 sind 0
—Np a4 Sin g 0 np \[ sin @
% sin 6 ay cos? g —Np ay sin? g
M(=1,0,5;0) = | —aqsin*& 2% sinf 0
npay cos® 4 0 np %% sinf
ne = —1 (24.62)
mentre per ne = 1, le ampiezze dipendono da un unico parametro
0 \% sin 6 m;gm sin 0
M(0,0,6;0) = | —% sinb 0 0
’7’\)/?4 sin 6 0 0
0 a4 sin’ g Tp A4 COS g
M(1,0,5;0) = ay cos® § 0 0 (24.63)
—1p aq sin® § 0 0
0 —ay cos’4  —npay sin® 2
M(=1,0,5;0) = —ay smgg 0 0
npoy cos® § 0 0
ne =1 (24.64)

24.4.3 Ampiezza invarianti pari per P

Cerchiamo la forma piu generale delle ampiezze invarianti invarianti per pa-
rita, scrivendo tutti i possibili contributi tensoriali alla corrente J***(k, k)
covariante che si possono formare con i due 4-vettori k e k ed il tensore
metrico g,

My (k k) = e &) &) T (k. k) =
L/ ZV Z_V c1 gM k”—i—czg’)“k +

+e3 g7 (k" — k") + W kP kY (k" — kM) (24.65)
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dove abbiamo tenuto conto delle condizioni di trasversalita

ke =k-V=(k+k)-¢ =0 (24.66)

Vediamo che in effetti 'ampiezza pari sotto parita dipende da 4 parametri, in
accordo con l'analisi della sottosezione precedente. Lasciamo come esercizio
dimostrare le seguenti relazioni tra i parametri ¢; e le ampiezze a 6 = 0
definite in (24.55)

ay M X M2 X M2
a9 B
VAE —dm2
ay . M
I —dm2 2m !
M
a5 ¢ (24.67)

VM2 —4m?2 T 2m

La coniugazione di carica scambia (k,o) con (k,7), e quindi equivale allo
scambio di v con p in J#P(k,k). Pertanto per nc = —1, J¥"?(k, k) deve
cambiare di segno sotto questo scambio e quindi

ne = —1 €1 = —C (24.68)
e 'ampiezza dipende da soli 3 parametri indipendenti:

MEEW (&, k) =6 e Jrve(k, k)
VA AT (o) (g k- R+
v, 1. C4 1.V 1.
+c3 ¢ P (k'u - k#) + W kP k (k“ - k'u)] (2469)
in accordo con 'analisi nella sottosezione precedente. Si noti che la corrente

in questo caso ¢ anche automaticamente conservata. Se invece ne = +1
allora

ne =1 C1 = Cy c3=c4=0 (24.70)

cioe 'ampiezza dipende da un unico parametro, sempre in accordo con l’a-
nalisi nella sottosezione precedente.
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24.4.4 Ampiezze invarianti dispari sotto P

In questo caso I'espressione tensoriale piu generale per la corrente ¢

MESE(k, k) = e &) & Jmve(k, k) =

dispari

=€, € W[b e ko kg kP + by € ko kg K +

b3 €77 ko kg (K" — k™) + by €7 ko + by e k,] (24.71)

Quest’ampiezza sembra dipendere da 5 parametri indipendenti, mentre I’ana-
lisi della sottosezione precedente ha determinato che le ampiezze indipendenti
dispari per P devono essere 3. In effetti se si tiene conto che i vettori di po-
larizzazione e i 4-momenti soddisfano sia le equazioni di trasversalita (24.66)
che le condizioni di “mass-shell”:

B =kK=m> (k+k)?=M? (24.72)

esistono 2 relazioni lineari tra le 5 strutture tensoriali in (24.71). Per esem-
pio, le sequenti 2 combinazioni lineari delle strutture tensoriali in (24.71) si
annullano:

e &) & [ ko kg k” — "% ko kg kY + €77 ko kg (K — k") +
1 1 _
+§ (M? — 4m?) e"P* ko + 3 (M? —4m?) ek, =0
e & eV (2™ ko kg kP + 2 ki kg kY +
+M2 P ko 4+ M? P K, = 0 (24.73)

Possiamo quindi mettere a zero 2 dei parametri b; e, per esempio, scegliere

MEIT (k&) = € & & [by €7 ki kg (K" — k) +

dispari

by €P Foo - bg VPO ] (24.74)

in accordo con le conclusioni della sottosezione precedente. Lasciamo come
esercizio determinare le relazioni tra i parametri b3 4 5 € le ampiezze ad angolo
6 = 0.

Questo caso esemplifica 1'utilita dell’analisi in termini di ampiezze fra
stati di elicita definita: abbiamo visto nella sezione (24.4.2) come l'analisi
di queste ampiezze determini in modo immediato il numero dei parametri
indipendenti di una generica ampiezza. D’altra parte, in alcune situazioni,
come questa, non sembra sempre semplice identificare le relazioni lineari che
sussistono “on-shell” fra le varie possibili strutture tensoriali — indipendenti
“off-shell” — che concorrono a formare una data ampiezza.
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24.5 Decadimento di un vettore V' in una coppia di
fermioni (¢, )

Consideriamo un processo di decadimento di una particella vettoriale reale
V' di massa M in una coppia particella-antiparticella di fermioni di Dirac
carichi (¢, 1) di massa m:

V =+ (24.75)
Sia p il quadri-impulso di V, k e k i quadri-impulsi di ¢ e 1) rispettivamente:
p=k+k (24.76)

Siano_e)j(p, A), u(k,o) e v(k,a) i vettori di polarizzazione delle particelle
V1,1, dove A ¢ lo spin lungo I’asse delle z nel sistema di riposo di V', e 0 e
& sono le elicita di 1 e 1.

L’ampiezza relativistica invariante ha la forma

M\, p;o,k;6,k) = €, (p, A) u(k, o) J*(k, k) v(k,) =
= M(\, 0,0;0) (24.77)

dove 6 ¢ la direzione del 3-momento k lungo T'asse delle z nel sistema di
riposo di V

p=(M,0)
M - .
k= (7, |k| sin @, 0, |k| cos )
M . .
k= (7,—|k:| sind,0, —|k| cos @)
- 1
K = SVZ —dm? (24.78)

24.5.1 Invarianza di Lorentz

Sia k il 4-impulso del fermione v per 8 = 0 nel sistema del centro di massa

M
(77
e sia R,(f) la matrice di Lorentz 4 x 4 che implementa le rotazioni di un
angolo 6 lungo I'asse delle y. Abbiamo, ricordando la (16.56), che

S(R,(6)) u(k, o) = u(k, o) (24.80)

k 0,0, |k|) (24.79)

108



Per quanto riguarda il vettore di polarizzazione €, abbiamo visto nella
sottosezione precedente

(Ry(0)," ey (0, A) = >_ DA(O) € (p, X) (24.81)

o./

dove DW(#) & la matrice 3 x 3 che implementa le rotazioni lungo I’asse
delle y di un angolo 6 nella rappresentazione di spin 1, in (24.36). Pertanto
I'invarianza dell’ampiezza (24.30) per rotazioni R,(#) implica, esattamente
come nel caso nella sottosezione precedente, che

M(N\, 0,5;0) ZD/\,/\ M(N,0,5;0) (24.82)

Le ampiezze non nulle per # = 0, tenendo conto della conservazione dell’eli-
cita,

A=0—0 (24.83)

sono in generale quattro

M(0,0,5:0) = <“6+ 0 >

0 ay

M(l,a,&;o)—(o 0) M(—1,o—,a;0)_<0 0)(24.84)

a—_4 O
Le ampiezze invarianti ad angolo # dipendono quindi dalle quattro ampiezze
a @ = 0 nel modo seguente:
a,, cos —2=sinf
M(0,0,50) = ( o V2 )

a .
7 sinf a__ cos@

“£ sinf  ay_ cos?
M(l,a,&;@):( V2 20 :__ )
—a_y sin” g sin 6
4 §inf  —a,_ sin? 2
M(=1,0,5;0) = < V2 a_*_ ' 2) (24.85)
a_4 cos” g 7 sin
24.5.2 Invarianza per P e C
Abbiamo gia visto che nel sistema di riposo del V'
v V _ 1%
Py € (p7 >‘) = € (pv >‘) (2486)
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Corrispondentemente 'operatore di parita Up agisce sullo stato di singola
particella del campo vettore V', di impuso nullo e spin definito A lungo z,
secondo la

Uyt AL [0) = —npal |0) (24.87)

dove Ay ¢ il distruttore di V' e np la parita intrinseca di V.
Ricordando le (24.3), 'azione di P sugli spinori nel sistema di riposo del
V,e

Y ulk,o) = —ou(k,—o) Yolk, ) =cv(k,—a) (24.88)

e corrispondentemente l’azione di Up sugli stati di singola particella dei
fermioni

Up'al [0)=—ora’ . 0)

k,—
Up'b' - |0y =anebl |0) (24.89)

se ap e b_p_sonoidistruttori dei fermioni I e F con stati di elicita definiti
e nr la parita intrinseca del fermione.

In definitiva U'invarianza per parita dell’ampiezza (24.30) equivale all’i-
dentita

P: M(\ 0,6;0) = oonp M(\, —0,—7;0 + ) (24.90)

Usando ancora una volta il fatto che I'invarianza sotto una rotazione Ry ()
collega le ampiezze a 0 con quelle a 6 + 7'°

Ry(m) : M\ o,0,0+7)=—-M(=\,0,0;0) (24.91)
otteniamo
P: M\ 0,0;0) =—canp M(—\,—0,—07;0)  (24.92)
Questa identita e equivalente alle relazioni tra ampiezze a 0 = 0

P: a,, = —nNpa__ a,_=mnpa_, (24.93)

10 Alternativamente, la (16.56) & equivalente alle relazioni S(Ry(r))) u(k, o) = u(k,0) e
S(Ry(m)))v(k,5) = v(k,5)
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L’ampiezza invariante per parita dipende quindi soltanto da 2 parametri
indipendenti

Mooz = (% 0 )

—Np a4+
(0 as_
M(l,U,U,O)—(O 0 )
(0 o0
M<_1’U’U’O)_(?7pa+ 0> (24.94)

L’operatore di coniugazione di carica C agisce sul vettore di polarizzazio-
ne del vettore neutro attraverso moltiplicazione per la sua parita di carica
intrinseca

C: (€, N)) =ncel(p,N) (24.95)

p p

C inoltre scambia la particella ¥y , con 93 ; e quindi I'invarianza dell’intera-
zione per Ug equivale a'l

C: M(N, 0,0:0) =nce M(N\,5,0;0 + ) (24.96)
Usando l'invarianza sotto R, () questa identita si riscrive
C: M\, 0,5;0) = —nc M(—=X,5,0;0) (24.97)

In termini delle ampiezze a § = 0 le (24.97) equivalgono a

C:ary = —noazs Ay = —MNc a4 (24.98)
Quindi per ne = —1, I'ampiezza dipende da 3 parametri
M(0,0,5,0) = ¢+ 0
707 0-7 - 0 a.
M(1,0,5;0) = <8 ag_)
M(—-1,0,5;0) = ( 0 0) (24.99)
a4 O

M1 segno meno che & prodotto nello stato finale dallo scambio di ag, conb_p_¢in
questa formula incluso nel fattore 7.
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mentre per ne = 1, 'ampiezza dipende da un solo parametro

M(0,0,5:0) = <8 8)
_ 0 a4
M(1,0,5;0) = <0 0 >

M(—1,a,a;o>:( 0 0) (24.100)

—Q4_ 0
24.5.3 Ampiezza invarianti

L’ampiezza pari per P dipende da due coefficienti ¢; e ¢

MYEF (k, B = & () alk, o) J* (k, F) o(k, &) =
& (p) alk, o) [er (k — BV + 7] o(k, ) (24.101)

mentre I’ ampiezze dispari per P dipenda da altri due coefficienti c3 e c¢4:

MYEE (k. F) = € (p) u(k, o) [es (k — k)55 +
+cs " 5] v(k, o) (24.102)

Lasciamo come esercizio verificare che

apy =i (M? —4m?) e —2imey +i M VM2 — 4m?2 e

a__ = —i(M?> —4m?) i+ 2imey + i M/ M? —4m2cq

ay_ :—i\/§M02+i\/§\/MC4

a_y = —iV2Mey —iV2VM? —dm2 ey (24.103)

in accordo con le regole (24.93) per inversione di parita. Per quanto riguarda
C, la coniugazione di carica opera lo scambio (k, o) con (k,) nell’ampiezze
(24.101) e (24.102): gli accoppiamenti ¢1,co € ¢z hanno C' = —1 mentre ¢4 ha
C' = +1, in accordo con l'analisi della sezione precedente.'?

12 Abbiamo assegnato le parita di carica ai bilineari fermionici secondo la regola che
abbiamo derivato in (21.29). Questo potrebbe sembrare scorretto, perché nel derivare la
formula (21.29) abbiamo incluso un segno che teneva conto del fatto che stavamo conside-
rando bilineari di operatori fermionici. Nell’ analisi presente stiamo considerando vettori
di polarizzazione spinoriali, ovvero quantita commutanti e quindi si potrebbe pensare che
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25 Vettori di Polarizzazione

Indichiamo con u(p, o) il vettore di polarizzazione di una particella di impulso
p'e spin o, le cui componenti sono (u(p, o)) = ua(p, o), dove A & I'indice del-
la rappresentazione finito dimensionale del gruppo delle trasformazioni omo-
genee di Lorentz che caratterizza il campo associato. Se A e trasformazione
di Lorentz omogenea, sia S(A) la matrice con elementi (S(A))ap = S(A)ap
che rappresenta A nella rappresentazione in questione. Per esempio, per il
vettore massivo, A = pu con u =0,1,...,3 indice della rappresentazione vet-
toriale, mentre per il campo di Dirac A = a dove a = 1,...,4 & I'indice della
rappresentazione (1/2,0)@ (0,1/2). Il campo relativistico 1 4(z) si trasforma
sotto una trasformazione di Lorentz A secondo la seguente

U(A) : da(z) = S(A)ap ¥p(A " 2) (25.1)
Le funzioni d’onda di singola particella (a frequenza positiva) sono

H e—ipx

V7 @) = wallio) G

(25.2)

Gli stati di singola particella |p, o) si trasformano secondo la rappresen-
tazione irriducibile del gruppo di Lorentz descritta da

vOW o) = (D) S D WA AR (253)

Wi

non dovremmo includere alcun segno extra. Per esempio, il bilineare vettoriale
ty e = u(0,01) Y v(0,09) = 05 yYHug (24.104)
non cambia di segno per la trasformazione di coniugazione di carica
up — v§ = ug vy > uf = vy (24.105)

D’altra parte per us si intende lo spinore us = U fyy = u(6 + 7, 09) che descrive un
fermione che si propaga lungo la direzione 6 4+ 7. Coniugando questa relazione otteniamo
Cu*(0 + m,02) =vg = v(,02). Quindi v; = Cu*(0,01) =v(0 —7,01) = —v(l + 7, 01),
in quanto per gli spinori v(6 + 27,0) = —v(0,0). In definitiva

Yo = u(0,01) Y v(0,02) = D5y u§ = —u(0 + 7, 00) Y v(0 + 7, 01)  (24.106)

In altre parole poiché gli spinori cambiano di segno per una rotazione di 27, compare un
segno extra nella trasformazione sotto C' dei bilineari dei vettori di polarizzazione identico
a quello che compare nell’analisi della trasformazione dei bilineari di operatori, Eq. (21.29).
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dove D, (W (A, p)) ¢ la rappresentazione unitaria del piccolo gruppo che de-
finisce la rappresentazione indotta UM (A). D’altra parte, Eq. (25.2) implica
che

UO@A) : w77 (@) = S(A) ap v (A ) =

e~i(Ap)z
= S(A)apup(p,o) (2 7_(_)3/2 (2 wﬁ)l/Q -
—i (A
— S(A)AB UB(ﬁ, 0) (2 77)3/2 EQZAﬂp)l/Q (iﬁ:) 1/2 (25.4)
Confrontando (25.4) con (25.3) otteniamo
S(A)ap up(P }:11,0 A, p) ua(Ap, o) (25.5)

In particolare, prendendo in questa equazione A = L(p) e p = p dove p ¢ il
momento di riferimento (p = (m, 0) nel caso massivo) e p = L(p) p, otteniamo

S(L(p))ap up(Po, o) = ua(p, o) (25.6)

che esprime il vettore di polarizzazione generico in termini del vettore di
polarizzazione per il momento di riferimento.

25.1 Vettori di polarizzazione del campo di Dirac

25.1.1 Vettori di polarizzazione con spin definito nel sistema di
riposo

Nel caso massivo una scelta conveniente di L(p) ¢

L(p) = R(p) B(|p) R() ™ (25.7)
dove R(]%') & una rotazione che porta 2 in p = %
R(p)2=7p (25.8)

mentre B, (|p]) € un boost (trasformazione di Lorentz speciale) lungo 1'asse
z, corrispondente ad una velocita v = Iﬂ
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Una scelta usuale per i vettori di polarizzazione ua(py, o) € quella di
prenderli autostati del momento angolare J, lungo 'asse delle z: nella rap-
presentazione (detta spinoriale) delle matrici gamma in cui

(1) 2T (3 e

il momento angolare ¢ rappresentato dalla matrice

?

=12 (G ) (25,10

03

J

Pertanto i vettori ua(py, o), che soddisfano 1’equazione di Dirac per p* =
(m,0),
(7" = m)u(po, o) =0 (25.11)
SOno
ua(Po, o) = vVm (W, wy) (25.12)

dove w,, 0 = % sono gli autovettori a due componenti di o3 con autovalore

+1:
w+:<é) w:((l)) (25.13)

La normalizzazione di (25.12) ¢ stata scelta in modo che

W(po, 0) " u(Po, o) = 2m (25.14)
Sia
p=1p] (siné,0,cosh) (25.15)
Allora
1 0 0 0
RG) = R@) =% =| 0 00 0 o (25.16)
0 —sinf 0 cosf

dove J, ¢ il generatore delle rotazione lungo ¢ nella rappresentazione vetto-
riale, mentre

coshd, 0 0 sinhd,
0, K. 0 10 0
B.(|p]) =e = o 01 o (25.17)
sinh?, 0 0 coshd,
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dove

tanhv, =v = Ipl (25.18)

Wp

e K, e il generatore dei boost lungo Z nella rappresentazione vettoriale.
La matrice che implementa la rotazione R(p) sugli spinori di Dirac, con
la scelta (25.9) delle matrici gamma, ¢

sy = ()" o) 25,19

e

mentre quella che implementa il boost B,(|p]) €

%197,03 0
S(B:(Ipl) = (e 0 e_;ws) (25.20)

Pertanto

—

) u(po, o) =

675002 0 8% Vp o3 0
- 0 eféeog 0 87%19,,03 X

i 1 A
e 2072 e3Vros g3002 0 VM we
0 e 2002673003 0300 Vmuw,
e—%@ag e%ﬂpag e%@az Wy

= \/T_n (e_geag e—%ﬁpdfg e%eaz wa) (25-21)
Tenendo conto che
e 2072 5,297 = cosf o3 + sinf o (25.22)
abbiamo

6_%902 e%ﬁpag e%@ag —

i v Uy
— ¢ 2792 (cosh ?p + o3 sinh ?p) 2002
v, . .0, .
= cosh o + sinh 5 (cos@ o3+ sinfoy) (25.23)
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In conclusione i vettori di polarizzazione nella rappresentazione spinoriale
(25.9) delle matrici di Dirac si scrivono

Lo [cosh %‘7 + sinh %” (cos@ o3 + sinfoy)| w,
u(p, o) = v/m ( [cosh %” — sinh ﬁp (cosf o3 + sinfoy)| w,

B ([cosh%" + sinh7p - 0] w0> B
m ’L9 — -
- 0w,

[cosh %p — sinh 22
1 [\/wﬁ—i—m—l—\/wﬁ— 7w,
= < ]ZUU) (25.24)

_\/_ [\wy +m — \/wﬁ_m|

Da questo deduciamo che

4L lELl’Ul ilh@l El»@l

—09 [cosh 2 — sinh 71’ % - 0w,
oy [cosh 2 2 + sinh %‘7 % Flw, |

v(@,0) =7 u'(p.o) = Vm (

m( [Cosh +smh%%-6’]02w0)_

= 9 7 =
P p P
[cosh 2 7 —sinh 3 & - 0] 09 Wg

—[cosh = % 4 sinh 7,) ﬁ Gl w_g

= (2 U) Z\/E Ip o =

[cosh =& — sinh 7” % 7| w_

= (20) i7" u(p, —o) (25.25)

FEsercizio: Si verifichi che il vettore di polarizzazione (25.24) soddisfa ’equa-

zione di Dirac, (p* vy, —m)u(p,0) =0
FEsercizio: Si determinino i vettori di polarizzazione u(p, o) nella rappre-

cosh -2 w,
sentazione standard. (Soluzione: u(p,o) = v/2m pg S =
sinh 2” 70 We
Wy + MWy
oy —m L dw )
P |71 7

25.1.2 Vettori di polarizzazione con elicita definita

Sia Rx(¢) una rotazione lungo l'asse p. Si ricordi che la scelta (25.7) per
L(p) implica che W(R,p) = R se R ¢ una rotazione. Pertanto, prendendo
A = Ry(¢) nella (25.5), otteniamo

S(R¢)) w(p,0) = Dy o(Rx(0)) u(p, 0") (25.26)
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E possibile dunque scegliere 1 vettori di polarizzazione come autovettori delle
rotazioni lungo ’asse p: denotiamo questi vettori — detti di elicita definita

— con u4(p, o). Avremo:

P owpoo r .
— - J u(p,o) = -ou(p,o 25.27
e (7. ) = 5 (7o) (25.27)
dove JP & il generatore delle rotazioni nella rappresentazione degli spinori di
Dirac. Poiché -
—ifJ 0., p 3
e W J e =—= ] (25.28)
1l
la (25.27) diventa
) 1 )
b {ez%f’ a(p, a)} =30 [ew‘]éj a7, 0)] (25.29)

Nella rappresentazione spinoriale J” & dato dalla (25.10), e pertanto

ap o Ws i0JD ~/
’ =e'""v u(p,o 25.30
() (.0) (25.30)
dove oy, € By, sono detemininati dalla condizione che il membro di sinistra
della (25.30) soddisfi '’equazione di Dirac:
Yo _ O |P (25.31)

Bp.o m

Scegliendo la normalizzazione
(25.32)

a(p, o) a(p, o) = 2w,

otteniamo
Opo = VW + 0’|ﬁ1 ﬁp,o‘ = \VWw— U‘m (2533)

In conclusione:
_a 0 oo
W o) = e @ [ Gpo o) — (© 7 e te )
) Bp.o W e 3002 Bp.o Wo
0 . .8
cos 5 — & Sin 509| oy 5 W

B ( [[cos% —1singo ]]Bpgwo) (25.34)

2 U2 p,oc Yo
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Ripetiamo lo stesso calcolo nel caso della rappresentazione standard delle

matrici gamma:
v —(0 el I (P (25.35)

Il momento angolare ¢ rappresentato dalle stesse matrici della rappresenta-

zione spinoriale
D g 0
J —1/2<0 6’) (25.36)

Pertanto u(p, o) nella rappresentazione standard ¢ dato da una formula iden-
tica in forma alla (25.34)

~ ,1’902 ~
-~ _i0JD o w e 2 (67 w
U(p, O') —e 7,9Jy ( “p,o 0') _ ( . *p,o 0') _

Bp,o We e~ z002 510,0 Wy
~( Gy [cos g — 4 sin 502] Wy (25.37)
N Bp.o [Cosg — ¢ sin gag] Wy '

dove i fattori &, ., e Bp,a sono pero determinati dall’equazione di Dirac per
u(p, o) nella rappresentazione standard:

po (wp —m) = B, , |plo (25.38)

Scegliendo ancora la normalizzazione (25.32) otteniamo

Gpo =\/wp+m  Bpg =0 Jw, —m (25.39)

Dalla (25.37) ricaviamo la soluzione generale dell’equazione di Dirac nella
rappresentazione standard, parametrizzata da uno spinore tridimensionale w
generico:

o - Wy +muw
u(p, o) = ( Jor—Tp- Ew) (25.40)

in accordo con la soluzione dell'ultimo Esercizio nella sottosezione precedente.

25.2 Derivazione alternativa di S(P).

Una derivazione (a la Weinberg) della matrice S(P), piu complicata di quella
data nella sezione 20, che non fa uso dell’equazione relativistica ma parte della
forma esplicita dei vettori di polarizzazione, ¢ la seguente.
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Prendiamo come vettori di polarizzazione quelli di spin definito nel siste-
ma di riposo:

u(p,0) = S(L(p)) u(0,0) (25.41)

Sostituendo questa relazione in quella che definisce ’azione della parita sui
vettori di polarizzazione otteniamo 1’equazione

S(P) S(L(p)) u(0,0) = np S(L(Pp)) u(0, 0) (25.42)

od, equivalentemente

S(p 67%902 e% Ip o3 6%90’2 Wy ef% (0+7) o2 e%ﬁp o3 e% (0+7) o2 Wy
( ) e—%@ag e—%'ﬂp o3 6%002 W, =1Tnp e—% (0+7) o2 e—%ﬁp o3 e% (6+7) o2 Wy

(25.43)
Tenendo conto che .
22 = —jg, (25.44)
e
090309 = —03 (2545)

deduciamo che

i 1 i i 1 i
e—? (0+7) o2 e3 Ipo3 ei.(@-ﬁ-ﬂ') oo Wy B 6_5'602 e 2 Ip o3 e? 0 oo Wy (25 46)
o3 (0+m) 02 =5V 03 o5 (0+m) 02 4, e"2002 03V 03 03002 .

Eq. (25.43) implica pertanto che

S(P) =np (2 é) =np7° (25.47)

in accordo con (20.4).

26 Matrici densita
Introduciamo le quantita

NSD@) =D ual@ o) up(p.o)  NiF@) =D valp.o)vp(p.o) (26.1)

dove uy(p, o) e va(p, o) sono i vettori di polarizzazione associati, rispettiva-
mente, alle soluzioni a frequenza positiva e negativa:

UA(@ O) eipz
(2m)72 (20,17
(26.2)

Go) () ua(pio) ipa (7o) (=)
wA (SC) - (2 71_)3/2 (2wp>1/2 € wA (

x) =
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Denotiamo con K (p) (dove p ¢ il quadrivettore p = (p%, p)) la trasformata
di Fourier dell’operatore d’onda: i vettori di polarizzazione soddisfano allora
alle equazioni lineari

ZKAB up p, PO=w, — ZKAB UB p, )’p():wp =0 (26-3)

Le matrici densita (26.1) soddisfano pertanto le relazioni

ZKAB BC ﬁ)|p0—wp = ZNAB p) Kep(p )|p0=wp =0

Z Kap(—p) Bc (15)|p0:wp = Z NAB (P) KCB(_p)|:D0:wp = 0(26.4)
B B

Le condizioni di normalizzazione sulle funzioni d’onda (26.2)

e~ /

(@) o))y = 6O (5 — ) Gy 00
(BN ) Gy = _(Z1)F 6O (5= 5) 6, (26.5)

dove (—1)f = +1 ((=1)¥ = —1) per spin interi (semi-interi), determinano
delle condizioni di normalizzazione per i vettori di polarizzazione. Per i campi

con spin intero
ZU*AMABUB:ZUZMAngzl (26.6)

mentre per i campi con spin semi-intero

ZuZMABuB:ZvZMABvB:2wp (26.7)
A,B A,B

dove M“8 & una matrice che rende le (26.6- 26.7) invarianti (o covarianti) di
Lorentz. Per esempio, nel caso del campo vettoriale massivo, indicando con
€,(p,0) 1 vettori di polarizzazione delle soluzioni a frequenza positiva e con
e, (p; o) quelli delle soluzioni a frequenza negativa, la (26.6) diventa

e (—=g") e, =1 (26.8)
cioe la M48 deve essere identificata con la matrice g*”. Per il campo di Dirac

invece abbiamo
Z Ur Uy = Z UpVo = 2wy (26.9)

«
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cioe M*? = §* (per cui ambo i membri dell’equazione (26.9) si trasformano
come la componente temporale di un vettore).

Le condizioni di normalizzazione (26.6-26.7) per i vettori di polarizzazione
implicano delle condizioni analoghe per le matrici densita

SN MPA = (27 +1) (26.10)
AB
per particelle (massive) con spin J intero, e
S ONG) MPA = 20,(27 + 1) (26.11)

A,B

per particelle (massive) con spin J semi-intero.
Le relazioni (26.4) insieme alle condizioni di normalizzazione (26.6-26.7)
implicano

Y Kap(®p) N5 (p) = Ax (P = m?) nac
B

> NERPE AP (£p) = AL (p* — m?) nea (26.12)
B

dove nac ¢ il tensore che si trasforma sotto trasformazioni di Lorentz come il
prodotto tensore della rappresentazione S(A)ap associata all’indice A e della
sua complessa coniugata. Queste equazioni implicano che le matrici densita
Nf;) sono (essenzialmente) proporzionali alle matrici inverse degli operato-
ri d’'onda K 4p: la costante di normalizzazione Ay puo essere determinata
tenendo conto delle (26.10-26.11).

26.1 Matrici densita per vettori massivi

In questo caso 'operatore d’onda e
Kl“’(p) - (p2 - m2> Guv — Pp DPv (2613)

Sia NV, ﬁf) (p) un tensore, funzione del quadri-impulso p* che, quando ristretto
a p’ = wy, coincide con la matrice densita N, ﬁf) (p):
NG (D)=, = NG (D) (26.14)
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E chiaro che N&)(p) & determinata dalla condizione (26.14) solo a meno di
termini proporzionali a p*> —m?. Cerchiamo un N/ (p) che soddisfi (26.12):

NE () = A (g — 22Lv) (26.15)

m2

La condizione (26.10) implica

A=-1 (26.16)
per cui
PuPv
N (p) = =5 = g (26.17)

FEsercizio: Verificare la (26.17) partendo dalle espressioni esplicite per i vettori
di polarizzazione €,(p, o).

26.2 Matrici densita per il campo di Dirac

In questo caso 'operatore d’onda e
Kap(p) = (D —m)ap (26.18)

Sia \V. éjﬂc) (p) un tensore, funzione del quadri-impulso p* che, quando ristretto

a p’ = w,, coincida con la matrice densita N, O(;) (p):

N® (D)aglyoze, = NG () (26.19)

E chiaro che N&)(p) & determinata dalla condizione (26.19) solo a meno di
termini proporzionali a p*> — m?>.
Cerchiamo un N, Sﬁ[) (p) che soddisfi (26.12). Si noti che in questo caso le

matrici densita Nfg) (p) si trasforma per trasformazioni di Lorentz secondo
la

NB(p) = S(A) NH(p) ST(A) (26.20)

Questo implica che il tensore nac nelle (26.12) non & una semplice delta di
Kronecker. D’altra parte dalla (26.20) deduciamo

N (p)y® = S(A) NF(p)7° S7(A) (26.21)
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Quindi le relazioni (26.12) si riscrivono

K(Ep) NP (p) 1 = Ax (p* = m?)1
S (P) 4" K48 (£p) = AL (p* —m?) 1 (26.22)

la cui soluziona ha la forma
N (£Ep) 1) = Az (b + m)as (26.23)
La condizione (26.10) implica'®
TrN® (p) = Tr (NE (p)1°)1° = AL 4 (fwy) = 2wy x 2 (26.24)

ovvero
Ay =+1 (26.25)

per cui

(NE)(p) Zu o) a®P(po) =p+m (26.26)

FEsercizio: Verificare la (26.26) partendo dalle espressioni esplicite per i vettori
di polarizzazione u(p, o) e v(p, o).

27 Causalita

Supponiamo di definire gli operatori di campo prendendo una combinazione
lineare arbitraria delle parti a frequenza positiva e negativa:

da(r) = a ol (x) + 505 (x) (27.1)
dove A e l'indice di una rappresentazione di Lorentz generica. Allora
Nzgl—; 71 (z—=")
04(2), 6 Y i)
2 AB p ip(z—1’) 27.9
F|| ;—(2@32%6 (27.2)

13Bquivalentemente, da @™ (p, o) u®) (§,0) = £2m, otteniamo Tr (N(i)(p) fyo) =
+2mx2=A 4m.
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dove

NP () =" u () (W) 5(p) (27.3)

e denotiamo con p il quadrivettore (wgz, p). Siano Nfg’ (p) le matrici funzioni
polinomiali covarianti del quadri-momento p che, ristrette sul mass-shell,
coincidono con le matrici densita (27.3). Le (27.3) si riscrivono

[Da(@), d(a")]; = laP NiH(i9,) Az — 2') +
FIBP NG (10,) Ay (2 — ) (27.4)

dove

Ay(z) = /(d—ﬁei” (27.5)

2m)32w;

Osserviamo che A, (z) ¢ invariante per trasformazioni di Lorentz omogenee
ortocrone. Pertanto se x? < (

Ai(—z) = Ay (x) 7 <0 (27.6)

Infatti, i punti x e —x, se 22 < 0, appartengono alla stessa orbita del gruppo
di Lorentz omogeneo ortocrono, ovvero allo stesso foglio 22 = —C? con C
costante. Inoltre abbiamo visto nelle sezioni precedenti, che l'invarianza di
Lorentz implica che

N 151+B) (+p) =N, é})(—p) per spin interi
N ,51;) (+p) = =N, ,EU_B) (—p) per spin seminteri (27.7)

Di conseguenza

./\/;(‘E) (10,) A (x) = ./\/:E‘;) (i0,) Ay(—x) 2°<0 per spin interi
./\/;(J;) (10,) Ap(x) = —Nj;)(i 9,) A (—x) x* <0 per spin seminteri
(27.8)

Pertanto la richiesta di causalita
[ba(x), (2] 4| o—ary2<0 = 0 (27.9)
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seleziona i commutatori per gli spin interi e gli anti-commutatori per quelli
semi-interi. Inoltre impone di sommare la parte a frequenza positiva e quella
a frequenza negativa con lo stesso peso:

al* = |8/* (27.10)

Con queste scelte (e scegliendo o = § = 1) otteniamo per il commutatore
di due campi per x ed z’ arbitrari ’espressione

N L
6a(0). Sh@), =3 W—;@ [erintes) _ =] (ar11)

28 Propagatori

Definiamo il propagatore per un campo 14 (x) secondo la seguente formula:
—i Aap(,2') = —i Aup(r — 2') = (0| T(Ya(x) ¥} (2') |0) =
= 0(z” — %) [P (@), w7 ()] +
+6(a’ — 2°) W—)*( N (@) =

(@ =2 / sy ¢ wald o) (7o) +
d3 D
Z / i) 4y (5, 0) vy (B, 0) (28.1)

dove ?ﬁ,(f) sono le componenti a frequenza positiva e negative del campo 14 (x)

Ya(e) =5 (@) + 9 (2), (28.2)

ua(p, o) (va(p, o)) sono i vettori di polarizzazione delle soluzioni a frequen-
za positiva (negativa) e il segno superiore (inferiore) corrisponde a campi
bosonici (fermionici). Facciamo uso della rappresentazione integrale della
funzione teta:

o) = ——— [Tas (28.3)
o2mi ) o s+ie '

con € > 0. Eq.(28.1) diventa

3 = 7,,0
—iAap(z) = /—d pdp [e‘i((powf’)t‘ﬁ'ﬁz ua(p, o) ug(p, o) +
2wy (P° + 1 €) ’ ’

o
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Z. d4p e_ipl' ~ L
B (271')4/2“}1) [ (P° —wp +i6);u’4(p’ o) up(p,o) +
eipx . L
ooy i 2 )b )] =
- (27r)4/ 2wy [(po —wp—i-ie)zg:uA(p’ o) up(p; o) +
1

+ > va(—.0) vy(—p.0)| =

(—p° —w, +ie€)

i / Lyt (N5 () F Nip (=7)) |
p

- 2m)*) p?—m?+ielw, 2
(N @)+ N§;<—m>] _
5 =
o dipeire

dove abbiamo definito la funzione del quadri-impulso p*

P (NGB () F Nig (=) | (Nap (7) & Nip (7))

28.5
Wy 2 2 ( )

Pas(p) = |

La differenza tra due propagatori definiti da integrali di contorno che
differiscono per il modo di aggirare una singolaritd nel piano p® data da
p = +w; ¢ un integrale di contorno nel piano complesso p°. Prendendo, per
esemplificare, il caso del propagatore scalare, abbiamo

i dp® a3p 1 —ip
'pr 28.6
/Ciwﬁ 92 /(27T)3p2—m2e ( )
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dove C4,;¢ un contorno chiuso nel piano complesso p° che aggira il punto p° =
“+wy. Siosservi che non abbiamo pit indicato il ¢ € che entra nella definizione
di propagatore in quanto il percorso di integrazione ¢ adesso interamente nel
piano complesso dove l'integrando non ha singolarita . Quindi la differenza
tra due modi diversi di aggirare la singolarita si scrive, scambiando 1’ordine
di integrazione,

dp idp® 1 1 e
21)3 9 0_ .m0 #e -
2m)* Joy,, 27 P°—wp p¥ 4 wp
/ A3y / i dp® 1 1 ipa
= —_— e =
(2m)3 Ciuy 21 p¥ — wy p° + wy

By 1
_ —ipr] 28.
/ 27)% 2w, [ o=ty (28.7)

dove abbiamo applicato la formula di Cauchy per l'integrale di contorno
intorno ad un polo. L’espressione ottenuta e esplicitamente una soluzione
dell’equazione d’onda libera. In conclusione diverse prescrizioni per aggira-
re la singolarita corrispondono a propagatori che differiscono per soluzioni
dell’equazione d’onda libera, come & appropriato per I'inverso dell’operatore
d’onda.

28.1 Propagatore per vettori massivi

In questo caso dobbiamo scegliere nella (28.4) i segni superiori. Abbiamo
dunque

(NP @) - NG (=) N @) - NS (=)

= =0
2 9
(N () = N (=9)  wppi
= (28.8)
2 m?2
mentre
(Noo ) + Noo' (=) _ @i N @+ NS ey
2 Tom2 L 2 - m? + 0y
N(ﬂ‘) N(-_) .
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Pertanto

2
_ Y _ DbiDj
Poo(p) = el 1 P,(p) = - + 045
Poi(p) = p;f’ (28.10)
od, equivalentemente,
PuPv (p2 — m2)
Pun(p) = =557 = G = 00 000 ~——5— (28.11)

Si noti che il termine non-covariante nel numeratore del propagatore corri-
sponde ad un termine nel propagatore A, (z) “locale”, cioe proporzionale
ad una delta function

: 4 —ipT 2 2 ;
! / dpe —5M05V0M]: L §(2)0u0 6,0 (28.12)

(2m)t) p>2—m2+1ie m? m?

Questo termine ¢ dunque sempre rimovibile con una scelta opportuna del
T-prodotto, cosi che possiamo prendere come numeratore del propagatore
del vettore massivo I'espressione covariante

cov p pV
P’ (p) = =5 = 9w (28.13)

28.2 Propagatore per il campo di Dirac

In questo caso dobbiamo scegliere nella (28.4) i segni inveriori. Abbiamo
dunque

(N(P) + N (=p))+°

5 = wp A0 (28.14)
mentre
(N @) - 12\7()(—15”70 — 7 A+m (28.15)
Pertanto
PO =p" —F-F+m=p+m (28.16)



29 Tempi di decadimento e sezioni d’urto

Indichiamo con i e f gli stati iniziali e finali del processo: l’elemento di
matrice S corrispondente ha la forma

Spi =05 +1(2m)* W (Py — P) Tpi =
Mfz‘
IL ;(wiyg)/? (2m)32

L’elemento di matrice My; (ottenuto dalle regole di Feynman senza fattori

1 . . o\ N . . .
Bo) @y Per linee entranti ed uscenti) ¢ invariante di Lorentz.

La probabilita del processo 1 — f ¢ dunque

=65 +i(2m) 0W(P; — P) (29.1)

(Pp—P; | My;|?
dw;_; = (2m)* 6W (P — P)) /d4er(Pf F)=
! ’ [Ty (2wiy) 27
= 2n)* W (P — PV T | Ml (29.2)
P LRy @) |
La probabilita del processo i — f per unita di tempo e:

[L; s (2wif) (27)°

La propbalita per unita di tempo che lo stato ¢ transisca in uno stato con
impulsi che si trovano nella cella d® p dello spazio delle fasi centrata in {p;}
e

_ 4 (4 | M ;]2
dTi; = (27) 5<>(Pf_a)vn 2o @77 H 2wf (29.4)

La formula sarebbe corretta se |i) fosse uno stato normalizzabile dello spettro
discreto, con norma 1. GIli stati |[¢) che stiamo invece utilizzano sono stati
del continuo normalizzati con la delta di Dirac del momento 6(p; — p}): sup-

poniamo allora di essere in un volume finito V', in questo caso p; =~ @ 1
con 71; interi discreti. Pertanto
. \%



dove 05, 7 sono delta di Kronecker. In conclusione, i vettori
K}

- 2 7T 3/2
H\ A (29.6)

sono normalizzati ad 1. La formula per la probabilita di transizione per unita
di tempo (29.4) deve essere dunque normalizzata come segue

V| Mgl? d3p
AT ;= (27)' 6W(P; — P, L ! 29.7
dove N; e il numero di particelle nello stato iniziale.
29.1 Decadimenti
In questo caso N; = 1 e la formula (29.7) diventa
M|? a3 p
AT — (2m) 0@ (P, — pyy M ! 29.8

29.1.1 Decadimento di uno in due

Consideriamo in particolare il decadimento di una particella di massa m in
uno stato finale con 2 particelle. Siano p) , e w|, i momente le energie delle
particelle prodotte nel decadimento. Mettiamoci nel sistema di quiete della
particella che decade, p; = 0, dunque p} = —p, = ' e m = w} + w). Dunque
la (29.8) diventa

1 a3, d® pl
Alssp = = 6O (G| + Fy) 6(w) + wh — m) | My —L =2
21T 2m) (27)2 (B 75) 0l e = m) (M (4w} wh)
a3 p
- 5 o Mi2
1 d QP> d|p'|
— 5 / I Miz
32 712m, (w) +wy —m) [My;] —wawé
(29.9)
Poiché
9| d|p| = wy duwy (29.10)
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la (29.9) diventa

1 L du, dY ||
ATy = 66l (el = g = m) a1 2L
1 1 dSY |p'| 1
- - [Mpi]® = My|? 19| dY (29.11
327T2m1_’_w_/1| f| wé 327r2m2| f| |p| ( )
Wy

29.2 Diffusione di 2 particelle

Prendiamo N; = 2 nella (29.7). In questo caso la grandezza fisicamente
interessante ¢ la sezione d’urto:

dr; My, ? & p
doy ;= —=L = (2m) 6D (P; — P) My H< L (29.12)
f

u/V 4wy wyu 2wy) (2m)3

dove u e la velocita relativa delle due particelle nel sistema del centro di
massa:

u:vl—l—vgzva@:
w1 Wa
_ P tw) (29.13)
Wi Wo

e dunque u/V coincide con la definizione ordinaria di densita di flusso nel
sistema del baricentro. La grandezza nel numeratore della ultima equazione
in (29.13) ¢ un invariante di Lorentz

T= [l (w1 +w2) = \/ (pr p2)? — m2m3 (29.14)

La sezione d’urto invariante e pertanto

doir = (21)*6W(P; — P, Ml by 29.15
Oif _< ﬂ—) ( / l) 47 H (2wf) (27’(’)3 ( : )
f

29.2.1 Sezione d’urto di due in due

Nel sistema del baricentro,

E=zwtw=w+tw, p=pi=-p §=p=—p (29.16)



Eq. (29.15) diventa

2 g3
doip = 6417T2 (5<E—w’l — \/(wi)Q —m3 —|—m§> |]ij1| :}255 —
o 1 |]\4fi|2 |ﬁ|dQ/ o 1 |M’2 |ﬁ|dQ/
64 T wi+wh 64w E?
(29.17)

Puo essere utile esprimere la (29.17) in termini della variabile invariante
t=(p1—p))? =m]+mi— 2w w| +2|p]|p'| cos (29.18)

dove 6 e I'angolo di diffusione. Dunque

dt=2|pl|p'|d cos@ (29.19)
e dQY = —dod COSQZ-M (29.20)
2[pl 17| '
per cui
doi ;= 6417T2 | M ;|2 % (29.21)

Nel caso ci sia simmetria per rotazioni lungo la direzione del moto, I’'ampiezza
non dipende da ¢. In questo caso

1 d(—t) 1 d(—t)
doisy = —— | Mpif? = M =
Oins = Gam Ml 712 B2 o1 Ml —p
1 d(—t)
= — |Mg|? 29.22
167T| sil [s — (my +m2)?][s — (my — my)?] ( )
dove abbiamo utilizzato la relazione
1
I? = 1 [s = (mq +m2)?] [s — (my — m2)?] (29.23)

29.2.2 Diffusione da potenziale

In un potenziale esterno non abbiamo conservazione del momento ma solo
dell’energia: pertanto I’elemento di matrice S si scrive

Spi=6p+2mi6(Ef — E;) Ty (29.24)
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e la probabilita di transizione per unita di tempo

dwz‘—>f

T

_ | Myi? d’py
=271 0(E; — E)) TGw)V 1;[ G am; (29.25)

Consideriamo il caso della diffusione di una particella di energia w in un
potenziale esterno. La (29.25) diventa
| Myif? &°py
2wV 7 (2m)3 2wy

dw;_, f

— 27 6(Ef — w) (29.26)

La grandezza interessante in questo caso ¢ la sezione d'urto. Se v = [p]/w &
la velocita della particella incidente, allora la sezione d’urto differenziale e

do = Wiy

WWing o Cw | M| d*py
= o) 21 6(E; — w) 1;[( (29.27)

2171 27) 20w,

Nel caso in cui nello stato finale si ha ancora una particella (diffusione
elastica) con impulso p, la sezione d’urto e

= = Myi|>d<) 29.2
1= Ty 1602 M (29.28)

30 1l fotone

Si condiderino le equazioni relativisticamente invarianti

O*A,(z) =0
o"A,(x)=0 (30.1)
la cui soluzione generale si scrive
A1) = 3 64F,0) ey + €4(5.0) ————al (30.2)
eI NACE

dove i vettori di polarizzazione con o = +, 3 sono una base dello spazio delle
soluzioni dell’equazione

p'eup,o) =0 (30.3)
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Osserviamo che poiché siamo nel caso massless, possiamo prendere
€u(P,3) = Dy (30.4)

Studiamo la rappresentazione del gruppo delle trasformazioni inomogenee di
Lorentz definita da (30.1)-(30.3). A questo scopo scegliamo un momento di
riferimento

P = w(1,0,0,1) (30.5)

e consideriamo il piccolo gruppo relativo, isomorfo a 1.SO(2). I generatori di
questo gruppo sono {4, B, J3} con

A=JL+K, B=J—K, (30.6)

Lo spazio W; generato dai vettori di polarizzazione €,(p, o) € lasciato inva-
riante dal piccolo gruppo (30.6). W contiene pero un sottospazio invariante
W3 di dimensione 1: W3 ¢ generato da

€u(D,3) = Py (30.7)

W5 non ¢ dunque una rappresentazione irriducibile del piccolo gruppo. Pren-
diamo come altri due elementi della base di W} i vettori

€.(p,£) = (0,6r) & =(1,%i,0) (30.8)

e determiniamo l'azione del piccolo gruppo sulla base {e,(p, o)} cosi scelta.
Abbiamo

00 0 0 00 1 0 0 0 —1 0
Ao 00 0 o, Joooof_ fo o 0 o0
- 00 0 1 100 0]~ 10 0 1
00 —1 0 000 0 0 0 —1 0
000 0 01 0 0 010 0
s_ o000 _frooo|__|100 0
“"looo =1l "looo o]l ""loo o0 -1
00 1 0 000 0 001 0
0 0 0 0
0 0 1 0
B==ilo _1 0 o (30.9)
0 0 0 0
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Sia dunque
w=> a,€p,0) (30.10)

un elemento generico di Wj;. Abbiamo

0 0 -1 0 as i(ay —a)
_ 0 0 0 O ay +a- iy 0 B
Av==i1 1 5 o 1| |iar—a)|~" 0 -
0 0 -1 0 —ag ilay —a-)
= —(as —a-)€e(p,3)
0 1 0 0 as CL++CL_
100 o ay+a | 0 B
Bu==i1g 090 -1 | |ita—a)|™7" 0 -
0 0 1 0 —Aas ar +a_
= —i(ay +a-)e€(p,3)
0 0 0 O as 0
_ 10 0 10 a+ +a— - ay — a_ _
Bo==tlg 210 o |ite—a) | iteetay|™
0 0 0 O —as —0
= a4 €(p,+) —a_€(p, —) (30.11)

Vediamo dunque che benché W5 C W) sia invariante, e
Wi = W3 & Wirans (30.12)
dove Wyuns € il sottospazio dei vettori trasversi
Wirans = a4 €(P, +) + a_ €(p, —), (30.13)
il sottospazio Wi,ans non e invariante:
(@ A+ BB) tyans = [—as (@ +i8) +a_(a+iB)e@3)  (3014)

In altre parole la rappresentazione del piccolo gruppo su W; non ¢ irri-
ducibile (contiene una sotto-rappresentazione invariante W3) ma non & de-
componibile. Non ci sono pertanto equazioni differenziali relativisticamente
invarianti che possiamo aggiungere a (30.1) per ottenere una rappresenta-
zione del piccolo gruppo irriducibile, di dimensione 2, corrispondente alle
polarizzazioni fisiche del fotone.
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Notiamo pero che l'azione di a« A + B Su Wyqns produce un elemento
in W3. Pertanto possiamo definire una rappresentazione del piccolo gruppo
sullo spazio quoziente

Wfotone - ﬁ/WS (3015)

Gli elementi di Wistone sono classi di equivalenza rispetto alla relazione di
equivalenza

€~esed=c+yp YpEW; (30.16)

Si noti che se € € W, tutti gli elementi della classe [¢] appartengono a W,
perché p? = 0. W otone € uno spazio vettoriale di dimensione 2, e se [¢] ¢ un
elemento di questo spazio

(@A+BB)d=[aA+BB)d=0] (30.17)

In altre parole A = B = 0 su Wygone. Pertanto la rappresentazione del picco-
lo gruppo definita da Wy,one € precisamente la rappresentazione corrispon-
dente alla rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz non-omogeneo
associata al fotone. Sottolineamo che Wyyone non € un sottospazio di Wj.

Passando a vettori di polarizzazione con momento generico, abbiamo
quindi che due vettori di polarizzazione che differiscono per un vettore pro-
porzionale a p,, corrispondono a stati fisici identici

€u(p) ~ €u(p) + 7Py (30.18)

Questo vuol dire, che due soluzioni A/ (z) ed A, () delle equazioni di campo
(30.2) sono da considerare come configurazioni equivalenti se differiscono per
una trasformazione di gauge

Al (r) = Ay(z) + 0,(x) (30.19)

Una conseguenza importante e che 'azione delle trasformazioni di Lorentz
sull operatore di campo A, (x) differisce da una trasformazione di Lorentz su
un campo vettoriale per una trasformazione di gauge

UAN) T Au(2) UN) = AL (A (A 2) + 0, QA 2)) (30.20)
Pertanto gli operatori che descrivono l'interazione del campo con la materia,
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/ d*z L;(z) = / d*z j*(x) A, (z) (30.21)
dove j(z) & 'operatore di corrente di materia, sono effettivamente invarianti
di Lorentz solo se

0, j"(x) =0 (30.22)

La condizione (30.22) quando implementata a livello di ampiezze fisiche da
luogo alla identita di Ward dell’ electromagnetismo.

30.1 Propagatore del campo fotonico nella gauge di
Landau

Per implementare 0" A, = 0, consideriamo la densita lagrangiana
1
L= —1 F., F*" +b(z)o" A, (30.23)

dove abbiamo introdotto un campo b(z) scalare reale. Le equazioni del moto
di b(z) riproducono la condizione di trasversalita del campo fotonico:

oL
—_— H e
55(z) 0=0"A4,=0 (30.24)

Le equazioni del campo A, associate alla lagrangiana (30.23) sono
0" F, —0,b(x) =0 (30.25)
Prendendo la divergenza di quest’ultima equazione otteniamo
9*b(z) =0 (30.26)

ovvero b(x) & un campo libero, che puo essere scritto come

b(r) = / #(ﬁﬁe_”’x+ﬂgei”) (30.27)

% \/ 2 Wﬁ
dove come sempre la componente del quadri-momento nei fattori esponenziali
¢ quella associata ad una particella di massa nulla

wy = |p] (30.28)
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Calcoliamo il propagatore per i campi A, e b(x). La trasformata di Fourier
delle equazioni d’onda sono

~* 9" = p"p) Ay +ip, b(p) = 0
A, =0 (30.29)

dove A,(p) e b(p) sono le trasformate di Fourier dei campi A, e b. La
trasformata di Fourier dell’operatore d’onda e pertanto la matrice

KW KBS _2uv+uv 44 pH
K(p) = ( o K55) =( P (30.30)

La trasformata di Fourier del propagatore ha la forma

A A
Gip)=K(p)t= (7w 30.31
w=x0" = (3 3 (3031)

ed ¢ determinata dalle condizioni

K" Aup + KHE) ASp = _(p2 gwj - p'upy> Aup + ipﬂ ASp = (Sg

K™ Aps + K" Ags = —(p° g™ — p" ") Aus + i p Dgs = 0

K5 Ay, + K5 Asp=—ip’ Ay, =0

K% Ays + K Ags = —ip" Ays = 1 (30.32)

Inserendo in queste equazioni la piu generale espressione covariante per A
Aus e Ay, otteniamo

uvs

A1/,0 = a(p2)p1/ Dy + b(p2> Gup

A5p = C(p2) Pp
Ays = d(p®) py (30.33)
L’ultima delle (30.32) implica
d(p?) = - (30.34)
p
mentre dalla seconda ricaviamo
Ass =0 (30.35)
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e dalla terza

A, = a(®) (pupp — P Gup) (30.36)

Sostituendo quest’ultima nella prima

a(p®) p' 0y — p* p" p, alp?) +ip" p, c(p?) = 4, (30.37)
ovvero
APt == clp?) = —— (30.38)
p* p? '
In conclusione o
_ —Gvp+ p2/? ipy
G(p) = ( Piic  pitic ) (30.39)
e

dove abbiamo introdotto al prescrizione causale di Feynman nei denomina-
tori.

Andando nello spazio delle z, otteniamo per i T-prodotti degli operatori
di campo A, (x) e b(x) le espressioni integrali

. d'p —9vp+ 55
_Z<0|T(Ay(x)A,,(O)|o>:/(%)4 p TR i

—1(0[T(b(x) b(0)[0) = 0

—i (0|T(A,(z) b(0)[0) = / %ﬁ e iPe (30.40)

prH+ie

In definitiva nella gauge di Landau, il propagatore per il campo fotonico nello
spazio dei momenti e

—Gup + B
A (p) =i gp;ﬁ (30.41)
Osserviamo che il propagatore per il campo libero b(x) ¢ identicamente nul-
lo. Pertanto nei Feynman non compaiono linee interne associate al campo
b(x). Inoltre il campo b(x) appare quadraticamente nell’azione e quindi non
contribuisce ai vertici: questo rimane vero in una teoria che include cam-
pi di materia carica se l'accoppiamento dell’elettromagnetismo alla materia
coinvolge solo il campo A, e non b(z). Pertanto nei grafici di Feynman non
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compariranno neanche propagatori (0|7(A, b) |0). In definitiva il calcolo delle
ampiezze richiede solo 'uso del propagatore fotonico (30.41). Resta da capi-
re che succede alle ampiezze che coinvolgono particelle b sulle gambe esterne
dei grafici di Feynman. Per capire questo dobbiamo determinare le regole di
commutazione degli oscillatori di b con quelli del campo fotonico A,. Una
questione che discutiamo nella sezione successiva.

30.2 Lo spazio degli stati di Gupta-Bleuler

Nella sottosezione precedente abbiamo discusso le regole di Feynman per il
campo fotonico che si ottengono dopo avere introdotto i campo ausiliario
b(x) nella densita lagrangiana (30.23). In questa sezione vogliamo discutere
lo spazio di Fock associato a questa densita lagrangiana.

Dall’espressione (30.27) per b(x) otteniamo

By &y
—i (0T (b(2) b(0)|0) = [ —= 75
x[Bpe™P* + B5e'*, By + BT (30.42)

D’altra parte abbiamo visto che il propagatore del campo b(x) ¢ identica-
mente nullo

(0T (b(x) b(0)[0) = 0 (30.43)

Pertanto gli operatori 5 e ﬁ;g associati al campo b(x) non soddisfano le
regole di commutazione standard per i campi scalari, ma devono mutalmente
commutare

(85 851 = 8%, B5] = (85, 85] = 0 (30.44)
Consideriamo ora la divergenza della terza equazione in (30.40)

d4p p2
(2m)tp2+ie

i 07 (0|T(Au () b(0)]0) = / vt = 5 () (30.45)

D’altronde il membro di sinistra di questa equazione si puo scrivere come

)|0) — (") [Ao(Z, 0), b(0)] =

—i (0T A, (z) b(0
o(Z,0),5(0)] (30.46)

—i§(2°) [A
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perché 0" A, (z) = 0. Deduciamo che
[Ao(,0),b(0)] = 169)(x) (30.47)
In altre parole b(x) svolge il ruolo di momento coniugato al campo Ag(x).

Consideriamo ora l’equazione d’onda per A,. In presenza del termine pro-
porzionale a b(x) nella lagrangiana, questa ¢

0? A, =0,b(x) (30.48)
La soluzione generale di questa equazione si puo scrivere come

Au(z) = AD(z) + AD(2) (30.49)

dove ALO) (x) ¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea

(30.50)

mentre Aflb) () € una soluzione particolare dell’equazione inomogena, propor-
zionale a b(x)

A/Sb) () = /d4x’ Gr(z—2')0,b(x") o Aib)(x) =0 (30.51)

dove b(x) & dato da (30.27) e Gg(x) & una opportuna funzione di Green.
Sappiamo che la soluzione omogenea si scrive

By |
A(O) xT) = E / — 5 —— \Qps € , 0 e Pt +
% ( ) (2 ﬂ_)% \/m ( P, H(p )

o==+,0
+al, €, (p, 0)e’") (30.52)
dove
plep,o)=0 (30.53)

con €(p, &) i vettori di polarizzazioni fisici e
e (7,0) = i p (30.54)
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il vettore di polarizzazione longitudinale non-fisico.
Poiché vogliamo che €(p, £) siano fisici, imponiamo che gli operatori di
creazione e distruzione fisici obbediscano le regole di commutazione standard

[azh, a;}”,h’] = 0(p'— p) Onw h,h' ==+1 (30.55)

creando cosi degli stati di particella con elicita definita. La relazione (30.47)
impone pero che

dS ”d3 /
908 = 14030, 00) = 14700 = | Bl
p p
x (a0, B5] i wpe' P + [al ), By] (—iwy) e 77) (30.56)

Per soddisfare questa relazione dobbiamo quindi imporre

[az0. B = 6(F—F)  [aky. By] = —6(F— P) (30.57)

Consideriamo allora le combinazioni

AT = % (azo & By)
(A5)" = % (aly £ 85) (30.58)
che soddisfano
(AL (AT =67 —7)
(A5 (A7) = =6(7 — )
A5, (A7) = [45, (A7) =0 (30.59)

Vediamo quindi che i creatori a;’ L€ (A;)Jr creano stati a norma positiva
ma il creatore (A;)T agendo sul vuoto crea uno stato di singola particella
a norma negativa. Lo spazio di Fock H e, associato campi A,(z) e b(x) e
quindi uno spazio vettoriale a norma indefinita. Uno spazio vettoriale del
genere non ammette I’ usuale interpretazione probabilistica che caratterizza
la meccanica quantistica.

La soluzione di questo problema, dovuta a Gupta e Bleuler, consiste nel
definire, preliminarmente un sottospazio H f;sii dello spazio di Fock: H figici
¢ il sottospazio degli stati annichilati dall’operatore distruttore 35

H pisici = {0 € Hroek| Bstp = 0} (30.60)
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Grazie alla seconda delle (30.57) gli stati fisici sono gli stati dello spazio di
Fock che non contengono il creatore a;O, ovvero il creatore associato alle
polarizzazioni longitudinali €,(p,0) = p*. In altre parole H ;s € lo spazio
di Fock generato da a; 4 eda 6;».

H fisici € uno spazio di stati a norma semi-positiva: non ¢ quindi ancora
lo spazio degli stati fisici del fotone H foron;. Quest’ultimo ¢ definito come il

quoziente
Hfotoni = Hfisici/ ~ (3061)

dello spazio di H fisic; per la relazione di equivalenza

W= =+ /d?’mgxﬁ (30.62)

dove xz ¢ un qualunque stato in Hyse;. Ogni classe di equivalenza ha per-
tanto un rappresentante che € uno stato che contiene esclusivamente creatori
fisici a; 4. Tutti gli altri stati nella stessa classe di equivalenza differiscono
da questo stato per una combinazione lineare di stati che contengono creatori
ﬁ;. E importante notare che due stati fisici nella stessa classe di equivalenza

hanno gli stessi prodotti scalari con qualunque altro stato fisico
() = W + [ 58} = () (30.63)

perché uno stato che contiene 5; e ortogonale a qualunque altro stato fisico.
Pertanto i prodotto scalare semi-definito positivo su H s Si proietta su un
prodotto scalare definito positivo sullo spazio quoziente H fotoni-

La questione che rimane da verificare e che lo spazio dgli stati di Gupta-
Bleuler (30.60) sia lasciato invariato dall’evoluzione temporale: questo ¢ as-
sicurato dal fatto che il campo b(x) & un campo libero: se H &1 Hamiltoniana
interagente allora

eiI:It ﬁﬁefililt — efiwﬁt ﬁﬁ (3064)
Pertanto
Bﬁ (e_th wfiSiCO) = e_iwﬁt Bﬁ¢fisico =0 (3065)

ovvero 'evoluto temporale di uno stato fisico ¢ ancora fisica. La matrice di
scattering S pertanto manda stati fisici in stati fisici.
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30.3 Propagatore del campo fotonico in un gauge co-
variante generico

Abbiamo visto che il campo ausiliario b(x) che abbiamo introdotto in (30.23)
per poter definire un propagatore fotonico si disaccoppia dai diagrammi di
Feynman delle ampiezze di scattering e, attraverso il meccanismo di Gupta-
Bleuler, cancella il contributo dei gradi di liberta non-fisici del campo foto-
nico.

Nonostante cio, la specifica modifica in (30.23) della densita lagrangia-
na dell’elettromagnetismo puo sembrare artificiale ed immotivata. In questa
sottosezione mostriamo che esiste in effetti una certa liberta nei termini che
vanno aggiunti alla densita lagrangiana del campo fotonico gauge invarian-
te per poter definire un propagatore. Queste scelte diverse del settore della
teoria che coinvolge il campo b corrispondono a scelte del gauge diverse: esse
sono pero fisicamente equivalenti, ovvero portano alla stessa matrice di scat-
tering fisica. Questa affermazione non ¢ immediata da verificare nel contesto
dell’analisi dei grafici di Feynman: una sua giustificazione piu elegante ¢ de-
rivabile nel contesto della formulazione di BRS della teoria che discuteremo
nella sezione successiva.

Consideriamo una modifica della densita lagrangiana gauge-invariante piu
generale di (30.23)

1
L= = Fu " 4 () 0" A, + % b () (30.66)

dove a € un parametro arbitrario. Per a — 0 riotteniamo naturalmente
la langrangiana associata alla scelta di gauge 0" A, = 0. Per a generico
I’equazioni del moto per b(x) diventano

MA,+ablz)=0 (30.67)
Le equazioni per A, sono ancora date da

0" F,y, — 0,b(x) =0 (30.68)

La trasformata di Fourier dell’operatore d’onda e pertanto la matrice

Kw K PR g Hiph
K(p) = <K5u K55> = ( P g_ip,,p b _g (30.69)
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La trasformata di Fourier del propagatore nel gauge «

a - Al/ Al/
GO =k = (3 37 (30,70

e determinata dalle equazioni
K" Aup + KHS ASp = _<p2 gwj - pMpV) Aup + Z.pu ASp = 55
KM Ays + K" Ngs = —(p* g — p" p) As +ip" Dgs = 0
KA, + K® A5, = —ip’ A, —als, =0
K5V Al,5 + K55 A55 = —Zpy AV5 — A55 =1 (3071)
Inserendo in queste equazioni le espressioni generiche

A, = a(p®) pup, + (%) gu,
A5/) = c(p2)pp

Ays = d(p?) p (30.72)
otteniamo
—szd— OZA55 =1
ia(p®) p*pp +1b(p*) pp — ac(p®) pp = 0
ipt Ass =0
—b(p®) p* 0% + p" p, b(p®) + i pc(p®) pp = 8 (30.73)
da cui
1
2\ __ 2\
b(p”) = _E c(p”) = —E Ass(p) =0
d(p”) = ] a(p”) = pr (30.74)
In conclusione, il propagatore per a generico si scrive
~ _gyp+(1_a)p;’# i Py
G@ (p) = ( p?tie p2+2'6) (30.75)
— ;i". 0
p*+ie

dove abbiamo introdotto al prescrizione causale di Feynman nei denomina-
tori. Il propagatore del campo A, nell” a-gauge ¢ pertanto

(1-a)pvpp
. _gup + 2
Al (p) = £ 30.76
% (p) t p2 + 1€ ( )
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In particolare, la scelta
a=1 (30.77)

definisce il cosidetto gauge di Feynman. Questa scelta ha il vantaggio di
portare ad un propagatore per il campo vettoriale fotonico identico a quello
di 4 campi scalari senza massa

—ig,
ML) = f = (30.78)
Anche per o # 0 il propagatore (bb) del campo b(x) si annulla: pertanto
i diagrammi di Feynman non contengono linee interne associate a b(x). Se
'accoppiamento alla materia avviene sempre esclusivamente attraverso A,,(z)
non ci sono vertici che coinvolgono b(z): pertanto, come nel gauge di Landau,
i grafici di Feynman coinvolgono soltanto il propagatore del fotone.

In generale i singoli diagrammi di Feynman, che contengono linee fotoni-
che interne, dipenderanno dal parametro o che compare nel propagatore. La
conservazione della corrente assicura che 'ampiezza totale ottenuta somman-
do i vari diagrammi per un dato processo ad un ordine perturbativo fissato
risulta indipendente da «. I diagrammi possono quindi essere calcolati in-
differentemente usando il propagatore per una qualunque scelta di «. Una
dimostrazione sistematica e piu soddisfacente di queste ultime affermazioni si
ottiene introducendo una particolare simmetria che soggiace questo sistema,
la cosidetta simmetria di BRS.

31 Introduzione alla simmetria di BRS

L’idea fondamentale & di aggiungere al campo b(z) che implementa il gauge
di Landau

1
'Cbosons = _Z F;u/ Fr + b(l') o AN (3179)

anche due nuovi campi anti-commutanti c(x) e ¢(x) la cui dinamica ¢ data
dalla densita lagrangiana

'Cfermions - 6820 (3180)
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I campi ¢(x) e é(x) sono presi hermitiani. Essendo campi liberi essi ammet-
tono la decomposizione in onde piane

B | |
clx) = — = (cze "PT 4 Cte”’z
)= [ G e )

L d*p
“l) _/(zw)i 2o

(epe"P" +cke'?™) (31.81)

Il propagatore corrispondente ¢

Z'<0|T(c(:c)c—:(0))):_/ﬂ 1

(2m)4p?+ie

e iPY (31.82)

Le regole di anti-commutazione per gli operatori di creazione e distruzione
corrispondenti sono

G eyl = 09— ) (31.83)
Questi operatori generano uno spazio di Fock di stati H.: della forma

ck - o) (31.84)

p1

Il settore bosonico ¢ governato dalle regole per gli oscillatori associati alla
componente longitudinale di A, e a b(z)

lazo, B = 05— 9)  laly, By] = —0(7 — ) (31.85)
che generano lo spazio di Fock degli stati H,, , della forma
B afg - 10) (31.86)

e dagli oscillatori trasversi che hanno regole di commutazione usuali e gene-
rano lo spazio di Fock trasverso H,,. Lo spazio degli stati totale ¢ quindi il
prodotto tensore Hprs = Hez @ Hag v @ Hq,- Si tratta di uno spazio di stati
a metrica indefinita, che quindi non ammette I'interpretazione di spazio degli
stati di un sistema quantistico.

Consideriamo ora l'operatore, detto operatore di BRS:

Q= [ & 5lcr+ 5jed (31.87)
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Si noti che ) ¢ un operatore fermionico. L’azione di ) sugli oscillatori ¢

[Q7C;]+ = [QJE;;]—&- = ﬁ;
Q.80 =0 [Q.a})=ch (31.88)

Analogamente
[Q? Cﬁ]+ =0 [Qv Eﬁ]—i— = 617
Q.85 =0 [Q,a05] =5 (31.89)

Notiamo anche che

Q*=0 Q'=Q (31.90)

Le regole di commutazione di () con gli oscillatori implicano le seguenti regole
con i campi

(@ cf@)] =
Q. Au(@)] = [@, AP (2)] =
7

:/#

]
O
Ql
oun)
8
=
I
=N
—
8
N~—

(@, b(x)] =0

o
%‘
&

= 0 c(x) (31.91)
Consideriamo pertanto la densita lagrangiana totale
1
Lprs = —1 F,, F" +b(x) 0" A, + ¢d’c (31.92)

Dall’ultima delle (31.91) vediamo che la parte gauge-invariante della densita
lagrangiana ¢ anche (Q-invariante

Q (_711 w FM) =0 (31.93)

Inolte la parte non-gauge invariante della densita lagrangiana si scrive, grazie
alle (31.91)

b(z) 0" A, +cd*c = Q (e(x)o" A,) (31.94)

Pertanto anche questa parte della lagrangiana ¢ (Q-invariante. In definitiva
Q@ ¢ una simmetria della lagrangiana totale

@ Lprs =0 (31.95)
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Definiamo allora il sottospazio degli stati annichilati da Q:

Hpisicc = {¢ € Hprs| Q9 =0} = ker Q (31.96)

Osserviamo che il fatto che Q? = 0 implica che gli stati che sono nell’imma-
gine di () appartengono a H f;s;ci:

ImQ = {¢ € Hprs| ¥ = QX, X € Hprs} C Hpisici (31.97)

Gli stati nell'immagine di ) vengono detti QQ-esatti. Questi stati hanno tutti
norma nulla e sono tutti ortogonali a H figici

<Q X1, 77Z1phys> = <X17 Q¢phy8> =0 (31'98)

Lo spazio degli stati del fotone e pertanto definito come il quoziente
H fotoni = ker Q/Im@Q (31.99)

H fisici © conservato dall’evoluzione temporale associata alla densita Lpgs.
Sara conservato dalla evoluzione associata alla Hamiltoniana che include an-
che l'interazione con la materia, a patto che anche essa conservi ). Poiche
I’azione di ) sul campo di gauge e quella di una trasformazione di gauge con
parametro ¢(z), ) & conservato dalla evoluzione temporare totale se I'intera-
zione con il campo di materia ¢ gauge-invariante. In questo caso la matrice
S si proietta su una matrice unitaria che agisce sul quoziente H foton;-
Notiamo che H f;se; € il sottospazio degli stati in Hez ® Hey» @ H,, che
sono 3y e ¢y invarianti: per quanto riguarda il settore bosonico questi so-
no quindi proprio gli stati di Gupta-Bleuler, mentre per quanto riguarda il
settore fermionico, questi sono gli stati che non contengono l'oscillatore ¢;.
Consideriamo ora la lagrangiana corrispondente ad un a-gauge

1
L%rs = —7 Fu F" +b0" Ay + al? + ¢’ (31.100)

Notiamo che essa puo essere riscritta come

1
Lppg = ~1 Fo,F" +Q(co"A,+ach) (31.101)

Pertanto £(®grs ¢ Q-invariante: e lo rimane anche dopo 1’accoppiamento
a materia in modo gauge invariante esattamente come la lagrangiana con
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a = 0 corrispondente al gauge di Landau. E pertanto possibile definire,
in corrispondenza alla lagrangiana nel gauge «, una evoluzione temporale
ed una matrice S unitaria sullo spazio quoziente ker ()/Im(@) — esattamente
come nel caso a = 0.

L’evoluzione temporale sullo spazio totale Hgrs naturalmente dipende
da «, in quanto teorie con « diverse avranno Hamiltoniane diverse. Tali
Hamiltoniane differiscono pero per termini (Q-esatti

H® = HO=9 [0, V,] (31.102)

L’evoluto temporale di uno stato fisico con ’'Hamiltoniana H(® differira per-
tanto dall’evoluto con 'Hamiltoniana H“=% per stati che saranno pure Q-
esatti. Conseguentemente I’evoluzione e la matrice S sullo spazio quoziente
ker @ /Im@ sono ambedue indipendenti da «.

La riformulazione del meccanismo di Gupta-Bleuler in elettrodinamica nel
linguaggio dell’operatore di BRS ) permette di capire in maniera immediata
I'indipendenza dalla scelta di gauge dell’azione per il fotone: tutte le scelte
che differiscono per termini () esatti sono fisicamente equivalenti. Inoltre la
formulazione di BRS ¢ direttamente applicabile anche alle generalizzazione
dell’elettrodinamica come le teorie di Yang-Mills per le quali ’analogo del
campo b(z) non puo essere preso come libero: per queste teorie il meccanismo
di cancellazione dei gradi di liberta non fisici corrispondenti alle componenti
longitudinali dei vettori necessariamente coinvolge anche i campi fermionici
c e ¢ oltre che il campo b(z): gradi di liberta longitudinali dei vettori insieme
quelli associati a b(z), c¢(x) e ¢(z) formano il cosidetto quartetto di Kugo-
Ojima. La supersimmetria () che assicura la cancellazione del quartetto e un
esempio di simmetria topologica.

32 1 fattori di forma dell’elettrone

L’interazione di un elettrone con un campo elettromagnetico esterno ¢ de-
scritta dalla ampiezza invariante

My; = —etig(p2) I uy (p1) Au(k) = _ej;fi Au(k) (32.103)
dove A, (k) ¢ la trasformata di Fourier del campo esterno e

k= P2 — D1 (32104)
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La matrice ['* puo essere decomposta nella base

I = {L, 359", 759", 0"} (32.105)

Poiché I'interazione elettromagnetica conserva la parita, I’elemento di matrice
della corrente in (32.103) deve essere una combinazione lineare dei bilineari

jfi = Ak g uy + B P g uy + Cugy™ uy (32.106)

dove abbiamo introdotto la seconda combinazione linearmente indipendente
dei momenti p; e po

P = p1+ P2 (32.107)

A, B e C sono funzioni scalari dei momenti k e P. La condizione che la
corrente sia conservata

Jhiky=0= Ak tguy + Cug (p, — p,)ur = Ak? U uy (32.108)
impone che
A=0 (32.109)
In definitiva la forma generale dell’elemento di matrice della corrente e
jf = B(K?) P* iy uy + C(K?) i v uy (32.110)

in quanto k2 'unico invariante che si pud costruire con p; e ps, per i quali
p? = p2 = m3. Poiché

1_
W (py = p) = (py =PI w =
(

[y (P, —m) — (m —p )V ur =

k UQUM Uy =

l\DI»—t

1
= —musy"ur + 5712 VP, + P, Y =
= —2mﬂ2 ’7“ U + P U U (32111)

I’elemento di matrice della corrente si puo anche scrivere come
ir= B(k?) (k, tiy 0™ uy + 2m g v uy) + C(K?) g v uy =

2
= (k) oy uy — g(l;) ky iy 0" (32.112)
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dove
fE)=C(k) +2mB(k*)  g(k*) = —2m B(k?) (32.113)

sono fattori di forma adimensionali.
Ricordiamo che

(ﬂgful)* = U ’}/O FT ’)/0 (75) (32114)
Quindi
(17,2 ’7“ Ul)* = Uy ’Y“ U9 (’ag ot ul)* = —U ot U9 (32115)
Abbiamo pertanto che
M;; = —e(j},)" AL (k) =
g* (k%)
2m

La relazione di unitarieta per la matrice S da pero la condizione

= —e Au(—k) [f*(k*) ux 7" up —

(—k‘),/ U ot Ul] (32116)

My — M =0 (32.117)
per k? < 4m?. Pertanto
(k%) = f(k%) g (k*) = g(k?) per k* < 4m? (32.118)

cioe¢ le funzioni analitiche f(t) e g(t) con t = k? sono reali sull’asse reale per
t < 4m?. Questo porta alla rappresentazione delle due funzioni attraverso le
relazioni di dispersione

fi)—1 [ dt' _ f(t')—1 1
) _lmz?d( ) v itic

g(t) :/:o dt’_Sal)) (32.119)

mz T UV —t+1e

33 I determinanti funzionali

33.1 1l determinante per ’oscillatore armonico in 1d

Si consideri il sistema uni-dimensionale descritto dall’Hamiltoniana
~0

iA=L 1v@) (33.1)

2m
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La rappresentazione di Feynman per gli elementi di matrice dell’operatore
evoluzione temporale si scrive

<x2|e #T |ZL‘1 N/dx s, €7 SEDED)] (33.2)

z(T)=zo

dove
Sla(t), i(1)] = / ECseEn) (33.3)

& lazione classica del sistema e N & un fattore di normalizzazione (tipica-
mente divergente) indipendente dai parametri del problema.

II membro di sinistra dell’equazione (33.2) puo essere riscritto in termini
degli autovalori E, ed delle autofunzioni 1, (z) di H:

(wale™#T 1 Z e T (22) (1) (33.4)
In particolare,

/ oot |g) = TyeiT Ze iEpT (33.5)

Nel caso particolare di un oscillatore armonico:

2

Viz) = m;“ 22 (33.6)
le formule (33.4) e (33.5) diventano
(wale™ T ) = fj e Y (5) () (33.7)
n=0
¢ iwT
Tre #TH — 1;—2(” (33.8)

La rappresentazione di Feynman in termini dei cammini z(¢) da per ele-
mento di matrice (33.2) espressione:

faaleH T ) = ok S0 (33.9)
dot( 2+
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dove Z(t) e la soluzione delle equazioni del moto classiche che soddisfa le
condizioni al contorno x(0) = z; e (T) = x5. Cominciamo col calcolare il
termine esponenziale:

S[E(1), 5(t)] = 1/dt[jt( 'x(t))—x(t)(%—l—cf)x(t)] (33.10)

- /dt— (Z()z(t)) = %[i(T}f(T) —:E(O):E(o)]

Dobbiamo dunque determinare z(7T') e £(0) in termini di £(0) = z; e Z(T) =
x5. La soluzione generica delle equazioni del moto si scrive

T(t) = Ae™! + Be ™! (33.11)
Dunque
=A+B xo=Az+Bz2" (33.12)
dove abbiamo posto '
2(T) = ™7 (33.13)

Risolvendo (33.12) in termini di A e B otteniamo

(g):(z*—l_z)(i _11) (i;) (33.14)

Da (33.11) otteniamo anche
()-s( ) ()
() (E )G

- (U7 L) () e

Pertanto 'azione valutata sulla soluzione classica si scrive

S[:E(t),:“c(t)]:%(% ) (_01 (1)> (f((%))):
e (B (5 2 ()
:%(m T3 ) (ZZZ* z4_-2z*) (2)

= m [(z + 2%) (2] + 23) — 4y JEQ] (33.16)
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Sostituendo questa espressione nella (33.9), prendendo z; = z3 = x ed
integrando rispetto ad x otteniamo

im 7 1 _wm(zz"=2)
d:L‘(:L‘|e_ETH|x> = daje (z—?:*)h ?
d? 2
[det(Jz + w?)]
- [
[det(j? + w?)]?
hw(142)
wm (z—1)

- : (33.17)
[det(% + w?)]

N

N|=

Confrontando con 'espressione (33.8) per la funzione di partizione ottenuta
attraverso il formalismo operatoriale arriviamo, in maniera indiretta, alla
seguente formula per il determinante funzionale

d? 9\q1 hr(z2—1)
- R S — A 1
[det(dt2 + w)] o (33.18)
od equivalentemente
2 2 :
det(% +w?) = w”;lh sin(w ) (33.19)

Notiamo che l'operatore differenziale hermitiano e definito positivo che si
ottiene per rotazione di Wick dall’operatore differenziale originario ¢

—— +u? (33.20)

Il suo determinante funzionale si ottiene da (33.19) per continuazione anali-
tica T'— —iT ed e una funzione reale:

d? oy 2mh
det(—@—i-w )= -

sinh(w T') (33.21)

Notiamo che gli autovalori dell’operatore (hermitiano) (33.20) sono

2,2

W +w (33.22)
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conn = 1,2,..., e le autofunzioni corrispondenti sono sin ”;it. Pertanto la

definizione diretta del determinante (33.21) come prodotto degli autovalori
darebbe

d? 9 o1 mn? 9
det(——5 +w?) = g(W + w?) (33.23)

che ¢ un espressione divergente. Consideriamo pero il rapporto dei determi-
nanti

det + w? 2T2
(i = H =) (33.24)
det(— dt? mn
Questo prodotto infinito e convergente e da
o WT?  sinh(wT)
1 = 33.25
0+ =25 (33.25)

in accordo con il risultato ottenuto indirettamente, (33.21).

33.2 Determinanti funzionali e tracce

Sia D(«) un operatore lineare hermitiano con spettro positivo dipendente da
un parametro « (le stesse considerazioni si applicano se a ¢ una famiglia di
parametri o perfino una funzione). Siano 1, e A\,(«) le autofunzioni e gli
autovalori — ambedue dipendenti da o« — di D(«):

D(a) Yn = /\n(O‘) Un (33.26)

Scriviamo il logaritmo del determinante di D(«) nel modo seguente
log det D(a) = log H An( Z log A\, () (33.27)

Dall’identita

1 o0

— = / dT e T (33.28)
0

otteniamo, integrando rispetto a \,, ’equazione

>dT
log A (a) — log May) = — / T [e_’\"(O‘)T — e Mn(a0)T (33.29)
0
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Si noti che la funzione che compare nel secondo membro della Eq. (33.29) ¢
integrabile in quanto per 7" — 0 abbiamo

—% e M@ _ e_A"(QO)T] o [An(a) - )\n(ao)] +O(T) (33.30)
Al contrario, ciascuno dei due termini che compare nel secondo membro
della (33.29) tende alla funzione % per T — 0 e quindi non sarebbe, da
solo, integrabile. Per questa ragione la rappresentazione integrale (33.29)
¢ possibile solo per la differenza log A, (a) — log A,,(ap) e non per ciascun
logaritmo separatamente.

Sostituendo (33.29) in Eq. (33.27) otteniamo una formula per il determi-

nante dell’operatore in termini della traccia del suo esponenziale:

det D(« dT
1 ()T —)\n(ao)
8 Qet D(ag) det D O{() / Z ]
dT
= —/ — [ Tre” D(e)T _ mye=Pleo)T] (33.31)
0

Determiniamo quali sono le condizioni per cui l'integrale rispetto a T' che
appare nel secondo membro di questa equazione (33.31) sia convergente.
L’integrando tende per T'— 0 all’espressione

1
—T[Tre_D(a)T — Tre P@)T] 5 [TrD(a) — Tr D(ay))] (33.32)

Pertanto l'integrale in Eq. (33.31) ¢ convergente solo se la differenza di tracce
operatoriali nella (33.32) esiste. Spesso per gli operatori di interesse le tracce
in questione non sono ben definite: e utile in questo caso definire una versione
regolarizzata della formula (33.31)

1 det. D(a) :_/"odT D(a)T

e\ _ —D(a0) T
og det. D{a) = T [Tre™ Tre ] (33.33)

ed analizzare poi il limite ¢ — 0 per individuare il significato fisico della
divergenza corrispondente.
Problema: Calcolare det D(w) = det(—% + w?) utilizzando la formula
(33.33) per t su un intervallo sull’asse reale di lunghezza L con L — oc.
Calcoliamo per prima cosa la “funzione di partizione”

Tr e_T(_%w?) _ /Ldkf o TR 4w?) _ L e~ Tw? (33.34)
2w 2vnT
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Pertanto dalla (33.33) otteniamo

o det. D(w) _ _/Ood_T L [e*TMQ B 1}
detED(O) ¢ T 2\/7‘(‘T

_ —T w? . 1:|
2\/_ T3/2

[ - 1}
2\/_ cw? T3/2

= - f< 21/7) = (33.35)

Questa formula ¢ in accordo con la formula (33.21) che nel limite L — oo da

det(—<; +w2): sinh(w L) _ ﬁ (33.36)
det(— dt2) L Lo L

da cui

ae t9) L Oeg(D) (33.37)
det(— dtQ) L—oo

log

33.3 Campo scalare in campo magnetico costante
Consideriamo un potenziale vettore
AM = (Ao,Al,AQ,A3> = (0,0,Bﬂfl,O) (3338)

corrispondente ad un campo magnetico costante B = (0,0, B) lungo I’asse
x3. Consideriamo un campo scalare complesso in presenza di questo campo
esterno. L’azione del sistema e

Sp(0, ") = — / d'z ¢* () [thuD“ + 02m2]¢(a:) (33.39)
dove abbiamo scelto la metrica di Lorentz (1, —1, —1, —1) e abbiamo posto e
—ihD, = —ihd, — ZA“ (33.40)

In termini degli operatori di prima quantizzazione p,, la definizione (33.40)
esprime il fatto che per tenere conto della presenza di un campo elettroma-
gnetico esterno bisogna operare la seguente sostituzione sui momenti canonici

N “ (&
Pu = Pu = Ay (33.41)
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L’integrale di Feynman per questo sistema si scrive

*LSeff (B) f— d d * 7LSB (¢7¢*) = 3342
¢ /[ b dg]er det[l2 D, D¥ + 2m?] (33.42)

L’azione effettiva per il campo elettromagnetico prodotta dalla materia e

dunque .
7

7 ot1(B) = —logdet[h*D,D" + *m?| (33.43)
Vogliamo dunque calcolare il determinante del seguente operatore
~ N " " e "
H(B) = =55 + P + (2 = - Ba1)* + 5 + ¢*m? (33.44)
dove abbiamo introdotto gli operatori “momento” p, = —ihd,. L’operatore

H (B) non ¢ definito positivo a causa del segno meno davanti al primo termine.
Consideriamo allora 'operatore definito positivo ottenuto per rotazione di
Wick zg — —ixg.

~

A N N € . A
Heue(B) = Py + B + (b = — #1B)” + i + ¢*m” (33.45)

Con questa sostituzione l'integrale di Feynman in (33.42) diventa reale

Serr(B)
—Zery®)

enSess(B) ¢ (33.46)

per cui
Sere(B -
% = log det H,,o(B) (33.47)
Per applicare la formula (?13.33) dobbiamo dunque calcolare la funzione di
partizione per l'operatore H.,.(B)

Z(B,T) = Tr e THeue(B) (33.48)

L’operatore (33.45) puo essere visto come I’'Hamiltoniana di un sistema di
meccanica quantistica: gli operatori momento py ps e py commutano tra
loro e con con questa Hamiltoniana ed hanno spettro continuo. Per otte-
nere uno spettro discreto conviene mettere il sistema in una scatola quadri-
dimensionale con 0 < z, < L,. La funzione di partizione (euclidea) per
questo sistema quantistico si scrive dunque

Z(B,T) = / dpoLo dpsLo dpsls _r(gspgecrm?) gy ~lit+e? 21222 )7]
2rh  2wh 27h
(33.49)
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dove la traccia nel secondo membro ¢ la traccia sullo spazio degli stati di un
oscillatore armonico unidimensionale

2 2
p d 2
Hyse = — 4+ — (. — 33.50
- m) (33.50)
con le identificazioni di u = % e
B
w=2°" (33.51)
c

Si noti che loscillatore ¢ centrato in
cp
eB

Pertanto gli autovalori del momento py devono essere presi in un intervallo
limitato

(z1)o = (33.52)

0<a1<Li=0<p< BIL, (33.53)
C
In definitiva (33.49) si scrive
_eBh
Z(B,T) = / dpoLodpaLs dpsls _r(gepzecmey € 1
’ 2rh  2mh  2mh 1 — e 29207
COSEST ) TP o2 EhT
VieB —2m2T
i ° (33.54)

8T2ch3T 2T _ o= <2t T

dove Vy = Lo Ly Ly Lg € il volume 4-dimensionale in cui abbiamo posto il
sistema. Notiamo che il limite di questa espressione per B — 0 ¢

‘/4 —2m2T

La formula (33.33) per il logaritmo del determinante diventa allora

Sepf(B) = Seps(0) 1 . dete Heue(B)

RV, Vi 08 det Hypo(0)

°dT
_ _/E 12(B,1) - 2(0,7)]

4T 2 eBhp
- / [ c — 1| e~ 133.56)
€ (§]

1672 hA T3 #T_e_@"r
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L’integrale nel secondo membro della equazione precedente diverge logarit-
micamente per € — 0 in quanto

eth 1] _2m2T N —1 62 32h2
e —

7° .
AT +O(T°) (33.57)

_eBhp -
c

1 [ 2

Riscriviamo pertanto la (33.56) aggiungendo e sottraendo il termine diver-
gente

Ser(B) = Sess(0) e’ B° /°° I~
_ l 33.58
Vi 632 )., T (33.58)
> 4T 2B . 2B R2T?) 22
/). 1672 T3¢ [eﬂzﬁT_e—”zﬁT_ 3! ¢2 ]e
e’ B? loe £
= —-——— O —_—
163222 8¢
° dT 2¢BhT B R2T?] 2,27
_ C _ +— e c'm
/5167T27:L4T3 [ee}th_eeth 3! ¢? }

dove C' ¢ una costante numerica. Definiamo allora ’azione effettiva rinor-
malizzata

Srin(B) Serp(B) — Serr(0) e? B2 €
eff __1: eff eff
— - =] log — = 33.59
Vi 50 Vi +16-3!h027T2 OgC’ ( )

[ AT 2¢Bh B h2T?*) a2

— Jo 16w TR [GEE"IT_Q—“SET TP ] ¢

m* ¢t /OodT 26T V1?1
S U W L
16m2h3 J, T3 LebT —ebT 3!
dove abbiamo introdotto il parametro adimensionale
eBh

Il significato dell’azione rinormalizzata e il seguente. L’azione totale per unita
di volume quadridimensionale associata al campo magnetico costante ¢ data
dalla somma dell’azione classica

V,B?
e

1 —, —
Sp=—— [d*z(E? — B?) = (33.61)

- Serw
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e dell’azione effettiva S.s¢(B) prodotta dal campo di materia scalare. Possia-
mo quindi scrivere 1’azione totale come la somma di un termine quadratico
nel campo magnetico

S — _

VaB" (1 ¢ ‘ ) (33.62)

T log—
Scr 2. 3lnhe 2C

e dell’azione effettiva rinormalizzata in (33.60) la cui espansione per piccoli
b parte dal termine b*:

i m* 'V, [odT 20T VT,
eff<B):_]_67T2h3 /0v ﬁ[ L+ i|€

T — o=bT 3!
- —% /OOZZT[%e‘TT - %e—T T + O(bﬂ
4 4 4 6
- _320 %7?27? emfclz +0(B%)
2 2 2 52 2
T 2. 37607r ;_C emB;cZL Zﬂi +0(BY) (33.63)

L’equazione (33.62) mostra che all’ordine % tutto I'effetto della divergenza
logaritmica puo essere riassorbito riscalando il campo B o equivalentemente
il campo vettore A, e introducendo un campo “rinormalizzato”

, e? €

agin = A, (14— log ) 33.64
i AN 1-3lrhe °C ( )

L’azione totale S® + S,;; & un funzionale del campo rinormalizzato (33.64)

finito per ¢ — 0. Poiché 'accoppiamento del campo elettro-magnetico alla

materia avviene attraverso l'interazione e [d*zA, j* la ridefinizione (33.64)

e equivalente ad introdurre una carica “rinormalizzata”
2

e
€ e( 4.3!rhe

€
log 5) (33.65)

L’idea della rinormalizzazione ¢ di considerare il limite ¢ — 0 mantenendo
finito e,;, (e quindi prendendo una carica “nuda” e divergente): tutte le
grandezze fisiche saranno delle funzioni finite quando espresse in termini di

€rin-
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33.4 Campo scalare in campo elettrico costante

Un campo elettrico constante nella direzione delle asse delle z puo essere
descritto dal potenziale vettore

A, = (E3,0,0,0) (33.66)

L’operatore di cui vogliamo dunque calcolare il determinante e 1’analogo
dell’operatore (33.44)

A R el R R .
H(B) = —(po — —3)" + p + 0 + 1 + *m? (33.67)

Effettuando la rotazione di Wick z¢ — —izg, po — i po nella (33.67) ottenia-
mo e

- . ie

Heuc<E) = (pO -
Notiamo che l'operatore ottenuto non ¢ hermitiano: il suo spettro non sara
reale e, di conseguenza, il determinante avra una parte immaginaria. Appli-
chiamo infatti i risultati della sezione precedente sostituendo nelle formule
ottenute nel caso magnetico il campo magnetico B con iE. Dalla (33.60)
ricaviamo

x3)? + P74 P53 + pa 4+ 2 m? (33.68)

TH(E) mt ¢t /‘X’dT[ 2iaT a? TQ] r
= — — | — 1 — e
Vi 167m2 k3 J, T3 LletaT —e—iaT 3!
m* ¢t *dT'r aT a?T*1 o
_ ar 1 T (33.69
16 72 13 /0 T3 [sin(aT) 3l } ¢ (33.69)

dove il parametro adimensionale a ¢ definito dalla relazione

Eh
a= S (33.70)

m2 c3

Notiamo che 'integrando che appare nella (33.69) ha dei poli semplici per
valori di T' che soddisfano la condizione

al =nm (33.71)

dove n € un intero positivo. L’integrazione sul semi-asse reale 7' > 0 e dunque,
strettamente parlando, non definita. Definiamo I'integrale per continuazione
analitica dando al parametro a una piccola parte immaginaria a — a+ i€ con
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e > 0. Questo equivale a definire 'integrale integrando su un cammino che
corre lungo l'asse T' > 0 che aggiri i punto 7, = “F nel semipiano complesso
inferiore. L’integrazione intorno ai poli da il seguente contributo alla parte
immaginaria dell’azione effettiva

rin (E') m4 C4 a2 e (_1)n+1 .
Img—L"2 = - 72
mg =1~ T ; o (33.72)

62 E2 > (_1)Tl+1 _n7rm2c3

= e e Eh
16 73 h c? n?
n=1

Notiamo che per a << 1 il termine dominante della serie che appare nella
(33.73) e quello con n =1

H(E) B a2
Vi S TemRat o (33.73)

Img

Possiamo dare un’interpretazione semplice del fattore esponenziale nel lin-
guaggio di prima quantizzazione. La parte immaginaria dell’azione effettiva
segnala un’instabilita dello stato di vuoto del campo elettromagnetico dovu-
ta alla probabilita (esponenzialmente piccola) che il campo elettrico produca
delle coppie particella-antiparticella. Questo processo puo essere pensato,
in prima quantizzazione, come una transizione tra uno stato di particella
a frequenza negativa (’anti-particella nello stato finale) ad uno a frequen-
za positiva (la particella nello stato finale). La formula di Feynman (33.2)
per I ampiezza di transizione di un processo si riduce nell” approssimazione
semi-classica a

2 Sclass

(fle™ % HIi) o ef 57 Sl x ot [ pl@)de (33.74)

dove S€ess[i f] & lazione classica valutata per una traiettoria che va dallo
stato ¢ allo stato f, p(x) ¢ il momento della particella per una data energia
ed abbiamo utilizzato la relazione S%%5[i, f] = fif p(x) de—e(ty—t;) che lega
azione ed energia €. L’azione S*[i, f] & un numero reale per una traiettoria
classicamente permessa. Le regioni classicamente non permesse sono quelle
che corrispondono a p(x) immaginari e danno quindi un contributo espo-
nenzialmente piccolo all’ampiezza di transizione: € questa l'interpretazione
dell’effetto tunnel (penetrazione di barriera) in termini della formula di Feyn-
man. Per valutare quindi 'ampiezza di transizione attraverso una barriera
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di potenziale dobbiamo considerare la traiettoria complessa corrispondente a
p immaginari che ¢ soluzione delle equazioni del moto “euclidee” — queste
sono le equazioni del moto che si ottengono dall’azione originaria cambiando
il segno del: V,,u(z) = =V (z).

Nel nostro caso dobbiamo considerare la relazione momento-energia per
una particella relativistica in un campo elettrico costante E lungo la direzione
2

ep(z) = /(e — eEz)? — cAm? (33.75)

dove € e l'energia della particella. Le regioni classicamente permesse sono
quelle per cui

(e—eEz2)?—c*m?*=(e—eEz—mc®)(e—eEz+mc?) >0 (33.76)

E—’I’)’L02

cioe la 1"egione2 con z < 2z = <% (regione delle particelle) e la regione
2> 29 = % (regione delle anti-particelle). L’ampiezza di transizione del
processo classicamente non permesso che va dalla regione z < z; alla z > 2z

e dunque proporzionale al fattore esponenziale

_1 = /2 cd—(e— 2 1 2 /
e ch legdz m=c (6 eEZ) e eieEch fin'rrfc2dy C4m27y2 (3377)

_271’1,2c3 am2 3

1 2
= e eEh dey 1-y :e_ 2¢eEh

(33.78)

La probabilita di produzione di coppie per unita di tempo e di volume e

Tm* c

pertanto proporzionale a e” ¢£n in accordo con la (33.73).

34 Integrale di Feynman e matrice S

L’elemento di matrice S tra due stati 11 e ¥y € definito da

Sor = (o] S|epn) = t;lffoo (tholeilotz o= t2=t1) =5iHota |y ) (34.1)

t1——o0

dove H & 'Hamiltoniana interagente e Hy quella libera. La formula (34.1)
¢ valida in generale, sia in meccanica quantistica non-relativistica che in
teoria dei campi. Consideriamo il caso di una particella in 3 dimensioni, di
coordinate 7, diffusa da un potenziale V' (Z): in questo caso (34.1) diventa
Sor = lm [ diy diy ¥5(Ta, ta) W1 (T, 1) (ol #7217 (34.2)

tg—+o0
t]—>—o0
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dove 91 (71,t1) e Pa(Zs,t2) sono le funzioni d’onda degli stati [191(t21)) =
e_%H0t2’1|@/12,1> che evolvono secondo ’'Hamiltoniana libera. Supponendo che
I’Hamiltoniana libera sia

b D
Hy=— 34.3
0 2m ( )
abbiamo
B3 dks dk F2 k3
521 _ llm 2 1 ¢2( )le( ) ztlz’;i ezt2hk2 5¢
ot [ (2mp
x / ATy dify P Tre=ha® (o= il (2=1) | 7)) (34.4)

Possiamo calcolare gli integrali in 151,2 utilizzando il metodo del punto sella
(in quanto |t1 o] — 00): poniamo

E1,2 = ko + /%1,2 (34.5)

dove 12:172 sono determinati dalla condizione di stazionarieta delle fasi oscillanti

meQ

Fikio = (34.6)

ty

Dunque

2\ 3/2 RS . hk

. m T mI 1 2

So1 = lim (—) /df dz (/5 ¢ thom o7 25m %
2 Eﬂt"c tth 2 ! 2( htg ) 1( htl )

(:v2|e LH(ta— t1)|$1>

Rt titg 3/2 Rf ., hR3
= lim ( 12 2) /dk2 dky ¢3(k») é1 (k1) e et x
2ol N m

X <:§2(t2) )e iH(t2—t) | 7

7i(h)) (34.7)

dove Ty(ty) e Z1(t;) sono le traiettorie classiche libere, rispettivamente per
tempi grandi positivi (f, — +00) e negativi (t; — —00):

hkﬁgtz 51 (tl) — hkfltl

To (t2) =

(34.8)

3
3
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Verifichiamo la correttezza dell” Eq. (34.7) nel caso banale in cui H = H,.
In questo caso

. hR2 -
<f2‘e_%H0(t2—tl)’fl>:/dk e—z%(tz—h)—f—zk(xz—m):

)
3/2 .m(#y—71)>
()% o
TRl — 11
Pertanto nel caso libero (34.7) diventa
: B gtaN32 [ - - o Lo ERE R
sipre = Jim (<57 /d’wfﬁ B5(k2) o1 (1) 3w o713t x
t]——o0
m 3/2 i Giatg—Fky11)?
X<—> el 2m(tg—t1) —
2w hi (tg - tl)

o tytoh? 32 o L L .
= (27rim(t2 —t1)> /dk2 dhr Ga(k2) 61 (k)

t1——o00

o .
; piLt2RT oty R3 2o Ky tyty
X e 2m(ty—t1) =

, titoh3
= lim y
ta=toe 2 i m (tg — 1)

t1—>—

Dty tg (kg —kp)?

)3/2/dE2 dky $5 (ko) 61 (ky) €' a=) ™ =

34.1 L’approssimazione iconale

Partiamo dall’espressione I’ elemento di matrice dell’operatore di evoluzione
che appare in Eq. (34.2)

<Egle’%ﬁ(t2’t1)|lg1> = /dfz 7, eFrE1g ik (Zyle”wH 2=t 7)) (34.11)

Poniamo
> L PP
k=po—p1 p= 12 2 (34.12)
Cerchiamo un’approssimazione valida nel caso
PP >> K (34.13)
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In questo caso possiamo supporre che (se il potenziale V() decresce con
sufficiente rapidita all’infinito) l'integrale di Feynman sia dominato dalla
traiettoria rettilinea. Posto

S=d—7 &= ””1;“”2 (34.14)
la traiettoria rettilinea in questione e
- t—t t— e
T(t) = 7 + L(fy — 7)) =+ §—2— (34.15)
lo—t to—1
L’azione classica per questa traiettoria vale
5 At
~ mS§ 2 T
S=——[drV(Z+5— 34.16
v L vEeg 3410
dove abbiamo posto At = t, — t; — +00. Inoltre abbiamo
ky T —ky Ty =—k-T—p-3 (34.17)
Pertanto approssimiamo ’elemento di matrice (34.11) con
— i 7 — m 3/2 7S oo
Bale HIA ) ~ (s ) [ dirds e R T
(kale k1) o7 hi At T das e
.9 . At ool
st~ A dTV(EHT L)
2 =
hAL N 3/2 N inAig? —if%; dr V(f—l—ﬁq’T)
~(5---) /dfd(j’e”“'“z o G YR T
2mim

dove il fattore davanti all’esponenziale (il determinante) ¢ quello ottenuto
dal confronto con lintegrale di Feynman nel caso libero, Eq. (34.9) e nella
seconda riga abbiamo operato la sostituzione nella variabile d’integrazione

5= %“J. Nell’ipotesi che I'integrale
I
/dT V(Z+ —qT) (34.19)
o m

sia convergente, possiamo effettuare 'integrazione in ¢ col metodo del punto
sella, in quanto At — co. Il punto sella localizza ¢ intorno al valore ¢ dato
da

=p (34.20)

sl
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Dunque

— i1 — i t52 2
<k’2|e_ﬁH(t2_tl)|k‘1> ~e hQAmp /df e—zk’-x e—g dTV(z—l— pT) (34.21)

Sostituendo quest’espressione nella formula (34.4) per I’elemento di matrice
S otteniamo

B3dky dk i
Sigenale — i P TR (o) n (R o5 i3
ove ) (2m)3
o mAtp2/dx e ikfe—%ffooodTV(f—l—%ﬁT) —
' K dk dp
= Jim [ S O F2) on(— Ff2) ol
t]—>—o0

> /df efil;-:f e—%ffoood’r V(f+%ﬁ7’) _
(34.22)

k3
dove, nella fase dell’esponenziale e it it 2 abbiamo trascurato k2 rispet-
to a pZ.
Decomponiamo il vettore # in una parte lungo p ed in una ortogonale

T=p4+2-22 (34.23)
dove Z = 2 ¢ il vettore unitario lungo p’ (p = [p])) e p- P = 0. L’integrale
(34.19) dlpende solo da p/

t-p h
/_ci? V(p—irp(xpp +ET)) fT’Z? =V (5+22) (34.24)
La formula (34.22) si riscrive dunque come segue
R3dk dip 7
S = dim [ S 0+ R/2) 61— Fj2) S
tg—+o00
t]——o0

X /d25(27r)5(/2- Z) o iR g i eV (P 2)

= [T 635+ R o /2 600

x / PR i [tV P2 2) (34.25)
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dove k, ¢ la componente di k lungo p. L’elemento di matrice S tra stati di
impulso p; e ps € dunque nell’approssimazione iconale

. 5(k ) - _ﬂfoo dV(*—&-A )
iconale z 2 - —ik- — o2V (ptZ 2
SP2,IJ1 = (27‘()2/d pe "Pe n (34.26)

Definendo l'operatore T attraverso la relazione

A A

S=1-2mié(Ey — E1)T (34.27)
abbiamo infine
r _p 2= —ikp [~ d2V (52 2)
Ton = m(27r)3/d pe [e . -1 (34.28)

Ricordiamo che ' ampiezza di diffusione fgz (p1/p,p2/p) € legata all’ele-
mento di matrice S,, ,, dalla relazione

Z’ — —
Spaor = O T Ol il 5= Joi (B1/Ds D2 /P) (34.29)
2m|pi
Pertanto I'approssimazione iconale dell’ampiezza di diffusione e

iconale

- - p o ik | -0 dzV (P22
G o) = o [ [ BRI ] s0)

Sia a il raggio del potenziale V(Z). Deriviamo le condizioni di validita
dell’approssimazione di Born dall’ Eq. (34.30). Sia Vj e Uordine di grandezza
del potenziale nel suo raggio d’azione a: se

; (ap) (34.31)

W <<
m

allora la formula (34.30) si riduce all’approssimazione di Born

m
21 h?

Born

(PP, D2/p) = — Bz PPy (7) (34.32)

L’approssimazione iconale e valida invece anche in una situazione per cui

h? h? )
— (ap) ~Vy << — (ap) (34.33)
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In effetti, ’approssimazione iconale richiede, come abbiamo visto, che p >>
k. La variazione del momento |Ak| ¢ stimata dal prodotto della forza che
agisce sulla particella per I'intervallo di tempo (~ W) durante il quale la

particella sente un potenziale non nullo:

hk o~ Yoam _ Vom
a hp hp

Dunque deve essere

h
o << hp

che coincide con la (34.33).
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