SoLuzIoNT 19.1

La funzione nella condizione iniziale & mostrata in figura
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Applichiamo alla PDE il metodo di soluzione basato su trasformata di Fourier F’
rispetto alla variabile x (usiamo la convenzione ® per F). Otteniamo, a primo

membro,
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F (82&81:) =F (aa—> =al (%) = ik k1)

A secondo membro

2
F (%) = —k2(k,t)

Dunque,

z’kd“(d]z’ D_ 2t = ODE

dii(k,t)

= iku(k,1)
La soluzione della ODE con dato iniziale u(k,0) e
u(k,t) = tu(k,0)e*
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Calcoliamo 'integrale:
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Quindi
~ L ke
u(k,t) = s
Allora

_ I
u(z,t) = F~* <1+k26kt) :

Detta f(x) la F~1 di : +k2 , per la proprieta che una modulazione diventa una

traslazione (attenzione al segno!), la soluzione sara

flz+1)

Ma f(z) ¢ chiaramente \/ge"’”‘ , visto che abbiamo appena mostrato che la tra-
sformata di Fourier di questa funzione ¢ 1/(1 + k?). Dunque, la soluzione del

problema al contorno e
T
u(z,t) = \/;e_'”t'

az =k

u(k,t) = A(k) cos(kt) + B(k) sin kt

dato iniziale implica B =0 e

u = u(k,0) cos(kt)
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per 'esercizio precedente (e la relazione di reciprocita: vedere esercizi 18.2).

Quindi

u(z,t) = \/_2_7r/ e|k|\/§cos(kt)elkxdk = 5/ e ¥ cos(kt)e™* dk
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come si poteva anticipare sin dall’inizio.
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Dunque,
u(z,t) = \/E/ e U g (a=(1+1)/4)
1 T a?/l00)/4
~ Vin (1+1t)/4
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Stesso procedimento di . Risultato:

u(z,t) \/7/ cos(ctk) et dk

B \/7 sin(x + ct) N sin(z — ct)
2V T+ ct r —ct
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Stesso procedimento degh esercizi precedentl. Risultato:

(.73' t —Dk2t€ik(x+Kt)f(k)dk
\/ 27T
@ Idem. Risultato:
(I t 7zak3t€ikx)f(k)dk
\/ 27T
du 9 . ~
pri —atk*u  u(k,0) = f(k)

Risolvendo la ODE, si trova
(k. t) = f(k)e ™2
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Quindi
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w.0) = gt - — [ (o)

(si faccia attenzione al fattore \/LTW della Convoluzmne quando si usa la convenzione

@per F).

Stesso procedimento dell’esercizio precedente. Risultato:

u(x,t) = f* gi(x)

1 e
) = —6_4(1—6_t)
() 21— 1)
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@ Discende dalla soluzione come convoluzione vista in classe per la data condi-
zione iniziale.



u(z,t) = \/g/oooﬁ(k)emzt sin(kx)dk

Fik) = \/g/ooo f(@)sin(kr)dz k>0
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